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PRZEDMOWA

Tom 1 ,Architektoniki S$wiata® miat na celu uzasadnie-
nie gnozeologiczne metafizyki, jako $cistej nauki o strukturach
uniwersalnych, opartej o logike geometryczng. Stawiajac sobie
jednak tego rodzaju zadania, ,,Prolegomena do architektoniki
Swiata“ mogty tylko w sposdb bardzo ogdlnikowy zaja¢ sie sa-
ma podstawg tej metafizyki, ta wiasnie logika geometryczna,
architektoniczng; obszerniejsze bowiem jej traktowanie rozbi-
toby spéjnos¢ tych ,Prolegomenéw”, obracajacych sie przede-
wszystkiem woko6t zagadnien teorjopoznawczych. Teraz jednak
z kolei rzeczy musimy uzupetnié te braki i postara¢ sie w sposéb
bardziej systematyczny zatozy¢ dla tej metafizyki podstawy rze-
czowe. Blizej wiec musimy zajaé sie teraz tg logikg geometrycz-
no-architektoniczng, tg topologika, pamietajac jednak, ze traktu-
jemy ja tutaj, mimo wszystko, nie jako samodzielng dyscypline,
nie jako cel sam w sobie, lecz tylko jako czton integralny archi-
tektoniki Swiata, i ze wobec tego te jedynie jej strony powinny tu
przyj$¢ zasadniczo do glosu, ktére mieszczg sie w ramach tej ar-
chitektoniki swiatowej. W mysl tego tylko w dodatkach pozwo-
liliSmy sobie rozpatrze¢ bardzo krotko z punktu widzenia archi-
tektonicznego dwie kwestje czysto logiczne, azeby wykazac
obecno$¢ pierwiastkdw architektonicznych nietylko w logice po-
jeé, lecz réwniez sadow i wnioskéw. Natomiast wielki nacisk
potozylismy na sprawe odkrytych przez nas logicznych struktur



harmonicznych, ktoére posiadajg pierwszorzedne znaczenie dla
architektoniki $wiata, spokrewniajac logike architektoniczng nie-
tylko z dziedzing geometrji rzutowej, lecz réwniez z arytmetyka
i akustyka. Do jakiego stopnia realna dziedzina akustyczno-
muzyczna jest przepojona pierwiastkiem logicznym i, odwrot-
nie, w jak wysokim stopniu dziedzina logiczna kryje w sobie
mozliwosci akustyczno-harmoniczne, wida¢ to specjalnie z roz-
dziatu X111, w ktéorym podajemy system logiki tondéw harmo-
nicznych.

Tom niniejszy ,,Architektoniki $wiata“ zawiera tedy w sobie
nietylko bardziej systematyczne ugruntowanie logiki geome-
tryczno-architektonicznej, lecz przedstawia réwniez bardziej
szczegbtowe jej rozwiniecie, specjalnie co do tych kwestyj, kt6-
re w pierwszym tomie byty tylko wzmiankowane, a wiec prze-
dewszystkiem wiasnie, gdy chodzi o elementy i struktury har-
moniczne oraz ich odwzorowania geometryczne i akustyczne.
Uzupetniwszy w ten sposdb rzeczowe podstawy , Architektoniki
Swiata“, zaznajomiwszy sie blizej z architektonikg Swiata lo-
gicznego, uprzytomniwszy sobie przytem doktadnie pozalogicz-
ne znaczenie tych struktur, bedziemy juz teraz nalezycie przy-
gotowani do tego, aby otrzymane rezultaty architektoniczne gte-
biej przeswietlic w tomie 111 z punktu widzenia kategorjologji
i metafizyki.

Warszawa, w czerwcu 1934 r.
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Rozdziat |

ZGEOMETRYZOWANIE SYSTEMU PEWNIKOW LOGIKI
SCISLEJ.

Zanim przejdziemy do spraw wiasciwych logiki geometrycz-
nej, musimy przedewszystkiem zajg¢ sie nieco blizej logika al-
gebraiczng ktérg mamy zamiar podda¢ geometryzacji. Ta lo-
gika algebraiczna (algebra logiki) przedstawia system, oparty
0 szereg zasad naczelnych (pewnikéw), z ktérych juz droga de-
dukcji otrzymujemy dalsze twierdzen!a'r). Oprzemy sie przy po-
nizszem przedstawieniu algebry logiki na pierwszym systemie

Jezeli chodzi o blizsze zorjcntowanie sie w dziedzinie algebry logiki,
ktora lezy u podstawy logiki geometrycznej, to czytelnik polski znajduje sie
tu w nader szcze$liwem potozeniu, moze bowiem korzysta¢ z catego szeregu
prac oryginalnych w jezyku polskim. A wiec, Ajdukiewicz: ,,Gtdwne zasa-
dy metodologji i logiki formalnej*, 1928 (autoryzowany skrypt wyktadow);
Kotarbinski: ,,Elementy teorji poznania, logiki formalnej i metodologji
nauk®, 1929; Lukasiewicz: ,Elementy logiki matematycznej“, 1929 (auto-
ryzowany skrypt wyktadéw); Stamm: ,Zasady algebry logiki“, 1913; J. Sle-
szynski: ,,Teorja dowodu“ (t. I, 1925, t. Il — 1929). Do wyzej wymienio-
nych prac dotaczy¢ nalezy rowniez: Czezowski: ,Klasyczna nauka o sadzie
i wniosku w Swietle logiki wspotczesnej“, 1927 oraz ttomaczong z francu-
skiego ksigzke Couturat'a: ,Algebra logiki“, 1918.

Z prac wyzej wymienionych ksigzka Stamma zaktada u swej podstawy ten
sam, co i my, system pewnikéw (pierwszy system Huntingtona) i z tego po-
wodu bodaj ze najlepiej nadaje sie jako ksigzka pomocnicza dla czytelnika,
ktoryby odczuwat potrzebe takiej pomocy, gdy chodzi o strone algebra-
iczng poruszonych tu zagadnien.
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pewnikéw, podanym przez E. Huntingtona w jego pracy: ,Sets
of independent postulates for the Algebra of Logic* (Transac-
tions of the American Mathematical Society. Vol. 5, 1904, str.
292—296).

Huntington bierze pod uwage og6t elementéw, w ktérym ist-
niejg przynajmniej dwa rézne od siebie elementy, przyczem je-
zeli do systemu tego nalezg elementy a i b io naleze¢ do nie-
go beda roéwniez elementy a A- b i ab czyli suma i iloczyn lo-
giczny elementéw a i 6 (u Huntingtona i ta konstytucja syste-
mu sformutowana jest w postaci dwdch pewnikdw).

Pewniki, rzadzace tym systemem elementdw, sg nastepujgce:

H Istnieje element O taki, ze dla dowolnego elementu a ma-
my a-\-0 = a

H Istnieje element 1 taki, ze dla dowolnego elementu a ma-

my a¥Y\ 1—a

a-j-b=>b a

ab — ba

a -]~bc = {aA-b) {a-j- o)

3 a{b\c)=—abA-ac

4® Istnieje taki element a\ odpowiadajacy elementowi a, ze
a-\-a'=1
oraz

4™ Istnieje taki element d, odpowiadajacy elementowi a, ze
ad —0.

NN

Ad. 1 Elementy Oii sg to dwa graniczne elementy systemu
algebry logiki, co do ktérych pézniej przekonamy sie, ze O jest
najmniejszg trescig logiczng, 1 za$ trescig najwiekszg (por. str.
32, tw. 12). Pewnik 1-y stwierdza istnienie tych elementéw, ja-
ko modutéw dodawania i mnozenia, t. j. takich elementéw, kto-



n -

re — podobnie jak Oi 1w arytmetyce — nie zmieniajg elemen-
téw, z ktéremi sg potaczone znakiem + (modut 0) lub znakiem
X (modut 1).

A Istote modutdéw logicznych zrozumiemy, jezeli sobie uprzy-
tomnimy to, coSmy przed chwilg powiedzieli, ze 0 jest najmnigj-
sza, za$ i najwiekszg trescig logiczng. Otdz najmniejsza, naj-
ubozsza, najmniej zdeterminowana tres¢ logiczna — to pojecie:-
Lprzedmiot” (,byt* — ,,cos"). Jezeli tak, to jest rzeczg zrozu-
miatg, ze powiedzie¢ o jakim$ elemencie, ze jest a, jest réwno-
wazne z powiedzeniem, ze jest on a + 0, albowiem a 0 zna-
czy wiasnie ,przedmiot d\ Co za$ do wzoru a Y- 1 m=a, io gto-
si on w mysl znaczenia mnozenia logicznego, ze, szukajac naj-
wiekszej czedci wspolnej dla tresci logicznych a\ |1, znajdujemy
ja —a. Wobec tego ze 1 jest to tre$¢ najwieksza, najbogatsza,
taka, ktéra obejmuje (zawiera w sobie) wszystkie inne tresci,
wiec i tre$¢ a zawarta jest cata w 1; jezeli za$ tak, to, oczywi-
Scie, czescig wspdlng a i1 jest a.

Ad 2. Wzory B+ 2— " 4~ Boraz ab — ba wyrazajg t. zw.
prawo przemiennosci dodawania i mnozenia logicznego, w mysl
ktérego suma i iloczyn logiczny nie zaleza od porzadku dzia-
tan: ten sam rezultat otrzymamy, dodajac pojecie b do pojecia a,
co i dodajac pojecie a do pojecia b; podobnie w mnozeniu. Pra-
wo to obowigzuje i w zwyklej algebrze.

Ad 3. Wzory 3% i 3" wyrazajg t. zw. prawo rozdzielnoscr
(dystrybucji). Wzo6r 3%:a (b + ¢)= ab ac znany jest z alge-
bry zwyklej. W algebrze logiki ma on nastepujace znaczenie:
element wspolny”™) pojeciu a i pojeciu n + c sktada sie z dwoch
czesci: elementu wspolnego pojeciu a i pojeciu b oraz elemen-
tu wspolnego pojeciu a i pojeciu ¢ (i vice versa). Ten moment

Wihasciwie: maksymalnie wspolny.
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vspolny miedzy a i b ¢ zostat wiec tu rozdzielony, rozitozony
na dwie czesci, stad nazwa prawa rozdzielnosci (tutaj rozdziel-
nosci mnozenia logicznego). Wobec za$ dodawania logicz-
nego obowigzuje wzér a bc  (a-\- b) (a c¢). Znaczy to:
azeby dodac¢ do a iloczyn logiczny b . c, trzeba doda¢ do a raz b,
drugi raz c i sumy te pomnozy¢ przez siebie (i vice versa).

Ad 4. Wzory 4™ i 4% podajg okreslenie elementu negatyw-
nego (przeczacego) a (czyli otrzymanego z elementu a przez
dziatanie negacji) przy pomocy odpowiadajagcego mu elementu
pozytywnego (twierdzacego) a oraz elementéw 0 i i. W mysl
tych wzoréw element a jest to taki element, ktéry 1) dopetnia
elementado 1l (a A af= 1)i ma minimum wspolnosci z ele-
mentem e (a X a' = 0).

Do tych wstepnych wyjasnien, dotyczacych powyzej podane-
go systemu pewnikéw algebry logiki, musimy dotaczy¢ jeszcze
szereg dalszych. Ot6z przedewszystkiem musimy zwréci¢ uwage
na to, ze elementy a, b, c nie sg to w naszem rozumieniu Kklasy
(mnogosci) przedmiotéw, podpadajgcych pod jakie$ pojecie,
lecz ze sg to wiasnie przedewszystkiem same pojecia a, b, ¢ —
tresci myslowe, sensy, a wiec np. pojecie ,cztowiek" znaczy tu
nie ,klasa ludzi“, lecz ,,096t cech, wiasciwych kazdemu czto-
wiekowi“. Stowem, powyzszy system pewnikow jest u nas prze-
dewszystkiem systemem pewnikow logiki tresci, nie za$ logiki
zakresu (klas).

Nastepnie zwracamy uwage na pewien charakterystyczny rys
powyzszego systemu pewnikdw. Otz wszystkie pewniki wyste-
puja w nim w dwdch postaciach, rozdwajajg sie, wyrazajg sie
podwojnie: pierwszy wzér dotyczy dodawania, drugi mnozenia.
Mamy tu do czynienia z t. zw. dwoistoscig (dualnoscig) logicz-
nego dodawania i mnozenia. Ta dwoistos¢ jest wyrazem nie-
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zwyktej harmonji, panujacej w $wiecie logicznym, a wyrazaja-
cej sie w tej wilasnie odpowiedniosci wzeréw dla dodawania
i mnozenia logicznego. Prawo dwoistosci (dualnosci) dotyczy,
jak widzimy, wszystkich powyzszych pewnikéw algebry logiki.
Pozwala nam ona w wyrazeniach typu naszych pewnikéw prze-
chodzi¢ od jednego wzoru do dwoistego z nim przez zamiane
znaku + na X i vice versa oraz 7 na Qi vice versa, jak to wi-
dzimy we wzorach 1 — 4.

W pewnikach powyzszych, zatozonych u podstawy wszyst-
kich twierdzen algebry logiki, nie widzimy znaku <C, oznacza-
jacego wazny w logice stosunek zawierania sie. Otéz ten stosu-
nek zawierania sie daje sie sprowadzi¢ do stosunku i dzia-
tan logicznych, uwzglednionych w powyzszych pewnikach, tak-
ze

<b = (b= a-" b (P

Ta definicja stosunku zawierania sie stanie sie oczywistg, gdy
wezmiemy pod uwage, ze istotnie, jezeli tre$¢ a zawiera sie
w tresci b, to dotaczajgc do tresci b tres¢ juz zawartg w nigj a,
tresci b nie zmieniamy, czyli a -\ b= b, jezeli a<ib, i odwrot-
nie; jezeli przez dodanie tresci a do tresci b ta ostatnia zmia-
nie nie ulega, to znaczy to wilasnie, ze ta dodawana tre$¢ a za-
warta juz jest w tresci b.

Powyzej ustanowiona rownowaznos$¢, jak wszelka zresztg
réwnowazno$¢ logiczna, oznacza wzajemne zawieranie sie (wyni-
kanie) cztonéw tej réwnowaznosci, a wiec ze z (a<ib) wynika
(b=a b)ivice versa. Te istote wszelkiej réwnowaznosci, to,
Ze polega ona na wzajemnem zawieraniu sie cztondéw, wyraza
nastepujaca jej definicja:

(@a= b)y= (a<b) » b< a (I
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W  zwigzku z rozpatrywanym obecnie przez nas stosun-
kiem <C chcemy zwréci¢ uwage, ze prawo dualnosci (dwoisto-
$ci) dotyczace wzordw, wyrazajacych réwnowaznos$¢ miedzy ele-
mentami, zwigzanemi dziataniem + i dotyczy réwniez i wzo-
réw, wyrazajgcych nieréwnosci (<C) miedzy takiemiz elemen-
tami. A wiec np. wzorowi a  a A- b odpowiada wzér: ab < a,
wyrazajacy te niewatpliwg prawde, ze cze$¢ wspblna (maksy-
malna) elementdéw a i b miesci sie w elemencie a. Jak widzimy,
azeby przejs¢ od wzoru dla nieréwnosci do dwoistego wzoru,
trzeba nietylko znak Ur zamieni¢ na X i vice versa (wzgl. je-
szcze Ona i i vice versa), lecz poza tern przestawié¢ cziony sto-
sunku wynikania. W ten sposéb przechodzimy np. od wzoru
0 <C a do dwoistego dlan wzoru: a <i 1

Przechodzimy obecnie, po przedstawieniu i wyjasnieniu pew-
nikow algebry logiki i kwestyj z tem najblizej zwigzanych, do
naczelnej sprawy naszej pracy, mianowicie do ustanowienia
systemu wspoétrzednych logiczno-geometrycznych i do zgeome-
tryzowania w ten sposob algebry logiki.

Fakt, ze stosunki logiczne, przedewszystkiem stosunki logiki
zakresu, dopuszczajg schematyzacje przestrzenng, jest znany

Nalezy tu zwréci¢ baczng uwage na to, ze zakres stosowalnosci zasady
dwoistosci, pozwalajacej nam przechodzi¢ od wzoréw dla dodawania do wzo-
rébw dla mnozenia i odwrotnie, jest ograniczony nastepujgccmi warunkami;
wzory te muszg przedstawia¢ prawdziwe zawsze rownosci lub nieréwnosci
miedzy wyrazami (stronami), w ktérych wystepuja znaki dziatan logicznych,
natomiast nie moga wystepowaé w stronach tych znaki réwnosci i nieréw-
nosci, t. j. znaki stosunkéw réwnowaznosci (=) i zawierania sie (<C)- A wiec
np. nie mozemy stosowa¢ zasady dwoistosci do zawsze prawdziwego wzoru:
{x <i a) d- (x b) = X (a X b* poniewaz w stronach tej réwnosci (row-
nowaznosci) oprécz znakéw j wystepuje jeszcze znak ,<C“-
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kazdemu, kto uczyt sie logiki i positkowat sie t. zw. kotami Eu-
lera. Otdz juz w mozliwosci tych diagramatéw eulerowskich, czy
podobnych schematow, tkwi jadro naszego zagadnienia. Zamiast
jednak mowic¢ o tych diagramatach kolistych, ktore spopulary-
zowaty sie od czasu, gdy zaczagt uzywac ich Euler (chociaz zna-
ne byly juz dawniej), wezmiemy pod uwage diagramaty prost-
sze, prostolinijne, ktéremi z predylekcjg postugiwat sie Leibniz.
Jezeli chcemy unaoczni¢ to, ze dwie klasy a i b majg czes¢
wspolng ab, wtedy bierzemy zwykle dwa odcinki (a i b) tej sa-
mej linji prostej w ten sposdb, Ze czesciowo zachodzg one na
siebie. Cze$¢ wspdlna tych dwoch odcinkdéw unaocznia wtedy
klase (ab), wspblng danym dwom klasom, ich iloczyn logiczny.

Oto6z tego rodzaju schematyzacja, jak powyzsza, w ktorej za-
réwno a i 0, jak tez i ab sg przedstawione zapomocg odcinkow
prostolinijnych, ma te wade zasadniczg, ze nie wyraza tego fak-
tu, iz ab jest wytworem, tworem pochodnym w stosunku do
a i b, r. wiec nalezy, jakgdyby do innego pokolenia, do innego
wymiaru. W powyzszym jednak schemacie wytwdr ab przed-
stawiony jest tak samo zapomocg odcinka prostolinijnego, jak
i elementy a i b, ktére go tworzag. Gdybysmy te niewatpliwg
réznowymiarowos¢ gatunku z jednej strony, rodzaju za$ i roz-
nicy gatunkowej — z drugiej chcieli odwzorowa¢ w schemacie
przestrzennym, wtedy nalezatoby klasy a i b przedstawi¢ w po-
staci dwoch przecinajacych sie prostych a i b: punkt ich prze-
ciecia symbolizowatby wtedy klase ab, zawartg zar6wno w a,
jak i w5, przyczem wiasnie ta klasa-wytwér bylaby tworem
o innym wymiarze, anizeli klasy tworzace.

Nam jednak w pracy niniejszej chodzi w pierwszym rzedzie
o logike tresci, nie zakresu. Zachodzi przeto pytanie, czy dwie
przecinajgce sie (np. pod prostym katem) linje proste moga

%:
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symbolizowa¢ réwniez dziatanie, dotyczace treSci logicznych.-
Odpowiedz na to pytanie wypadnie, oczywiscie, twierdzaca, tyl-
ko ze punkt przeciecia tych prostych nie bedzie juz przy trescio-
wym punkcie widzenia oznaczat tworu wspélnego klasom a i b,
lecz nowg tres¢, powstatg z kumulacji tresci pojeciowych a \ b,
klasom tym odpowiadajgcych. Bedzie to punkt a b. Wytwor
ten nie zawiera sie teraz w i ” (jak to byto w dziedzinie mno-
zenia zakresowego), pojecie np. ,,prostokat réwnoboczny“ nie za-
wiera sie w pojeciu ,prostokat”, czy w pojeciu ,,réwnoboczny*,
lecz, przeciwnie, pojecia konstytuujace: ,prostokat” {a) i ,,row-
noboczny“ {b) zawierajg sie w tern pojeciu-wytworze: ,prosto-
kat rownoboczny* (a-A-b). Innemi stowy: a <C a~b, b <C a-\-b.
Pojecia a i b, jako tresci logiczne, wzigte przytem oddzielnie,,
sg tylko mozliwoscig wytworu a b, czem$ mniej okreSlonem,
mniej zdeterminowanem, anizeli ten wytwor a b.V~ niniej-
szej wiec schematyzacji tresci logicznych punkt a b bedzie
unaoczniat pojecie zasadniczo pod wzgledem tresci bogatsze, po-
jecie bardziej zrézniczkowane i wyspecyfikowane (gatunek),
anizeli linje proste a i b (rodzaj i réznica gatunkowa); punkt
a b nie bedzie tu elementem prostej a czy b, lecz ich deter-
minacja, ktérg wihasnie proste a i b konstytuuja, w ktérej, jako
takie, tkwia, zawierajg sie. Nie bedzie to, oczywiscie, zawieranie
sie ekstensywne, tecz zawieranie sie jakosciowych czynnikéw
wytworu w ich syntetycznym wytworze, ,tkwienie“ w nim tych
czynnikéw. W tern znaczeniu wiasnie trzeba rozumiec tu prze-
strzenny stosunek prostych aib do punktu a - b: proste te prze-
zen przechodza, ,,tkwig" w nim, jako w swym syntetycznym wy-
tworze — iw tym sensie zawierajg sie w nim %)

Pozostaje teraz kwestja, jak w takim razie schematyzowac

Proste peku tkwia, zawierajg sie w punkcie-wierzchotku peku.



mamy tres¢ ab, tres¢ bardziej ogdlna, mniej zdeterminowang
od tresci tworzacych a i b. Ot6z na zasadzie powyzszego rozu-
miemy, ze temu procesowi abstrakcji odpowiadaé bedzie w dzie-
dzinie przestrzennej przejscie od elementéw bardziej wyspecy-
fikowanych (punktéw) do zasadniczo mniej wyspecyfikowanych
(prostych), innemi stowy, jezeli a i b bedg unaocznione przez
punkty, to schematem iloczynu ab bedzie prosta, #gczaca te
punkty. Prosta ta bedzie unaoczniata to, co majg te punkty
wspodlnego, najblizszy jakosciowo element, ktérego sg specyfi-
kacjami. Odpowiednio do tego, ze tre$¢ ab, jako mniej zdeter-
minowana, zawiera sie zarowno w treSci a, jak i b, rowniez
i prosta ab, jako utwor mniej zdeterminowany, zawierac sie be-
dzie w bardziej od niej zdeterminowanych punktach a oraz b.
Zaréwno wiec w schematach mnozenia, jak i dodawania tresci,
prosta zawiera sie, tkwi w punktach, ktére wyznacza. Jezeli te-
raz na przecinajgcych sie pod prostym katem linjach prostych
a i b wezmiemy punkty a i b \ potaczymy je prosta, to schemat

Rys. 1

w ten sposob otrzymany bedzie przedstawiat przestrzennie za-
réwno mnozenie, jak i dodawanie poje¢, (por. rys. 1).

fljIBUOTF- A F.D,A.
[ Warszattia, ul. Akademicka S.

[/Vr.
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Mamy tu, jak juz wiemy, uprzestrzenione stosunki:
d€@ b b (@ b
oraz ab< @ ab<pb

Zarysowuje sie tutaj wyraznie dwoisto$¢ podstawowa formut
logistycznych, i widac€ juz jej zwigzek z podstawowa dwoistoscig
geometryczng (planimetryczng), wyrazajgcg sie w tern, ze dwie
proste (a\b) wyznaczajg punkt (a + b), gdy réwnoczesnie dwa
punkty (alb) wyznaczajg prosta (ab). Widzimy tu tern samem
odpowiednio$¢ zupetng miedzy dwoma dziataniami logiki, do-
dawaniem i mnozeniem, a dwoma podstawowemi dziataniami
geometrji rzutowej, cieciem i tgczeniem (rzutowaniem).

a JIr b jest to punkt, wyznaczony przez wspétrzedne a i b, zt
wiec odpowiednio do tego punkty a "\b bedg to punkty na osiach
wspbtrzednych. Kreslimy przeto system prostokatny wspotrzed-
nych z poczatkiem w punkcie 0, o osiach Oa i Ob, wybiegajg-
cych z tego punktu Q Trojkat nasz z rys. 1 umieszczamy w ra-
mach tego ukiadu wspdtrzednych (rys. 2).
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W ten sposéb kategorja gatunku a ~b, ktorej konstytucyjne-
mi elementami, czyli wspétrzednemi, beda kategorje rodzaju
a i roznicy gatunkowej b, znajduje tu wraz ze swemi wspot-
rzednemi logicznemi wyraz geometryczny. Elementy a \ b beda
juz teraz wspdtrzednemi logiczno - geometrycznemi. Oczywiscie,
wspotrzedne te, proste a i b, nie oznaczajg tu wielkosci, lecz po-
siadajg tu znaczenie czysto jakosciowe, rzutowe, kierunkowe.

Tak wiec mamy tu zaczatek systemu dwuwymiarowego
wspdtrzednych logiczno-geometrycznych. Wystarczy teraz wpro-
wadzi¢ Kierunki ujemne, t. zn. dopetni¢ osie wsp6irzednych
z rys. 2, wyprowadzi¢ je réwniez i w odwrotnych kierunkach
z poczatku wspdtrzednych 0 (poza tern dodaé jeszcze przekatne
zewnetrznego kwadratu), a dwuwymiarowy system wsp6trzed-
nych togiczno-geometrycznych bedzie gotowy. Rozszerzenie go
W miare potrzeby na trzeci wymiar nie bedzie juz przedstawiato
zadnych trudnosci.

Zatrzymamy sie tymczasem na uktadzie ptaskim (dwuwymia-
rowym) wsp6trzednych logiczno-geometrycznych, konstytuuja-
cych geometrycznie dwuelementows przestrzen logiczna, ,,prze-
strzen mysing"“.

Schemat tej dwuetementowej przestrzeni logicznej bedzie sie
przedstawiat, jak na rys. 3 (patrz str. nast.).

Oto6z przechodzimy teraz do rozpatrzenia geometrycznych od-
powiednikdw podstawowych zasad (pewnikéw) algebry logiki,
a wiec do wiasciwego ukonstytuowania logiki geometrycznej.

Pewnik P*gtosi istnienie elementu O takiego, it a A- 0 = a.
Gzem jest w naszym systemie (tymczasem dwuetementowym)
logiki geometrycznej ten element 0, element o treSci najuboz-
szej? Jezeli a -\- 0 = a, io — w mys$l okreslenia R (str. 13) —
jest to rownowazne twierdzeniu: 0 <i a, okreslajgcemu 0 ja-
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Ko tre$¢ mniejsza od wszelkiej tresci a, czyli jako tres¢ mini-
mum. Bedzie ten element tutaj ptaszczyzng, przechodzacy przez
osie wspotrzednych, bedzie on wilasnie samg dwuwymiarowa
przestrzenia (Scislej: przestrzennoscig) logiczng, a wiec czems

Rys. 3.

wiasnie zupetnie niezrdzniczkowanem, trescia réwniez i geome-
trycznie najubozszg, umozliwiajacg jednak istnienie wszelkiej
bogatszej tresci geometrycznej i przejawiajaca sie (zawierajgcg
sie) w tej tresci, podobnie wiasnie jak tres¢ logiczna ,,przedmiot*
(0), zawiera sie we wszelkiej juz zrézniczkowanej tresci logicznej
i ja umozliwia. Kazdy wiec element geometryczny, jako prze-
strzenny wiasnie, ma juz w sobie ten przestrzenny pierwiastek.
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i powiedzenie aA-0 (element geometryczny a, posiadajgcy ceche
przestrzennosci 0) bedzie, oczywiscie, tern samem, co powiedze-
nie wprost a. Przestrzenno$¢, jako taka, nic nie dodaje do tresci
elementu geometryczno-przestrzennego (gdyz w tej tresci juz
jest zawarta) — takie jest geometryczne znaczenie pewnika
P: B+ O= R Jak widzimy, mamy tu najscislejsze analogon
czysto logicznego znaczenia tego pewnika, z tg tylko réznicg, ze
teraz méwimy o przestrzennosci, jako takiej, o przestrzennosci
wogole, gdy wtedy mowa byta o przedmiocie jako takim,
0 przedmiocie wogdle. Jezeli chodzi za$ o 0 juz wyspecyfikowa-
ne w postaci osi zerowej Qi lub Obb', topewnik [aA-0 — a)
bedzie geometrycznie oznaczal, ze przeciecie prostej a z osig
0aa' daje punkt 13 jak to stwierdzamy na diagramacie. Podob-
nie dla osi &' i wzoru bA-0 —hb. Te osie zerowe ¢ad i Obb
tacza sie w poczatku wspo6trzednych, w punkcie 0.

Pewnik P, dualny do poprzedniego, gtosi, ze istnieje ele-
ment 1 taki, izRB X i = a.

Przechodzac odrazu do jednosci (i), dualnych wzgledem Gaa'
1 6bb, a wiec do iata' i B+, zobrazujemy je fatwo w posta-
ci punktéw w nieskoriczonosci na osiach Ob' i GaaS bedg to
punkty przeciecia prostych a i R'(R-j-B'= ia-td) oraz bib'
(h-j-n" = ib+b")- Rzut oka na diagramat 3-ci wystarczy, by spraw-
dzi¢, ze prosta, taczacg punkt a z punktem iaf-a, jest istot-
nie prosta a, zgodnie z pewnikiem * : 3 X 7 = 3 Podobnie
i dla elementu b.

Najscislej z pojeciami granicznemi 1 i O zwigzany jest poza
1-ym pewnikiem jeszcze pewnik 4, dlatego tez teraz bezpo$red-

') Jest to, oczywiscie, element maximum; jezeli bowiem z wszelkim ele-
mentem a posiada on cze$¢ wspdlng a, znaczy to, ze wszelki element a za-
wiera si¢ w nim (a<Cl), czyli innemi stowy, ze 1 jest to maximum logiczne
(por, nizej nastr. 32 tw. 12b).
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nio przejdziemy do rozpatrzenia jego znaczenia geometryczne-
go, odktadajac na pdzniej rozpatrzenie pod tym wzgledem pew-
nikéw 2 i 3.

Pewnik 4 gtosi istnienie elementu negatywnego {a’) wzgledem
elementu a i okredla ten element negatywny, jako taki, ktory
dodany do a daje w sumie element 1 (a  a' — 1), pomnozony
za$ przez a, daje element O (a . a' = 0). Zobrazowujg sie te okre-
$lenia elementu negatywnego bardzo fatwo; wiemy mianowicie,
ze proste a i a' istotnie przecinaja sie w punkcie iata' (punkt
w nieskoriczono$ci na osi  Ovb), z drugiej za$ strony widzimy na
diagramacie, ze 0§ Qd istotnie jest podtozem wspolnem ele-
mentu a i </ (faczy mnoznie te elementy). Glebsze geometrycz-
ne a zarazem i logiczne znaczenie tego okreélenia elementu ne-
gatywnego przy pomocy a, 0 i 1 odstoni sie nam pézniej, gdy
ujrzymy w dziedzinie logiki geometrycznej elementy harmo-
niczne.

Przechodzimy zkolei do odwzorowania geometrycznego pew-
nika 2-go, wyrazajgcego t. zw. prawo przemiennosci (komutacji)
dla skfadnikéw i iloczynéw: a b= b -\ a 2% oraz ab —
— ba (29.

Geometrycznie sprawdzamy pewnik 2Z® natychmiast, gdyz
oczywistg jest rzeczg, ze otrzymamy ten sam punkt, niezaleznie
od tego, czy linje a przetniemy linjg b (punkt a b), czy tez
linje b przetniemy linjg a (punkt b -p a). Podobnie i dla komu-
tacji czynnikow.

Woreszcie pewniki rozdzielnosci (dystrybucji): a bc =
—m(@ by@ c¢)—pewnik3P®oraza® ¢c)= ab ac —
pewnik 3~ W pewnikach tych wystepujg juz trzy elementy:
a, b, c \ dlatego tez w tej pelnej postaci pewniki te wychodza
poza obragb logiki geometrycznej dwuwymiarowej (dwuelemen-
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towej), do ktorej teraz tymczasowo ograniczyliSmy sie. Kazdy
element (i4, b, ¢) jest dla nas przedstawicielem odmiennego wy-
miaru, odmiennej kategorji, i z tego tez powodu wzory, w kto-
rych wystepujg elementy a i b (pozytywne lub negatywne), od-
Wzorowujg sie na ptaszczyznie, natomiast wzory tréjelemento-
we — W przestrzeni trojwymiarowej. Dlatego tez obraz geo-
metryczny pewnikéw 3 w ich pelnej, tréjelementowej postaci
damy nieco pdzniej, gdy przejdziemy do ukonstytuowania tréj-
wymiarowej przestrzeni logiczno-geometrycznej (por. str. 35
i 36). Postaramy sie jednak juz teraz poda¢ odwzorowanie geo-
metryczne dla pewnikéw 3, zredukowanych do ptaszczyzny przez
podstawienie elementu V na miejsce elementu c. Jednakze przy
takiem podstawieniu opuszczamy juz dziedzine wiasciwych pew-
nikow i przechodzimy do twierdzen pochodnych. Dlatego tez te
najblizsze wnioski z pewnikéw 3 rozpatrzymy juz w nastepnym
rozdziale, poswieconym geometryzacji twierdzeh pochodnych.

Antycypujac geometryzacje trdjelementowego pewnika 3
i opierajgc sie na wykazanej ponizej schematyzacji przestrzen-
nej pewnikéw 1, 2, 4, mozemy wyrazi¢ pewnos¢, ze i wszystkie
pochodne zasady algebry logiki, jako ze sg oparte o pewniki
1 — 4, znajdg réwniez swe odwzorowanie przestrzenne.



Rozdziat Il

ZGEOMETRYZOWANIE TWIERDZEISi LOGIKI
SCISLE].

Przedewszystkiem — jak zapowiedzieliSmy przy koncu po-
przedniego rozdziatlu — wyprowadzimy wnioski najblizsze
z pewnikéw 3. Podstawimy mianowicie na miejsce elementu
c we wzorach 3"i 3" element B. Da nam to bardzo wazne pra-
wo logiki, t. zw. prawo dwudzielnosci (dichotomji). Otrzymamy
wtedy:

(3-"b) (aA-bl)
C b\ = (ib-\~ciV

Wobec tego ze bb' — 0 (pewnik 4V), zas a A- 0 ~ a (pewnik

1" — i odpowiednio dwoiscie dla 1 — otrzymamy dwa dwoiste
wzory zasady dichotomiji:

a=(a-\-b) (a-Ab) CH

a=abA-ab’

Np. 8" ,cztowiek” {a) jest tern, co majg maximum wspolne-
go ,cztowiek dobry* {a-\-b) i ,cztowiek niedobry“ {aA-b").

Jako zasada logiki geometrycznej zasada ta jest niezwykle
przejrzysta (por. rys. 3). Wzér 5 przedstawia prosta a, jako
iloczyn logiczno-geometryczny jej punktéw R+0 i a-\-b'. Prosta
a jest tern, co majg wspdlnego punkty a”b i aA-b\ jest rodza-
jem (a) wspolnym dwém gatunkom tego rodzaju a-\-b i aA-b'.
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Na te dwa gatunki wiasnie podzielit sie rodzaj a — stad nazwa
zasady dichotomji. Podobnie przedstawia sie rzecz z formutg
dwoistg 5\ Tylko zamiast podziatu prostej na dwa elementy
punktowe, mamy tu dwoiscie podziat punktu a na dwa elementy
tinjowe ab i ab'. Widzimy, jak te proste ab i ab' sg wiasnie
zjednoczone w punkcie a, z ktérego sie rozwidlajg. Dwoisto$¢
wzoréw dichotomicznych wystepuje tu w przestrzeni niezwykle
przejrzyscie; widzimy przytem, ze element a réwniez zmienia
swg posta¢ przy przejsciu od formuty 5" do formuty 5™
w pierwszej z nich jest prostg, w drugiej — punktem.

Wyprowadzimy teraz t. zw. zasade tautologji, wyrazajgcg
najdobitniej nieilosciowy charakter logiki; glosi ona:

(69
as (6"

Wyprowadzimy wzory te, opierajac sie na pewnikach: 1, 3
14, przyczem twierdzenie 6" opiera sie na pewnikach 1,
3 i 4, twierdzenie za$ 6" na pewnikach 1, 3™ i 4.
a-j-n=(@A-a)Y.1~ (@ a)(@-\-aP=a-j-raa'—a 0—a
aa—~ aal/l-0= aal/l-aa= a(a-\-a')= ayY 1= a

Przestrzenne znaczenie twierdzenia tautologji jest oczywiste:
prosta a, przecieta przez samg siebie, nie zmienia sie. Podob-
nie punkt a, potgczony z samym soba.

Przejdziemy teraz do t. zw. prawa absorpcji, wyrazonego
przez wzory:

aA~ab= a ™)
a. (@\h)= a ™

Oto dowdd tych wzoréw dwoistych, oparty o pewniki 1, 3, 4,

2 oraz twierdzenie 6.

i pewnik P. p. 4N p. 3 p. 4. p. T.



a-\-ab=a.l~y ab=a(l b)= a(bb" by= a(bb-\-b")=

at~j~b) —-C. 1---d
a(a-\-b).= (a-\-0) @-A-b)=a A- O,b= a-\-bb'.b= a~\-bbb'=
—a-\-bb'=a”0 = a

Rzut oka na rys. 3 pozwala nam znalez¢ odwzorowanie prze-
strzenne tycli . wzoréw. Stwierdzamy, mianowicie, z jednej
strony, ze prosta a i prosta ab przecinajg sie istotnie w punkcie
a (czyli ze a-\~ab ~ a), z drugiej za$ strony, ze dwoiscie: punkt
a i punkt a-\-b sg potaczone prostg a (czyli ze a(a-\-b) ~ a).

Zkolei przechodzimy do t. zw. rozwiniecia 1 i 0 wzgledem
a i b. Wyprowadzimy odno$ne wzory przez oparcie sie 0 pew-
niki 4 i o zasade dichotomji.

Pewnik  gtosi: 1 = a-\-a\ Podstawiajac teraz zamiast a —
zgodnie z 5" — ab  ab' i odpowiednio zamiast a' — a'b-\-a'b’
otrzymamy:

1= ab-\-ab'*a'b~\-a'b’ (89
Podaobnie, dwoiscie:
0 = (a-\-b) (a-]-b") (@'~\-b) (a'-\-b") (8"
otrzymamy, podstawiajgc we wzor 4 (0 = aa') ai a' we-
dtug wzoru dichotomicznego 5"

Na naszym podstawowym diagramacie ptaskim widzimy prze-
strzenne schematy tych rozwinigé: 4 wierzchotki zewnetrznego
kwadratu (o bokach a, d, b, b') sg elementami rozwiniecia 0
(zera), jego czynnikami; 4 boki wewnetrznego kwadratu
(o wierzchotkach a, a', b, b') sg elementami rozwiniecia 1 (jed-
nosci), jej sktadnikami. Elementy dwoiste powyzszych dwoi-
stych wzgledem siebie kwadratéw dajg nam niezwykle prosty
i piekny obraz przestrzenny dwoistych wzgledem siebie rozwi-
nie¢ 0i 1.

Znajac teraz wzory i schematy rozwinie¢ O il mozemy przejsé
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do bardzo waznych, formut de Morgana, panujgcych nad zagad-
nieniem negacji poje¢. Formuly te gtosza:

(aA-b/=a'b’ @y

(ab/ = a'A-b' (9b)

Czyli: zaprzeczenie sumy dwobch pojec jest identyczne z ilo-
czynem ich negacyj (9”) oraz zaprzeczenie iloczynu dwdéch po-
je¢ jest identyczne z suma ich negacyj (9"). [Np. zaprzeczy¢ po-
jeciu ,dobry i rozumny“, to znaczy stwierdzi¢: ,albo niedobry,
albo nierozumny,” przyczem pamieta¢ nalezy, ze stdbwko ,albo“
nie ma w algebrze logiki wytgczajgcego znaczenia, a wiec ze
»albo niedobrym, albo nierozumnym®“ moze by¢ réwniez ten,
kto jest réwnoczesnie ,,niedobry i nierozumny*“].

Wzory powyzsze tatwo wyprowadzimy z formut rozwiniecia
dla 1 1 0, pamietajgc o pewnikach 4. Zaczniemy od dowodu
wzoru

Pewnik 4" ustanawia: 1 = Znaczy to, ze skfadnik ja-
ki$ i jego negacja dajg w sumie 1. Jezeli tak, to we wzorze 8"
biorac ab, jako jeden skiadnik, otrzymujemy, ze jego negacja
jest: ab'/-a'b-\-("b', czyH:

(ab/ = ab'-/ab+a'bl
Lecz ab™[-a'b -j-a'b'~ a'~\~b'. Mozemy to stwierdzi¢, rozwi-
jajac  a'A~b"' wedlug wzoréw dichotomji . Mianowicie:
a'~a'b -j-a'b’, b'~ b'a-]-b'a'’, a wiec a'-{-b'=a'b-[-a'b" -j-
-|-ab'-{-a'b'—ab’-\-a'b -j-a'b’. A wiec
(ab)'— a'-/- b’

W ten sam sposob postepujac dwoiscie, dowiedziemy wzoru
(@A-by = a'b" ().

Przestrzennie ten ostatni wzOr znaczy: zaprzeczeniem wierz-
chotka zewnetrznego kwadratu jest bok wewnetrzny kwadratu,
znajdujacy sie w Cwiartce przeciwlegtej (na krzyz). Wzér zas-
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9 tlomaczy sie przestrzennie: zaprzeczeniem boku wewnetrz-
nego kwadratu jest wierzchotek zewnetrznego, potozony w
¢wiartce przeciwlegtej (na krzyz). W ten spos6b odrazu z dia-
gramatu 3 odczyta¢ mozemy cztery formuty de Morgana, doty-
Czace zaprzeczenia sumy oraz wzory dwoiste, dotyczace zaprze-
czenia iloczynu:

(a”b)' = a'b’ (ab)’ —a'-~'b!
(a'-*b/ =ab’ (@b)' ~ aA-b’
@aby=ab D (aby=arp WO
(a A-b")'=a'b (abf =a'”b

Dowod kazdej z tych formut daje sie réwniez tatwo przesle-
dzi¢ geometrycznie krok za krokiem. Np. dowod wyzej poda-
ny: {abj = a'A~b'. Wychodzimy z przestrzennego obrazu roz-
winiecia 1 w postaci sumy czterech bokéw wewnetrznego kwa-
dratu. Negacja jednego z tych bokdéw (ab)' bedzie sie geome-
trycznie przedstawiata, jako suma pozostatych trzech bokow:
a'b + a'b' + ab'. Lecz widzimy na diagramacie, ze a'b +
-h a'b' dajg w zjednoczeniu a', za$ a'b' + ab’ dajg b’ 2 tak
ze suma trzech prostych a'b + a'b' -b ah', czyli (ab)' zwija sie
do punktu dA-b'. I tak we wszystkich innych przypadkach.
Trudno o bardziej wymowne spetnienie sie marzenia Leibniza,
aby kazdy krok rozumowania abstrakcyjnego maogt znalez¢ swe
analogon przestrzenne; istotnie widzimy tu, ze ,,scriptura philo-
sophica posset etiam exhiberi per linearum ductum, seu geome-
triam* (Gerh. Phil., VII, 41).

Woreszcie rozpatrzymy pare najwazniejszych twierdzen,
w ktérych wystepuje stosunek zawierania sie.

Okredlilismy ten stosunek (str. 13) w ten sposob:

(a<b) = (b= a+bh) (P)
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Oto6z tatwo wykazac, ze jezeli b= a-\-b, to ab = a.
Mianowicie, podstawiajagc w ab zamiast b réwnowazne mii;
wedtug zatozenia a-{-b, otrzymujemy:
ab = a(a\-b)= a
I odwrotnie, jezeli ab — a, to a+6 = b.
Mianowicie, podstawiajgc w aA-b zamiast a rdwnowazne
mu wedtug zatozenia ab, otrzymujemy:
a-\-b = ab-\-b~ b
Widzimy tedy, ze rowno$¢ b — aA-b jest rdbwnowazna row-
nosci a — ab. Wobec powyzszego i okreslenia P stosunek a <C b
mozemy zastapi¢ przez rownosé a m=ab, czyli
a<b = (a=abj P)
Mozemy jeszcze inng réwnowazng réwnoscia zastapié¢ stosu-
nek a <i b. Jezeli, mianowicie, a — ab, to
ab'= ab.b'=a.0 = a.a.a! = a.a'=.0.
I odwrotnie: jezeli ab' m=0, io a = ab.
Wedtug bowiem zasady dichotomji: a = ab-\-ab' (&"). Jezeli
za$ ab' — 0, to otrzymujemy:
a — abA-O = ab.
Wobec powyzszego i twierdzenia P stosunek a b moze-
my zastgpi¢ przez réwnosé ab' — 0, czyli:
a b= (ab'— 0) (F)
Podobnie, wychodzac z réwnowaznoscia b = (b = a-\-b),
otrzymujemy réwnowaznosc:
a<b = (a-Vb=1) P)
Mamy tedy szereg rownowaznych okreslen stosunku zawiera-
nia sie:
(a<.b)~ (b—a-\-b)=(anab)=-(ab'= 0) = (a'A-b~ 1) M
Rozpatrzmy teraz geometryczne odwzorowania tych réwno-
waznych okresdlen stosunku a  b.
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Sens geometryczny znaku zawierania si¢ polega — jak wie-
my — na tern, ze linja prosta, element mniej zdeterminowany,
przechodzi przez punkt, jako element bardziej zdeterminowany
(zawiera sie w tym punkcie, tkwi w nim). Tak wiec wzor P;
a b= (b= a\-b) mbéwi nam, ze tylko wtedy prosta a przej-
dzie przez punkt b, gdy punkt a™b utozsami sie przestrzennie
z punktem b — i zaleznos$¢ te istotnie stwierdzamy na diagra-
macie 3, prosta bowiem a przechodzi przez punkt a-"b, i trzeba
dopiero przesuniecia sie tego punktu do punktu b (wzglednie
punktu b do punktu a-rb), by réwnoczesnie i prostg a przepro-
wadzi¢ przez punkt b. Wtedy jednak réwnoczesnie prosta a zaj-
mie potozenie prostej ab (wzglednie prosta ab potozenie pro-
stej a), sprawdzajac w ten sposob réwnowaznos¢ P :a <C —
= (a = ab). Rownowaznos¢ za$ P: « <C 6 = (abl — 0), spro-
wadzong do réwnowaznosci {a —mab) —m (ab' m=0), mozemy
otrzymaé geometrycznie, ttomaczac przestrzennie wszystkie po-
suniecia, ktére nas do niej doprowadzity. A wiec przede-
wszystkiem: wynikanie ab' = 0 z wyrazenia a — ab (réwno-
waznego a  bh). Otdz prostg ab' otrzymujemy, mnozac punkt a
przez punkt b'; mnozenie za$ prostej ab przez b' rozbijamy na
dwa etapy: mnozymy nasamprzéd punkt b przez punkt b', a na-
stepnie w ten sposdb otrzymany iloczyn przez punkt a. Mnoze-
nie punktu b przez punkt b' daje nam 0§ O, ktérg zastepujemy
przez rownowazny jej punkt O; nastepnie mnozymy punkt ten
przez punkt a, otrzymujac w rezultacie taczaca te punkty o$
0aa'. W ten sposéb z rownowaznosci a — ab otrzymujemy réw-
nowazno$¢ ab' = 0, jako réwnowazno$¢ prostej ab' i osi Ca.
Krocej moznaby to przedstawi¢ ad oculos, zwracajac uwage
na to, ze gdy prostg ab doprowadzamy przez obrét okoto punktu
a do koincydencji z prostg a, to tern samem prosta ab' (prosto-
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padta do ab) zajmie potozenie osi daa'. | odwrotnie, gdy pro-
sta ab' zajmie potozenie OaaS to prosta ab zajmie potozenie
prostej a. Podobnie odwzorowujemy przestrzennie wyrazenie
Id. a<b = (a'+b = 1)

Przechodzimy teraz do t. zw. zasady symplifikacji (upro-
szczenia), wyrazajacej sig w znanych juz nam wzorach:

a (10%)
ab<a (110™)

Twierdzenie to mozemy natychmiast wyprowadzi¢, opiera-
jac sie na okresleniu stosunku zawierania sie (P) i zasadzie ab-
sorpcji (7).

a< b= (a= ab) (P),
podstawiajac zamiast b element a-~b, otrzymamy:
a< a~\b = [a ~a -(a A D]

Wobec tego ze 6= a (aA-b) jest zawsze prawdg (7%, wiec
i zawsze prawdziwg jest zasada:

a <C a-\-b.

Podobnie przeprowadzamy dowod (107).

Widzimy to wiasnie na diagramacie: prosta a przechodzi
przez punkt aA-b, prosta ab za$ przez punkt a. W geometrji ten
stosunek przechodzenia prostej przez punkt, czy tez lezenia
punktu na prostej, nosi nazwe stosunku incydencji.

W analogiczny do poprzedniego spos6b dowiedziemy jeszcze
zasady tozsamosci, ktora w algebrze logiki wystepuje przewaz-

nie w postaci; .
ac<ia (11)

Twierdzenia te wyprowadzamy, opierajac sie na okresleniu
stosunku zawierania sie I i na zasadzie tautologji 6
a<b = (b= atb) (P),
podstawiajgc a zamiast b, otrzymujemy:

a<ia” (a aA-a).
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Wobec tego zt a — a+a jest zawsze prawdg (B®), wiec za-

wsze prawdziwg jest zasada:
a<C. a.

Twierdzenie 11 mozna réwniez, opierajac sie na okresleniu

réwnowaznosci Il (str. 13), pisa¢ w postaci:
a— a - (11)

Przestrzenny odpowiednik twierdzenia 11 {a a) widzimy
na diagramacie: prosta a przechodzi przez punkt a.

W podobny sposéb, jak tw. 10 dowie$¢ réwniez mozna, opie-
rajac sie na okresleniu stosunku zawierania sie i pewnikach 1,
znanych nam juz twierdzen, charakteryzujagcych 0 \ 1, jako mi-
nimum i maximum logiczne:

O<a (2"
R<i 2m

Geometrycznie: 0§ Gaa przechodzi przez punkt a; i dualnie:

prosta a przechodzi przez punkt w nieskonczonosci ia+s'.
. X

PodaliSmy i przestrzennie przedstawiliSmy szereg najwazniej-
szych twierdzen logiki dwuelementowej. Gdy okaze sie potrze-
ba innych jeszcze twierdzen z dziedziny logiki ptaskiej, podamy
je juz oddzielnie w odpowiedniem miejscu, teraz za$ przecho-
dzimy do ukonstytuowania przestrzeni logicznej tréjelemento-
wej, tréjwymiarowe;.

Jako punkt wyijscia bierzemy pozytywng ¢wiartke (aA-b) pta-
szczyzny zerowej topotogiki (logiki geometrycznej) dwuelemen-
towej z jej potosiami 0™ i O™ przecinajacemi sie w poczatku
wspotrzednych 0. Prostopadle do tej ptaszczyzny w punkcie 0
przeprowadzamy trzecig o$ (wiasciwie pétos) wspétrzednych to-
giczno-geometrycznych 6c i na niej wyznaczamy punkt c, obraz:
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kategorji ,roznica indywidualna“ (podobnie jak na osi a mie-
liSmy punkt a, obraz kategorji ,rodzaj“, i na osi b — punkt b,
obraz kategorji ,rdéznica gatunkowa“). Na ptaszczyZznie znale-
2liSmy obraz geometryczny sumy (a-\-b) i iloczynu (ab) wspdt-
rzednych ptaskich a i b. Obecnie chcemy da¢ obraz sumy i ilo-
czynu wspotrzednych a, b, ¢, a wiec przejs¢ musimy od obrazu
przestrzennego a b i ab do odwzorowania przestrzennego
a-A-bA-c i abc. Azeby uprzestrzeni¢ sume logiczna (ka-
tegorja ,,indywiduum®, ,jednostka®), prowadzimy w punkcie
aA-b (por. rys. 4) prostg prostopadtg do ptaszczyzny osi a i b.
Bedzie to prosta réwniez aA-b, podobnie jak w logice geome-
trycznej plaskiej prostg prostopadtg do osi w punkcie a byta
réwniez prosta a. Nastepnie przez punkt ¢ potosi ¢ prowadzi-
my piaszczyzne réwnolegly do ptaszczyzny osi 31 6 (podobnie
jak na ptaszczyznie prowadziliSmy przez punkt b prostg b, row-
nolegtg do osi a) i bierzemy punkt przeciecia tej plaszczyzny
z prosta a-\-b. Bedzie to wiasnie punkt a-\-b-"c, ktérego wspot-
rzednemi bedg proste a, b, c. D#a uprzestrzenienia iloczynu lo-
gicznego abc prowadzimy przez prostg ab i punkt c ptaszczyzne,
ktéra przetnie ptaszczyzny wspétrzednych wedtug prostych ab,
bc i ac, tworzac trojkat abc o wspdtrzednych punktowych a, b,
c. Ta wlasnie plaszczyzna (wzgl. trdjkat) abc bedzie przestrzen-
nem odwzorowaniem trojelementowego iloczynu logicznego (por.
rys. 4 na str. nast.).

Musimy pamieta¢, ze plaszczyzna jest tu tworem uboz-
szym tresciowo od prostej, podobnie jak prosta jest tworem
ubozszym od punktu, i ze przeto ptaszczyzna przechodzi przez
swe proste i punkty (zawiera si¢ w nich). Pamietajgc o tern, mo-
zemy wprost z diagramatu 4 odczytaé nastepujace zwigzki:
a *M6<a4-6Tc, podobnie: 6+c <«-hoé+c i bc <a\b\~ (13")
abc < ab, podobnie: abc <.ac i abc <bc (15*")
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Sg to, oczywiscie, wzory, wyrazajagce w przestrzeni zasade
symplifikacji, analogiczng do zasady, wyrazonej dla ptaszczyzny
we wzorach 10.

Wzory 13 sg rowniez, jak widzimy, wzorami dwoistemi,
albowiem od wzoru 13* do wzoru 13% przechodzimy przez
zmiang na X oraz przeniesienie cztondéw stosunku zawiera-

nia sie. W dwoistych wzorach 13 znajdujemy wyraz podstawo-
wej dwoistoSci geometrycznej, panujgcej w przestrzeni. Miano-
wicie: prostej a-\-b odpowiada tu dwoiscie prosta ab, punktowi
za$ aA-bA-c odpowiada dwoiscie plaszczyzna abc. Jest to wia-
$nie dwoistos$¢ ustanowiona dla przestrzeni przez geometrje rzu-
towa: w przestrzeni odpowiada dwoiscie punktowi ptaszczyzna
i vice versa, prostej za$s dwoiscie — prosta.



Woystarczy teraz wprowadzi¢ kierunki ujemne, t. zn. dopet-
ni¢ osie wspdtrzednych z rys. 4, wyprowadzajac je z poczatku
wspétrzednych w przeciwnych kierunkach, a otrzymamy troj-
wymiarowy system wspotrzednych logiczno-geometrycznych,
konstytuujacy geometryczng tréjelementows przestrzen logicz-
ng, przestrzen juz nie gatunkow, lecz jednostek (por. rys. 5).

Otdéz przedewszystkiem — zanim przejdziemy do geometry-
zacji twierdzen tréjelementowej logiki — musimy wywigzaé
sie z zobowigzania, ktdregosmy dotychczas jeszcze nie spetnili,
mianowicie poda¢ odpowiednik geometryczny pewnika rozdziel-
nosci (dystrybucji), ktéry w petnej swej postaci wybiega poza
dziedzine ptaskg (por. str. 23). Dwoista formula zasady dy-
strybucji tak sie przedstawia:

a-\-bc ~ (a-\rb) (a-\-c) (€D)
a(b-\-c) — ab-"ac 3N

Zwroémy sie do rys. 4. Lewa strona réwnosci przedsta-
wia przeciecie dwdéch plaszczyzn: plaszczyzny a i plaszczyzny bc,
przechodzacej przez prosta bc, réwnolegle do osi Oa. Ta pila-
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szczyzna be (przechodzaca przez proste b i c) przetnie ptaszczy-
zne a — jak to wida¢ na obrazie przestrzeni logicznej — wzdtuz
prostej, przechodzacej przez punkty a-\-b i a-\-c, a wiec wzdtuz
prostej (a-\-b) . (a-"*c), jak to wiasnie stwierdza prawa strona
réwnosci 3" Przeciecie (zespolenie) wiec plaszczyzn a \ bc nie
jest niczem innem, jak prosta (aA b) {aA-c) — i to wiasnie gto-
si zasada topologiczna 3"

Zasada dwoista 3 mowi geometrycznie, ze przecieciem pla-
szczyzn ab i ac jest prosta a (bA-c). lIstotnie, jezeli zwr6cimy
sie do schematu przestrzeni logicznej, to stwierdzimy naocznie,
ze plaszczyzna ab (przechodzaca przez proste a i b, r. wiec przez
punkty aA-c i b-\-c) oraz ptaszczyzna ac (przechodzaca przez
proste a i ¢, a wiec i przez punkty aA-b i b-\-c) majg wspdlne:
1) punkt b-\-c, a nastepnie jeszcze punkt a. Znaczy to wiec, ze
przecieciem plaszczyzn ab i ac (ab-\~ac) jest prosta a (b~"c), co
wiasnie glosi zasada 3"

Przyjrzyjmy sie tu jeszcze nieco blizej pieknej dwoistosci ge-
ometrycznej powyzszych zasad, idacej krok za krokiem wélad
ich dwoistosci logicznej. We wzorze 3* mieliSmy po stronie pra-
wej znaku réwnosci dwa punkty a-\-b i a-\-c zaczone prostg
(a”b) (a-\-c). Temu odpowiadajg dwoiscie we wzorze 3"
dwie plaszczyzny ab i ac, przecinajgce sie wzdtuz prostej ab-"rcic.
Dalej, lewa strona rownosci 3®wskazuje, ze prosta (a-\-b) . (a-\-c)
jest identyczna z prosta, wzdtuz ktérej przecinajg sie plaszczy-
zny bc i a. Odpowiednio do tego lewa strona wzoru 3% wska-
zuje dwoiscie, ze prosta ab-\-ac jest identyczna z prosta, ktora
faczy punkty bA—c i a.

WywigzaliSmy sie teraz catkowicie z naszego przyrzeczenia,
danego na str. 23, i mozemy przej$¢ do wykazania przestrzen-
nych odpowiednikéw twierdzeh logiki trojelementowej. Ogra-
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niczymy sie tu do paru tylko najbardziej waznych przyktadow.
Przedewszystkiem znana z algebry zwyklej zasada tacznosci
(asocjaciji):
(@A~b)-]c=a~\-(b-\-c) (14 )

aby~c = a\bc (14

Nie podajemy tu — nie chcac nuzy¢ czytelnika — nieco skom-
plikowanego dowodu tego twierdzenia i zadowalamy sie bez-
posredniem sprawdzeniem go w intuicji przestrzennej. Rzut oka
na rys. 4 pozwala stwierdzié: 1) ze ten sam punkt (a-\~bA-~)
otrzymujemy niezaleznie od tego, czy przecinamy prostg a-\-b
ptaszczyzng c, czy tez prostag b-\~c tniemy plaszczyzng a (147);
2) ze te samg plaszczyzne (abc) otrzymujemy przez potaczenie
prostej ab z punktem c, jak i przez potaczenie prostej bc z punk-
tem a. Woszedzie widzimy tu przytem catkowite odwzorowanie
dwoistosci logicznej dodawania i mnozenia w postaci dwo-
istosci geometrycznej ciecia i taczenia (rzutowania).

Na zakonczenie podamy jeszcze wyjatkowo przejrzyste pod
wzgledem geometrycznym odwzorowanie zasad rozwiniecia
i i0, rozszerzonych na trzy elementy, oraz uog6lnionych w ten-
Ze sposOb zasad de Morgana.

Uogdlnione zasady rozwinie¢ 1 \ 0 otrzymamy, rozwijajac di-
chotomicznie wzgledem ¢ \ ¢ kazdy element ich rozwinie¢ pta-
skich (por. str. 26, wzory 8). Otrzymamy w ten sposob:

1 = abc -j- ab¢ -j- ab'c -|- ab'¢ -j~ ~b
-|- a'b'c a'b'c’ (15%)
O= (a-]-b—+4- (@+b—+4=€J (i -+ 4= (a-} b -j—)
(a'-"b-"c) (a'-"b-~c') (a-"b'-Ac) (a'-\-b'A-¢) (157

Wzory te posiadajg niezwykle prostg i piekng interpretacje
geometryczng (por. rys. 5). Elementami rozwiniecia O jest
8 punktéw-wierzchotkdw szeScianu o $cianach: a, a', b, b', c.
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c'; elementami rozwiniecia 1 jest 8 tréjkatow, tworzacych scia-
ny osmioscianu, posiadajgcego wierzchotki a, a', b, V, ¢, & w
$rodku Scian powyzszego szescianu. Dwa powyzsze wielosciany
Platona sg — jak wiadomo — wzgledem siebie dwoiste, t. j. ma-
ja te sama liczbe krawedzi, a kazdej $cianie m-krawedziowej
(m-katnej) w jednym odpowiada wierzchotek kata m-$cienne-
go w drugim. Mianowicie, szescian posiada: 6 Scian czworokat-
nych, 8 wierzchotkéw katow tréjsciennych, 12 krawedzi ; o0s-
mioscian zas: 6 wierzchotkow katéw czworosciennych, 8 $cian
tréjkatnych, 12 krawedzi. Ta dwoisto$¢ geometryczna wieloscia-
néw Platona okazuje sie tylko odbiciem dwoistosci logicznej
rozwiniec¢ trojkowych 0 i 1. Na ptaszczyznie, jak pamigtamy,
dwoisto$¢ logiczna dwdjkowych rozwinie¢ O il wyrazata sie
w dwoisto$ci dwdch kwadratéw (0 bokach, wzgl. wierzchotkach
a, a', b, b"), ktére sie okazuja przecieciami w mowie bedacych
wieloscianéw foremnych przez pozioma ptaszczyzne wspdirzed-
nych (por. rys. 5). Trudno o piekniejsze uwidocznienie réwno-
legtosci mysli i rozciaggtoscei.

Od wzoréw, dajagcych tréjkowe rozwiniecie 0 i 1, krok juz
tylko do uogdlnionych formut de Morgana;

(@ -j- b 4—<) = a'b'c (Ib™)
(abc)' a'n v ¢§ (1b*)

1Znaczy to geometrycznie (por. rys. 5): zaprzeczenie (dopet-
nienie) Sciany trojkatnej abc jest to punkt a'-rb'Ar¢ (form.
16*), zaprzeczeniem za$ (dopetnieniem) punktu a+6+c jest
$ciana trojkatna alb'c' (form. 168). Czyli: zaprzeczeniem (dopet-

Te trzy liczby: 6, 8, 12 stanowig szereg, odpowiadajgcy cztonom pro-
porcji harmonicznej, w jakiej znajdujg sig tony akordu, sktadajgcego sie
z primy, kwarty i oktawy (1, 2). Z tego powodu pitagorejczycy nazy-
wali szeécian ,harmonjg geometryczng”.
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nieniem) $ciany o$mioscianu Platona jest wierzchotek dwoistego
z nim, obejmujacego go szescianu, wierzchotek, potozony w prze-
ciwlegtej 6semce przestrzennej; i odwrotnie: zaprzeczeniem (do-
petnieniem) wierzchotka szescianu jest przeciwlegta Sciana za-
wartego w nim o$mioscianu. W ten sposéb odrazu z rysunku
odczyta¢ mozemy 8 uogdlnionych wzoréw de Morgana dla za-
przeczenia sumy i tylez wzoréw dwoistych, dotyczacych zaprze-
czenia iloczynu.

Dowod kazdej z tych formut réwniez da sie tatwo geome-
trycznie przesledzi¢ krok za krokiem. Azeby np. zaprzeczy¢
abc (16", rozwijamy cztony tego iloczynu przy pomocy wzo-
row dichotomicznych. Wobec tego ze

a= (a-\-b) @A-b)=(@ b c¢)@ b <¢)(a-"b'c)

(a A- b ¢) — iloczyn czterech wierzchotkéw Sciany a,
b=0b ab a)—b a )b a c)b a o
® a' ¢) — iloczyn czterech wierzchotkéw Sciany b,
c= (cA-a) (c-]"a) = (c-\-aA-b).(c-\- a-\-b") (cA- a A-b)
(c a' -\- b") — iloczyn czterech wierzchotkéw S$ciany c,

otrzymujemy abc = (@ -A- b c) (a b c) (a b' c)
@A- b A-c)(aA-b ¢ (@ bA-¢) (@ A b A-0)
Cztony powyzszego iloczynu przedstawiajg 7 wierzchotkow
szeScianu. Jezeli wiec iloczyn powyzszy abc (Sciane trdjkatna
osmioscianu) zaprzeczamy, otrzymamy oczywiscie brakujacy
do i 6smy wierzchotek szescianu, punkt: a' b' A- c.

Przyktady powyzsze wystarcza do wykazania, w jaki sposob
przedstawiajg sie przestrzennie zasady trojelementowe logiki
Scistej. Fundamenty pod S$cista logike geometryczng w ten sposob
zostaty zatozone.



Rozdziat Il
PLASZCZYZNA KATEGORJALNA 1JEJ ELEMENTY.

Logika geometryczna powyzej ugruntowana posiada charak-
ter wybitnie kategorjalny, nie-mnogosciowy. Plaszczyzna logicz-
no-geometryczna, takaz przestrzeh trojwymiarowa zostaty zre-
dukowane — jak widzielismy wyzej — do niewielkiej tylko
liczby elementéw, ktére juz przez to samo otrzymujg znaczenie
elementéw typowych, kategorjalnych. Azeby sie z tym Kkate-
gorjalnym charakterem przestrzeni logiczno-geometrycznej bli-
zej zaznajomi¢, wprowadzamy do naszego diagramatu ptaskie-
go nastepujace uzupetnienia, ograniczajagc przytem nasze bada-
nia do ptaszczyzny.

Przedtuzamy proste b i U oraz proste ab i ab' z diagramatu
trzeciego (por. rys. 6). Prosta b przetnie ab' w punkcie b-\-ab’,
prosta b' przetnie ab w punkcie b'-~ab. Lecz

b'rab = a/l-b' @an
Przekonamy sie o tern fatwo, podstawiajgc we wzorze rozdziel-
nosci (por. 37):
b A-c~ @ 0o (-0,
zamiast ¢ — b', otrzymamy wtedy:
ab b ~ {a b) {b b) = a A- b’
Podobnie: ab' b= aA-b
W ten spos6b prosta, taczaca te punkty przecie¢, bedzie
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(aA-b) (a-"b") = a, \ punkt jej przeciecia z osig poziomg row-
niez bedzie a. Widzimy z tego, ze wszystkie proste rownolegte
do a w prawej potowie plaszczyzny bedg zawsze prostemi a,
wszystkie punkty prawej potosi rowniez zawsze bedg punkta-
mi a, wszystkie punkty prostej b w prawej potowie ptaszczyzny
beda punktami a-\-b i t. p. A wiec nasza przestrzen logiczno-

a*b

Rys. 6.

geometryczna nie jest przestrzenig zwykia, mnogosciows, gdzie
np. kazda prosta, rownolegta do a, jest inng prostg, a wiec pro-
stg «1, U2 it d., a kazdy punkt na osi poziomej rozni sie od
innego jej punktu lecz jest przestrzenig, gdzie
prosta a i punkt a (analogicznie i w innych przypadkach) repre-
zentujg wszystkie ,,podobne* proste i punkty, sg typami, forma-
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mi, kategorjami tych przedmiotéw. Stad tez ta zastanawiajgca
wilasno$¢ przestrzeni logiczno-geometrycznej, ze daje sie ona
przedstawi¢ w postaci tak prostej niezwykle, tak wieloSciowo
nieskomplikowanej, tak zwieztej, tak ,,ekonomicznej*. Ttomaczy
sie to whasnie tern, ze mamy tu do czynienia z przestrzenig nie
wielosciowa, lecz kategorjalng. Znika w niej odlegto$¢ od po-
czatku wspo6trzednych rozmaitych punktéw i prostych, ta
odlegtos¢, ktoéra czyni roznice miedzy i a"\ ktora je
zdwaja i powiela, a pozostaje tylko typ, kategorja jakosciowa,
np. linja prosta pionowa w prawej potowie ptaszczyzny. Uwie-
lokrotnienie takich elementéw kategorjalnych bedzie w prze-
strzeni kategorjalnej tylko odbiciem pierwowzoru; te odbicia
nie mogg w swej pseudo-odrebnej postaci pretendowac¢ do mia-
na odrebnych kategoryj (np. drugi punkt czy prosta a, lub dru-
gi punkt a-f-0 na prostej poziomej b). Ten zasadniczy rys
kategorjalnosci przenosi sig, oczywiscie, z przestrzeni logiczno-
geometrycznej i na nauke, ktéra przestrzen te bada, innemi sto-
wy, na logike geometryczng, ktdrg tez cechuje w catej rozcig-
gtosci.

Kategorjalna przestrzen logiczna posiada charakter wybitnie
strukturalny, architektoniczny, ktory sie nam narzuca natych-
miast i nieodparcie, skoro tylko zwrdcimy sie do jej obrazu;
ptynie ten charakter z dwoch Zrodet: przedewszystkiem z dwo-
istodci (dualnosci), panujgcej niepodzielnie w przestrzeni logicz-
no-geometrycznej, a nastepnie z sytuacji jej elementéw pozy-
tywnych i negatywnych. Ten charakter architektoniczny $wiata
logicznego zostat wydobyty na jaw i uwidoczniony dzieki powy-
zej uskutecznionemu uprzestrzenieniu logiki algebraicznej,
i blizsze zbadanie tej przedziwnej architektoniki logiczno-prze-
strzennej bedzie zadaniem Il czesci niniejszego tomu.
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Nasamprzod jednak postaramy sie drogg rozwazan czysto geo-
metrycznych wyprowadzi¢ podstawowe typy, podstawowe Kka-
tegorje, ktoére widzimy w naszej przestrzeni logiczno-geome-
trycznej. | tutaj, u podstaw logiki geometrycznej, przekonamy
sie raz jeszcze o zasadniczej a tak zadziwiajacej odpowiednio-
§ci, taczacej nieprzestrzenny S$wiat logiki i przestrzenny Swiat
geometrji.

Dla uproszczenia kwestji ograniczymy sie obecnie do topolo-
giki ptaskiej, dwuelementowej, odktadajagc sprawe analogiczna,
dotyczaca logiki geometrycznej trojwymiarowej, do nastepne-
go rozdziatu.

A wiec mamy plaszczyzne kategorjalno-geometryczng z dwo-
ma jej podstawowemi elementami, punktem i prosta. Zachodzi
pytanie; jakie moga by¢ w tej plaszczyznie rozmaite rodzaje,
rozmaite jakosci tych punktéw i prostych? Rozumiemy, ze pyta-
nie to jest réwnoznaczne z pytaniem o rozmaite kategorje tych
elementéw geometrycznych (bedacych obrazami odpowiednich
kategoryj logicznych). Céz jednak znaczy ,,jako$¢“ w prze-
strzeni geometrycznej, na czem polega¢ tu moze odrebnos¢ ja-
kosciowa punktow, wzgl. prostych? Odpowiedz nasuwa sie sama
przez sie: odrebnos¢ ta polega na rozmaitych potozeniach tych
utworéw w stosunku do osi wspétrzednych i wyznaczonych
przez nie éwiartek (kwadrantdéw) plaszczyzny, przyczem pewne
utwory znajdujg sie tylko w jednej z tych éwiartek (np. punkt
a-\-b), inne za§ w dwoch (np. prosta a) lub nawet w trzech czy
wszystkich czterech ¢wiartkach. Ot6z otrzymamy wszystkie
mozliwe kategorje, wszystkie mozliwe jakosci logiczno-geome-
tryczne na plaszczyznie, gdy odpowiemy na pytanie, jakie to
utwory (punkty, proste) znajduja sie:

I. tylko w jednej z ¢wiartek ptaszczyzny,



1. w dwdbch,

1. w trzech,

IV. we wszystkich czterech ¢wiartkach plaszczyzny,

V. pozewnatrz ¢wiartek ptaszczyzny ».

Przechodzimy do systematycznego rozpatrzenia kazdego z tych
pytan, zaczynajac od pierwszego.

P. Jezeli chodzi o punkt geometryczny, to najbardziej pospo-
litym, nasamprzod przychodzacym na mysl bedzie ten rodzaj
punktow, ktore wiasnie znajduja sie tylko w jednej z ¢wiartek,
i nawet mozliwo$¢ innych rodzajéw punktéw w pierwszej chwili
wydaje nam sie problematyczna. Te pospolite jedno-¢wiartko-
we punkty—to punkty typu: a -j- B gdzie ajest albo wspdtrzed-
ng logiczno-geometryczng a, albo tez d, Rza$ wspo6trzedng b
lub b'. W zaleznoéci od ¢wiartki ptaszczyzny, w jakiej taki
punkt kategorjalny sie znajduje, otrzymamy cztery kategorje
punktéw, nalezacych do grupy P:

a-\rb, aA-b', a-{-b, d-\-b' (por. rys. 3, wzgl. 6).

Te punkty logiki geometrycznej odpowiadajg, oczywiscie,
czterem rodzajom punktdw geometrji analitycznej, wyznaczo-
nym przez proste x= a,y —b), {x=ay= —b), {x= —a
y~bi(t= —ay— —bh)

P. Jezeli teraz od punktéw przejdziemy do prostych i zapy-
tamy o takie proste, ktéreby znajdowaly sie tylko w jednej
z ¢wiartek ptaszczyzny, to prostych takich nie znajdziemy; kaz-

Dla przestrzeni jednowymiarowej, dla linji prostej, pytania te redu-
kujg sie do 3-ch; jakie utwory znajdujg sie w jednej z potéwek tej linji,
jakie w obydwoch i jakie pozewnatrz tych potéwek. Utwordw tych — jak
fatwo sie przekona¢ — bedzie cztery: dwa z nich, kazdy w jednej z po-
téwek linji, to elementy a i a'; trzeci element w obydwoch potéwkach (wia-
$ciwie na ich wspdlnej granicy potozony) to poczatek wspotrzednych 0; wre-
szcie czwarty element — to element 1, punkt w nieskoriczonoéci na danej
linji prostej.
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da nieograniczona prosta (nie odcinek prostej!) wybiega poza;
obreb jednej z ¢wiartek plaszczyzny, nie miesci sie w jej obre-
bie.

IP. Przechodzimy tedy z kolei rzeczy do punktdw, ktére znaj-
dowa¢ sie majag w dwoch ¢wiartkach plaszczyzny. Oczywiscie,,
jest to mozliwe wtedy, gdy bedg to punkty graniczne, t. j. znaj-
dujace sie na wspolnej granicy dwdch éwiartek. Te punkty
graniczne to przedewszystkiem punkty typu: a, wzgl. 3 czyli
punkty - wspotrzedne logiczno - geometryczne. Mamy cztery ta-
kie punkty graniczne:

a, b, a, b

Punkt a — graniczny dla ¢wiartki | i 1l (prawa potowa) na
pétosi Oa
Punkt b " " » | i 1l (gérna potowa) na
pétosi Ob
Punkt a — " " " Il i IV (lewa potowa) na
potosi Ga'
Punkt b' — " Y Y IV i Il (dolna potowa) na
potosi Oh

Te punkty graniczne przedstawiajg kategorje punktéw ele-
mentarnych, ktore to punkty dopiero w potaczeniu wyznaczaja
utwory bardziej ztozone.

Kategorjom punktéw granicznych logiki geometrycznej od-
powiadaja punkty-wspotrzedne geometrji analitycznej:
x 0) {0 y) ¢&—n 0) {0 —y).

Lecz na tern nie koniec. Mamy jeszcze dwa punkty graniczne
L~dwucwiartkowe", mianowicie dla ¢wiartek przeciwlegtych | i
IV oraz 11 i I1l. Bedg to punkty w nieskoriczonosci na przekat-
nych zewnetrznego kwadratu, przechodzacych przez wspomnia-
ne ¢wiartki, punkty:
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ab -|- ab' oraz
ab -]- a'b’
Wiecej o nich nizej, w drugiej czesci ustepu IP (str. 48, 49).
IP. Jezeli teraz od punktéw przejdziemy do prostych i za-
pytamy o takie proste, ktdre znajduja sie w dwaéch éwiartkach
(przechodzg przez dwie ¢wiartki), to pytanie nasze z natury rze-
czy rozdwoi sie na pytania: czy istniejg proste, przechodzace
przez ¢wiartki oboklegte (np. i I, 1 i Il11), oraz: czy istniejg
proste, przechodzace przez ¢wiartki przeciwlegte (np. i IV).
Jezeli chodzi o pierwszy rodzaj prostych ,dwuéwiartkowych*,
to odpowiednio do 4 kategoryj punktéw ,,dwucwiartkowych*
znajdujemy cztery tego rodzaju proste wspétrzedne:
a, b, a', b

Prosta a ¥ znajduje sie w C¢wiartce | i Il (prawa potowa)
i jest I do osi Ow
Prosta b — " " I iin (goérna potowa)
i jest I do osi <d
Prosta a' — " " in i IV (lewa potowa)
i jest [ do osi Osb
Prosta b'— " " rV i Il (dolna potowa)

i jest 1 do osi G
Te okoliczno$¢ geometryczng, ze kazda z prostych a, b, a', b’
przechodzi przez 2 ¢wiartki ptaszczyzny, mozemy wyrazi¢ alge-
braicznie, przedstawiajgc te proste sposobem dichotomicznym:
a— (@ b(a b")
b= (@ b@~>xDhb
ol— (a'-|-b) (a'-|]- b)
b'= (a-[-b) (o' -]- b)
Jako proste wspotrzedne, tinje wyznaczajace tacznie utwory
Wyzszego typu, sg to utwory proste (mniej ztozone, anizeli np.
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proste typu ab). Odpowiadajg one prostym-wsp6trzednym
geometrji analitycznej Descartesa, ktérych réwnania sa:
X=43ay = b x= —ay= —h

Lecz to nie wszystkie jeszcze proste ,,dwucéwiartkowe”. Moga
by¢ takie proste, ktore przechodza nie przez 2 ¢éwiartki obok-
legle, lecz przez 2 Cwiartki na krzyz lezace. Takich CEwiartek

mamy dwie pary: | i IV, Il i 1ll, i odpowiednio do tego
dwie proste kategorjalne, z ktérych jedna przechodzi przez
Cwiartki 1 i 1V, druga za$ przez c¢wiartki 11 i 1ll. Pierwsza

z nich fagczy punkty aA~b i a'-\-b', druga za$ punkty a-A-¥
i a'-\-b. Bedg to wiec proste:
@@ -j- b) @ -j- b), (@ -- b) @ -~ b)

Wobec tego zas$ ze
(@ - b @ --b) = aa'-{- ba -j- ab'-j- bb'= a'b ab’,

zas (@-j- b) (@' \~~b) — aa' -j- b'a’ ab b'’b = ab -\- ab’,
wiec powyzsze dwie proste mozemy roéwniez przedstawic
w postaci dodajnej:

a'b -|- ab’, ab-j-a'b".

Tym dwdm prostym kategorjalnym logiki geometrycznej od-
powiadajg proste geometrji analitycznej, przechodzace przez
poczatek wspotrzednych (a wiec wiasnie przez przeciwlegle
¢wiartki), przytem pod tym samym katem wzgledem obydwdch
osi. Rownania ich sg, jak wiadomo:

X=y\X= —y.

Ot6z tymczasem nie widzimy zadnego zwigzku miedzy temi
réwnaniami a powyzszemi wzorami logiki geometrycznej. Wy-
starczy jednak przypomnie¢ sobie wzor T, gloszacy, zc a <! b =
~ ab' [sciSlej = (ab' = 0)1, aby ten zwigzek stat sie widocz-
nym.
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Wzér bowiem: a’bA-ab' przyjmie wtedy postac: (b<Ca)-\-(a<b)*
czyli zgodnie z def. réwnowaznosci: a=b
wzOr za$: ab-\-ab' przyjmie wtedy postaé: (a<J))A-(Va)
czyli a—b".

I tu wiec widzimy odpowiednio$¢ miedzy wzorami topoiogiki
i wzorami geometrji analitycznej.

Reasumujac dziat IP, mozemy powiedzie¢, ze mamy 6 kate-
goryj prostych ,,dwucwiartkowych*:

Va= (@ b (@ b"

2b— (@ b)@-Db

ya= (a b) (a-ADb)

4) b'= (at b")(a”™ b)

5 (@-j- b)@a-j- b") czyli a'b -\- ab' czyli a = b

6) (a=\- b") (a'A-b) czyli ab -j~ ofb’ czyli a — b".

Przyjrzyjmy sie stosunkowi prostych 5) i 6) do pierwszych
czterech prostych. Widzimy, ze, podobnie jak i pierwsze cztery,
sg one rowniez potaczeniem punktéw ,,jednoéwiartkowych” z tg
tytko rdznicg, ze stanowig one potgczenie punktéw przeciwle-
gtych, nie za$ oboklegtych (przylegtych) — stad sze$¢ takich
prostych, nie za$ cztery.

Odpowiednio do tego, dwoiscie, réwniez i w IP mamy nie
cztery punkty, lecz szes¢ punktéw dwuéwiartkowych. Punkty
~dwucwiartkowe®: a, b, a!, b' mozemy — dwoiscie do prostych
tego samego miana — przedstawi¢ w postaci dichotomicznej:

a= ab ab'
b= ab ab
a'~ a'b -j- a'b’

b'~r ab' + ab’

Otéz brak jeszcze dwoch mozliwych kombinacyj dodajnych
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linij prostych, figurujagcych w prawych stronach powyzszych
réwnan, mianowicie kombinacyj bokoéw przeciwlegtych kwa-
dratu wewnetrznego, nie za$ przylegtych, jak w powyzszej
czworce. Bedg to punkty:

ab -j- a'b’' [=(a -\- b") fa’ b)] oraz

a'b-\- ab’ [*(a + b) (@ + b"]
dwoiste do prostych 5) i 6).

Punkty te, przeciecia prostych réwnolegtych, leza — jak to
wida¢ z rys. 3 — w nieskonczonosci na prostych tego same-
go miana.

IIP. Szukamy obecnie punktéw, ktore moglyby sie znajdo-
waé w 3 C¢wiartkach; oczywiscie, bylyby to punkty graniczne
dla 3 ¢wiartek (i tylko dla 3 ¢wiartek). Ale takie punkty sg
niemozliwe, jak niemozliwe byty proste, ktéreby sie znajdowa-
ty w obrebie tylko jednej c¢wiartki. ,, Trzycéwiartkowych” punk-
téw by¢ nie moze.

IIP. Natomiast bardzo pospolita kategorjg topologiczng sa
proste, przechodzace przez 3 ¢wiartki; kategorja ta w swej po-
spolitosci  czy normalnosci odpowiada catkowicie kategorji
punktéw ,,jednocwiartkowych“. Moga istnie¢ 4 rodzaje, 4 typy
takich prostych:

Prosta, przechodzaca przez éwiartke 1, IlI, lll - - bedzie to

prosta ab
. " . Y LI, 1V — bedzie to
prosta ab'
" " ” " I, I, IV  bedzie to
prosta a'b

" " " " I, "niyv —
prosta a'b’
Oczywiscie, mowa tu nie o odcinkach ab i t. p., lecz o pro-

bedzieto
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stej nieograniczonej, przechodzacej przez punkty a i b; taka
prosta istotnie bedzie przechodzita nietylko przez 1-szg éwiart-
ke, lecz i Il-gg (prawg dolng) oraz Ill-cig (lewa gorng). Zacho-
dzi teraz pytanie, czy mozemy analitycznie (algebraicznie) wy-
razi¢ to, ze prosta ab przechodzi przez 3 ¢éwiartki: I, 11 i Ill. Na
pytanie to odpowiemy twierdzaco, skoro wezmiemy pod uwa-
ge, ze:
ab ~ (a b) (@ -1~ b)) (a -f- b),

albowiem a — (@™ b) (a b), zaS b = (a b) (a -j- b).

W ten sposob prostg ab mozemy przedstawi¢ w takiej posta-
ci, ktora wskazuje nam, ze przechodzi ta prosta przez punkty:
a-\-b, a-\-b', a'-]-b, czyli 3 punkty kategorjalne wyzej wspo-
mnianych ¢wiartek. Lecz w jaki to sposob, zapytamy, prosta
ab przechodzi¢ moze przez punkty powyzsze, przeciez punkty
te — jak wida¢ na obrazie ptaszczyzny geometrycznej — leza
wiasnie pozewnatrz tej prostej? Otdz musimy pamietaé, ze —
jak wykazaliSmy na str. 42 — element kategorjalny moze by¢
uwielokrotniony, zajmowa¢ wiele potozen, oczywiscie w obre-
bie tych ¢wiartek, do ktorych kategorjalnie nalezy (tak np. punkt
a, lub prosta a, lub punkt aA-b" i t. p. (na diagramacie 6). Ot6z
na diagramacie tym widzimy juz, ze prosta ab jednakze prze-
chodzi przez punkt a-*b\ a jezeli wezmiemy pod uwage prze-
ciecie tej prostej z prostg d, to otrzymamy punkt obA-d =
~ d-\~b; czyli prosta ab przechodzi réwniez przez punkt a'-f-5.

Pozostaje teraz tylko wykaza¢, ze prosta ab przechodzi row-
niez przez punkt a-f6. W tym celu wezmiemy pod uwage punkt
przeciecia tej prostej z prostg (a-*b) (dA-d) czyli db-dad.
Punktem tym bedzie ab-\~dbA-ad = aA-b. A wiec i punkt it 5
lezy na prostej ab, i prosta ta istotnie przechodzi przez 3 punk-
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ty: a+5, a-\-b', d-\-b, charakteryzujace I, Il i Il1l éwiartke pta-
szczyzny.

W ten spos6b proste kategorjalne dziatu 1P mozemy przed-
stawi¢ w takiej postaci, ktora bytaby odpowiednikiem algebra-
icznym ich ,trdj éwiartkowej“ natury geometrycznej.

A wiec:

ab ~ (a -Ab) (a--b) @A b
ab'= (a }0) (@ Db) (@ -j-b)
ab= (@-[-b) (d b)@a -j-b)
db'=" (d A~-b") (d A-b) (a b")

Wzorom ab, ad, db i dd w ich oryginalnej postaci odpo-
wiadajg wzory geometrji analitycznej, wyznaczajgce prosta
przy pomocy punktéw (a, b), w ktérych prosta ta przecina osie
wspotrzednych x i y.

Przechodzimy teraz do rozpatrzenia dwdéch ostatnich, kran-
cowych mozliwosci kategorjalnych (IV i V), dotyczacych utv/o-
row o rozlegtosci maksymalnej i minimalnej.

IV~ A wiec przedewszystkiem, czy mozliwy jest punkt obec-
ny we wszystkich 4 ¢wiartkach? Otdz, jezeli punkt taki byiby
mozliwy, to mégtby by¢ nim tylko punkt graniczny dla wszyst-
kich ¢wiartek (gdyz w tern tylko znaczeniu, w znaczeniu ,,0bec-
nosci na granicy“ mozemy mowi¢ o obecnosci punktu w wie-
cej, niz jednej cwiartce). Dotychczasowe rozwazania nasze,
dotyczace ,,rozciggania“ sie elementéw topologiki kategorjalnej,
wykazuja, ze im element jest bogatszy, ,wiekszy“ tresciowo,
t. j. bardziej zdeterminowany, tern jego ,rozciagganie sie“, jego
»2asigg” jest mniejszy. A wiec, gdy mamy szereg zmniejszajg-
cych sie elementéw a-\-b > [ > ab, to rozcigganie sie ich,
przeciwnie, wzrasta i od ,jedno¢wiartkowosci“ dla aA-b poprzez
mdwucéwiartkowos$¢” dla a przechodzi do ,,tréjéwiartkowosci®
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dla ab. ,Gzterocwiartkowym“ punktem bedzie tedy element
(punkt) minimum, O logiczne, ktdére tez widzimy w poczatku
wspotrzednych, na granicy, gdzie stykajg sie z sobg 4 Cwiartki
ptaszczyzny logicznej.

IV” Czy mozliwa jest prosta, obecna we wszystkich ¢wiart-
kach? Na zasadzie tego, co byto przed chwilg méwione, rozu-
miemy, ze taka prostg bedzie 0$ aa'— G, oraz 0$ bb' = Owb' .

Punkt a znajduje sie w I-szej i ll-giej éwiartce, punkt d —
w Ill-ej i IV-tej, prosta wiec aa' bedzie obecna w I, Il
Il i IV Céwiartkach. Podobnie dla prostej bb'.

Te ,,czteroéwiartkowo$c” osi zerowych przedstawi¢ mozemy
algebraicznie, rozwijajgc 0 wedtug a, a', b, b' (p. str. 26).

Mianowicie:

0 = (aA-b) (a+b’) (a'+b) (a'+b").

Mozemy réwniez samg plaszczyzne uktadu wspotrzednych
rozpatrywac, jako maksymalnie wspolny substrat osi aaf i bb'
(podobnie jak prostg ab rozpatrujemy jako to, co jest maksy-
malnie wspdlne punktom a i 5), i to aofbb’ — 0 uwaza¢ za ma-
ximum rozciggtosci, za cos, co jest obecne we wszystkich kwa-
drantach (por. str. 20, 21).

V™" Wreszcie: czy istniejg elementy geometryczne — przede-
wszystkiem punkty — pozewnatrz kwadrantéw plaszczyzny,
nieobecne w zadnym z jej kwadrantéw? Takiemi punktami be-
da, jak juz wiemy, elementy tresciowo maksymalne, punkty
xogiczno-geometryczne = 1.

Bedg to punkty, dualne do osi aa' i bb', punkty a-"*a' ~ 1
ibA-b' = 1, punkty w nieskonczonosci: pierwszy na osi Coos dru-
gi na osi daa. Prosta a przechodzi przez éwiartke I i Il, prosta
a' — przez ¢wiartke 111 i IV, punkt ich przeciecia znajduje sie
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w Cwiartce wspdlnej pierwszej i drugiej parze CEwiartek?),
a wiec w zadnej z tych déwiartek.

Mamy roéwniez i prosta, lezgcg pozewnatrz kwadrantow
ptaszczyzny. Jest nig prosta maximum, dualna do poczatku
wspétrzednych {0 = -[- Ow), prosta 1 = iata’ X "b+bO-
Bedzie to prosta w nieskoniczonosci, tagczaca punkty w nieskon-
czonosci iata' (== a -j- a') i ib+b' (= b -j- V).

Zreasumujemy teraz otrzymane rezultaty.

Wszystkie elementy kategorjalne ptaszczyzny logiczno-alge-
braicznej wyprowadziliSmy i podzieliliSmy, kierujagc sie ich
przestrzennemi wilasciwosciami, mianowicie tern, w ilu i w ja-
kich ¢wiartkach plaszczyzny znajdujg sie (s obecne) te elemen-
ty. Jezeli zwazymy, ze maximum tresci elementu kategorjalne-
go jest zwigzane z minimum jego obecnosci, to, chcac uporzad-
kowac teraz elementy kategorjalne wedtug wzrastajacej ich
obecnosci, nalezy zacza¢ od grupy o maksymalnej tresci, gdyz
bedzie to wiasnie grupa o obecnosci minimalnej — grupe te na-
zwiemy tez z tego powodu grupg zerows.

Otrzymujemy w ten spos6b tablice | (p. str. 54).

Jezeli teraz wszystkie elementy kategorjalne rownowazne, t. j.
wystepujace w tych samych éwiartkach ptaszczyzny, raz tylko
uwzglednimy w tablicy, wtedy przedstawi sie ona w uproszczo-
nej postaci (p. tabl. I, str. 54).

Podobnie jak np. punkt a, jako punkt przeciecia prostych ab i ab’,
znajduje sie w ¢wiartkach | i [Il, wsp6lnych ¢wiartkom, przez ktore
przechodzi prosta ab (I, Il, IIl) i prosta ba" (I, I, IV).
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Tablica |I.
ELEMENTY KATEGORJALNEJ PLASZCZYZNY
LOGICZNO-GEOMETRYCZNE.J.
Elementy ptaszczyzny wedtug ich obecnosci
W zadnej w1 w2 wa YR
z Cwiartek éwiartce ¢wiartkach Cwiartkach kach
0 1 2 3 4
Ta-}a atb m a (I, 1, a (1, 1v) ab(l, I, 1) Gaa'
Ib+b’ aA-b () b HY, b dUl, 1V) ab (I, 1V) (00}
7(a+a")(b+h") @y ab+a’b' (1, HI), R'O(LILIV)  Cea-b
ab’-f a'b (I, IV)
>Ab (IV) 8'0'(I1,111,1V)
oraz 6 elementéw dwoi-
stych: a, a'; b, b'; ab'-\-
abA-a'b’.
Tablica |11

ELEMENTY NIEROWNOWAZNE KATEGORJALNEJ
PLASZCZYZNY LOGICZNO-GEOMETRYCZNEJ

Elementy nierébwnowazne ptaszczyzny wedtug ich obecnosci

W zadnej w 1 w 2 w 3 EQ&V\O;E\ZA)&HT'[:
z Cwiartek ¢wiartce ¢wiartkach ¢wiartkach kech
0 1 2 3 4
1 a -f-z2 a, a' ab 0
aA-b' b, b’ ab'
a-\-b ab-A-ab', ab'-'ra'b ab
a'-Ab' ab’

*) Liczba rzymska oznacza tu ¢wiartke, w ktore] obecny jest dany element.
|y)[® [B) ~"aa'.bb"” koincydu-

Dochodzg tu jeszcze dwa elementy:
odnosnik na str.

jace odpowiednio z elementami 6j*+bb' * " (a(-a)(b-b)
58 oraz odnosniki na str. 70 i 71).
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Pierwsza z tych tablic obejmuje 26 (wzgt. 28) elementdw,
druga — 16 = 2™ (wyktadnik potegi wskazuje tu ilos¢ ¢wiartek
ptaszczyzny, wzgl. reprezentujacych je punktéw).

W ten sposob otrzymalismy wszystkie elementy geometrji ka-
tegorjalnej ptaskiej, wszystkie rodzaje (formy, kategorje) poto-
zen, wzgl. kierunkdw mozliwych na plaszczyznie. | ta katego-
rjalna analiza daje w rezultacie nietylko wszystkie rodzaje po-
fozen w dwuwymiarowe] dziedzinie geometrycznej, lecz
i wszystkie zarazem rodzaje poje¢ w dwuelementowej dziedzi-
nie logicznej, $wiadczac w ten sposéb o catkowitej odpowied-
niosci dziedziny mysli i dziedziny przestrzeni.

Te mozliwe potozenia logiczno-geometryczne zostaty zdobyte
przez odniesienie ich do 4 kwadrantow plaszczyzny. Kazdy ta-
ki kwadrant jest reprezentowany kategorjalnie przez punkt
typu a-|-B (grupa 1), gdzie a jest wspoOtrzedng a albo  pza$§ —
wspotrzedng b lub V. Mozemy tedy otrzymaé powyzsza tablice
(elementéw nieréwnowaznych) na drodze czysto analitycznej,
wychodzac z oznaczeh dla czterech kwadrantéw {a”b, aA-V,
d!-\-b, d A-V) i rozpatrujgc wszystkie mozliwe (w liczbie 16)
kombinacje (a wiec po 1, 2, 3, 4 elementy oraz 0 elementdw)
z powyzszych punktéw-kwadrantow ).

Kombinacje te przedstawiajg sie w sposéb nastepujgcy:

D a-|-5 2)a-1'm — 3)aAb— 4)aAb—
aA-d— a-|-5'H- a-[-d a-\-d —
dA-b — — d™b + d+b —
d-"b'— d~rd — d~rd -- d~"d +

W powyzszem zadaniu mamy analogen wyszukania wszystkich elemen-
tarnych funkcyj prawdziwosciowych dwdéch argumentdw.
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5) a-Ab + 6)&-\-b + 7) a/—\-b +

B\ + aA-b — a-\-b'—
a'+h — a-{-b + alA-b —
a'-"b' B'+5". R'+5" +

8) B-\-b - ARXb- 10)RB-\b
B+5"+ a-j-5' + a-\-b"-
a-\~b + a~\b a~\b +
a'-"b'— a-\-b' + R'+5' 4+

1) B +5 4 12) B+ 5 13) R -\-b 14) B -j-5 —

a-j-6' 4+ R -\-b' B+y — R-\-d .
a-\~b . a'-Ab - dA~b 4 d~\~b .
R'+5' _ dA-U . d-{-b", R'+5',

15) a A-b 4 16) B+5 —

B ~\~d aA~V -

R'-j-5 4 Rep5 —

B'+5' d~rd -

Znak + figurujacy obok elementu konstytuujacego (t. j. ele-
mentu: B+5, a-\-b', a'A-b, a-\-b") oznacza, ze element ten wcho-
dzi w rachube w danej kombinacji. Jezeli dang kombinacje
konstytuuje 2 lub wiecej elementéw, to element przez nie wy-
znaczony jest iloczynem logicznym elementéw konstytuuja-
cych®). Innemi stowy, kombinacje elementéw konstytuujacych
sg tu kombinacjami roztgcznemi czyli iloczynowemi. W ten spo-

) Lub tez, rébwnowaznie, jest negacjg iloczynu logicznego elementdw, nie
wchodzacych w rachube w danej kombinacji (oznaczonych znakiem minus).
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s6b kombinacje powyzsze konstytuujg 16 nastepujacych ele-
mentéw nieréwnowaznych (r6znowaznych) logiki dwuelemento-
wej:

1 2 3. 4,
a~\rb aA-b’ a-\~b 0'A-V
5. 6. 7.
a[=(a-\-b) (a-\-bJ] b[=(a-\-b) (a'-\-b)] (aA-b) (a'A-b")
8. 0. 10.
@QN\-V) (d-\-b) b [*=(0r\-b") ((i-\-b")] a/"=6~""b) (a-\-b"]
u. 12.
ab [—(a-\-b) (a-\-b") (a'-\-b)] ab' [—(a-j-b) (a-A-b") (@~\~b]
13 14.

a’b=[{a~"b) (a'A-b) (0'A-b’)] a'b'= [(@A-bj(a”b) (a'+b")
15.
O0l=(a”b) (a-\-b") (a'-"b) (a'-\-b")]
16.
1= [(aAb) (@\Db) ((i-\-b) ([C'\D)]'=
= a'b'A-a'b-\-ab'-\-ab.

Wszystkie te elementy widzimy na naszym obrazie dwuele-
mentowego $wiata logicznego, ktéry nam jednakze ad oculos
wskazuje, ze w Swiecie tym mamy wiecej, anizeli 16 elemen-
téw, albowiem niektore z nich wystepuja w rozmaitych, choé
réwnowaznych postaciach. Stosuje sie to, mianowicie, prze-
dewszystkiem do elementéw ,,dwucwiartkowych* (5 — 10),
ktére wystepuja nietylko jako proste: a, b, (a-Ab) (a-A-b),
@\-b) @\b), h', a', lecz i jako roéwnowazne tym prostym
punkty: a,b, ab-\~ab, ab-\-a'b’, b, a', poza tern za§ do elemen-
tow granicznych 0 i 1, z ktérych kazdy wystepuje w 3 po-
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stadach ®. Mianowicie, zero — jako 0§ aa\ 0§ bh\ poczatek
wspotrzednych (aalA-bb")\ za$ jednos¢ jako punkt w nieskon-
czonosci aA-d, punkt w nieskonczonosci b-\-b', prosta w nie-
skonczonosci (aA-d) (b-\-b").

Zapewniwszy sobie w ten sposob catkowite wyczerpanie moz-
liwych kategoryj (rodzajéw) elementéw ptaskich logiczno-geo-
metrycznych, przejdziemy niebawem do blizszego rozpatrzenia
zwigzkdw, jakie istniejg miedzy temi elementami.

Gdybysmy prosta w nieskoriczonosci wyznaczyli jako iloczyn punktow,
lezacych w nieskoriczonoéci na osiach skosnych, a wiec jako (ab-\-ab’) (ab-{-
-\-a'b") = (a-\~b) (a'-\-b") fa-j-b" fa'~j-bj = 0, to otrzymaliby$my jeszcze czwar-
ta postaC zera- jednakze ta posta¢ zera koincydowalaby juz przestrzennie z jed-
noscig, jako prosta w nieskoficzonosci, wyznaczong przez punkty w nieskon-
czonosci, lezace na osiach zwyktych. Dwoiscie: gdybySmy poczatek wspdtrzed-
nych wyznaczyli, jako sume osi skosnych, a wiec jako [a-\-b) (a-\-b") -f- [u-\-b)
{a-\-b") = ab-\-a'’b'-\-aV-\-a'’b — 1, to otrzymalibySmy jeszcze czwaitg posta¢ jed-
nosci; jednakze ta posta¢ jednosci koincydowalaby juz przestrzennie z zerem,
jako punktem-poczatkiem wsp6trzednych, wyznaczonym przez przecigcie sie 0si
zwyktych.



Rozdziat IV.

TROJWYMIAROWA PRZESTRZEN KATEGORJALNA
I JEJ ELEMENTY.

Opuszczamy obecnie na chwile logike geometryczng dwuele-
mentowg czyli topologike ptaska (planilogike) i przechodzimy
do logiki geometrycznej trojwymiarowej czyli do stereologiki.
Obraz ,przestrzeni logicznej* trojwymiarowej mamy juz poda-
ny na rys. 5 (str. 35), obecnie za$ postaramy sie blizej
zapozna¢ z elementami tej przestrzeni kategorjalnej, prze-
prowadzajac badania analogiczne do tych, ktére nas zajmo-
waty w rozdziale poprzednim ze wzgledu na ptaszczyzne Kkate-
gorjalna.

Podobnie jak tam otrzymalismy wszystkie mozliwe jakosci
logiczno-geometryczne plaskie, rozpatrujac ptaskie elementy
logiczno-geometryczne z punktu widzenia ich obecnosci w zad-
nej, jednej, dwéch... i t. d. ¢wiartkach ptaszczyzny, tak samo
i teraz rozklasyfikujemy wszystkie przedmioty przestrzeni lo-
gicznej z punktu widzenia ich obecnosci w Zzadnej, jednej,
dwach... oSmiu 6semkach przestrzeni tréjwymiarowej. Kazda
taka dsemka przestrzenna jest reprezentowana kategorjalnie
przez punkt typu a-j-B-j-y gdzie a jest wspdtrzedng a albo a',
38— wspodtrzedng b lub ¥, y za$ wspoOtrzedna c tub c'. Wszystkie
mozliwe kombinacje iloczynowe z powyzszych 8-miu punktéw
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dadza nam wszystkie mozliwe elementy (r6znowazne

przestrzeni logicznej trojwymiarowej w liczbie 2 = 2B=
= 256. Wszystkim tym elementom analitycznym (logicznym)
przyporzadkowaé mozemy odpowiadajace im ksztatty geome-
tryczne (por. rys. 5). Jak wiemy z teorji kombinacyj, ta liczba
ogblna 256 elementéw rozpada sie na 9 grup, z ktérych pierw-
Szg nazwiemy grupg zerowa, albowiem zawiera element nie
znajdujacy sie w zadnej z 6semek przestrzennych. Obsadzenie

tych grup przez elementy jest — jak wiemy — nastepujace:

Nazwa (numer) grupy Liczba elementow
Zerowa 1
Pierwsza 8
Druga 28V
Trzecia 56
Czwarta 70
Pigta 56
Sz6sta 28
Siédma 8
Osma 1

Pomijamy tymczasem grupe graniczng zerows, ktorg rozpa-
trzymy na koncu w zwigzku z drugg grupg krancows, grupa
6sma, i zaczynamy od rozpatrzenia elementéw grupy pierwszej
(i siodmej).

I i VII). Grupa pierwsza zawiera 8 elementdw, przedstawia-
jacych rezultat kombinacyj ,,po jeden“ z 8 podstawowych ele-

Elementami réwnowaznemi przestrzeni logicznej zajmowac sie tu blizej
juz nie bedziemy.

28 = 56 =
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mentow, innemi stowy, przedstawia te wihasnie podstawowe ete-

menty:

a\b\¢ a\b-\—<, a\b\¢ ol-\\-b-\-c, ci'~\b-\W¥
a' b'-\-c, al“"b'~¢

Mamy tu 8 punktow-wierzchotkéw szescianu kategorjalnego.
Kazdy z tych elementéw znajduje sie w jednej tylko 6semce
przestrzeni logicznej (ktdrej jest przedstawicielem).

Nie przejdziemy teraz bezposrednio do grupy drugiej, lecz
wezmiemy pod uwage grupe dualng (dwoistg) do pierwszej,
a jest nig grupa siodma. Kazdemu elementowi grupy pierwszej
bedzie odpowiadat dualny element w grupie siédmej, a ta jedno-
jednoznaczna odpowiednio$¢ zapowiedziana jest juz w tern,
ze liczba elementow grupy i VII (tak jak 11 i VI oraz Il i V)
jest jedna i ta sama. Kazdy z tych 8-iu elementéw grupy siod-
mej bedzie obecny w 7-iu 6semkach przestrzeni, co wyraza sie
analitycznie w ten sposdb, ze przedstawia on iloczyn 7-iu ele-
mentéw podstawowych.

Istotnie element dualny do aA-bA-c czyli element abc jest to
element, ktéry przedstawia sie jako-iloczyn nastepujacych 7-iu
podstawowych elementéw:

(a"b-\-¢c) (a-\-b~\) (a-\'b'Ac) (a-\-b-\-¢) (a-\-bA-c) (a-A-b-\-c)
@-Ab'-\<) (por. str. 39) i przedstawia ptaszczyzne, przecho-
dzacg przez wszystkie ésemki przestrzeni logicznej z wyjatkiem
6semki, reprezentowanej przez element (a’-\-b-\-c'). Tego wias-
nie rodzaju 8 elementéw dualnych wzgledem elementéw gru-
py | stanowi zakres grupy VIl-ej:

abc, ab¢, aUc, ab'¢, a'bc, a'bé, ab'c, a'VE.

Elementy te sg plaszczyznami zgodnie z zasada dualnosci
w przestrzeni, przyporzadkowujacej dualnie punktowi w prze-
strzeni ptaszczyzne i odwrotnie. Przedstawiajg one 8 S$cian
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osmioscianu dualnego do powyzej wzmiankowanego szescianu.

Il i VI). Przechodzimy do grupy drugiej, zawierajgcej 28 ele-
mentéw, bedacych rezultatem kombinacyj ,po dwa“ 8 podsta-
wowych elementéw. Grupa ta rozpada sie na 3 podgrupy w za-
leznodci od tego, czy kazdy z 8 podstawowych punktéw (np.
punkt a+0+cj kombinuje sie mnoznie z punktem podstawo-
wym o jednym tylko elemencie réznym co do znaku (') od ele-
mentéw danego punktu czy tez z punktem podstawowym
0 dwoch  czy tez trzech  elementach, réznigcych sie znakiem
od elementéw danego punktu.

Pierwsza podgrupa zawiera 12 prostych”), bedacych krawe-
dziami szescianu, a wiec proste a-\-b, </{b, a'-\-b',
aA-c, .... O+c, ... . (por. tutaj — jak zawsze — rys. 5).

Druga podgrupa obejmuje 12 prostych®), bedacych przekat-
nemi 6-iu $cian szeScianu, a wiec proste;

(a-\-bArc) A-¢) = aANbA<) (b-"E), (aAb-\~c) (alA-b-\-¢),
(a-\-b-\-c) (a'A-VA-c) i t p.

Proste te przedstawiajg rzuty osi skosnych (b-Ac) (b'A-¢)
1 (b-\-¢) (b-\-¢c) na Sciany a i a\ dalej osi skosnych (a-\<)
@) i (a-\-¢) (@—"c) na sciany b i b', wreszcie osi skosnych
(a-\-b) (dA™b") i (aA-b") (@-\-b) na Sciany c i ¢.

Np. — jezeli chodzi o punkt aA-b-\-c— z punktem: a-\-b'-\-c.
Odpowiednie kombinacje beda: (a-j-6-j-c) (a-p-f-cO =
{a-\-b’-\-c) = a-f-c; («-p"-pe) (4'-p&-pc) = Teqc
Np. z punktem: 6-p~'-pc', a'-\-b-\-c\ a'-pfe’-pc. Odpowiednie kombinacje
beda: {a-\-b-\-c) (a-\-b-\-c") = i -p (6-pc) (&-pc’) = a-\-bc'c it p.
Np. z punktem: Odpowiednia kombinacja bedzie: {a-\-b-\-c)

%) Wzglednie 12 punktéw tego samego miana.
Wzglednie 12 punktéw tego samego miana, lezacych w nieskoriczonosci
na danych prostych. < | :
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Trzecia podgrupa zawiera 4 przekatne calego szescianu:
(Ur-b\~0)(d -\ - U (Q\-b'-\-c) (d ), (d~\-b~\-c) (G-\-d-\-d)
(d~\-b'-\-c) (cL-A-b-\-d).

Przechodzac teraz do grupy VI, dualnej wzgledem powyzszej
grupy Il, otrzymamy réwniez 28 elementéw podzielonych
na 3 podgrupy (dualne wzgledem 3 podgrup grupy Il). Bedg to
linje proste, przechodzace przez sze$¢ dsemek przestrzeni.

Pierwsza podgrupa zawiera 12 prostych”), bedacych krawe-
dziami o$mioscianu, a wiec proste ab™), ab', db, db’, ac...., bc___

Druga podgrupa zawiera 12 prostych, przechodzacych po dwie
przez 6 wierzchotkéw o$mioscianu, mianowicie proste: abc +
-\-ab'c) = a(bc~\-b’c"), abc-~dbc', abc-\~a'b'¢ i t. p. Drugg pro-
sta, przechodzaca przez wierzchotek a, bedzie prosta: ab'c”
-{-abc'—a(b'c-\-bc") i t p.

Trzecia podgrupa zawiera 4 proste w nieskonczonosci, bedace
przecieciami przeciwlegtych (réwnolegtych) scian o$mioscianu,
mianowicie: abcA-a'b'c’, ab'c-\-dbc', a'bc-\-ab'c’, a'b'c-\-abc".

Przechodzimy obecnie zkolei do rozpatrzenia grup Il i V.

Il i V). Grupa trzecia zawiera 56 elementéw, bedacych re-
zultatem kombinacyj ,,po trzy*“ 8-miu podstawowych elemen-
tow punktowych. Grupa ta sktada sie z 3 podgrup o skladzie na-
stepujacym:

Pierwsza podgrupa obejmuje 24 proste, przedstawiajg-
ce przekatne matych kwadratow na bokach szescianu:

{a-\-b) (a”c/) ~ a-“bc, (a-\-b) (a-Ac’), (a-\-b) (bA-c), (a-\-bj
(b-~d) it p.

Wzglednie 12 ptaszczyzn tego samego miana.

Prosta ab = {a-\-b-\-c) [a-\-h-\-C") [a-\-b’-\-C) \a-\-b'\rc’} (@'-\-b-\-c) [a'-\-b-\"\¢")

jest obecna w 6 dsemkach reprezentowanych przez punkty, ktérych przedstawia
iloczyn.

[Ab] @)C) = (aj-i--0) [aA-bA-c) (&F5-0).
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Druga podgrupa obejmuje 24 proste, taczace srodek krawedzi
szeScianu, np. punkt aA-b z wierzchotkami przeciwlegtej kra-
wedzi, np. z punktem lub al-\-b'A-¢. Beda to proste
typu (a-Ab) {a-A™b-\EY), wzgl. {a-Ab) {al-\-b'~c").

Trzecia podgrupa grupy lll-ej zawiera 8 plaszczyzn, prze-
chodzacych kazda przez 3 przekatne $cian szescianu, jak np.
ptaszczyzna Qb€ (o ) {{™"Hb~-\~).

Grupa V, dualna wzgledem powyzszej, obejmuje réwniez 56
elementow w 3 podgrupach.

Pierwszg podgrupe sktadajg tu 24 proste, przedstawiajgce
przekatne 8-iu matych szeSciandw, skiadajgcych wielki sze-
dcian, o typie: a(b-Ac) = ab”ac, b(a-\-c), c(aA-b) i t. p. (por.
réwniez rys. 4).

Druga podgrupa obejmuje 24 proste, bedace przecieciem pta-
szczyzn typu ab z plaszczyzng typu a'b'c (wzgl. a'b'c’). Beda
wiec to proste typu ab-\-a'b'¢, wzgl. ab~\ab'c"

Trzecia podgrupa obejmuje 8 punktéw typu abcA-ab'c»
-\-a'b'’c ~ afbc-\-b'¢’) alb'c. Bedg wiec to punkty, lezace na
przecieciu prostych typu i plaszczyzny typu a'b*c.

IV). Przechodzimy do grupy 1V, dualnej wzgledem samej sie-
bie, to znaczy takiej, ktérej elementy posiadajg elementy dualne
wewnatrz tejze grupy. Jak wiemy, zawiera ona 70 elementow,
a kazdy z nich posiada element dualny badz w réwnowaznej
sobie (cho¢ odmiennej) postaci, badZ w postaci nieréwnowaz-
nej, lecz zawartej wewnatrz tej grupy IV-tej. Koniecznos¢ te-
go wynika z tej wihasnosci elementéw dwoistych kazdej grupy,
Ze zawierajg sie one w grupie, dopetniajacej do 8-ki liczbe da-

1) [a+b] = [aA-bA-<c) {a+tb+c") (a-\-b'-\-c).



nej grupy. Wobec tego element dwoisty do elementu grupy
IV-tej rowniez musi by¢ zawarty w tej grupie.
Elementy tej grupy mozemy podzieli¢ na nastepujace pod-
grupy:
1) 6 ptaszczyzn”™): a,a',b,b'¢,c*
2) 24 plaszczyzny typu: (a-Ab) (a-Ac) (@-\-b-\~c")
3) 6 prostych: (a\~h) (a'A-V), (@-\-b) (a-\-b)\(aA-c) {a"-\-¢"),
(6'-j-c) {a-\-c); {b-\-c) {b*-\-¢), {b*-[-c) {b-\-¢)
4) 24 proste typu: {a-\-b) {b-\-c)
5) 8 plaszczyzn typu: fa=\-b) (a-j-c) ~ ab-\-ac-\-bc
6) 2 proste”): {a-\-b-\-c") {a~\~b-\c) {a'A-b-\-c) {a-\-b'Ac) =
= abc'-\-ab'c-\-dbc-\-a'b'¢ oraz (aj-2j-c) (¥j-
-\-b'-\-¢") {d-\-bA-c") {d-\-b'~\-c) = abc-\~ad¢-\-
A-dbd~ddc.
Wreszcie pozostajg nam do rozpatrzenia grupy krancowe:
VIl i 0.
Grupa VIII, jako iloczyn 8-miu elementéw podstawowych,
wierzchotkow szescianu, bedzie przedstawiata 0 logiczne (po-
czatek wspdtrzednych), grupa za$ do niej dualna, zerowa, be-

Przypominamy tu raz jeszcze, coémy mowili o elementach réwnowaz-
nych, cho¢ innej postaci. Oczywiscie, bedziemy w tej podgrupie mieli nie-
tylko 6 ptaszczyzn, lecz i 6 punktéw, a poza tern dwa razy po 6 prostych te-
go samego miana, co ptaszczyzny.

Kazdy z tych elementéw przedstawia iloczyn dwoch prostych, przekat-
nych przeciwlegtych $cian szescianu, przytem przekatnych nieréwnolegtych.
Sg to przekatne kwadratu zewnetrznego jednej z plaszczyzn wspdtrzednych,
np. ptaszczyzny We [a wiec proste: (b-\-c) (b'-\-c) oraz (bA-c) (b'-\-c')\, kazda
na inng plaszczyzne rzutowana: jedna na plaszczyzne szeScianu a, druga na
ptaszczyzne a'. Jednakze zamiast iloczynu tych prostych mozemy wzigé iloczyn
réwnowaznych tym prostym punktéw w nieskoriczonosci na nich lezacych,

w ten sposob nasze dwa elementy przedstawig sie jako dwie zlewajace sie
sobg proste w nieskoriczonosci na plaszczyznie wspdtrzednych.
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dzie reprezentowana przez element dualny do O, przez 1 logicz-
ng (paszczyzne w nieskoriczonosci /.

W ten spos6b podaliSmy elementy geometryczne, odpowia-
dajagce 256 nieréwnowaznym elementom przestrzeni logicznej.
Ponizsza tablica grupuje te logiczno-geometryczne elementy,
przyczem liczba w nawiasie oznacza ilo$¢ elementdw, reprezen-
tujacych dany typ.

ELEMENTY NIEROWNOWAZNE KATEGORJALNEJ PRZESTRZENI
LOGICZNO-GEOMETRYCZNEJ.

Typy elementéw nierdwnowaznych przestrzeni logicznej wedtug ich obecnosci

W2 W 4 w5 300
"% KN gsemkach dsemkach 6semkach Gsemkach Osemkach K'S ny
K
@AD) { 2) (@\-b) (@\- (a-{-b)(a-\- ab-\-ac (24) ab (12) abc
3-j- +c) (29) (bA-c) ab-\-a'b'c a(bc-\-b'c") (8)
®) (a-\-b) ()] (24) 12)
(12) (a-\-b'-\-c) a (6j abc-\- abcA-a'b'c’
(aA-b-\-c) (24) (a-\-b)(a-\- @

(a\-b-\-c) \.¢) (a-~r ta'b’c (8
+c") @ (@b-"c’)
(a-\-b’-\-c) (24)
(s;  (at+b)
@w) 6
(aA-b)
ry+CIi24)
oraz:
abc'-\-
A-ab'ch
-\-a'bc-\-
~a'b'c!
i
cibc-\-
A-ab'c>+
-\-a'bc'-\-
-fa'ov (2)

N Musimy pamieta¢ o tern, ze te elementy grupy VIll-ej i O-wej posia-
dajg szereg rozmaitych postaci, ktérych tu nie rozpatrujemy.



CZESC 1.

ARCHITEKTONIKA ELEMENTOW PLASZCZYZNY
KATEGORJALNEJ.






Rozdziat V.

ELEMENTY PLASZCZYZNY KATEGORJALNEJ
A DWOISTE KWADRATY ZUPELNE.

Cze$¢ integralng i rzucajacy sie odrazu w oczy naszego obra-
:zu logiki dwuelementowej stanowig dwa kwadraty dwoiste
(patrz rys. 3). Kwadraty te okazujg sie dwoistemi, gdyz 4
bokom wewnetrznego kwadratu (ab, ab’, a'b, a'b") odpowiadajg
dwoiscie 4 wierzchotki zewnetrznego kwadratu (a-\-b, a-\-b’,
a'-]-b, a-\rb"), 4 zas bokom zewnetrznego kwadratu (a, a',
b, b") odpowiadajg dwoiscie 4 wierzchotki kwadratu wewnetrz-
nego (a, a', b, b*). Ot6z i pozostate w liczbie 10 (wzgl. 12 ele-
menty logiczno-geometryczne bedziemy mogli zwigza¢ najsci-
$lej z naszemi dwoistemi kwadratami, jezeli kwadraty te poj-
miemy jako ,“kwadraty zupeine®.

Musimy sie zwroci¢ w tym celu do poje¢ ,,czworokata zupet-
nego“ i ,czworoboku zupetnego“ 7, ktére w nowszej syntetycz-
nej czyli rzutowej geometrji odgrywajg bardzo wazng role
i sciSle sa zwiagzane z pojeciem struktur harmonicznych?).

Przez ,czworokat zupeiny“ rozumie sie figure okreslong przez

0 Por. odno$nik dragi na str. 54 oraz odno$niki na str. 58, 70 i 71.
Por. F. Enriques. Wyktady geometrji rzutowej, tt. polskie. Warszawa, 1917
str. 37.

Por. odnosnik na str. 95 i 96.
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cztery wierzchotki, ktére wyznaczajg (w 6-ciu kombinacjach
po dwa elementy) sze$¢ prostych, t. zw. sze$¢ bokéw czworokata
zupetnego. Te sze$¢ bokéw czworokata zupetnego tworzg trzy
pary bokéw przeciwlegtych (t. j. nieprzechodzacych przez ten
sam wierzchotek), przecinajagcych sie w trzech punktach, t. zw.
punktach przekatnych czworokata.

I dwoiscie: przez ,czworobok zupetny“ rozumiemy figure,
okreslong przez cztery boki, ktdre wyznaczajg (w 6 kombina-
cjach po dwa elementy) sze$¢ punktéw, t. zw. sze$¢ wierzchot-
kéw czworoboku zupetnego. Te sze$¢ wierzchotkdw czworobo-
ku zupelnego tworzg trzy pary wierzchotkéw przeciwlegtych
(t. j. nielezagcych na tym samym boku czworoboku), potgczo-
nych trzema prostemi, t. zw. linjami przekagtnemi czworoboku.

Ot6z spdjrzmy teraz na rys. 3, majagc na widoku pojecia

~Czworokata zupetnego“ i ,czworoboku zupetlnego®, a natych-
miast nasze podstawowe kwadraty pojmiemy jako ,kwadraty
zupetne®.

A wiec przedewszystkiem kwadrat wewnetrzny, jako ,czwo-
rokat zupetny“, bedzie posiadat:

4 okres$lajgce go wierzcholkki {a, a!, b, b");

6 bokoéw, wyznaczonych przez te wierzchotki, mianowicie:
cztery boki kwadratu prostego (ab, ab', a'b, a'b") i dwie prze-
katnen): aa'= i bb'— O"; oraz

3 punkty przekatne, utworzone przez przeciecie (zjednocze-

n Gdybysmy w wewnetrznym kwadracie zupetnym wzieli jeszcze 3-cig prze-
katna, jako linje taczaca jego punkty przekatne: ab-\-a'b' i a'b-\-ab', to otrzy-
malibysmy 7-y bok tego kwadratu, prostg w nieskoriczonosci X ("6'6-f-
-\-ab") —[0], koincydujacy wprawdzie z 3-cig przekatng kwadratu zewnetrzne-
go: (a-{-a") (b-\-b") = = 1, lecz bedacg mimo to innego od niej
miana (por. odno$nik na str. 58).
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nie) trzech par bokéw przeciwlegtych, a wiec punkty: abA-a'b’,
a'b-\-ab' i aa-\-bb' (= 0Oaa-}-Obb' = O0).

I dwoiscie: kwadrat zewnetrzny, jako ,,czworobok zupetlny*,
bedzie posiadat:

4 okreslajace go boki (a, a', b, b");

6 wierzchotkéw, wyznaczonych przez te boki, mianowicie:
cztery wierzchotki kwadratu prostego (aA-b, aA-b', <"Ab, a'A-b")
i dwa punkty przekatne™: —iata' i b-A-b'= IbA+; oraz

3 linje przekatne, utworzone przez potaczenie trzech par
wierzchotkéw przeciwlegltych, a wiec linje: {a-\-b) (a'-j-¢"),
@-\-b) (a\-b) i (a-\-a) (b-\-Y) f=ia+ta' ‘ 7o+’ — 1).

W ten sposob kwadrat wewnetrzny, jako ,,czworokat zupet-
ny“, jest zespotem 13 jego elementow:

4 wierzchotkéw, 6 bokdw i 3 punktéw przekatnych.

I dualnie: kwadrat zewnetrzny, jako ,czworobok zupeiny“,
jest zespotem 13 jego elementéw dualnych do poprzednich:

4 bokéw, 6 wierzchotkéw i 3 linij przekatnych.

Mozemy teraz przedstawi¢ dwadzieScia szes¢ powyzszych
elementéw plaszczyzny kategorjalnej (por. tabl. | na str. 54)
w postaci dwoch szeregébw dwoistych (dualnych) w ten row-
niez sposob, ze wszystkie elementy pierwszego szeregu bedg
linjami prostemi, wszystkie za$ dwoiste wzgledem nich ele-
menty drugiego szeregu bedg, punktami. W terminologji ,kwa-
dratow zupetnych* te dwoiste szeregi — kazdy zawierajgcy po
13 elementéw — tak sie przedstawia¢ beda:

Gdybysmy w zewnetrznym kwadracie zupetnym wazieli jeszcze 3-i punkt,
jako punkt przeciecia jego przekatnych (a~\-b)(a'-\~b'}i(a'A-b}(a-\-b"), to otrzyma-
libysmy 7-y wierzchotek tego kwadratu, poczatek wspétrzednych fa-j-6j (‘«'-[-694"
~\~((iI""b) (a-{-b")"[1J, koincydujacy wprawdzie z 3-cim punktem przekatnym
kwadratu wewnetrznego (= aa'-\-bb’ —06aa’ 6bb' = 0), lecz bedacy mimo to
innego od niego miana (por. odnosnik na str. 58).
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6 bokéw kwadratu wewn, 4 boki kwadratu zewnetrznego
4 ab\db, dU\ a, d, b, d;

3 linje przekatne kwadratu zewnetrznego

(a\-b) (dA-d), (d*b) (a-~d), 1
6 wierzchotkow kwadratu zewnetrznego 4 wierzch, kw. wewn.
otbj aA-d, d~\-b, dA™-d; a, d, b, d;
3 punkty przekgtne kwadratu wewnetrznego
ab~dd, db-\-ad, 0

Znaczy to: wszystkie elementy kategorjalnej ptaszczyzny lo-
giczno-geometrycznej okazujg sie elementami naszych podsta®
wowych dualnych kwadratéw, pojetych jako dualne ,kwadra-
ty zupetne" M, lub jeszcze inaczej: ptaszczyzna kategorjalna lo-
giczno-geometryczna sktada sie z dwoch dualnych , kwadraté'w
zupetnych®.

Mozemy rowniez ustanowi¢ odpowiednio$¢ juz nie miedzy
elementami dwoistemi podstawowych kwadratow zupeinych,
lecz miedzy ich elementami tej samej postaci, a wiec punktami
i punktami, prostemi i prostemi. Taka odpowiednio$¢, taczaca
elementy ptaszczyzny logiczno-geometrycznej, tak sie przedsta-
wia¢ bedzie:

7 prostych”™) kwadr, wewn.; /0/, Gaas Ow, ab, ad, db, dd
7 prostych kwadr, zewn.; 7, @\ (d-\-d), (d\b) (aA-d), a,

b d, d
7 punktéow kwadr, wewn.; 0, (ab-A-dd), {db-\-ad), a, b, d, a
7 punktéw”) kwadr, zewn.. [1], (a-"b), (a-\-d),

(d™b), (d~d)
Kazdy z tych odpowiadajgcych sobie elementow petni

h Przy zaliczeniu do ich elementéw punktéw wzgh. prostych przekatnych.
Po wiaczeniu 7 boku [0] kwadratu wewnetrznego i 7 wierzchotka /7 / kwa-
dratu zewnetrznego (por. odnosniki na str. 70 i 71k
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w kwadracie, do ktérego nalezy, te sama role, jaka petni w dru-
gim kwadracie odpowiadajagcy mu element. Np. przeciwle-
gtym bokom wiasciwym kwadratu zewnetrznego a i a' odpo-
wiadajg w powyzszej tabeti przeciwitegte boki wiasciwe kwa-
dratu wewnetrznego ab i a'b' i t. p. Dzieki ustanowieniu tej od-
powiedniosci bedziemy mogli przechodzi¢ od zwigzkéw mie-
dzy elementami logiczno-geometrycznemi jednego kwadratu
do zwigzkéw odpowiadajgcych im elementéw drugiego kwa-
dratu.

Ustanowimy tu jeszcze jedna odpowiednios¢, wysoce znamien-
ng dla architektoniki $wiata logicznego. Bedzie to odpowied-
nios¢ rowniez miedzy elementami tej samej postaci, lecz bedzie
ona tutaj wewnetrzng, w obrebie elementéw tego samego kwa-
dratu (wewnetrznego, wzgl. zewnetrznego). Postuzy ona spe-
cjalnie do uwydatnienia stanowiska, jakie zajmujg w systemie
topologiki dwuelementowej jej dwa osobliwe elementy: 7-my
bok wewnetrznego kwadratu, t. j. 0, jako prosta w nieskonczo-
nosci, oraz 7-my wierzchotek zewnetrznego kwadratu, t. j. 1, ja-
ko poczatek wspotrzednych (por. odnoéniki na str. 70 i 71 oraz
stronice 72).

Utézmy elementy plaszczyzny logicznej w dwa szeregi dwoi-
ste, zaczynajac od elementéw prostych i koriczac nadziozone-
miN). Szeregi te tak sie przedstawia¢ beda:

0 Przez elementy nadztozone rozumiemy tu elementy: ob'-\-a'b, ab-\-a'b’, ich
iloczyn: (ab'-\-a’b) (ab-\-a'b")—(a-\-b) (a'-{-b") (a'-\-b)(a/1~b") = [OJ {zero jest tu
prostg w nieskofczonosci, nie za$ punktem - poczatkiem wsp6trzednych) oraz ich
elementy dualne: (a-\-b") (a'-\-b), (a-{-b) (a'A-b"), ich sume: (a-\-b") (a'-\-b) -j-
+ (a-\-b) (a'-{-b") ~ ab'-\-a'b-\-ab-\-a'’b’ — [1] (jedno$¢ jest tu punktem -
poczatkiem wsp6trzednych, nie za$ prosta w nieskonczonosci).



Elementy proste”y) Elementy zlozone

a, b; a\ Y, dad, ab, aYy, ab, a'y
punkty 1 proste I. proste

a, b;a\ Y; iat+a’, 7o+’ a-\~b. a-]-¥, (EA-b, dA-b
1 proste punkty punkty

Elementy nadztozone
ay~ab; ab-"a'y; [0]
punkty 1 prosta

(a'+b) (a+b'k (a+b) (a+b'h Ul
1 proste punkt

Ot6z miedzy skrzydtami tych szeregéw, miedzy elementami
prostemi i nadztozonemi kazdego szeregu, zachodzi odpowied-
nios¢, w ktorej wyraza sie pokrewienstwo kategorjalne, istnie-
jace miedzy wierzchotkami a dwoma punktami przekatnemi
kwadratu prostego, wzgl. dualnie: miedzy jego bokami i dwie-
ma przekatnemi /.

Odpowiednio$¢ ta tak sie przedstawia:

Kwadrat wewnetrzny

(1) Punktowi a wzgl. b odpowiada punkt aYP"ab

(2) Punktowi a' wzgl. ¥ " punkt ab-\-a'y

(3) Prostej 6aa’ wzgl. Ow " prosta [0]

Kwadrat zewnetrzny
(4) Prostej a wzgl. b odpowiada prosta (d-\-b) (a-\-Y)
(5) Prostej a' wzgl. Y . prosta (a-\-b) (a-\-Y)
(6) Punktowi iata'wzgl. ifath’ ,, punkt [1]

Elementy 0"  Aij= "g+a' zaliczamy tutaj do elementéw prostych,
wtym tylko sensie, ze kazdy z nich jest funkcjg jedynie elementéw tego samego
wymiaru (np. a—a'), gdy natomiast elementy w tym sensie ztozone sg juz
funkcjami elementéw a i b.

To pokrewienstwo kategorjalne uwidocznione jest na tabl. 1 (str. 54) przez
wskazanie ,,dwucéwiartkowej” natury wszystkich tych elementdw.
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Widzimy, ze wyzej wspomniane pokrewienistwo kategorjalne,
wyrazajace sie w odpowiedniosciach (1), (2) oraz (4), (5), pro-
wadzi do pokrewienstwa Kkategorjalnego dwoch (zwyktych)
przekatnych kwadratu wewnetrznego z trzecig (dodatkowa)
przekatna, wzgl. dwéch (zwyktych) punktéw przekatnych kwa-
dratu zewnetrznego z trzecim (dodatkowym) punktem przekat-
nym, ktére to pokrewienstwa znajdujg wyraz w odpowiednio-
Sciach (3), (6). W istocie bowiem iloczynowi

ad (wzgl. W) czyli (wzgl. Owy)
odpowiada iloczyn elementéw, odpowiadajgcych elementom
a, d (wzgl. b, d), a wiec iloczyn

(ab'-\-db) (abA-db’) = [0],
sumie za$
a\~d (wzgl. b~d) czyli iat+a’ (wzgl. h"w)

odpowiada suma elementéw, odpowiadajacych tym sktadni-
kom, a wiec suma

(d”b) (a-"d)A-(aA-b) (dA-d) = [1]

Geometrycznie odpowiednioéci te przedstawiajg sie w ten
sposob: (nadztozony) trzeci punkt [i] i trzecia (nadztozona) pro-
sta [(J zajmuja odwrotne potozenie, anizeli proste jednostki i ze-
ra. Mianowicie, gdy iaa' i 7bb' bylty punktami w nieskonh-
czonosci, [i] jest tu punktem w poczatku wspoOtrzednych; [O\
natomiast jest tu prosta w nieskonczonosci, gdy O™ i "bb'
byly osiami, przechodzacemi przez poczatek wspotrzednych.
Proste a-d i b-d zbiegaty sie w nieskonczonosci; natomiast od-
powiadajgce im proste nadztozone przecinajg sie w poczatku
wspbtrzednych, i podobne odwrdcenie zachodzi w dwoistych
elementach.

Jezeli teraz przejdziemy do rozwinie¢ elementéw prostych
r jednej strony, elementéw za$ nadziozonych z drugiej, to
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z dwoch przeciwnych stron znajdziemy sie na tym samym te-
renie elementéw ztozonych. Albowiem:

punkt prosty a rozwija sie na proste: ab i ab’, za$

punkt nadztozony ab'-\-a'bl) rozwija sie na proste; ab' i a'b.
Podobnie punkt prosty a' i jego nadztozony odpowiednik.

I dwoiscie;
prosta a rozwija sie¢ na punkty: a-\-b i aA-b', za$
prosta nadztozona (a-\-b) (a-\rb") rozwija sie na punkty:
(a'+b) i (aA-b").

Podobnie prosta a' i jej nadztozony odpowiednik.

Jak widzimy, odpowiednio$¢ ta wskazuje dwie odwrotne dro-
gi, prowadzace do elementdw ztozonych. Jedna z nich bedzie
prowadzita od 7a+a' i 7bt+b' wzgl. Qe i Ow przez dichotomje
tych elementéw na elementy proste i przez dalsza dichotomje
tych elementéw prostych na elementy ztozone. Druga za$ — od-
wrotnie — bedzie szta od elementéw: trzeciego punktu [7], wzgl.
trzeciej prostej [0] przez dichotomje ich na elementy nadztozo-
ne i przez dalszg dichotomje tych elementéw nadztozonych na
elementy ziozone.

Odpowiednio$¢ funkcyj elementéw prostych i nadztozonych
jest tu catkowita.

*) Punkt w nieskonczonosci na osi skosnej [a-\-b)(a'-\-b



Rozdziat VI.

DZIALANIA LOGICZNE A CZWORKI ELEMENTOW
PLASZCZYZNY KATEGORJALNEJ.

Dwdm elementom dwoistym, sumie i iloczynowi logicznemu,,
odpowiadajg w logice matematycznej dwa dwoiste dziatania
logiczne, dwoiste dziatania taczace, syntetyczne: dodawanie
i mnozenie logiczne (por. str. 12—13). Jezeli jednak mamy
dziatania syntetyczne, to musimy réwniez uwzglednia¢ dziata-
nia proste, ktérych wytworem beda elementy proste, takie jak
a, b, wzgl. a', b'. Otéz algebra logiki, jak wiemy, méwi tylko
0 jednem dziataniu jednomiennem, dziataniu prostem, miano-
wicie 0 negacji (przeczeniu). Nalezy jednak u boku negacji,,
a nawet przed nig, postawi¢ dziatanie jeszcze pierwotniejsze,
mianowicie pozycje, ktdra powotuje do zycia elementy proste po-
zytywne (a, b), z ktérych dopiero negacja wytwarza elementy
proste negatywne (</, V). Ot6z wobec tego ze logika geome-
tryczna doprowadza do odkrycia dwoch postaci elementéw pro-
stych, zar6wno pozytywnych jak i negatywnych (por. réwniez
nizej str. 86), wiec i dziatania proste pozycji i negacji (tezy
1 antytezy) przedstawig sie nam w dwoistej postaci, catkowi-
cie analogicznie do dwoistej postaci, w jakiej wystepujg dziata-
nia syntetyczne (dodawanie i mnozenie). Jezeli za$ zkolei za-
pytamy, czy tez dla dziatan tgczacych niema takiego odpo-
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wiednika, jaki wsérdd dziatan prostych widzimy w odpowiedni-
kach pozycji i negacji, to odpowiedz wypadnie twierdzaca, gdyz
mozemy mowi¢, oczywiscie, nietylko o syntezie a 'ib w a-\-b, lecz
i 0 analizie, podziale a-{-b na elementy proste a i b. Tych dzia-
fann analitycznych logika algebraiczna nie uwzglednia z tego
przedewszystkiem wzgledu, ze istotnie znajdujag one wyraz
w tych samych wzorach, co i dziatania syntetyczne, tylko z in-
nej strony, w innym kierunku czytanych i rozpatrywanych.
Jednakze sg to dziatania wrecz przeciwne syntetycznym i jako
takie powinny byé wyr6znione. W ten sposdb petna tablica dzia-
fan logicznych, uwzgledniajaca réwniez dziatania proste w ich
dwoistej postaci, przedstawia sie, jak nastepuje:

DZIALANIA LOGICZNE.

jednomienne dwumienne
pozytywne negatywne’) taczace rozdzielajace
(tetyczne) (antytetyczne) (syntetyczne) (analityczne)
podsta- dwoiste podsta- dwoiste podsta- dwoiste”) podsta- dwoiste
wowe wowe wowe”) (mnoze- wowe (odwr.
(doda- nie) (odwr. mnoz.)
wanie) dodaw.)

W ten sposdb, jezeli chodzi o dziatania proste, logika geome-
tryczno-architektoniczna zamiast jednego dziatania prostego,
uwzglednianego przez algebre logiki (dziatania negacji), od-

W szerokiem tego stowa znaczeniu.

Jest rzecza wzgledng i umowng, ktére z dwoéch dwoistych dziatan taczacych
przyja¢ za podstawowe.
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roznig cztery takie dziatania (i ich wytwory): 1) pozycje (teze)
podstawowa, 2) pozycje (teze) dwoistg wzgledem podstawowej,
3) negacje (antyteze) podstawowsg i 4) negacje (antyteze) dwo-
ista wzgledem podstawowej. Takag wiasnie dwoistos¢ w dzie-
dzinie poje¢ negatywnych widzimy juz w logice tradycyjnej,
ktora odréznia pojecia: zty i niedobry; pojecie ,,zty"* — jest to
pojecie przeciwne (biegunowe),wzgledem pojecia ,,dobry“, po-
jecie ,,niedobry“ — to wiasciwa negacja (zaprzeczenie) poje-
cia ,,dobry“. | takie wiasnie jest znaczenie dwoistych elemen-
téw negatywnych (antytetycznych) w logice architektonicznej:
jeden z nich jest biegunem podstawowego elementu pozytyw-
nego (tetycznego), drugi — jego wiasciwg negacjg (tutaj )
W znaczeniu prywacji, braku elementu pozytywnego). Stosunek
elementu biegunowego do negatywnego (w Scistem tego stowa
znaczeniu) okazuje sie stosunkiem dwoistosci, catkowicie analo-
gicznym do stosunku, w jakim znajduje sie element pozytywny
podstawowy do elementu pozytywnego dwoistego. W ten spo-
s6b czworka naszych elementow prostych tak sie bedzie przed-
stawiata:

1) element pozytywny podstawowy

2) element dwoisty (wzgledem 1)

3) element biegunowy (wzgledem 1)

4) element negatywny (wzgledem 1),
przyczem nietylko element 2) jest dwoisty wzgledem 1), lecz
i element 4) jest dwoisty wzgledem 3), bedac negacja 1).

Rozpatrzymy te czwoérke elementdw na obrazie plaszczyzny
logicznej (rys. 3, str. 20).

WezZzmy, jako podstawowy element pozytywny, punkt a.

0 Por. nizej str. 92



Wotedy prosta a przedstawia¢ bedzie element pozytywny dwo-
isty wzgledem punktu a, punkt a' bedzie odpowiednio podsta-
wowym elementem negatywnym (w szerszem tego stowa zna-
czeniu), prosta d bedzie przedstawiata element negatywny dwo-
isty wzgledem punktu d. Punkt d bedzie réwnoczesnie ele-
mentem biegunowym, czyli biegunem wzgledem punktu a, pro-
sta za$ d bedzie w stosunku do punktu a jego negacjg (za-
przeczeniem) 7. Przytern mozemy stosunek biegunowosci prze-
nies¢ z dziedziny elementéw punktowych na elementy réwno-
wazne dwoiste, a wiec nalezace do dziedziny linjowej, i mo-
wi¢ w ten sposob nietylko, ze punkty a id (elementy 1i 3)
stanowig wzgledem siebie bieguny, lecz ze biegunami sg wzgle-
dem siebie réwniez proste a i a' (elementy 2 i 4), czyli ele-
menty; dwoisty i negatywny wzgledem podstawowego elemen-
tu pozytywnego (1). W ten sposéb nietylko struktura dwoista
przenosi sie z dziedziny pozytywnej na negatywna, lecz i struk-
tura biegunowa przechodzi z dziedziny podstawowej na dwo-
ista wzgledem niej.

Algebraicznie mozemy wyr6zni¢ rownowazne elementy pro-
ste w ten sposob:

1) element pozytywny podstawowy: a="aA-0 (punkt a)

2) element dwoisty (wzgledem 1): a~ a. 1 (prosta a)

3) element biegunowy (wzgledem 1): d ~ d -\-0 (punkt d]

4) element negatywny (wzgledem 1) d = d .1 (prosta d).

Przy przejsciu od elementu danego do dwoistego widzimy tu
zastosowane znane nam prawidta przejscia od danego wzoru do
dualnego (p. str. 13), podobnie jak przy przejsciu od ele-
mentu danego do jego negacji zachowane sg prawidia de

N Prosta a wyraza sie, jak wierny, wzorem: a ~ a. 1, punkt a wzorem
A= a-)-Q punkt a' wzorem: a' = a' 0. Otz — zgodnie z wzorami de Mor-
gana (p. str. 28) —(a.ly = to za$ znaczy, ze negacja prostej a jest
punkt a'. Prosta za$ ' bedzie juz nie negacjg prostej s, lecz jej biegunem.



Morgana (p. str. 28). Elementy biegunowe nie sg odrdzniane
w algebrze logiki od elementéw negatywnych, i wobec tego
algebra logiczna nie podaje prawidet przejScia od elementéw
danych do ich biegunéw. Jak widzimy jednak z powyzszego
zestawienia, azeby przej$¢ np. od elementu « + Odo jego bie-
guna, nalezy a zamieni¢ na jego biegun d (prostg a na prosta d),
znak -f- pozostawi¢ bez zmiany i zamiast prostej 0 wzigé jej
biegun, ktorym tez bedzie prosta 0. Biegunem zera jest wiec
zero, a przechodzi ono w jednos$¢ tylko pod dziataniem nega-
cji i dwoistosci; podobnie réwniez biegunem jednosci jest jed-
no$¢, nie za$ zero”). Ogblniej; przy przejsciu od sumy
(wzgl. iloczynu) dwoch lub wiecej elementéw do elementu
biegunowego nalezy zamiast sktfadnikow tej sumy (wzgl. czyn-
nikéw iloczynu) wstawi¢ elementy wzgledem nich biegunowve,
nie zmieniajagc znaku dziatania i pozostawiajgc bez zmiany 0
oraz i. Mozemy jednak unikng¢ tego nowego bezposredniego
przejscia od elementéw danych do biegunowych, sprowadza-
jac je do dwodch przejs¢ juz znanych, mianowicie, przejscia
od elementu danego do elementu dwoistego i nastepnie do ele-
mentu negatywnego wzgledem tego dwoistego (albo tez w od-
wrotnym porzadku). Istotnie bowiem, jak to widaé z powyz-
szego zestawienia, element d + 0O, biegunowy wzgledem pod-
stawowego a-\- 0, jest negacjg elementu a . 1, dwoistego wzgle-
dem elementu podstawowego (lub w odwrotnym porzadku:

* Te réwnowazno$¢ biegundéw elementéw granicznych widzimy rdéwniez
w arytmetyce, gdzie 0 arytmetyczne jest + 0, i podobnie oo jest + co. Ze
istotnie biegunem zera logicznego jest zero, biegunem za$ jednosci logicznej
jest jedno$¢, widzimy réwniez z wzordw aa’ —O0 oraz a-\-a'—1I, ktére przy
przejsciu do elementow biegunowych dajag w swych lewych czeSciach a’a oraz
u'-\-a, a wiec znowu 0 oraz 1.
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jest dwoisty wzgledem elementu o' . 1, bedacego negacja ele-
mentu podstawowego aA- 0). | podobnie element dwoisty mo-
zemy okresli¢ przy pomocy biegunowosci i negacji ‘elementu
podstawowego, za$ element negatywny przy pomocy dwoisto-
§ci i biegunowosci.

Zwigzki miedzy czterema elementami prostemi staty sie
przejrzyste dzieki temu, ze elementy proste przedstawione zo-
staty jako granice elementow ziozonych (np. a jako a b,
gdzie b — 0). Nie ulega wiec watpliwosci, ze takie czwdrki
elementéw odnajdziemy réwniez w dziedzinie elementéw zto-
zonych. | tak tez jest w rzeczywistosci. Sp6jrzmy na rys. 3,
biorac jako punkt wyjscia element ztozony a - b. Natychmiast
odnajdziemy cztery w mowie bedace elementy, zsuwajgc sie
po przekatnej wiekszego kwadratu.

1) element podstawowy: a + 6 (punkt)

2) element dwoisty wzgl. 1); ab (prosta)

3) element biegun, wzgl. 1): a' b" (punkt)

4) element negat. wzgl. 1). a'b' (prosta).

Analogiczng czwdrke elementéw otrzymamy, biorac za punkt
wyjscia element a' -~ b, element mieszany, sktadajacy sie
z elementu pozytywnego i negatywnego (w szerszem tego sto-
wa znaczeniu). W ten spos6b wszystkie elementy plaszczyzny
kategorjalnej przedstawi¢ mozemy w postaci zespotow czwor-
kowych (element podstawowy, element wzgledem niego dwoi-
sty, biegunowy i negatywny). Otrzymamy wtedy nastepujacg
tablice elementéw topologicznych plaszczyzny kategorjalnej
(patrz str. 83).
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El. podstawowy punkt a punkt b punkt a-\-b punkt d-"b
EL dwoisty prosta a prosta b prosta ab prosta db
EL biegunowy punkt d punkt b punkt a'-\-d punkt a-\-d
EL negatywny  prosta d prostab' prosta dd prosta ad

EL podstawowy punkt dbA-ad punkt ia+a'
EL dwoisty prosta (a'-\-b) (a-\-d) prosta Gaa

EL biegunowy  prosta (a-\-b) (a-\-d) prosta d)

EL negatywny punkt ab-\-dd punkt 0%

EL podstawowy punkt ib+b punkt [1]

EL dwoisty prosta Qi prosta [0]

EL biegunowy prosta d) prosta d)
EL negatywny punkt OV  punkt OV

Jak wiemy, element dualny wzgledem 1 jest réwnowazny z
elementem negatywnym wzgledem 1; podobnie element dualny
wzgledem db + ad jest rownowazny z elementem negatyw-
nym wzgledem db + ad; i tak samo przedstawia sie spra-
wa elementéw dualnych i negatywnych wzgledem 0 i (d A- b)
(add) — abd dd. Ot6z dopiero logika geometryczna wy-

1) Ta sama prosta 1 (prosta w nieskoriczonosci) wystepuje tu w 3 réznych
kompleksach.

Ten sam punkt 0 (poczatek wspétrzednych) wystepuje tu w 3 réznych
kompleksach.

Trzy ostatnie czwdrki wobec powtarzania sie w nich elementéw bie-
gunowych i negatywnych mogliby$smy przedstawi¢ w postaci jednej jedynej czworki
strukturalnej o potréjnych elementach biegunowych i negatywnych, mia-
nowicie; element podstawowy — punkt O, element dwoisty — prosta 1,
element biegunowy — proste OuT,0bb',[0], el. negatywny — punkty ia+a’,
ib-fb', [/]. Gdyby$my teraz zechcieli uwzgledni¢ nie wszystkie elementy
rébwnowazne ptaszczyzny kategorjalnej, lecz tylko te wsréd nich, ktére
sie przedstawiajag w roznych postaciach (punkt—prosta), wtedy powyzsza
czworka strukturalna elementéw zredukowataby sie do zwyklej, prostej
czworki, i odpowiednio liczba elementdw plaszczyzny (z uwzglednieniem
elementéw réwnowaznych o roznej jednak tylko postaci) okazataby sie
réwng 24.
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kazuje ad oculos, ze te elementy algebraicznie réwnowazne
sg jednak w istocie rzeczy r6zne, ze np. element dwo-
isty wzgledem punktu iata' przedstawia sie w postaci pro-
stej Gad (elementy dwoiste sg wyznaczane przez t. zw. biegu-
nowo$¢ wzajemng wzgledem kota — por. nizej str. 109), ele-
ment za$ wzgledem punktu lata’ negatywny przedstawia sie
w postaci punktu O na osi Q&- Przytem, jezeli chodzi o
w mowie tu bedace elementy graniczne, to okazuje sie , ze tu-
taj elementy biegunowe (podstawowy i biegunowy, wzgL
dwoisty i negatywny) wystepuja w rozmaitych posta-
ciach geometrycznych; podczas gdy zawsze elementem bie-
gunowym punktu byt punkt, linji za$ prostej — linja pro-
sta, tutaj odwrotnie: biegunem punktu jest prosta, biegunem
prostej — punkt (por. ostatnie 4 czworki).



Rozdziat VI

DWOISTOSC ORAZ NEGACJA ELEMENTOW | ICH
INTERPRETACIE.

Dwoistos¢ (dualnos¢) panuje — jak wiemy — nad cala pta-
szczyzng i przestrzenig (por. str. 69—72 oraz 77—79) i ona
przedewszystkiem nadaje jej wybitne pietno architektoniczne,
przejawiajgce sie z natury rzeczy i we wszystkich wzorach,
wiazacych jej elementy. Przyjrzyjmy sie tej dwoistosci dzia-
fan i zwiazanej z nig dwoistosci elementdéw nieco blizej.

Dwoistos¢ ta — przebijajagca sie juz w pracach ojca no-
wej syntetycznej geometrji, Desargues‘a (1593—1662) — zo-
stala ostatecznie najaw wyprowadzona w dziedzinie geome-
trji rzutowej przez Ponceleta (1822) i Gergonne‘a (1826), jako
dwoistos¢ ciecia i rzutowania (faczenia), w dziedzinie za$ czy-
sto logicznej przez jednego z wspottwdrcow wspodtczesnej lo-
gistyki, przez Peirce'a (1867) i niezaleznie od niego w dziesie¢
lat po6zniej (1877) przez Schrddera, jako dwoisto$¢ dodawa-
nia i mnozenia logicznego. Ta uderzajgca koincydencja mie-
dzy wiasnosciami dziatann logicznych i geometrycznych byla
dla nas wskaznikiem niewatpliwym, ze miedzy S$wiatem logi-
ki i Swiatem geometrji istnieje gteboka odpowiednios¢, i ta
wilasnie koincydencja pobudzita nas do tego, by catej lo-
gice algebraicznej nada¢ postaé geometryczng, zdolng dwoi-
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stos¢ te uwypukli¢ specjalnie plastycznie. | nietylko uwy-
pukli¢. Zgeometryzowanie logiki odkrywa dwoistos¢ tam,
gdzie przy stosowaniu metody tylko algebraicznej diugo je-
szcze pozostataby ona niewykryta. Mamy tu na mysli dwo-
istos¢ elementéw prostych: a, b, a', b', z ktérych kazdy wy-
stepuje w dziedzinie geometrycznej w dwoistej postaci, jako
punkt a i jako prosta a, i ta wilasnie dwupostaciowos¢ geo-
metryczna przekonywa nas o dwoistosci kazdego elementu pro-
stego i kaze nam szuka¢ dla niej algebraicznego odpowied-
nika

Postaramy sie teraz uswiadomié sobie dokladniej stosunek,
w jakim znajduje sie element dwoisty wzgledem elementu
podstawowego (i podobnie: element negatywny wzgledem bie-
gunowego).

1)  Przedewszystkiem mozemy interpretowa¢ sens elementu
dwoistego w stosunku do elementu podstawowego, opierajac sie
na bardziej nam znanych znaczeniach elementéw biegunowych
i negatywnych. Z zestawienia czterech elementdéw na str. 80 to
sprowadzenie dwoistosci do biegunowosci tgcznie z przeczeniem
daje sie tatwo uskuteczni¢. Widzimy tam bowiem, ze element
dwoisty wzgledem podstawowego jest zaprzeczeniem (negacja)
elementu biegunowego wzgledem podstawowego. Jezeli wiec
element pozytywny podstawowy bedzie np. reprezentowany
przez pojecie ,,dobry* (1), wtedy jego biegunem bedzie po-

0 Dwoisto$¢ algebraiczng elementéw prostych a, b, e, b' mozna przed-
stawi¢, wyrazajgc te elementy dwojako przy pomocy wyrazeh dwoistych,
mianowicie element a, jako a = a H Ooraz jako a — a . 1, i podobnie dla
innych elementéw prostych. Geometrycznie pierwszy wzér; a = a 0 be-
dzie oznaczat punkt a, jako przeciecie prostej a z osig zerowg OVY, wz6r
zas dwoisty: a = a . 1 oznacza¢ bedzie dwoiscie prostg a, jako potacze-
nie punktu a z punktem w nieskonczonosci
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jecie ,,zty* (jego negacjg pojecie ,niedobry* (4) = ,taki,
ktérego cechuje brak dobroci“), za$ elementem dwoistym
wzgledem pojecia ,dobry* bedzie pojecie ,niezty”, beda-
ce wiasnie w takim samym stosunku (mianowicie stosunku
dwoistosci) do pojecia ,,dobry* (1), w jakim pojecie ,niedo-
bry“ (4) jest do pojecia ,zty“ (3). Z powyzszej czworki po-
je¢ logika klasyczna pomija pojecie dwoiste do podstawowe-
go (tutaj: pojecie ,niezty“), zadowalajac sie trojka pojec:
dobry — niedobry — zly, w ktdrej dwoistosci po stronie ne-
gatywnej nie odpowiada dwoistos¢ pozytywna; logika za$ al-
gebraiczna, nie wyrdzniajac dwoistych poje¢ prostych, sprowa-
dza te czworke do dwojki, nie odrézniajagc wérdd poje¢ prostych
nawet elementéw wilasciwie negatywnych od biegunowych.

Musimy tu jednak zwréci¢ uwage na to, ze pojecie dwoi-
stoSci (a w zwigzku z nig i negacji), jakie powyzej bylo wy-
tozone, dotyczy tylko logiki ,jednorodnej*, a wiec takiego
systemu, w ktorym wszystkie elementy sg np. pojeciami ogol-
nemi, albo tez wszystkie reprezentujg pojecia klas i t p.
Sprawa jednak przedstawia sie zasadniczo odmiennie, kiedy
w plaszczyZznie Kkategorjalnej pewne elementy bedg przed-
stawiaty np. pojecia og6lne, inne znéw pojecia klas, odpowia-
dajacych tym tresciom. Wtedy odstoni sie nam zupetnie od-
mienny i znacznie donio$lejszy sens dwoistosci topologicznej,
okaze sie, mianowicie, ze stosunki miedzy tresciami danemi
(pojeciami ogdlnemi) majg w stosunkach miedzy odpowiada-
jacemi tym treSciom klasami (zakresami) swoje dwoiste od-
powiedniki. Rozpatrzmy blizej te interpretacje dwoistosci w sy-
stemie topologiki ,,niejednorodnej”, mianowicie w systemie
tresciowo-zakresowym.

2) Miedzy trescig i zakresem poje¢ ujawnit nam sie zwigzek
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(por. Geometrja logiki kategorjalnej, Przeglad Filozoficzny
r. 1926, t 29, str. 176—177), polegajacy na tem, ze jeze-
li jedng z dwoistych formut logiki bedziemy interpretowali
tresciowo, to formuta wzgledem pierwszej dwoista wyrazaé
bedzie stan rzeczy miedzy zakresami poje¢ (oraz ich sum
i iloczynéw), wystepujacych w pierwszej treSciowej formule.
I to samo — mutatis mutandis — dotyczy interpretacji za
kresowej jednego z dwoistych wzoréw. Wezmy np. zasade di-
chotomiji:
a= (M-fbhy@ b)Y @

Interpretujemy ja treSciowo i bierzemy pod uwage, ze wy-
stepujag w niej: pojecie a, suma poje¢: a A- b, suma pojecj
a ™ b' oraz iloczyn tych sum. Twierdzimy, ze formuta dwo-
ista do powyzszej wyraza stosunki, zachodzace miedzy zakre-
sami tych poje¢. Rozpatrzmy to systematycznie.

Tresci a niechaj odpowiada zakres (klasa) a, tresci b — za-
kres (klasa) b. Jaki zakres odpowiada tresci a + 0, a wiec
jakie to przedmioty beda posiadaty zaréwno ceche a, jak i
ceche b, a wiec ceche a -\- b? Bedg to, oczywiscie, te elemen-
ty, ktére nalezg réwnoczes$nie (zaréwno) do klasy a, jak i kla-
sy b; gdyz takie wiasnie elementy podpadajg zaréwno pod
tres¢ a, jak i b, innemi stowy, posiadajg zaréwno ceche
jak i 6, a wiec ceche a b. Ogot za$ elementdw, nalezacych
zarowno do klasy R jak i do klasy b, i. j. maksymalnie wspol-

nych tym klasom, jest — jak wiemy — iloczynem logicznym
tych klas, a wiec klasg ab. Na pytanie wiec, jaki zakres (kla-
sa) odpowiada tresci a b, odpowiedz brzmi: zakres (kla-

sa) ab. Np. zakres, odpowiadajacy tresci ,,cztowiek dobry“
(a-\-b), bedzie to ogot etementéw, z ktérych kazdy nalezy za-
rébwno do zakresu ludzi [a), jak i do zakresu istot dobrych
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(b), a wiec bedzie to zakres a Y- b, zakres (klasa) ludzi dobrych.
A teraz odpowiemy na pytanie: jaki zakres odpowiada tresci
a X b? Odpowiada tej tresci zakres a b (suma zakreséw a
i b), gdyz kazdy element tego zakresu, tej sumy zakresow a
i b — i tylko taki element — posiada ceche ,albo a albo
b“, czyli odpowiada tresci a Y- b (mnozenie logiczne wyraza
wszak te dysjunkcje, to ,,albo“). W ten sposéb widzimy:
tresci a b odpowiada zakres ab ( i odwrotnie), za$
tresci ab odpowiada zakres a + 0 (i odwrotnie).

Jako przykiad przyporzadkowania zakresu do iloczynu tre-
§ci, wezmiemy zakres, odpowiadajacy tresci ab, gdzie a ,czto-
wiek", b — ,,dobry“, tres¢ wiec ab — ,,albo cztowiek, albo istota
dobra“. Tej tresci odpowiadaé bedzie zakres, obejmujacy za-
rowno wszystkich ludzi, jak i wszystkie istoty dobre, gdyz,
istotnie, kazdy z elementéw tego zakresu podpada pod poje-
cie: ,albo czlowiek, albo istota dobra“.

Teraz juz przyporzadkowanie zakreséw pojeciom, ich su-
mom i iloczynowi tych sum we wzorze 5" nie bedzie przedsta-
wiato zadnych trudnosci.

Podobnie jak tresci a -\ b odpowiada zakres ab, tak sa-
mo tresci a b' odpowiadaé bedzie zakres ab'. Wobec tego
za$, ze treSci ab odpowiada zakres a b, wiec tresci {a + b)
(a b, figurujacej w prawej czesci wzoru 3% odpowiadac
bedzie zakres, sktadajacy sie z sumy zakresow czynnikéw tej
tresci, a wiec zakres ab -T ab' Tresci za$ a, wystepujacej w
lewej czeSci wzoru 5% odpowiada rowniez zakres a, tak ze
jako odpowiednik zakresowy tego wzoru otrzymamy wzor:

a = ab A- ab"

Wzor ten — jak wiemy — jest to wzér 3% dualny wia-

$nie wzgledem 5 W ten sposéb wykazalismy, ze formuila
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dwoista do formuly: a (a b) (@ —r b"), interpretowanej
treéciowo, wyraza stosunki miedzy zakresami tych tresci.

M”ezmy jeszcze jako przykiad ze znakiem nieréwnosci (za-
wierania sie) wzolr

a <C a-\-b (10®).

Interpretujemy go tresciowo; znaczy on wtedy: tre$¢ a za-
warta jest w tresci a+b; i zapytujemy, jaki wzor bedzie wy-
razat zwigzek miedzy zakresami treSci a i tresci a~hbF Tresci
a niech odpowiada zakres a, tresci b — zakres b, tresci a~b od-
powiada¢ wtedy bedzie — jak wiemy — zakres ab. Lecz za-
kres ab jest mniejszy, ubozszy od zakresu a, zawiera sie w nim,
otrzymamy wiec, jako stosunek omawianych zakreséw:

ab <§ a o™

Wz6ér ten — jak wiemy — jest to wiasnie wzor dwoisty (du-
alny) wzgledem (10®). |1 podobnie we wszystkich analogicznych
przypadkach.

Dochodzimy w ten sposéb do bardzo waznego twierdzenia:
Przeksztatcenie zawsze prawdziwych zwigzkdw tresciowych
(wzgl. zakresowych) na zawsze prawdziwe zwigzki zakresowe
(wzgl. tresciowe) jest przeksztatceniem przez dwoistosé. Row-
niez i odwrotnie: przeksztatcenie przez dwoistos¢ jest prze
ksztatceniem zawsze prawdziwych zwigzkéw tresciowych (wzgl.
zakresowych) na zawsze prawdziwe zwiazki zakresowe (wzgl.
tresciowe).

W zwigzku z powyzszemi rozwazaniami dwoisto$¢ samych
elementéw logiki geometrycznej mozemy pojmowac jako dwoi-
stos¢ ze wzgledu na tres¢ i zakres (klase). Np. element a, znaj-
dujacy sie w lewej czesci wzoréw 5, bedzie czem innem we wzo-
rze 5®i czem innem we wzorze 5" Mianowicie, jezeli we wzo-
rze 8®bedzie on oznaczat tres¢ (wspolng tresciom a-\-b i a-"b'\
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to we wzorze 5* oznacza¢ on bedzie zakres (fgczacy dodajnie
zakresy ab i ab") — i odpowiednio do tego prosta a bedzie
oznaczata tre$¢ pojecia ogo6lnego, punkt za§ a — jego zakres
(klase). Elementem dwoistym wzgledem pojecia ogélnego
,,dobry“ nie bedzie tu juz pojecie ogolne ,niezty“, lecz poje-
cie klasy ,dobry“ (lub wprost: klasa ,,dobry“). Podobnie ele-
mentem negatywnym wzgledem pojecia og6lnego ,dobry“ nie
bedzie tu juz og6lne pojecie prywatywne ,niedobry'™, lecz po-
jecie klasy ,zty*.

3) Przechodzimy teraz do innej jeszcze interpretacji dwoi-
stosci w systemie logiki o elementach ,niejednorodnych”. In-
terpretacja, ktorg tu wprowadzamy, bedzie pokrewna poprzed-
niej, tresciowo-zakresowej, z tg jednak rdéznica, ze pojecie za-
kresu (klasy) bedzie zastapione przez pojecie kolektywne (ca-
fosciowe). To ostatnie pojecie jest pokrewne pojeciu klasy pod
tym wzgledem, ze i jego réwniez przedmiot przedstawia mno-
go$¢ jednorodnych elementéw, mnogos¢ jednakze nie rozdzie-
long, dystrybutywng, jak przedmiot pojecia klasy, lecz kolek-
tywna, zjednoczong, stanowiacg cato$¢ spdéjna. | podobnie jak
pojeciu ogélnemu a (np. ,,cztowiek” = , cztowieczenstwo") od-
powiadata poprzednio klasa a (klasa ,,cztowiek"), przedstawia-
jaca mnogos$¢ rozproszong wszystkich istot, posiadajacych ceche
,cztowieczehnstwo", tak samo pojeciu ogdlnemu a (,,cztowiek" =
~cztowieczenstwo") odpowiadaé teraz bedzie dwoiscie pojecie
kolektywne a (,ludzkos¢”), ktérego przedmiot bedzie przedsta-
wiat catosé organiczng wszystkich istot, podpadajacych pod po-
jecie ogdlne ,cztowiek”, a wiec posiadajagcych ceche ,cztowie-
czenstwo“. Dwoistos¢ pojec: pojecie ogélne — pojecie klasy be-
dzie mogta by¢ zastgpiona przez dwoisto$¢: pojecie ogélne —
pojecie kolektywne (catoSciowe). Elementem dwoistym wzgle-
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dem pojecia ogdlnego ,,dobry“ bedzie teraz pojecie kolektywne:
~ZwWigzek (catos¢) istot dobrych“ i podobnie elementem nega-
tywnym wzgledem pojecia og6lnego ,dobry“ bedzie pojecie
kolektywne: ,zwigzek (catos¢) istot ztych“.

Na tern konczymy szereg interpretacyj pojecia dwoistosci
oraz negacji w logice dwuelementowej poje¢, bynajmniej zre-
szt nie uwazajac, ze wyczerpaliSmy tu juz wszystkie mozliwo-
éci ich rozumienia. Chcemy tu tylko raz jeszcze podkresli¢ ten
fakt, dotyczacy negacji, ze — jak widzielismy — element ne-
gatywny w Scislem, wezszem tego stowa znaczeniu (a wiec nie
element biegunowy wzgledem danego) niekoniecznie musi by¢
pojmowany jako brak, jako prywacja czego$ pozytywnego, Zze,
przeciwnie, w systemie logiki ,niejednorodnej“ element wia-
sciwie negatywny moze nie zawiera¢ w sobie nic z braku,
z prywacji, lecz by¢ — jak i element biegunowy — nosicie-
lem cechy posiadanej, a nie brakujgcej. W systemie takim
(por. wyzej punkty: drugi i trzeci) element, petnigcy role
elementu wiasciwie negatywnego wzgledem elementu podsta-
wowego, nie bedzie niczem innem, jak jego elementem biegu-
nowym, przeniesionym tylko z dziedziny podstawowej do dzie-
dziny dualnej. Tak wiec np. w systemie logiki niejednorodnej,
ktérej elementami beda pojecia ogdlne i pojecia catosciowe,
elementem wilasciwie negatywnym wzgledem pojecia ogélnego
dobry“ bedzie pojecie ,,zty“, pojete juz jednak jako element
dualnej dziedziny poje¢ catosciowych (,zty* = ,zwigzek istot
ztych*).
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Rozdziat VIIL

ELEMENTY HARMONICZNE
W LOGICE GEOMETRYCZNO-ARCHITEKTONICZNE].

Przechodzimy obecnie do rozpatrzenia kwestji, ktéra bedzie
moze najwymowniejszym dowodem ptodnosci metody geome-
trycznej w logice. Dzieki zgeometryzowaniu S$wiata logiki be-
dziemy w stanie dojrze¢ w nim i stwierdzi¢ tego rodzaju wia-
snosci zasadnicze, ktdérych, by¢ moze, na drodze czysto logicz-
nej nie udatoby sie nigdy odkry¢. Spéjrzmy oto uwaznie na
obraz geometryczny ptaszczyzny logicznej, a ujrzymy w czte-
rech wierzchotkach wewnetrznego kwadratu nastepujagcg struk-
ture. W wierzchotku np. b spotykajg sie dwie proste ab i db,
ich dwusieczna — 0§ Owy oraz prosta b, prostopadia do tej
dwusiecznej. | podobnie w wierzchotkach d, a i d. Kazdy, kto
jest obznajmiony z poczatkami geometrji rzutowej, odpozna
w tej strukturze, o ile zwrdci na nig uwage, pek harmonicz-
nych promieni z wierzchotkiem w punkcie b, i podobne peki

04]
z wierzchotkami w punktach b', a i a' ). W ten spos6b intuicja

Jezeli tu zwrécimy uwage jeszcze na pek harmoniczny promieni z wierz-
chotkiem w $rodku wspétrzednych, pek wiec czterech prostych; (aA-b) (a'~\-b’).
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geometryczna doprowadza bezposrednio do odkrycia w dzie-
dzinie logiki elementéw harmonicznych. Zbadajmy teraz kwe-
stle te blizej, i analitycznie sprawdzmy otrzymane intuicyjnie
wyniki.
Nazywamy, jak wiadomo, cztery punkty A, B, C, D danej
linji prostej harmonicznemi, gdy mamy:
AC AD

BC BD — 1 czyli:
AC AD

a
CB BD @

Moéwimy wtedy réwniez, ze mamy dwie pary punktdéw har-
monicznie sprzezonych, pare punktéw A, B \pare C, D.
Oznaczmy AB przez x, AC przez a, AD przez b (rys. 7).

S

Rys. 7.

@'-\-b) (aA-b’}, i , to harmoniczno$¢ tej grupy 4 prostych daje sie na-
tychmiast zwigza¢ z istnieniem zewnetrznego kwadratu, jako czworoboku zupet-
nego, i z istnienia jego wyprowadzi¢. Nasz kwadrat zewnetrzny posiada, jak
wiemy, 3 pary wierzchotkéw przeciwdegtych: (a-\-b)—(a’-\-b’}, (a-\-b") —(a’-"b)
oraz laoga  yapyx Ot0Z z geometrji rzutowej wiadomo (por. Enriques. Wy-
ktady geometrji rzutowej, str. 54 —55), ze 4 promienie, natezagce do jednego
peku, tworza grupe harmoniczng, jezeli na jednym z tych promieni lezy jedna
para wierzchotkéw przeciwtegtych czworoboku zupetnego, na drugim —druga
para takich wierzchotkéw, trzeci za$ i czwarty promien zawieia po jednym
z elementow, stanowigcych trzecig pare wierzchotkdw przeciwlegtych. Te wiasnie
warunki spetnia pek promieni z wierzchotkiem w $rodku wsp6trzednych, albo-
wiem na promieniu (aA-b) (a'-{-b") lezy pierwsza para wierzchotkéw przeciwle-
gtych kwadratu zewnetrznego, punkty (a-\-b) i (a'-{-b"), na promieniu (a'-\-b)
(a-\-b") lezy druga ich para, punkty (a-\-b") i (a'-\-b), za$ kazdy z promieni
Naa' Mbb' zawiera jeden z elementdw trzeciej pary tych wierzchotkéw, mia-
nowicie promien O™, zawiera punkt promiert za§ 0™, — punkt



W mysl powyzszej definicji elementéw harmonicznych (a)
punkty A, B, C, D beda punktami harmonicznemi, gdy mie¢
bedziemy:

X—a b—n Ng

Mowimy wtedy réwniez, ze odcinek AB = x zostat podzie-
lony harmonicznie przez punkty C i D, a sam odcinek AB = n
nazywamy $rednig harmoniczng dla AC (a) i AD (b). Z wzo-
ru (3), przedstawiajagcego proporcje harmoniczng ciggla, otrzy-
mujemy dla $redniej harmonicznej:

2ab
a-"b (t)

Oznaczmy teraz punkt wyjscia A przez 0, wtedy punkt C
bedzie oznaczony przez a, punkt B przez i punkt D przez b,
i na podstawie wzorow (a) i (), wzgl. (a) i (y) mozemy powie-
dzie¢: Srednia harmoniczna {x) jest to czwarty element harmo-
niczny do trzech danych: 0, a, b lub dokfadniej: element har-
moniczny sprzezony z O ze wzgledu na pare harmonicznie
sprzezong a i b (por. rys. 8).

Rys. 8.

Jak widaé z powyzszego, staramy sie teraz nawigza¢ kon-
takt miedzy elementami harmonicznemi geometrji rzutowej
a dziedzing logiki, korzystajac z wilasnosci metrycznych elemen-
téw harmonicznych, wiasnosci, wyrazonych wzorami (a) i ()
innemi stowy, staramy sie nawigza¢ tu 6w kontakt nie wprost,
nie bezposrednio, lecz przy pomocy algebry, wzgl. arytmetyki.
Otéz posuniemy sie o krok dalej na tej drodze, przytem o krok
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zasadniczy, gdy z pojeciem punktéw harmonicznych zwiaze-
my réwniez i pojecie $redniej arytmetyczne;.

WezZmy teraz, mianowicie, za punkt wyjscia (A) nie O,
lecz 00 i szukajmy punktu harmonicznie sprzezonego z ¢o ze
wzgledu na podstawowg pare punktow a i b. Wobec tego ze
punkt A oddalit sie teraz w oo, mie¢ bedziemy AC = AD,
i wzor (a) przybierze posta¢: CB = BD. Jezeli teraz punkt C
oznaczymy przez a, punkt D — przez b, za$ punkt B przez X —
to otrzymamy: X —a= b—X R) czyli

x= ¥

Wz6r (o) przedstawia proporcje arytmetyczng ciagta i po-
zwala okresli¢ X, jako s$rednig arytmetyczng dla a i b (s).

W ten sposob nietylko $rednia harmoniczng, lecz i $rednig
arytmetyczna pojeliSmy jako czwarty harmoniczny punkt do 3
danych punktéw: $rednia harmoniczna dla punktéw a i b io
punkt X harmonicznie sprzezony z 0 zt wzgledu na punkty a i b;
Srednia arytmetyczna dla ai b to punkt X harmonicznie sprzezo-
ny z co ze wzgledu na punkty a i b. Tego rodzaju powigzanie
$redniej arytmetycznej ze Srednig harmoniczna w pojeciu czwar-
tego harmonicznego elementu do 3 danych posiada podstawowe
znaczenie dla naszych dalszych wywodo6w.

Poréwnywujac, mianowicie, czwoérke elementéw, wsréd kto-
rych wystepuje $rednia harmoniczna (p. rys. 8), z czterema od-
nosnemi elementami, wsrod ktorych wystepuje $rednia arytme-
tyczna, fatwo zauwazymy nastepujgcag ich odpowiedniosc:

elem. 0 odpowiada element oo

a a
M b b
w X X

(8r, harm.) (8r. arytm.)
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Jezeli teraz zwrécimy uwage na to, ze elementy graniczne
Oi co w algebrze zwyktej petnia, jako graniczne, role te sama,
co dwoiste elementy graniczne O il, minimum i maximum lo-
giczne w algebrze logiki, oraz na to, ze $rednia harmoniczna
i Srednia arytmetyczna dla a i 0 sg jednoznacznie wyznaczo-
nemi funkcjami a i b, podobnie jak dwoiste elementy logiczne:
suma i iloczyn a i to narzuca sie mysl, ze dwie powyzsze
kolumny przedstawiaja odpowiednio$¢ dwoistg, i paraleliza-
cja miedzy algebrg ilosci i algebrg jakosci (logika algebraicz-
na) na podtozu harmonicznosci geometrycznej nie przedstawi
juz powazniejszych trudnosci. Ta paralelizacja algebry i logi-
ki prowizorycznie  wyrazitaby sie w spos6b nastepujacy:

Elementy algebry ilosci Elementy logiki (algebry jakosci)
a odpowiada a
b
ol)
17)
$r. harmon. " a\-b
§r. arytm. " ab

W ten sposob dwie odpowiadajace sobie czwérki harmonicz-
ne przedstawiajg w jezyku logiki dwa logiczne szeregi dwoiste
(dualne): 0 odpowiada dualnie 1, elem. a — dualne a, elem.
b — dualne b, wreszcie a A- b odpowiada dualnie ab. Rzeczg
za$ tu dla nas najwazniejsza jest to, ze kazda z dwoistych
czworek przedstawia czworke elementéw harmonicznych lub,
inaczej mdwigc, dwie pary elementdéw harmonicznie sprzezonych
Z soba.

9 Mowimy; prowizorycznie, gdyz, jak zobaczymy na str. 102, zeru i nieskon-
czonosci algebry zwyklej (czy arytmetyki) w logice dwuelcmentowej odpowiada
jeszcze mna para elementéw granicznych poza parg logiczng Oil.
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Paralelizacje te miedzy logika a geometrjg przedstawia pro-
wizorycznie ponizsza tabliczka;

Elementy logiki Elementy geometrji rzutowej
a, b Para punktéw harmonicznie sprzezonych
z sobg
0, E) Jeden z punktéw drugiej pary elementéw

harmonicznie sprzezonych z sobg
aAb ab Czwarty punkt harmoniczny

Zasadniczym momentem, ktéry nam umozliwit osiagniecie
powyzszego rezultatu, bylo sparalelizowanie S$redniej arytme-
tycznej i $redniej harmonicznej z iloczynem, wzgl. z sumg lo-
giczna. Ze odwzorowanie to jest stuszne, ze istotnie stosunki
miedzy iloczynem i sumg logiczng sg identyczne ze stosunka-
mi, jakie wigza $rednig arytmetyczng i $rednig harmonicz-
na, wykaza¢ daje sie tatwo, zatozywszy nasuwajacg sie od-
powiednios¢ miedzy odwrotnoscig algebraiczng (czy arytme-
tyczng) elementu i jego logiczng negacjg . Znamy bowiem
okreslenie $redniej harmonicznej dwdéch elementéw, jako od-
wrotnosci Sredniej arytmetycznej wzietej dla odwrotnosci tych
elementow.

Niechaj temi elementami bedg a i b. Mamy wiec:

aA-b

Srednia arytm.;

N
Srednia arytm. ich odwrotnosci; b

Wzglednie inna para elementéw granicznych, odpowiadajacych zeru i nie-
skoriczonosci algebry zwyktej (por. poprzedni odnosnik),
V Te odpowiednio$¢ wiaczy¢ przeto nalezy do wyzej podanej tabelki (str. 99),
umozliwiajacej przejscie od algebry ilosci do logiki (algebry jakosci).
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: . 2ab

Sr. harmoniczna: a\'b
a'b

Otéz identyczne stosunki wigza iloczyn i sume logiczng. Mo-

zemy bowiem okredlic sume logiczng dwoch elementéw, jako

negacje iloczynu logicznego, wzietego dla negacji tych elemen-

tow (wzér de Morgana 9§ por. str. 28).

A wiec:
lloczyn log. elementow: a b
lloczyn ich negacyj: a' X b
Suma logiczna: (@ x b)Y =a~b

Widzimy wiec, ze $rednia harmoniczna powstaje ze Srednigj
arytmetycznej w ten sam sposob, w jaki suma logiczna po-
wstaje z iloczynu logicznego — mianowicie przez zamianeg ele-
mentéw na ich odwrotnosci (negacje) i nastepne odwrdcenie
(negacje) w ten sposéb otrzymanego rezultatu. Tak oto wykaza-
liSmy Scistg analogje miedzy sumg i iloczynem logicznym z jed-
nej strony, Srednig harmoniczng za$ i $rednig arytmetyczng
z drugiej.

Pozostaje jeszcze do rozpatrzenia przyporzadkowanie zera lo-
gicznego i jednosci logicznej arytmetycznemu O i oo, ktére wy-
stepujg w dwoch czwérkach, wzgledem siebie dwoistych. Przy-
porzadkowalismy te elementy logiczne elementom arytmetycznym
0 i @Ddlatego, ze zero i jedno$¢ logiczna sa wzgledem siebie
nietylko dwoiste, lecz i przedstawiajg réwniez wzajemne nega-
cje, tak wiasnie jak Oi aosg wzajemnemi odwrotnosciami

1

0 r . Zachodzi jednak teraz pytanie, czy wa-

runkom stawianym tu przez O i oo, a wiec dwoistosci i od-
wrotnosci (negacji), odpowiadajag w dziedzinie logiki tylko ele-
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menty logiczne, 6 i 1, czy tez moze istnieje tam jeszcze inna
para, wzgl. pary, czynigce zado$¢ tym wymaganiom. Otéz w
istocie rzeczy mamy w kategorjalnej topologice dwuelemen-
towej jeszcze jedng pare — i tylko jedng — elementbw, czy-
nigcych zados¢ powyzszym warunkom; sg to elementy: al'b -\-
\- ab' oraz ab A- a'b', przekatne wiekszego kwadratu. Sa
one — jak tatwo sprawdzi¢ — wzgledem siebie dwoiste i row-
noczesnie sg wzajemnemi negacjami. W ten sposob tabliczki
przejscia od algebry ilosci do logiki i od logiki do geometrji
w petnej swej postaci przedstawiajg sie, jak nastepuje:

Elementy algebry  Elementy logiki Elementy geometrji rzu-
ilosci towej
Elem: 3, b Eleni; a, b Para elem. harmonicznie

sprzezonych z sobg

Odwrotnosci Negacje tych ele-  Para elementow w éwiart-
tych elem,; mentow: ce przeciwlegtej
a’ b a, b
0, 00 Para; 01 wzgl Jeden z elementéw dru-
para; ab-j-a'b’, giej pary harm, sprzezo-
a'b”ab'") nych z sobg elementow
Sr. harm. $r. aryt. a-j-b, ab®) Czwarty punkt harm.

W ten sposdb zostaje ugruntowane przejscie od algebry zwy-
ktej do algebry logiki i geometrji rzutowej, a wraz z tern i wpro-
wadzenie elementéw harmonicznych do dziedziny logiki $ci-
stej.

Przytem elementy te bedg innej postaci, anizeli elementy powyzej wy-
mienione (‘por. odnosnik na str. 80j.

Nizej zobaczymy, kiedy wystepuje jedna z tych par, kiedy za$ druga.

O restrykcjach, jakim podlegajg tu a i b, patrz nizej str. 145, 146.
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Rozpatrzmy teraz te kwestje przy pomocy innej zupeinie,
przytem bardziej systematycznej metody.

Do wprowadzenia zespotéw harmonicznych w dziedzine lo-
giki mozemy doj$¢ réwniez droga czysto geometryczng, bez po-
Srednictwa elementéw algebry zwyklej czy arytmetyki (po-
je¢ sredniej arytmetycznej i harmonicznej). Droga tg bedzie tu
teorja biegunéw i biegunowych wzgledem kota (Desargues,
Poncelet, Gergonne), odgrywajgca tak wielkg role w nowej
syntetycznej (rzutowej) geometrji i najsci$lej zwigzana z za-
gadnieniami dualnosci ?.

Sprawa tak sie mianowicie przedstawia (por. Enriques. Wy-
klady geometrji rzutowej, str. 188—200). Jezeli na ptaszczyz-
nie mamy dane koto i punkt P, lezagcy zewnatrz kota (por. rys.
9 na str. 104), i jezeli z punktu tego przeprowadzimy siecz-
ne kota fPSi, PS-z, PSsi t. d.), to — jak wiadomo — utworzone
w ten sposdb cieciwy kota (AB, CD, EF i t. d.) bedg podzielone
harmonicznie przez dany punkt (P) i punkty ich wewnatrz ko-
fa (8r, Sz, Ss i t. d.), lezace na pewnej wspolnej prostej (KL).

Prostg te (KL) otrzymamy, prowadzac z danego punktu (P)
styczne do kofa i faczac otrzymane punkty stycznosci (Ki L).
W ten sposéb otrzymamy czwérki harmoniczne punktow
BP, CSzDP, ESsFP i t. p.,, w ktorych parami punktéw har-
monicznie sprzezonych bedg punkty na kole (np. A, B) oraz
dany punkt P i punkt Sj na prostej KL.

V Zwracamy tu uwage, ze teorja biegundéw i biegunowych wzgledem kota
nie jest jedyng czysto geometryczng metoda wprowadzenia elementéw harmo-
nicznych do dziedziny topologiki. W odnosniku do str. 95 widzielismy, ze
w tym celu wyj$¢ mozemy réwniez z pojecia czworobokéw fwzgl. czworo-
katowj zupetnych, jako konstytuujacych grupy harmoniczne.
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Prostg KL nazywamy biegunowg punktu P ze wzgledu na
dane koto, punkt za§ P — biegunem prostej KL. Jezeli punkt
P odsunie sie w nieskoriczono$¢, to jego biegunowa bedzie $red-
nica kota (prostopadta do linji, taczacej srodek kota z danym
punktem w nieskoriczonosci), i odwrotnie: dla wszelkiej $rednicy
kota biegunem bedzie punkt nieskonczonosci (lezacy na pro-
stopadtej do tej $rednicy). Jezeli za$ punkt P zajmie potoze-
nie na kole, wtedy jego biegunowg bedzie styczna do kota w
tym punkcie, i odwrotnie: dla wszelkiej stycznej do kota bie-
gunem bedzie jej punkt stycznosci z kotem.

Na podstawie tej teorji biegunéw i biegunowych wzgledem
kota mozemy przystgpi¢ do wykazania istnienia elementow
harmonicznych w logice geometrycznej, rozumiejagc przez gru-
pe harmoniczng elementéw logicznych zespét elementow lo-
gicznych, przyporzadkowanych topologicznie zespotowi geome-
trycznych elementdw, tworzacych grupe harmoniczng. W tym
celu w naszym podstawowym diagramacie ptaskim opisujemy
z poczatku wspotrzednych 0 dwa kota: jedno wokdét mniejsze-
go, drugie wokdt wiekszego kwadratu, przyczem mniejsze ko-
to bedzie réwnoczes$nie wpisane w wiekszy kwadrat (por. rys,
10Y.

Nastepnie z punktéw w nieskoriczono$ci prowadzimy do kot
tych sieczne (ktére beda tu prostemi réwnolegtemi). Te punkty
w nieskonczonosci (innemi stowy: Kkierunki na plaszczyznie)

V Azeby nie komplikowa¢ diagramatu, nie wprowadzamy tu oznaczeh bokow

wewnetrznego kwadratu (ab, ab', a'b, a'b'), natomiast wprowadzamy punkty
przecie¢ tych bokow z przekatnemi wiekszego kwadratu, punkty aj-b, a-\-b',
a'-\-b, a'A-b', réwnowazne 4 wierzchotkom wiekszego kwadratu fnp. przecigcie
prostej ab z przekatng (a-\-h)(a'-\-b") = a'b-\-ab' daje punkt: ab-\-a'bA-ab' czyli
aA-b).
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wybieramy w ten sposob, by siecznemi tych két, ich cieciwami,
byty boki i przekatne naszych kwadratow. Takiemi punktami
w nieskonczonosci okazujg sie 4 punkty: 1) punkt w nieskonczo-
nosci na osi bb\ 2) punkt w nieskoriczonosci na osi aaf, 3) punkt
w nieskonczonosci na osi skosnej (aA~b) i 4) punkt w nie-
skonczonosci na osi skosnej {a'A-b) {aA-b"). Z pierwszego punktu
w nieskonczonosci {1 ata’yY prowadzimy 3 proste rownolegte a, a' i
abb, dwie cieciwy wiekszego kota i Srednice mniejszego, a réwno-
czesnie dwa boki wiekszego kwadratu i przekatng mniejsze-
go; podobnie z drugiego punktu w nieskonczonosci  (-"btbl)
przeprowadzone 3 proste réwnolegte: b, b' i G&S jako dwie cie-
ciwy wiekszego kota i $rednica mniejszego, dajg dwa pozostate
boki wiekszego kwadratu i drugg przekatng mniejszego. Trze-
ci punkt w nieskonczonosci ab + ab' czyli (a + b) (a' + b’
da nam trzy sieczne réwnolegte a'b, ab' i (a-\-b) (a'-\-b"), a wiec
dwie cieciwy mniejszego kota i Srednice wiekszego, a réwnocze-
$nie dwa boki mniejszego kwadratu i przekatna wiekszego; po-
dobnie czwarty punkt w nieskoriczonosci ab + a'b' czyli (a' -\
\rb) (@ + b') da nam, jako dwie cieciwy mniejszego kota
(ab i ab") i $rednice wiekszego (@' b) (a-<rb'), dwa pozosta-
te boki mniejszego kwadratu i drugg przekatng wiekszego kwa-
dratu.

W ten sposéb do 12 prostych naszego diagramatu dajg sie
natychmiast zastosowa¢ twierdzenia o biegunowosci wzajem-
nej wzgledem kota, i kazda z tych prostych okaze sie pod-
ktadem czworki punktéw harmonicznych.

Wezmy np. prostg a, przeprowadzong z punktu w nieskon-
czonosci iata’, jako bieguna ze wzgledu na wieksze koto. Bie-
gunowsg punktu ia+a', jako punktu w nieskoriczonosci, bedzie —
jak juz wiemy — $rednica prostopadta do kierunku bb' tub, co na
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jedno wychodzi, do kierunku a, t j. 0§ Tak wiec na
prostej a otrzymamy czwoérke harmoniczng, sktadajaca sie z
dwoch punktéw na kole wiekszem, w ktdérych sieczna to koto
przecina, oraz dwdch innych punktéw harmonicznie sprzezo-
nych: bieguna 7a+a' oraz punktu a, w ktdrym biegunowa punk-
tu 7€ t j. o Oad przeciua naszg prosta a. Punktowi P
naszego rys. 9-go odpowiada tu punkt 7ata’ w nieskonczo-
nosci, jego biegunowej KL — biegunowa punktu 7ata’ t. j.
0§ OGaas 3 czworce harmonicznej punktéw AS”BP — czwor-
ka harmoniczna punktéw a -p b', a, a b, iatac | tak sa-
Mo rzecz sie przedstawia z kazdg inng z 12 prostych, jako pod-
ktadem szeregdw harmonicznych.

Tak wiec otrzymujemy 12 nastepujacych czworek harmonicz-
nych 7, ktére piszemy w porzadku przestrzennym, tak ze ele-
menty sprzezone jednej pary sg tu podzielone przez elementy
sprzezone drugie;.

WO/ aj-aS d-\b & aA-b' (o podktadzie a)
2a)iata’, b, 0, \ ( Ohv)
3a) 7a--a, d-\-b, a\ () D

4a) ib-fb", B-j-6. b. a'Db ( b)

5a) 7b+bs a, 0, a ( Gaa’)
ba) 7b-|-b, I\ b, a-\-b ( V)
73) (aA-b) (@-\-b"). a, a-\-b, b ( » ab")
8a) (aA-b) (a-\-b"), a-\-b. UD, B'+0' ( P (aA-b) (@-\-b)
92) (aA™b) (2'A-b’), b, a-\'b, @ ( db)
10a) (a-\-b) (a-\-b"). a. a\b b ( ab)
\U)(a-"b)(a"V), a*b\ IM. aDb (  (aAAd) (dDb)-
12a)la'+6/1«+A' 1 b\ a'A-b\ @ ( dd)

9 i patrz str. nast.
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Dotaczy¢ tu nalezy jeszcze graniczny szereg harmoniczny
13-ty na prostej w nieskoriczonosci;
13a®) fa + b)@@ + b)lwrb. (a + b)(@ + b)

Jezeli teraz zwazymy, ze algebraiczne wyrazy oznaczaja tu
nietylko elementy geometryczne (punkty i proste), lecz i po-
jecia, to istnienie czworek harmonicznych w logice geometrycz-
nej zostanie tern samem stwierdzone.

Odpowiednio do powyzszych 12 czworek logiczno-geome-
trycznych (oraz 13-tej granicznej) mozemy natychmiast otrzy-
mac dalszych 12 czworek (oraz 13 graniczng), ktérych elemen-
tami beda juz nie punkty, lecz proste, podkiad za$ linjowy
zostanie zastgpiony przez punkt-wierzchotek. Bedg to peki har-
moniczne, ktére otrzymamy z powyzszych czworek punktowych,
zamieniajac kazdy punkt na jego biegunowg wzgledem kota,
podkiad za$ szeregu punktéw na jego biegun. Mozemy za$ to
uczyni¢ w mysl twierdzenia geometrji rzutowej, ze o ile punkt
jaki$ lezy na prostej, to jego biegunowa przechodzi¢ bedzie
przez biegun tej prostej, tak ze 4 punktom pewnej prostej be-
da odpowiadaty 4 proste, przechodzace przez biegun tej pro-
stej, przytern jezeli punkty te tworzyty szereg harmoniczny,
to i odpowiednie proste (ich biegunowe) réwniez utworzg ze-
sp6t harmoniczny (pek harmoniczny). W mys$l powyzszego

Y Zwracamy uwage na to, ze wszystkie elementy czworki harmonicznej sg
tej samej postaci ftutaj sg punktami®, ze wiec i suma dwoch elementéw bedzie
tu elementem o tej samej postaci, co skiadniki tej sumy.

U] przedstawia tu poczatek wspdtrzednych. Albowiem dla sko$nych osi
‘poczatek wspdtrzednych, w ktérym sie one przecinajg, wyraza sie — jak wiemy
z odnosnika na str. 58 — nie jako 0, lecz 1, poniewaz (a-\-b)(a'-\-b'}(a'-\-b)
(a-{-b}= 1

Harmoniczno$¢ tej grupy punktdéw najprosciej daje sie wyprowadzi¢ z kwa-
dratu wewnetrznego (czworokata zupetnegoj jako konstytuujacego grupe harmo-
niczng (por. przypadek dwoisty w odnosniku do str. 95).
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z czworki harmonicznej punktowej la):; iataS a b,a,a @&
0 podktadzie linjowym a otrzymujemy natychmiast pek pro-
stych harmonicznych: 6aaS cib, a, ab' o wierzchotku w punkcie
a, albowiem, przedewszystkiem, prostej a, jako stycznej do ko-
fa, odpowiada — jak wiemy — biegun w punkcie stycznosci a
(i odwrotnie), a dalej: punktowi iata' odpowiada, jako bie-
gunowa, $rednica Oa, punktowi a /- b odpowiada bieguno-
wa ab, jako linja, faczaca punkty stycznosci stycznych, przepro-
wadzonych do wewnetrznego kota z punktu < + 0, i z tej sa-
mej racji punktowi a + b' odpowiada prosta ab'.

Z powyzszego przekonywamy sie przedewszystkiem, ze zwig-
zek miedzy biegunem i biegunowa nie jest niczem innem, jak
znanym nam zwigzkiem dwoistym (dualnym), t. j. ze biegun
1 jego biegunowa przedstawiajg elementy dwoiste.

Tak wiec z powyzszych punktowych czwérek harmonicznych
otrzymujemy biegunowo wzajemnie (dwoiscie) nastepujace peki:.

Ib) G, ab, a, ab' (o wierzchotku d)
2b) G, b 1, b ( 1700
3b) Gad, a'b, al, a'b’ 9 a")
4b) Ow, ab, b. ab o) b)

5b) G, a, 1, a'
6b) &0, ab', Vv, a'b' ; b)
70) (@A-b) (a-\-b), a ab. b i a-\-b)

(
(
( » Tajd )
(
(
8b) (a'-\-b)(a-\-b"), ab, m . ab' ( . (a-\-b) (a-\-V)
(
(
(
(

o8]

9b) (a'+b) (a-"b"), b, ab. w aA-b)
IOb) (a-“b)(a-"b"), a, ab. b ) &
lIb) (a~\~b)(@"b'’K ap'[on ab w (a-"b)(a'*b")
12b) (a-~b)(a'-Yb"), b', a'b', ¢ ” a'A-b")

\P] przedstawia tu prosta w nieskoriczonosci. Albowiem dla skosnych osi
prosta ta przedstawia sie — jak wiemy — jako iloczyn z (a-\-b)(a' -\-b") ¥
(a'-]-b)(a”b").
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Dotaczy¢ tu nalezy jeszcze graniczny pek harmoniczny 13-ty
z wierzchotkiem w poczatku wsp6trzednych:

13b) oad, (i ~\-b) (a-\~b), Cd, (i-\-b) (a' b ")

W ten sposob kategorjalna ptaszczyzna logiczna okazuje sie
domena elementdéw harmonicznych: kazdy z 26 jej elementdw
jest osrodkiem (podkitadem lub wierzchotkiem) czworki har-
monicznej i, co wiecej, wszelka czworka jej elementow
o tym samym podktadzie lub wierzchotku jest czworka harmo-
niczna.

Jak sie przekonywamy, kazda z tych czwodrek harmonicz-
nych zawiera przynajmniej jako jeden ze swych elementéw
element graniczny, t. j. element polozony w nieskonczonosci
(4 punkty i prosta w nieskohczonosci) lub tez dualny wzgle-
dem niego (4 osie i poczatek wspo6trzednych), podczas gdy inny
element, z pierwszym harmonicznie sprzezony, przedstawia ilo-
czyn logiczny lub sume logiczng dwdch pozostatych elemen-
tow . Przytern ten iloczyn lub suma wyrazajg réwniez

Zauwazy¢ nalezy, ze wsérdéd 24 zespotdw harmonicznych (dwa ze-
spoty graniczne pomijamy tu) w kazdej trdjce takich zespotéw, majacych
wspélny element graniczny, jest jeden zesp6t, w ktorym wystepuje nietyl-
ko ten wspdlny trzem zespotom element graniczny, lecz poza tern drugi
jeszcze taki element, z pierwszym tworzacy pare sprzezona. W ten sposob
mamy 8 zespotéw harmonicznych (2a, 5a, 8a, Ila i dwoiste), z ktérych
w kazdym wystepujg 2 elementy graniczne (sprzezone), przytem tak, ze
gdy jeden z nich jest sumg (iloczynem) dwoch elementéw drugiej pary,
to drugi z nich przedstawia ich iloczyn (wzgl. sume).

Tak wiec np. w zespole

MNata™> b, 0, V
oprécz elementu granicznego mamy jeszcze element graniczny, punkt
0, przyczem nietylko b b’ = 1, lecz réwniez bb’ = 0.

Podobnie w zespole:
(a-\-b) (@'-\-b), a-\-b, [i], a'-\-b’
oprécz elementu granicznego (a-\-b) {a'-\-b'}, punktu w nieskoiiczonosci na osi
skosnej, mamy jeszcze element graniczny, punkt 1 — poczatek wsp6trzednych,



iloczyn lub sume pierwszej pary sprzezonych ze sobg elemen-
tow i przedstawiajg rownowaznie podkiad wzgl. wierzchotek
czworki. W pierwszej grupie (w 12 czworkach harmonicznych
punktowych”) ten element podkiadowy (linja prosta) oznacza
ten sam iloczyn elementéw par harmonicznie sprzezonych, w
drugiej grupie (w 12 czwdrkach harmonicznych linjowych')

przyczem nietylko = (aA-b) (@'-\-b"), lecz rowniez
-\-(@~\-b") — 1. Podobnie dla wszystkich 8 wspomnianych zespotéw harmonicz-
nych, z ktorych 4 fpunktowej lezag na 4 osiach, 4 za$ ("peki prostvchj przecho-

dza przez dwoiste do tych osi punkty w nieskoriczonosci.
Ot6éz tego rodzaju osiowe czy nieskofAczonos$ciowe zespolty harmoniczne

moga by¢ interpretowane zaréwno dodajnie, jak i mnoznie, w zaleznosci
od tego, ktéry z dwédch granicznych elementéw wybierzemy jako element
funkcyjny (+ wzgl. )Wzgledem pary podstawowej. Tak wiec zespdt:

b OV
moéwi nam z jednej strony, ze;
b~Xb'= 0 (przy 1, jako etemencie, wystepujacym tu w charakterze granicz-
nymj,
z drugiej za$ strony, ze;
b-\-b'= 1 fprzy 0, jako elemencie, wystepujacym tu w charakterze granicz-
nymj.

Ot6z te dwie otrzymane tutaj réwnoséci wiele nam moéwig. Mamy wszak
w nich znang nam dobrze definicje elementu negatywnego przy pomocy
elementu pozytywnego oraz 0i 1 Mozemy teraz nada¢ sens giebszy tej
definicji (por. str. 22), widzimy bowiem, ze czwdrka etementéw, wchodza-
cych tu w gre, przedstawia zesp6t harmoniczny, tak ze element negatyw-
ny (b') moze by¢ okre$lony, jako element sprzezony harmonicznie z ele-
mentem pozytywnym (b) w grupie harmonicznej, ktérej druga pare ele-
mentow stanowig 0 i C. W ten sposob rozwinigcie naczelne O i i ze wzgle-
du na b, b polega, jak widzimy, na wyznaczeniu pary elementéw har-
monicznie z soba sprzezonych w grupie harmonicznej, ktérej druga pare

stanowia wtasnie rozwijajace sie elementy 0 i 1.

Trzynasta para, absolutna, ztozona wytgcznie z elementéw granicznych,
przedstawia osobliwos$ci, ktéremi sie tutaj blizej zajmowa¢ nie bedziemy, a ktére
ptyna ze znanej nam wtasnosci punktu, bedacego poczatkiem wspo6trzednych,
oraz prostej w nieskoficzonos$ci, polegajacej na tern, ze kazdy z tych elemen-
tow w zaleznosci od sposobu, w jaki jest wyznaczony (przez osie poziomo-
pionowe, czy tez przez osie skosne), przedstawia sie badz jako 0, badz ja-
ko 1. Tutaj O staje sie réwnowazne 1
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element wierzchotkowy (punkt) oznacza te samg sume elemen-
toéw, nalezacych do par harmonicznie sprzezonych.

Gdy teraz w drodze czysto geometrycznej stwierdzilismy ist-
nienie w logice zespotéw harmonicznych, jest juz rzecza pro-
stg ustosunkowac te zespoty logiczne do pewnych zespotow aryt-
metycznych. Wystarczy tu wzig¢ pod uwage wyzej podane wia-
snosci Sredniej arytmetycznej i Sredniej harmonicznej, jako
elementéw harmonicznych czwoérek arytmetycznych, i zestawic
je z odpowiedniemi wiasnosciami harmonicznych czworek lo-
gicznych. Zestawienie to tak sie przedstawia:

Srednia arytmetyczna wzgl.
$rednia harmoniczna dwoéch da-
nych liczb przedstawia jeden
z elementéw  harmonicznej
czworki arytmetycznej, przy-
czem elementem z nig sprze-
zonym bedzie element granicz-

lloczyn logiczny wzgl. su-
ma logiczna dwoch danych e-
lementoéw logicznych przedsta-
wia jeden z elementéw har-
monicznej czworki logicznej,,
przyczem elementem z nim
(z nig) sprzezonym bedzie ele-

ny (ce, 0), dwoma za$ pozo-
stalemi elementami (sprzezone-
mi) bedg dwie dane liczby.

ment graniczny 10 wzglL
(a-\-b) @~\-b) (a-\-b"),
dwoma za$ pozostalemi elemen-
tami (sprzezonemi) bedg dwa
dane elementy logiczne.

Uderza tu natychmiast analogja miedzy $rednig arytme-
tyczng wzgl. $rednig harmoniczng i funkcjami logicznemi ilo-
czynu wzgl. sumy, i analogja ta okazuje sie analogjg praw-
dziwa, gdyz istotnie, przyporzadkowujac negacji logicznej od-
wrotno$¢ arytmetyczna, mozna dowie$¢ (jak to uczynilismy
na str. 101), ze stosunek iloczynu logicznego do sumy logicz-
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nej jest identyczny ze stosunkiem S$redniej arytmetycznej do
Sredniej harmonicznej M.

W ten spos6b teraz — w przeciwieristwie do pierwszego spo-
sobu (por. str. 95—102, specjalnie str. 97) — systematycznie
zostaja wprowadzone do logiki zespoty harmoniczne wprost
przez oparcie sie o wihasnosci etementow przestrzeni rzutowej
i 0 wykazang juz dawniej ich odpowiednio$¢ z etementami lo-
gicznemi, i nastepnie dopiero togika zostaje tu zwigzana z aryt-
metyka za posrednictwem tych wiasnie zespotéw harmonicz-
nych, jako ze posiadajg one odpowiedniki ticzbowe.

Postaramy sie teraz poda¢ okreslenie logicznych elementéw
harmonicznych catkowicie immanentne dziedzinie pojeciowej,
to znaczy oderwane zupetnie i uniezaleznione od podtoza geo-
metrycznego. Bedzie ono brzmiato:

Cztery elementy logiki dwuelementowej tworzg zesp6t har-
moniczny, gdy:

b jedna para (elementdw sprzezonych) skiada sie badz
z elementéw prostych, badZ tez ziozonych tego samego
typu ?), trzeci element przedstawia sume wzgl. iloczyn

9 Przy arytmetyzacji logicznych czwdrek harmonicznych wszystkie elementy lo-
giczne graniczne, \ 1,0, (a-\-b) (a'-\-b"),(a'-\-b)(a-\-b") oirzYmu]3, jako odpo-
wiednik arytmetyczny cxo'wzgl. O, przyczem 1 logiczna — jako ze wystepuje za-
wsze w sprzezeniu ze $rednig arytmetyczng (szeregi la — 6aj — ma za odpowiednik

zawsze 00 arytmetyczna, O za$ logiczne — jako ze wystepuje zawsze w sprze-
zeniu ze $rednig harmoniczng (szeregi Ib — 6bj — ma za odpowiednik zawsze
0 arytmetyczne, elementy zas (a-\-b) (a'-\-b') oraz (a'-\-b) (a-\-b"), wystepujace
zarbwno w sprzezeniu ze $rednig arytmetyczng (szeregi 7b— 12bj jak i $redniag
harmoniczng (szeregi 7a — 12a), otrzymuja w pierwszym przypadku odpowied-
nik oo, w drugim — 0 arytmetyczne.

9 Tego samego typu — to znaczy dodajnego lub mnoznego. Elementy pro-

ste s3 — jak wiemy — natury dwoistej: a = a-\-0 i a —a.l.
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logiczny elementdw pierwszej pary w zaleznosci od tego,
czy elementy ztozone sg typu mnoznego czy dodajnego,
czwarty za$ element (sprzezony z trzecim) jest elemen-
tem granicznym: 0, 1, (@”™ b)(ab') Ilub (@ A-b)
(a -f bl)

i 2) posiadajg te wiasno$¢, ze trzeci element wraz z czwar-
tym tworzy sume wzgl. iloczyn réwny (réwnowazny)
sumie wzgl. iloczynowi pierwszej pary (elementéw har-
monicznie sprzezonych 7. Przytem w przypadku ele-
mentow prostych pierwszej pary w gre wchodzi iloczyn,
gdy trzeci element przedstawia sume, i suma, gdy trzeci
element przedstawia iloczyn, w przypadku za$ elemen-
tow ztozonych w gre wchodzi iloczyn, gdy trzeci ele-
ment przedstawia iloczyn, i suma, gdy trzeci element
przedstawia sume.

By¢ moze, ze to okreslenie logicznych elementéw harmonicz-

nych uda sie jeszcze uproscich).

Ta podstawowa wtasno$é grup harmonicznych stuzy do jednoznacznego
wyznaczenia czwartego (granicznego) etementu.

Nie bedziemy blizej rozpatrywati sprawy etementéw harmonicznych w to-
gice tréjwymiarowej (stereotogicej, albowiem przedstawia sie¢ ona catkowicie
analogicznie do odnosnych kwestyj ptanilogicznych. tylko ze wystepuja tu na
plan pierwszy peki ptaszczyzn harmonicznych oraz dwoiste do nich szeregi punk-
tow. A wiec np. zamiast logicznej czwérki harmonicznej: a-\~b, a, aA-b', 1 oraz
dwoistej do niej czwérki: ab, a, ab', 0 mie¢ bedziemy w stereotogice dualne
czworki:

o-pfe-f-c, a-\-b, a-\-b-{-c', 1 (cztery punktyj
oraz abc, ab, abc', 0 (cztery ptaszczyzny).



Rozdziat IX.

DICHOTOMICZNY PODZIAt HARMONICZNY POJEC
W LOGICE GEOMETRYCZNEJ.

Z naukg o harmonicznych elementach w logice najscislej
bedzie sie taczyt dziat o podziale poje¢. Podstawowemi wzora-
mi, wyrazajgcemi zwigzek miedzy pojeciem podlegajgcem po-
dziatowi i wytworami tego podziatu, sg znane nam (por. str.
24) dwoiste formuty dichotomiji.

a=(a~\-b)(aA-b) &
a = abA-ab’ (€D)

Otéz wiemy, ze rodzaj a i jego gatunki {a -3 b) \ {a b"
przedstawiajg wraz z elementem 1 czwoérke elementéw harmo-
nicznych, i podobnie elementy wzoru 5 wraz z elementem O.

Zatrzymajmy sie nad temi wzorami, przedewszystkiem nad
drugim z nich. Wyraza on podziat logiczny elementu a na
dwa elementy mniejsze od a, mianowicie ab i ab' Jaki jest
stosunek elementéw, wystepujacych w tym podziale, do ze-
spotu harmonicznego 0, ab, a, ab' (lub réwnowaznego z nim: 0,
ab', a, ab  przedewszystkiem wiec, jakg role odgrywa przy

Y Zesp6! harmoniczny 0, ab', a, abjest réwnowazny z zespotem 0, ab, a, ab’
(zespdét 1b ze str. 109j — jak to natychmiast z rys. 3 widaé. Mozemy bowiem
réwnie dobrze dla otrzymania czwérki harmonicznej obraca¢ o§ Oaa'" w kie-
runku przez ab, jak i przez ab'".
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tym podziale element 0, nieujawniony wprawdzie we wzorze
lecz w nim implicite zawarty, albowiem wzér; o = aé + ab’
jest rbwnowazny wzorowi: a 0= ab ob".

Otéz sprawa przedstawia sie tu catkowicie analogicznie do
podziatu harmonicznego iloSciowego, kiedy to odcinek AB (por.
rys. 8 oraz 11) zostaje podzielony harmonicznie przez punk-
ty Ci [ przyczem punkt wyjscia A przyjmuje sie za 0 (aryt-
metyczne) ; elementom ab i ab' odpowiadatyby wtedy — w mysl
analogji Scistej miedzy iloczynem logicznym i $rednig aryt-
metyczng — elementy arytmetyczne:

, 1
a-\b ab-\-1
2 2 \ 2b
Jezelinp. a= 1, b= 2, io mielibySmy:

zespél armechzny 0 I Scisle analogiczny
*A

do harmonicznego

zespotu logicznego- O ab’ ab

Rys. 11.

Otéz podobnie jak odstep arytmetyczny 0 — 1 zostat przez
liczbe Va i V2 podzielony harmonicznie [t. j. podzielony we-
wnetrznie i zewnetrznie w tym samym stosunku (4 — 0) :
(@ —3/le)= A2—0):pr— 1)], tak samo harmonicznie zo-
stal tu podzielony odstep logiczny 0 — a przez elementy lo-
gicznie ab' i ab. To za$ znaczy, ze zamiast mowi¢: wzor 5 wy-
raza podziat harmoniczny elementu logicznego a na ele-
menty ab' i ab, mozemy powiedzie¢: wz6r 5 wyraza po-
dziat harmoniczny odstepu logicznego 0 — a przez powyzsze
elementy. Widzimy tedy, Ze rola elementu logicznego O jest
taka sama, jak rola arytmetycznego 0 w analogicznej sytu-
acji arytmetycznej: jest on punktem wyjscia podziatlu pewnego
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odstepu, ktéry to odstep wobec modutowego charakteru tego
punktu wyjscia moze byé réwnowaznie wyrazony przez swoj
punkt krancowy (odstep arytmetyczny 0 — 1 przez liczbe -
punkt 1, odstep logiczny 0 — a przez pojecie - punkt a).

Musimy sie teraz zatrzyma¢ nad pojeciem ,,odstepu“”, ,roz-
nicy“ miedzy dwoma elementami logicznemi. Pojecie to, kto-
re spotykamy juz u Arystotelesa, gdy méwi o przeciwien-
stwie (hayziov) jako o najwiekszej roznicy miedzy ga-
tunkami tego samego rodzaju (Metafizyka X. 4, poczatek), nie
rozwineto sie w logice dotychczas, i tutaj dopiero okazuje sie
jego znaczenie w dziedzinie logiki i matematyki jakosci, prze-
dewszystkiem w zajmujgcej nas teraz kwestji podziatu po-
jec.

Jak widzieliSmy przed chwilg, zwykly podziat logiczny po-
jecia a jest to w istocie rzeczy podziat harmoniczny jako$cio-
wego odstepu (réznicy), ktory dzieli to pojecie od 0. Ten od-
step 0 — a nalezy podzieli¢ na dwa odstepy logiczne, ktérych
suma logiczna bedzie réwna (réwnowazna) danemu odstepowi
logicznemu (podobnie jak przy podziale harmonicznym odste-
pu arytmetycznego z poczatkiem w 0 dzielimy go na dwa
odstepy, ktorych srednia harmoniczna réwna sie danemu od-
stepowi).

Tak wiec w mysl teorji elementéw harmonicznych w logice
wzér dichotomiczny:

a= ab ab’,
przedstawiajgc sume logiczng dwdch elementéw logicznych,
przedstawia réwnoczesnie sume logiczng dwoch odstepow lo-
gicznych (od O do ab i od 0 do ab"), przyczem ten odstep
a, bedacy suma, jest harmonicznie sprzezony z O ze wzgledu na
elementy tego podziatu, tak ze wzér a 0 = ab + ab' — a
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wyraza tu podstawowg wiasnos¢ zespotéw harmonicznych (por.
str. 114): réwnowazno$¢ sum (wzgl. iloczynoéw) elementow
w parach sprzezonych.

Wezmy przykitad, ktéry nam zilustruje te teorje dichotomji

logiczne;j.

Niechaj a bedzie tu tres¢ ,cztowiek”, b ,istota dobra“,
b' — ,istota niedobra“ ?, tak ze ab znaczy ,,albo cztowiek, al-
bo istota dobra“, ab' za§ — ,albo czlowiek, albo istota nie-

dobra“. Podzieli¢ w sensie wlasciwym pojecie a ze wzgledu
na b, b' nie jest to nic innego, jak znalez¢ takie dwa pojecia
ztozone r a \b, wzgl. a i b\ ktére facznie (+) wypetnig odstep,
jaki dzieli pojecie a (,,cztowiek") od tresci zerowej (przedmiotu
wogole). Otz niechaj pierwsza z tych tresci mniejszych od a
bedzie tres¢ ab, tres¢ ,albo czlowiek, albo istota do-
bra“; jest to tres¢ juz wieksza od 0 (przedmiotu wogole), lecz
jeszcze mniejsza od a, mniej od a zdeterminowana, nie jest
to jeszcze tres¢ ,cztowiek", lecz: ,albo cztowiek, albo istota
dobra“. Azeby teraz osiggna¢ tres¢ a, azeby przejs¢ caly od-
step od O do a, calg te réznice wypetnié, trzeba jeszcze drugi
krok uczynié¢, mianowicie od 0 do ab’, czyli utworzy¢ tres¢ ,,al-
bo cziowiek, albo istota niedobra“. Jezeli bowiem tre$¢ te ab’
dotaczymy do poprzedniej ab, to osiggniemy tre$¢ o determi-
nacji = a i wypelnimy temi dwoma ztaczonemi krokami réz-
nice, jaka dzieli pod wzgledem determinacji tre$¢ a od tre-
sci 0.

Ten podziat harmoniczny treSci a zobrazowuje nasz rys. 3
w ten sposéb, ze odstep treSci a od treSci zerowej przedsta-
wiony tu jest w postaci kata miedzy prostg a i osig Oad, i od-
step ten jest podzielony przez proste (tresci) ab i ab', dziela-

Por. odnos$nik na str. 131.
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ce kat ten wewnetrznie i zewnetrznie zgodnie z prawem grup
harmonicznych.

Omowilismy dotychczas tylko drugg z dwoch formut dicho-
tomji (5™). ZaczeliSmy od niej, gdyz ona to wyraza podziat
w sensie wiasciwym, Kkiedy wiasnie czlony podziatlu sg
mniejsze od dzielonego elementu (ab <C a, ab' <C a). Dualna
formuta dichotomji 5" nie wyraza takiego podziatu, elementy
jej sa wieksze, bogatsze pod wzgledem tresci, bardziej zdeter-
minowane od pojecia, podlegajgcego podziatowi (a A- b O a,
a + 0 > a), Scisle méwigc, mamy tu nie podziat wiasciwy,
lecz determinacje, mozemy powiedzie¢: podzial wyznaczajacy
w odréznieniu od podziatu wiasciwego ,,dzielacego”.

Miedzy temi dwoma podziatami zachodzi $cista odpowied-
nio$¢ dualna:

Dichotomja dzielaca Dichotomja wyznaczajaca
(a=ab-\-ab") a= (aA-b) (a-j-b")
Cato$¢ podlegajaca podziatowi Element podlegajacy wyzna-
¢totum dividendum™—a) czeniu fdeterminandum — a)
Czynnik dzielgcy Czynnik wyznaczajacy
(dividens — b,b") (determinans — b,b")
Cztony - wytwory podziatu Cztony - wytwory wyzna-

{"membra divisa — ab, ab") czenia ¢membra determinata —
(a-j-b) (a-\-h)

Ot6z wszystko, cosmy dotychczas méwili o dichotomji dzie-
lacej, daje sie dwoiscie przenie$¢ na dichotomje determinujaca,
z tg tylko roznica, ze tre$¢ a bedzie tu odniesiona do tresci
granicznej 1. Tutaj, przy dichotomji determinujacej, punktem
wyjscia jest nie 0 logiczne, lecz 1 logiczna, za$ ,,0odstepy” du-
alne wyrazajg sie iloczynem danej tresci i i, a wiec w istocie
rzeczy wskazujg to, co dany element ma wspdlnego z 1. Tresc
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a, wspdlng a \ 1, osigg'a sie tu dwoma logicznemi krokami, wy-
chodzacemi z 1. Pierwszy krok, nie osiggajgc a, zuboza jednak
tres¢ 1 do a b, drugi zuboza jg z innej strony do a + b\
a biorac to, co te dwa kroki majg wspolnego, osiggamy zmniej-
szenie tresci i do a. W tym sensie ,odstep“ a . i jest harmo-
nicznie podzielony przez tresci - odstepy (ab) i (a -b b,
z ktérych sie ,sktada“ mnoznie, a wzor a . 1 = (a dr b)
{a A- b)) = a wyraza podstawowg wikasnos¢ zespotéw harmo-
nicznych: réwnowaznos$¢ iloczynow (wzgl. sum) elementow
w parach sprzezonych.

To zréznicowanie harmoniczne treSci rodzajowej na dwie
tresci gatunkowe zobrazowuje nam rys. 3 w ten sposob, ze
podaje nam grupe harmoniczng na prostej a, sktadajgcg sie
z punktéw a A-b\ a, a-\- b i punktu w nieskonczonosci 1 (=
N Odstep a — 1 f= 3. 1) jest tu podzielony przez punk-
ty a b\ adrb\ dzielagce go wewnetrznie i zewnetrznie zgod-
nie z prawem grup harmonicznych.

Zastanowimy sie teraz blizej nieco w zwiazku z kwestjg po-
dzialu poje¢ nad stosunkiem elementu a do elementéw b i bl,
Ot6z wszelki stosunek a do b \ b\ przy ktérym zachodzi nie-
zawieranie sig:
O<bf3i a,

nazywa¢ bedziemy stosunkiem ,neutralnosci“ a wzgledem b i

b' i dla oznaczenia tego stosunku wprowadzimy znak: 3

tak ze okreSlenie tego stosunku neutralnosci bedzie nastepu-
jace:
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= {b<"a)ANb <)
W tym stosunku neutralnoéci zawsze pozostaje 0 wzgledem b
i b', albowiem zawsze mamy:
b<0 \b<no.

b{

Zawsze wiec zachodzi stosunek: 0.

I dwoiscie; wszelki stosunek a do ”~ i b', przy ktérym za-
chodzi
a bla b,
nazywac bedziemy stosunkiem ,dwoistej neutralnosci' a wzgle-.
dem b 1 b' i dla oznaczenia tego stosunku wprowadzimy znak

tak ze okreslenie tego stosunku dwoistej neutralnosci
bedzie nastepujace:

Atsa = ca< b)-\r(ci<hb).

W tym stosunku dwoistej neutralnosci zawsze pozostaje /
wzgledem b i b', albowiem zawsze mamy:
1< il”b'.

Zawsze wiec zachodzi stosunek:

Natura logiczna w mowie bedacych stosunkéw jest nader
prosta i specjalnie wazna, jezeli chodzi o kwestje podziatu
poje€. Istotnie bowiem to, co nazwaliSmy tu stosunkiem neu-
tralnosci, nie jest niczem innem, jak stosunkiem rodzaju (tre-
Sciowego) a do réznic gatunkowych (tresciowych) b i b'. Je-
zeli bowiem ani pojecie b nie zawiera sie, a wiec i nie wynika
Z a, ani tez pojecie b' nie zawiera sig, a wiec i nie wynika z a,
znaczy to, ze a nie skiania sie koniecznie ani ku b, ani ku b’
jest wzgledem b i b' neutralne i moze z niemi, jako z rézni-
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cami gatunkowemi, utworzy¢ dwa gatunki (tresciowe) a+i i
a-hb".

Rozumiemy, ze nie wszelkie b\ b* w stosunku do danego a
petni¢ moga funkcje roznic gatunkowych i tworzy¢ z niem od-
powiednie gatunki. Tak np. pojecie $miertelny (b) i nieSmier-
telny (b") nie beda réznicami gatunkowemi w stosunku do po-
jecia cziowiek (a), albowiem pojecie to sktania sie ku b, nie za-
chowujac stosunku neutralnosci miedzy b i b'; tutaj b a,

niema wiec stosunku i odpowiednio do tego niema dwoch

gatunkoéw: a-\-b i a+b’, lecz cztowiek jest zawsze cziowiekiem
$miertelnym (a = a~t-h).

Ten zwigzek stosunku neutralnosci z podziatem dichotomicz-
nym wihasciwym, t. j. takim, w ktérym mamy dwa czlony po-
dziatu, niezredukowane do jednego, mozemy wyprowadzié¢ Sci-
Sle, opierajgc sie na formule dichotomji i naszem okresleniu
stosunku neutralnosci:

Stosunek ten: ~ (™ a)-\-(b'a) mozemy roéwnowaznie

przedstawi¢ w ten sposob Opor. str. 29 wzor T i I™

N]a= (bq4Ca)A-(b'< a)= (ab”0)~\-(a'b' ®0)~[a-{-b'®1]~{-
-j—ci\-b~ 1].

Jezeli wiec mamy to a-]-b"®1 i a-\-b~Il, czyli oba czlo-
ny podziatu dichotomicznego pojecia a = (a-\-b) (a-\-b") istnie-
ja w postaci wiasciwej, niezredukowanej do i i a nie redukuje
sie ani do a = a-"b, ani do a —a-\-b". Jezeli wiec a jest neutral-

ne miedzy b i b', to zachodzi dichotomja wiasciwa, t. j. niezre-
dukowana (i odwrotnie).
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Co za$ dotyczy O, to wzgledem niego wszelkie b i b' moga
petni¢ funkcje rdéznic gatunkowych i tworzy¢ z niem dwa ga-
tunki b i b', jako wyniki dichotomji wiasciwe;j:

0:=(0-~b) (0+b") = bb/,

albowiem zawsze mamy

Rozpatrzymy teraz pokrotce nature logiczng stosunku dwoi-
stej neutralnosci. Najprosciej i najjasniej przedstawi sie nam
ten stosunek dwoisty do poprzednio rozpatrzonego, gdy pojmie-
my go jako stosunek rodzaju (zakresowego) a do réznic gatun-
kowych (zakresowych) b i b'. Istotnie, jezeli klasa a nie za-
wiera sie ani w Kklasie b, ani ¥ (np. klasa ludzi nie za-
wiera sie ani w klasie istot dobrych, ani w klasie istot nie-
dobrych), to klasa a nie wyr6znia zadnej z dwoch klas b i b,
zachowuje wzgledem nich neutralnos¢ dwoistg (tutaj znaczy
to: zakresowg) i z kazdg z nich moze wejs¢ w zwigzek mnoz-
ny, dajacy dwa gatunki klasowe (zakresowe), jako wyniki di-
chotomji wiasciwej.

Istotnie stosunek: ~“a=(a”b)-\~(a<”b') moitmy TO'¥nomadzm~,
przedstawi¢ w ten sposob:
= (a<)~\~(@<)=(a¥ 0)-A (ab® 0).

Jezeli wiec mamy " to cztony dichotomji a= abA-a¥

nie redukuja sie do jednego (albowiem ani ab, ani a¥ nie row-
najg sie zeru), innemi stowy, mamy tu dichotomje wiasciwa,
w ktérej bib' petnig funkcje réznic gatunkowych.

Co za$ dotyczy 1, to wzgledem niej wszelkie bib"' petni¢ mo-
ga funkcje réznic gatunkowych i tworzy¢ z nig dwa gatunki
b i b, jako wyniki dichotomji wiasciwej:
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11 ~b/1-1.U n-v,

albowiem mamy zawsze

Jezeli zar6wno stosunek neutralnosci, jak i stosunek dwoistej
neutralnosci pojmowac bedziemy tresciowo, to zauwazymy ta-
two, ze z prawdziwosci jednego z tych stosunkéw nie wynika
prawdziwos$¢ drugiego. Natomiast zwigzek miedzy temi stosun-
kami jest nastepujacy:

fwzgl. ~]a =

Albowiem: d— @b~» a) (b'a’)?) = (@<"b)-\- (@<=

Wkorncu przyjrzymy sie geometrycznemu odwzorowaniu sto-
sunkow neutralnosci.
Przedewszystkiem rozpatrzmy geometrycznie na rys. 3 za-

wsze prawdziwe stosunki: ] 0 i

Pierwszy z tych stosunkdw logicznych bedzie zobrazowany
przez stosunek osi bb' = Odo prostych réwnolegtych bib' —
a wiec przez stosunek prostopadtoéci tej osi do dwaoch prostych

rownolegltych — stad tez nasz symbol tego stosunku: Drugi

stosunek, stosunek dwoistej neutralnosci, bedzie w mysl swej
dwoistosci zobrazowany przez stosunek punktu 7b+b' na osi Ged
do punktéw b i b', . wiec przez potozenie na prostej, bedacej
geometrycznem miejscem punktéw roxsmoodleglych od punktéw

bib' — stad symbol

b<a'= (ab= 0)= a<lh';b'd a'=(ab'—0) —a<Cb.
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Podobnie stosunek neutralnosci b a bedzie zobrazowany przez
prostopadtos¢ linji prostej a wzgledem prostych b i b', za$
dwoisty stosunek — przez roéwnoodlegtos¢ punktu a od

punktow b i b'. Tylko ze te stosunki neutralnosci miedzy
a i b-b' niezawsze — jak wiemy — sg prawdziwe, nieza-
wsze a zajmuje neutralne stanowisko wzgledem b i b', umozli-
wiajgc potaczenie dodajne wzgl. mnozne z obydwoma temi ele-
mentami, a wiec wiasciwg dichotomje elementu a. Moze sie zda-
rzy¢, ze oba warunki neutralnosci a wzgledem b i b' (b<"a i b'</qj
nie sg spetnione, i ze np. b a. Wtedy dichotomja a przesta-
je by¢ wiasciwa i redukuje sie do i= « -[-5%), punkt a z poto-
zenia srodkowego miedzy a + 5 i i+ 5' przechodzi do punktu
W+ 5, i prosta b, przechodzaca przez punkt ii+ 5, przechodzi
wihasnie teraz tem samem przez punkt a (czyli b <C a)?).

(@a= a-\-b) ~b<C.a (por. str. 13 wzor
V Por. str. 30.



Rozdziat X.

TETRATOMICZNY PODZIAL HARMONICZNY POJEC
W LOGICE GEOMETRYCZNE]J.

Mozemy teraz z innej jeszcze strony rozpatrze¢ sprawe har-
monicznych podziatéw logicznych, uwazajac, mianowicie, ele-
menty, wyznaczajagce odstep logiczny, juz jako wytwory po-
dzialu. Spojrzmy z tego punktu widzenia na formuly, ktére
wyrazajg harmoniczng nature podziatow logicznych:

a—a.1l— (a"b)(a-\rb) (5M)
a= a-\-0=" ab -A ab' (5")
a uderzy nas natychmiast, ze obie strony rownowaznosci a .1 =
— (aA-b) (a-{-b') majg te samg dwuczionowg budowe, i ze
to samo daje sie stwierdzi¢ réwniez o stronach réwnowaznosci
duatnej: a v 0 — ab ab'. Utwierdzimy sie za$ jeszcze bar-
dziej w pogtadzie na istotne pokrewieristwo natury dwaoch stron
naszych réwnowaznosci, jezeli wyrazy a .| (odstep a — 1)
ia 0 (odstep a — 0) przedstawimy w sposdb nastepujacy:
a.l1= {a 0} (a~x1
a O-ma .l a.o

Wtedy bowiem odrazu zobaczymy, ze a .l nie jest ni-
czem innem, jak tylko granicznym przypadkiem @ + b)
(@ b)dlab-mo0, zas$ a 0 przedstawia graniczny przypa-
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dek ab + ab'dla b= 1. Jezeli tedy elementy (a b)i (a A b))
sg juz wytworami podziatu, to nic nie stoi juz na przeszkodzie
uwaza¢ réwniez elementy a i 1 za wytwory podziatu dichoto-
micznego. | to samo stosuje sie dualnie do elementow a i O
wzoru dualnego. Lecz w takim razie zachodzi pytanie, jaki
element podlega tu tej dwukrotnej dichotomji, co dzielimy tu
tetratomicznie, gdzie jest tu determinandum czy dividendum?

OdpowiedZz otrzymamy, zwrociwszy sie do wzoréw 5N i 57
Kazdy z tych wzoréw oprécz czterech elementdw, powyzej
przez nas rozpatrywanych a stanowigcych czworkowe grupy
harmoniczne, zawiera jeszcze element pigty, mianowicie a pro-
ste, jeszcze nierozwiniete, rownowazne iloczynowi a . 1 [wzgl.
N+ @ oraz iloczynowi (@ + b) (@ b’ [wzgl. ab + ab\.
Otz to wiasnie a proste rozwija sie tetratomicznie, dwukrot-
nie dzieli sie dichotomicznie, jest owem poszukiwanem przez
nas determinandum, wzgl. dividendum. Natychmiast odpozna-
jemy nature geometryczng tego a: to a proste wzoru 5H be-
dzie linjg prostg a, podktadem grupy harmonicznej punktéw:
1,a b, a al- b" za$ a proste wzoru bedzie punktem a,
wierzchotkiem peku harmonicznego prostych: 0, ab, a, ab' i ja-
ko takie wiasnie te a proste bedg réwnowazne dwom iloczy-
nom, wzgl. sumom elementéw harmonicznie z sobg sprzezonych
(por. str. 111—112). Co jednak oznacza logicznie prostota tego
elementu «? Otéz oznacza ona wiasnie jego nature jeszcze nie-
okreslong, niezdeterminowang aktualnie, niezrézniczkowana,
niepodzielona; to niewyznaczone aktualnie a — linja prosta —
dwukrotnie sie wyznacza”®) jako a . 1 \ (a b) (a A- b"), to
znaczy raz jako prosta, przechodzgca przez punkt a i punkt i,
drugi raz jako prosta, przechodzaca przez punkt {aA- b) i (« +

Przez przeciecie linjami 0 i 1 (prostg w nieskonczonosci® oraz linjami bib".
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+ b"); za$ niewyznaczony aktualnie, prosty punkt a dwukrot-
nie sie wyznacza jako a 0 \ab + ab', to znaczy raz jako
punkt przeciecia prostej a i prostej 0, drugi raz jako punkt
przeciecia prostej ab i prostej ab’. W ten sposéb na prostej
a zjawiaja sie jej 4 punkty-determinacje, punkt za$ a przeci-
najg 4 linje-skfadniki, wytwory tetratomicznego podziatu lub
rozwiniecia prostego elementu a.

Z wzorow dwoistych dla dichotomji i 54 otrzymujemy
natychmiast wzér dwoisty harmonicznego podziatu (rozwinie-
cia) tetratomicznego, gczacy w sobie dwa podziaty dichotomicz-
ne, w postaci nastepujgcej:

a= (@aA-b).(a\vyb}.a.1 (V4
a = ab A- ab' a 0 (V™)
lub tez w postaci petniejszej:
a“(a +b)y@”" b)y@+ 8 o+ 1) (V4
a— ab ab' a.l1 a.o (Vi)
Woreszcie w postaci najbardziej peine;j:
a= (@ b@™ b)@ADb)@A b D) (Vv
a” ab+ ab'-ha.(b+ b) a.bb (V4

Niechaj a bedzie tu treé¢: ,cziowiek”, b — tres¢: ,,do-
bry“, b' — tres¢ biegunowa: ,zty“. Wtedy wzor Ve bedzie zna-
czyt: cztowiek jest albo ,,cztowiekiem dobrym®, albo ,,cztowie-
kiem ztym*“, albo ,,cztowiekiem dobrym lub ztym*, albo ,,czio-
wiekiem dobrym i zktym*. Dwie ostatnie mozliwosci wymaga-
ja blizszych wyjasnienn. A wiec przedewszystkiem, co to jest
,cztowiek dobry lub zty“? Otéz jest to cziowiek o charakterze
moralnym jednoznacznie niewyznaczonym (,albo*), zmiennym,
chwiejnym, wahajgcym sie to w tg, to w tamte strone, wyste-
pujacym badz w tej, badz w innej postaci. Natomiast czio-

Przez potaczenie z punktami 1 i 0 oraz punktami bib'.
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wiek, ktérego charakter jednoczy w sobie przeciwne wyzna-
czenia dobra i zta (,,cztowiek dobry i zty“) w tej swojej supra-
determinacji moralnej, oznaczajacej zréwnowazenie (zneutra-
lizowanie, zobojetnienie) przeciwnych tendency) moralnych, jest
juz wyprowadzony poza obrab wiasciwej moralnosci, jest czio-
wiekiem, stojgcym poza dobrem i ziem na tej granicy, gdzie
nie dochodzg juz do gtosu zneutralizowane przeciwne tenden-
cje moralne”). Tak wiec tetratomja logiczna pojecia ,,czio-
wiek" ze wzgledu na jego charakter moralny przedstawia sie
w tej postaci: cztowiek jest albo dobry, albo zty, albo waha-
jacy sie miedzy dobrem i ziem, albo poza dobrem i zlem sto-
jacy — i te cztery jego gatunki przedstawiajg, jak wiemy, har-
moniczng grupe logiczng.

Wszystko, cosmy dotychczas mowili o podziale elementu a,
daje sie mutatis mutandis przenie$¢ na podziat elementu O,
wzgl. jego dwoistosci — elementu 1.

I tutaj mie¢ bedziemy:

Gd = 0.1= aa' (harmoniczny podziat dichotomiczny)
¢d = a.a!.0.1 (harmoniczny podziat tetratomiczny) (A)
oraz dwoiscie:

9 Te zneutralizowane tendencje sg tendencjami przedwnemi, biegunowemi
wzgledem siebie, lecz nie sprzecznemi z soba, t. j. negatywnemi w znaczeniu
prywacji (por. str. 79). Ich pofaczenie, prowadzace do ich neutralizacji, jest
réwnowazne brakowi tych tendency], bezjakosciowosci, jezeli o nie chodzi,
co stanie sie dla nas bezposrednio oczywiste, jezeli elementy biegunowe b ib'
pojmowa¢ bedziemy nie jako element podstawowy i jego biegun (por. str. 80j,
lecz jako dwoistosci tych elementéw, jako negacje bieguna (b') i negacje ele-
mentu podstawowego (b), a wiec nie jako punkty, lecz wiasnie jako proste, tgczace
sie w punkcie 1. Wtedy istotnie pojecie 1= {b')'A-[b)' wykaze brak wszelkich
w gre wchodzacych jakosci, brak (negacje) nietylko jakosci b, lecz i b'. W ten
sposob brzmigce paradoksalnie pojecie ,,cztowiek dobry i zty* moze by¢ réwno-
waznie zastgpione przez pojecie: ,.cztowiek ani dobry, ani zty*.
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17ai = = aA-a (harmoniczny podziat dichotomiczny)
Nata' = aA-a'-\-I-\\-0 (harmoniczny podziat tetratomiczny) (B)

Jezeli teraz, idagc za przyktadem dopiero co wspomnianych
zdwojonych dichotomij, chcielibySmy rozwingé nasza jednowy-
miarowg tetratomje harmoniczng przez podziat tetratomiczny
kazdego jej elementu, wtedy wyszlibysmy na plaszczyzne
i otrzymalibySmy nastepujgce czwoérki harmoniczne, cztony po-
dziatu elementéw linjowych (a, a', 0,1) [por. rys. 3].

a = (aAb).(a”b") .a.7at+a

0'= (@-\-b) . (c"A-b) . a' .iata’

ebb’ = b .b'.o0,iata

i (anb) (a'+b") . (a+b') (cZ+b). 1b+b . iat+ta'Vv

Skad, podstawiajagc w (A), otrzymamy nastepujgce trzynasto-
elementowe (zredukowane z szesnastoelementowego = 47 roz-
winiecie 0:

(@~\~bj. fiz-\~bl. a . (@-\~b) . (@~\-b'). d .b. b". 0. [(ci~V*b)(0'-\~
(DY) (@'~\-b)J, b+ 1&H&

I dwoiscie, przez podstawienie w (B) czworkowych podziatow
harmonicznych punktéw: a, d, 1 i 0, otrzymamy nastepujace
trzynastoelementowe rozwiniecie 1:

“atd = ab-\-ab'-\-a~\-db~]rCLb'~\-a-"b-\-b'-\-I-\-[abA-ab']-\-

-\-[a¥-\-a'b]~\-0bb'-\- Gad

Jak widzimy: wszystkie elementy — w liczbie 26 — pia-
szczyzny kategorjalnej mozemy otrzymac¢ przez dwukrotng te-
tratomje harmoniczng 0 i 1, przyczem rozwiniecie 0, jako osi,
da nam 13 punktéw tej ptaszczyzny, rozwiniecie za$ dualne 1,

Por. czworke 13a na str. 108. W niniejszym rozdziale elementy sprze-
zone czwdrek harmonicznych piszemy jeden po drugim, jako nalezace do
tej samej dichotomji.
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jako punktu w nieskonczonosci, da nam jej 13 linij prostych
(por. str. 72).

Widzimy tu zasadniczg roznice, jaka zachodzi miedzy podzia-
tem dichotomicznym a tetratomicznym ze wzgledu na ich zu-
petnos¢: podczas gdy podwdjna dichotomja zera oraz jednosci
daje nam tylko 2*+ 2" = 8 elementow ptaszczyzny kategorjal-
nej, podwadjna tetratomja zera oraz jednosci wyczerpuje catos¢
tej plaszczyzny (42-f42 = 32, zredukowane do 26 naskutek
czterokrotnego powtarzania sie elementu ia+a'i “ata’j "

Nasuwa sie tu kwestja: w jaki sposéb juz podziat dichotomiczny po-
jecia (np. pojecia ,,cztowiek“) moze by¢ uwazany za zupetny. Otéz upraw-
nione jest to tylko wtedy, gdy jego czion negatywny (np. ,cztowiek nie-
dobry“) oznacza og6t istot, do ktérych natury 7iie nalezy dobro¢ (ludzie,
ktorzy nie sa zawsze dobrzy), nie za$ og6t istot, do ktorych natury nalezy

medobro¢ (zto$€) (ludzie, ktérzy nigdy nie sg dobrzy = ktérzy zawsze sa
niedobrzy). W tym ostatnim przypadku dichotomiczny podziat oczywiscie
bedzie niewyczerpujacy: miedzy ludzmi ,zawsze dobrymi“ i ,,zawsze niedo-

brymi ‘ (,zawsze ztymi“) znajdg sie jeszcze grupy posrednie, podobnie jak
miedzy dwoma sadami przeciwnemi A i E.



Rozdziat XI.
PROPORCJA (ANALOGIJA) LOGICZNA.

Do dziedziny'logiki daje sie przenie$¢ poza pojeciem harmo-
nji réwniez pojecie proporcjonalnosci po odczyszczeniu go od
momentéw ilosciowych. Daje sie to uczyni¢ tatwo, gdyz pro-
porcja, jako taka, posiada charakter wybitnie jakosciowy, ktéry
moze sie tylko, lecz nie musi, wigza¢ z pierwiastkiem iloscio-
wym. Wedtug Euklidesa (ks. VII, def. 20) cztery liczby two-
rzg proporcje (sg liczbami proporcjonalnemi, api9|xoi avaxXoYot)
jezeli pierwszg i trzecig mozemy otrzymaé, mnozac (lub dzie-
lac) drugg i czwartg przez te samg liczbe catkowita. Wobec te-
go za$, ze ta liczba catkowita bedzie tern, co nazywamy stosun-
kiem liczby pierwszej do drugiej i trzeciej do czwartej, wiec
okreslenie powyzsze jest réwnowazne z okresleniem proporcji
liczbowej, jako rdéwnosci dwoch liczbowych stosunkéw. Jezeli
teraz w pierwszem okre$leniu, zamiast méwi¢ o mnozeniu dru-
giego i czwartego cztona proporcji przez te sama liczbe, mo-
wi¢ bedziemy o mnozeniu logicznem przez ten sam element
jakosciowy drugiego i czwartego cztona (jakosciowego) dla
otrzymania pierwszego i trzeciego cztona (réwniez jakosciowe-
go), wtedy otrzymamy okre$lenie proporcji jakosciowej, logicz-
nej, przytem proporcji logicznej mnoznej (odpowiadajacej licz-
bowej proporcji geometrycznej). W podobny sposéb okreslimy
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przy pomocy dodawania logicznego proporcje logiczng dodaj-
ng (odpowiadajgcg liczbowej proporcji arytmetycznej). Te
okreslenia dwdch rodzajow proporcji (analogji) logicznej beda,
oczywiscie, rownowazne z okresleniem jej jako tozsamosci dwdch
stosunkéw logicznych (jakoSciowych) », wyrazonych przez od-
powiedni element logiczny (ten, ktéry w sposdb dodajny lub
mnozny przeksztatca czton drugi i czwarty na pierwszy i trze-
ci). Podczas gdy proporcja liczbowa byta tozsamoscig dwdch
stosunkéw ticzhowych czyhi ,,analogjg“ ilosciowa, proporcja
logiczna, jako tozsamos$é dwdch stosunkéw jakosciowych, oka-
zuje sie analogjg jakosciowa, czyli analogja we wiasciwem
tego stowa znaczeniu. Ten jej charakter specjalnie wyraznie
sie zaznacza, gdy powyzej podane okreSlenie proporcji logicz-
nej wyrazimy w ten sposéb: czton pierwszy proporcji tak po-
wstaje z drugiego przez dodawanie lub mnozenie logiczne,
jak trzecij z czwartego. Widzimy, ze tak pojeta proporcja lo-
giczna posiada wybitnie genetyczny charakter.

Wezmy czworke elementéw logicznych: a A- b, a, b, 0. Czy
tworzg one proporcje logiczng dodajna;

(aA-b)—a= b—0

Istotnie tworzg te cztery elementy proporcje logiczng, gdyz
czton trzeci (b) powstaje z czwartego (0) przez dodanie logicz-
ne elementu b, i w ten sam sposéb przez dodanie logiczne
elementu b powstaje czion pierwszy (a-\-b) z drugiego (a).

Tak samo rzecz sie przedstawia z czwoérka elementéw dwoi-
stych wzgledem poprzednich: ab, a, b, 1, i one réwniez tworzg
proporcje logiczng — tym razem mnozna;

ab:a="b:1
h Najogolniejsze za$ pojecie proporcji, obejmujgce proporcje zaréwno

ilosciowa, jak i jakosciowa, bedzie dane przez okredlenie jej, jako toz-
samosci dwoch stosunkéw wogole (por. odn. drugi na str. 135).
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albowiem pierwszy czion jej tak powstaje z drugiego, jak
trzeci z czwartego, mianowicie zapomocg pomnozenia przez
b™).

Podobnie jak proporcje algebry zwyklej dajg sie zobrazo-
wac geometrycznie, tak samo i proporcje logiczne czyli pro-
porcje algebry jakosci. Spéjrzmy na obraz ptaszczyzny lo-
gicznej, a przekonamy sie o tern przedewszystkiem, jezeli
chodzi o powyzszg proporcje logiczng dodajng. Mianowicie:
punkt b powstat z prostej O (0$ Obb') przez przeciecie jej pro-
stg b, i w ten sam sposéb powstat punkt aA- b z prostej a: tez
przecigé jg nalezato w tym celu prosta b. W proporcji wiec
dodajnej logiczno-geometrycznej: (a-\-b) — a~ b— 0 czlony
a A-b 1 b bedg to punkty-wyiwoxy z dwdch drugich cztonéw
linij prostych a i O przy pomocy prostej b (wartosci stosun-
ku).

Podobnie rzecz sie przedstawia z obrazem geometrycznym
proporcji logicznej mnoznej, dwoistej do powyzszej dodaj-
nej. Prosta b powstala z punktu 1 (punkt w nieskoriczonosci
1vs) przez pofgczenie tego punktu z punktem b, i w ten sam
sposob powstata prosta ab z punktu a: tez potaczy¢ go nale-
zato w tym celu z punktem b. W proporcji wiec mnoznej
logiczno-geometrycznej ab : a = b : 1 czlony ab i b bedg to
linje proste-wyiwovy z dwoéch drugich cztonéw punktéw a \ 1
przy pomocy punktu b (wartosci stosunku).

Musimy teraz zwréci¢ uwage na to, ze stosunki: ,(a-j-n)—a*
i ,ab :a“ nie sg jednoznacznie wyznaczone, gdyz nie jeden.

Powyzsze elementarne proporcje logiczne, ktorych pierwszym czto-
nem jest suma wzgl. iloczyn logiczny drugiego i trzeciego cztonu, czwar-
tym za$ logiczne 0 wzgl. 1, sg analogonem proporcyj arytmetycznych,
okreslajacych sume wzgl. iloczyn arytmetyczny, np.: 8 (~ 3+ 5) —3 = 5 —
—O0 lub 15 (=3.5):3 = 5:1.



135

lecz wiecej elementdéw spetnia warunek: x A-a = «+ 5 lub
xa ” ab.

Z tego wic wzgledu nalezy przy proporcji podawaé stosunek
(wartos$¢ stosunku), ktéry sprawdza proporcje i o ktéry w da-
nym przypadku chodzi.

Tak wiec pisa¢ nalezy:

(aA-b) —a= b —0(M@®" b
ab:a= b:1{Q,~b)

Jezeli teraz zapytamy, w jakim zwigzku pozostajg te nowe
stosunki, oznaczone znakiem i ,—"“ do stosunku ,<C‘, to
odpowiedz nie bedzie trudna, o ile tylko uswiadomimy sobie,
ze stosunek 1 ¢y posiada taka warto$¢, ktéra pomnozona lo-
gicznie przez y daje x, za$ stosunek @ — y taka, ktéra dodana
do y daje x. Z tego okazuje sie, ze w stosunku x : y jest st
mniejsze od y, w stosunku za$ x —y jest x wieksze od y, czy-
li, innemi stowy, w pierwszym przypadku mamy stosunek
n w drugim za$ x~"y. Tak Ze proporcje powyzsze mozna
bytoby réwniez pisa¢ w ten sposéb:

a"b~a —b”~0(D~Db)
ab a=b<.1(Q= b

Nawias, towarzyszacy réwnosci, wystarczy do poinformowa-
nia o znaczeniu, jakie posiada tu znak =, i zabezpieczy przed
mieszaniem proporcji logicznej, jako tozsamosci (réwnowarto-
$ci) Y dwoéch stosunkéw, z réwnowaznoscig dwoéch stosunkdw,
t. j. z ich wzajemnem wynikaniem.

1) Zamiast D = b mozemy pisa¢ wprost (+ b), zamiast Q - b wprost

(X Mowilismy tu niejednokrotnie o proporcji logicznej, jako to2samosp'ci
dwoch stosunkow jakosciowych. Postaramy sie teraz w mysl wywodow
rozdziatu 3-go tomu I-go — blizej sprecyzowaé to pojecie tozsamosci stosun-
kow, jak réwniez i odrebnosci elementéw w proporcji logicznej. Istotnie,
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Wezmy teraz pod uwage proporcje bardziej ogélnej na-
tury:
ab:a=b:a b b)

Przedewszystkiem wskazuje nam ona — jak tego zresztg
mozna bylo sie spodziewaé, znajgc wiasnosci dodawania
i mnozenia logicznego — ze trzy cziony proporcji logicznej
nie wyznaczaja jednoznacznie czwartego, nawet przy tej sa-
mej wartosci stosunku, ktéry w nich wystepuje. Przed chwilg
bowiem mieliSmy proporcje o tych samych, co teraz, trzech
cztonach, czwartym za$ odmiennym, mianowicie proporcje:

ab: a— b : 1przy Q réwniez = b.

jak sie tego nalezato spodziewac, i w proporcji o elementach logicznych czy
topologicznych odnajdujemy dwa momenty: kategorjalno$¢ i substratowosc,
przytem zardéwno, jezeli chodzi o stosunki, jak i o elementy proporcji (ana-
logji) logicznej.

WeZmy np. proporcje:

(ab) ~a = b—0(-\-b),

dla uproszczenia za$ jej obrazu geometrycznego przyjmijmy, ze wszystkie
jej elementy sg punktami (rys. 3). Jej cztony analogiczne, punkty a-rb i b,
maja wspolny element — prosta b i podobnie jej czitony analogiczne, punk-
ty i 0, majg wspolny element — prostg 0. Ot6z te proste b i 0 (—aa") beda
to elementy kategorjalne, ktore sie roznicujg przy pomocy réznych substra-
téw - prostych Wi 0 (= bb'}, tworzac dwie pary punktéw analogicznych:
a+biboraz ni @ W ten sposdb w elementach analogicznych naszej ana-
logji logicznej widzimy wyraznie skiadajagce je momenty tozsamosciowe
(kategorjalne) i roznosciowe (substratowe). | podobnie ma sie sprawa sto-
sunkéw w analogji logicznej. Stosunki: (a+ b do a) i (b do 0) przedstawia-
ja w istocie rzeczy ten sam kategorjalny stosunek ¢ do O (stosunek miedzy
prostemi kategorjalnemi b i 0), tylko ze raz skonkretyzowany w postaci sto-
sunku punktéw w substracie a, drugi za$ raz w stosunku punktéw w sub-
stracie 0. Tak wiec to, co w skroceniu nazywamy tozsamoscig stosunkow,
w analogji logicznej, sciSle rzecz biorac, okazuje sie ich izokategorjalnoscia
przy odrebnosci substratow.

W przypadku, gdy elementy analogiczne bedg linjami prostemi, ich ele-
mentami kategorjalnemi beda punkty, w ktoérych te proste tkwig, jako sktad-
niki — por. nizej o analogji dwoistej (analogji sktadnikéw), dodatek B.
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Rzecza interesujaca bedzie przesledzi¢ geometrycznie, jak
dwie proporcje powyzej przez nas wzmiankowane;

'(1) dodajna: (@ A-b)—a= b—0 b\

(2) mnozna; ab : a~ b : 1 [XDb]
przechodzg przez zamiane O na i 7 na a-\-b w proporcje,
jedng dodajng, drugg mnozng o tych samych algebraicznie
elementach (tylko w innym porzadku);

(N (@\rb) — a b—ab [+ 7]

(2)ab :a~ b:aA-b [XD]

Proporcja dodajna (1), jak pamietamy, przedstawia sie prze-
strzennie w postaci; —b,lgfb i wobec tego, ze punkt b moz-
na otrzyma¢ réwniez przez przeciecie prostej b nie z osig 0,
lecz z prosta ab — moze by¢ przeksztatcona na proporcje (1Y)

b a‘b
o strukturze X. L . Ot6z na strukture o tych samych alge-

braicznie elementach mozemy przeksztatci¢ proporcje mnozng
0 postaci , ZWrociwszy uwage na to, ze prostg b

mozna otrzymaé réwniez przez potgczenie punktu b nie z punk-

tem w 00-Ci lecz z punktem aA-b. Wtedy wiasnie otrzy-

mamy mnozng proporcje logiczno-geometryczng o strukturze
b a™

, przyczem w dziedzinie przestrzennej okaze sie, ze te

dwie proporcje (V) i (2) o pozornie tych samych elementach,
w istocie rzeczy posiadajg elementy dwoiste, albowiem w
pierwszej proporcji a jest prostg, czton za$ b jest punktem.
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natomiast w drugiej czton a jest punktem, czlon za$ b jest
prosta, poza tern za$s wyktadnik (wartos€) stosunku w pierwszej
proporcji przedstawia sie pod postacig prostej b, w drugiej
za$ pod postacig punktu b. Znéw spotykamy sie tu z tem
ciekawem zjawiskiem, Ze dziedzina przestrzenna ostatecznie
dopiero wykazuje nam nieujawniong catkowicie w dziedzinie
algebraicznej dwoisto$¢. Widzimy, jak przestawienie termi-
néw krancowych wigze sie tu ze zmiang charakteru propor-
cji (z dodajnego na mnozny), ta za$ zmiana wyraza sie w zmia-
nie elementdéw proporcji na elementy dwoiste.

Proporcja: ab: a= b: 6+ & jest proporcjg bardzo
wybitng, gdyz mamy w niej przeniesiong na grunt jakoscio-
wy t. zZw. proporcje muzyczna.

Przez proporcje muzyczng rozumie sie proporcje geome-
tryczna, wiazaca S$rednig arytmetyczng i $rednig harmoniczng
elementéw a \ b r temi elementami, mianowicie:

aA-b . 2ab
A S

Proporcja ta zawdziecza swa nazwe temu, ze wigze ona wy-
sokosci: tonu podstawowego (a), jego oktawy (b), kwinty (kté-

ra jest $rednig harmoniczng tonéw a i b czyli

kwarty (ktéra jest $rednig harmoniczng tonéw a "\b czyli 2ab ).

Otéz w proporcji logicznej
ab:a= b:a b[XnA
natychmiast odpoznamy proporcje muzyczng w jej jakoscio-
wym charakterze, o ile tylko przypomnimy sobie, ze Sredniej
arytmetycznej elementéw a i b odpowiada w dziedzinie lo-



139 —

giki iloczyn logiczny tych elementéw, $redniej za$§ harmo-
nicznej — ich suma logiczna.

Pomijajac tu wywod systematyczny wiasnosci proporcyj lo-
gicznych, zatrzymamy sie jedynie na tej ich elementarnej wia-
Sciwosci, ktéra polega na tern, ze suma logiczna wyrazéw kran-
cowych w proporcji logicznej dodajnej (wzgl. iloczyn logicz-
ny tych wyraz6w w proporcji mnoznej) jest réwnowazna su-
mie logicznej (wzgl. iloczynowi logicznemu) jej wyrazéw $rod-
kowych.

Wiasciwos¢ ta wynika natychmiast z okreSlenia proporcji
logicznej, jako takiego zespotu 4 cztonéw, w ktérym czion
pierwszy tak powstaje z drugiego przez dodawanie lub mno-
zenie logiczne, jak trzeci z czwartego.

Niechaj cztery elementy x» vyi, x* stanowig proporcje
logiczng dodajng i niech Xx powstaje z oraz Jb z y, przez
dodanie logiczne elementu a.

Wtedy:
Xi W a
X2 = ¥2 a

+ Y2= M+ 0+ ¥Y2= 31+ 32+ 0= M+ ~2 ch.dd
I analogicznie dla twierdzenia o réwnowaznosci iloczynow
wyrazéw Srodkowych i krancowych w proporcji logicznej
mnoznej. Mianowicie niechaj cztery elementy yX, Xz, y2
stanowig proporcje logiczng mnozng i niech Xx powstaje z yi.
oraz Xz z ¥> dzieki pomnozeniu logicznemu przez element a.
Wtedy:
~M”™o
Xz' y2 N
2= Y.a.¥:= yi1Y2+W= Ya2c.b.d. d.
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Przytem — w przeciwienstwie do proporcyj ilosciowych —
z réwnosci (réwnowaznosci) sumy logicznej, wzgl. iloczynu, wy-
razéw S$rodkowych i krancowych nie wynika bynajmniej, ze
taka czworka wyrazéw tworzy proporcje logiczng (przyktad
nizej).

Ta wiasnos¢ réwnowaznosci sumy logicznej, wzgt. iloczynu
logicznego, elementéw S$rodkowych i krancowych, stanowig-
cych proporcje logiczng, zbliza czwoérke logicznych elementow
proporcjonalnych do znanej nam juz czworki logicznych ele-
mentéw harmonicznych. Albowiem i w grupie harmonicznej
sumy logiczne, wzgl. iloczyny logiczne, elementéw harmonicz-
nie sprzezonych sa sobie réwnowazne. Zachodzi wobec tego
pytanie, czy wszelka czwérka logicznych elementéw propor-
cjonalnych stanowi czworke harmoniczng, i czy wszelka
czworka harmoniczna przedstawia proporcje?

Otéz, gdyby rownowazno$¢ sum logicznych, wzgl. iloczy-
néw, elementéw dwdéch par stanowita juz o proporcjonalnosci
tych elementéw, to wszelka czworka harmoniczna, jako ze po-
siada te wilasno$¢ réwnowaznosci sum, wzgl. iloczynéw lo-
gicznych, bylaby réwniez czwérka proporcjonalna; podobnie,
gdyby wspomniana réwnowazno$¢ stanowita juz o harmo-
nicznosci grupy tych elementéw, to wszelka czworka propor-
cjonalnych elementéw, jako ze te -wiasno$¢ rownowaznosci
posiada, bytaby juz tern samem czworkg harmoniczng. Wtedy
wiec wszelka proporcja przedstawiataby grupe harmonicznych
elementéw, i odwrotnie. Ale tak nie jest. Wiemy bowiem, ze
ta wiasnos¢ réwnowaznosci sum logicznych, wzgl. iloczynéw,
dwdch par elementéw skojarzonych nie wystarcza do nada-
nia czwoérce elementéw charakteru harmonicznosci (por. str.
114), podobnie jak nie wystarcza do nadania jej charakteru
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proporcjonalnosci. To za$§ znaczy, ze z proporcjonalnosci
czworki elementdéw nie wynika ich harmoniczno$¢, ani z ich
harmonicznosci — proporcjonalnosé. Nie znaczy to jednak,
oczywiscie, ze wogole niema zespotéw czworkowych réwno-
czesnie proporcjonalnych i harmonicznych.

WeZmy pare przyktadow, ilustrujacych wyzej omoéwione
stosunki miedzy proporcjg logiczng a logiczng grupa harmo-
niczng. A wiec np. grupe harmoniczng lOa ze str. 107:

(af-\-b) (a-* b"), a, a b , b,
grupe 4 punktéw o podkiadzie ab.

Otéz itoczyny ich elementéw sprzezonych sg sobie réwno-
wazne [((/-\-b) (ab') X (ab) = a X b], jednakze te
dwie pary elementéw nie stanowig proporcji, nieprawdg bo-
wiem jest, ze:

("A-b)a b):a ~ b:a b

Natomiast cztery elementy ab, a, b, a b stanowig znang

nam proporcje logiczng (muzyczng):

ab:a—b:a b[¥Y-Db]
lecz chociaz mamy tu: ab ~ (@ b) —a Y. b, jednakze ta
czworka elementéw nie stanowi grupy harmonicznej, albo-
wiem element, stanowigcy pare z elementem a-\-b, nie jest tu
elementem granicznym, nie jest (a'-\-b) (a-\-b'), lecz jest ab.

Z drugiej jednak strony moga istnie¢ czworki elementow,
taczace w sobie zaréwno cechy harmonicznosci, jak i pro-
porcjonalnosci. Np. grupa punktéw (5a ze str. 107):

1, 4a 0 a

jest nietylko grupa harmoniczna, lecz réwniez przedstawia
proporcje, albowiem (/ tak powstaje z 1, jak 0 z a, mianowicie
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przez X f/. W ten sposéb dwie powyzsze pary elementéw har-
monicznie sprzezonych stanowig, istotnie, proporcje:
O:a= a'":1/x a"],lubinaczej0 a= a' <C1l/X<ly
Podobnie stanowia proporcje wszystkie czworki harmonicz-
ne, lezace na prostych, réwnolegtych do osi poziomo-piono-
wych (la—~6a), i czwérki do nich dwoiste (Ib—=6b).



CZESC V.

LOGIKA ARYTMETYCZNA | AKUSTYCZNA.






Rozdziat XII.

LOGIKA GEOMETRYCZNO-ARCHITEKTONIGZNA
A ARYTMETYKA.

Architektonik” logiczng odnajdujemy roéwniez w dziedzinie
arytmetycznej, w dziedzinie liczb, ktéra zwykle uchodzi za te-
ren obcy wszelkim jakosciowym zwigzkom. Otdz na przykta-
dzie trzech pitagorejskich srednich — sredniej arytmetycznej,
harmonicznej i geometrycznej — postaramy sie wykaza¢, w jak
wysokim stopniu struktury logiczne przenikajg $wiat arytme-
tyczny, odwzorowujac sie w tym Swiecie m. in. w postaci
wspomnianych trzech $rednich. Ujawni sie logiczna natura
tych trzech podstawowych zwigzkéw arytmetycznych, i zjawi
sie mozliwo$¢ wykrycia pewnych nieznanych dotychczas sto-
sunkéw, zachodzacych miedzy niemi, przez uSwiadomienie so-
bie tych struktur jakosciowych, ktérych sa one wyrazem.

Kwestje te poruszylisSmy juz w tomie I-ym , Architektonik!
Swiata“ (por. tam str. 90—94). Obecnie zajmiemy sie nig blizej
nieco i gruntowniej. Wiemy juz (por. przedewszystkiem str. 100
i 101 obecnego tomu), ze $rednia arytmetyczna odwzorowuje ilo-
czyn logiczny, $rednia za$ harmoniczna — logiczng sume. Musi-
my jednak uprzytomnic sobie teraz, ze to odwzorowanie nie jest
bezwzgledne, lecz jest poddane pewnym warunkom.
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Nie mozna go stosowa¢ wtedy np., gdy chcemy zarytmety-
zowaé zwigzek logiczny, wyrazajacy réwnowaznos$¢ miedzy
sumg (wzgl. iloczynem logicznym) i jednym ze skladnikéw
tej sumy (wzgl. iloczynu), powiedzmy zwigzek (niezawsze zresz-
ta zachodzacy) a — a b, albowiem S$rednia harmoniczna
(wzgl. $rednia arytmetyczna) dwoch réznych liczb nigdy nie
moze by¢ rowng jednej z tych liczb. Jezeli wiec mamy jaki-
kolwiek wzér logiczny, wyrazajacy réwnowaznosé elementu
prostego z pewng funkcjg elementéw, w skiad ktoérych wcho-
dzi dany element prosty, to w mowie bedace odwzorowanie
tego wzoru wtedy tylko da sie przeprowadzi¢, gdy wylgczone
zostana przypadki, sprowadzajace dany wzor do typu a = a -\
- b, wzgl. a — ab.

Jezeli np. chcemy w sposob powyzszy odwzorowaé arytme-
tycznie zasade dichotomiji:

a—(@ b@a b
to uczyni¢ to mozemy tylko pod tym warunkiem, ze b a
ib" a Warunek ten bowiem jest rownowazny temu, ze a-\-b'
¢ lia b 1 (por. wzor N na str. 29), co zabezpiecza za-
sade powyzszg przed redukcjg do postaci, niedajgcych sie
W omawiany sposéb zarytmetyzowad.

Analogicznie warunek zarytmetyzowania zasady dichotomji

dwoistej wzgledem poprzedniej;

a — ab A ab’
bedzie polegat na tern, by a b i a Ai b', to za$ jest réwno-
wazne temu, by ab® ® 0 i a? ® 0 (por. wzér P na str. 29).
Wtedy zasada a ~ ab  ab' zabezpieczona jest przed reduk-
Cja do postaci a ~ ab wzgl. a — ab', niedajacych sie w oma-
wiany sposob zarytmetyzowad.

Powyzsze warunki, ktorym podlega zarytmetyzowanie lo-
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gicznych wzoréw dichotomji, nie sg wiec niczem innem, jak
warunkami, zabezpieczajgcemi normalno$¢ dichotomji, jej
dwucztonowosé, i sprowadzajg sie one — jak to sobie przy-
pominamy (por. str. 120—125) — do tego, by a znajdowato sie
w stosunku neutralnosci wzgledem bi b [jesli chodzi o wzér:
a = (aA-b) (a-A-b")J wzgl. w stosunku dwoistej neutralno-
sci [jezeli chodzi o wzor: a = ab ab']. Te za$ stosunki neu-
tralnosci okreslilismy wiasnie w ten sposob:

pierwszy:lf/]«z 5 a){b'qdra)

drugi: ‘Y\\=a= {a<"b)A-{fa<"b") —{b'<e a')-\-{b"a') =

Jezeli teraz zdotamy w dziedzinie liczb odpozna¢ ten stosu-
nek logiczno-geometryczny neutralnosci, jezeli zdotamy prze-
ttomaczy¢ go na jezyk arytmetyczny, tak jak przettomaczy-
liSmy na ten jezyk pojecia sumy i iloczynu logicznego, to od-
wzorowaniu arytmetycznemu zasad dichotomji nic juz na
przeszkodzie sta¢ nie bedzie.

Azeby odpozna¢ w dziedzinie arytmetycznej stosunek lo-
giczny neutralnosci, musimy dobrze uswiadomi¢ sobie jego
najog6lniejszag nature, polegajacg na tern, ze element a nie
sktania sie ani ku elementowi b, ani ku odwrotnosci (negacji)
b, elementowi b', ze zajmuje miedzy niemi neutralne wiasnie,
Srodkowe, Srednie miejsce. Nasuwa sie tu natychmiast mysl,
Ze ten element a, neutralny miedzy elementami b i b', przed-
stawia sie w dziedzinie liczb w postaci jakiej$ $redniej miedzy
dwiema liczbami. Lecz jakiej Sredniej?

Srednia arytmetyczna odwzorowuje juz sume logiczna, $red-
nia harmoniczna — iloczyn logiczny, i dla odwzorowania ele-
mentu neutralnego pozostaje tylko $rednia geometryczna. Je-
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zeli jednak tak jest w istocie rzeczy, to srednia geometryczna
bedzie odwzorowywata nietylko stosunek neutralnosci pro-
stej, lecz i dwoistej. Elementy bowiem b \ b' w wzgledem sie-
bie w stosunku negacji, ich odpowiedniki arytmetyczne sg
wiec wzgledem siebie w stosunku odwrotnosci (por. str. 100),

i Srednig geometryczng miedzy niemi bedzie 1 ™ : 1 =
Ta sama jednak 1 odwzorowuje nietylko element a, lecz
i negacje a czyli element a', albowiem odwrotnoscig 1 jest y

— 1. A wiec $rednia geometryczna miedzy dwiema odwrotno-

sciami iy j odwzorowuje nietylko stosunek lecz i sto-
sunek 7] a', ktéry jest rbwnowazny — jak juz wiemy — dwoi-

stej neutralnosci elementu a wzgledem b i b, t ]. =

Teraz mozemy juz przeprowadzi¢ odwzorowanie arytme-
tyczne zasad dichotomji, positkujac sie naszym stowniczkiem:
logiczny iloczyn — $rednia arytmetyczna,

logiczna suma — $rednia harmoniczna,
logiczna $rednia neutralna — $rednia geometryczna,
pamietajac przytem o warunkach, ktérym czyni¢ muszg zado$¢
wystepujace tu elementy.
Otrzymamy pewne — dotychczas nieznane — zwigzki tgczace
3 $rednie arytmetyczne, ktére dajg sie sformutowaé w nastepu-
jacych 3 twierdzeniach .

V W twierdzeniach tych zamiast elementu— (‘odpowiadajgcego elementowi lo-

gicznemu b") wystepowa¢ moze element ogdlniejszy w postaci ¢, tak ze dla

¢ = ~ bedziemy mieli poszczegdlny przypadek tych twierdzen (‘patrz nizejj.
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Twierdzenie 1.

Jezeli a jest Srednig geometryczng miedzy b i c (bc ~ &),
to $rednia arytmetyczna ze srednich harmonicznych z a \' b
oraz a i c jest rowna a (tw. | aj i odwrotnie (tw. I 3]

Twierdzenie 11 (dwoiste do ).

Jezeli a jest $rednig geometryczng miedzy b i ¢ (bc — ),
to $rednia harmoniczna ze Srednich arytmetycznych z a i b
oraz a i ¢ jest rowna a (tw. Il aj i odwrotnie (tw. 11 R3).

Twierdzenie 111 (wniosek z tw. | i II).

Jezeli a jest srednig geometryczng miedzy b \ ¢ (bc — &),
to $rednia arytmetyczna ze $rednich harmonicznych z a i b
oraz a i c jest rowna $redniej harmonicznej ze $rednich aryt-

metycznych z powyzszych elementow (tw. Il aj i odwrotnie
(tw. 111 Bj
Dowdd twierdzenia |I.
a) Hab= $r.harm, za \b — 2ab ;Asb= §r.arytm. zaib= a-\-b
2ab 2ac
Ahy N/ d\vD c ab ac
s a\b ate
__ab (al-c) -\-ac (a-\-b) a'M-b"2abcA-ad
(a-"b) (a-"c) a'M-\-abA™acbc
(Th-\-2a.

Jezeli bc= aj to AnN. = cA-\-ab-\-acAr(A -

a* [2aA-b-"c)
a [2a\-b\~)

c. b d d

___CAb-\-2abc-\-(Tc __
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d"b-]-2abc-A-d™c = aA-a”b-\-a”c-\-abc

abc —
bc—a™ c.b. dd
Dowod twierdzenia Il.
(a-\rb) (&\—)
‘de N a-\-b | a-j-c a-A-b-\-aA-c
—j--\ Y~
a™\-ab-\- ac-\~a"
2a-\-b-\-c
- _ c™-\-ab-"~acAch a{2a-\-bA-c)
Jezeli b = a% to Hay. Ay 2a-"b-\-c 2a-\-b-\-c
a. c. b.d d
ab ac
P-\-oh~\-cicA™oc — [
bc~cfi. c. b d d
Dowod twierdzenia 1l1.
a; Jezeli bc — to AWM H,A=a (laj i AN ~a(llc()).
A wiec, jezeli bc = a, to b Mab- Mac.
aj . i allA-2abca4d__ a™\-ab-\-ac-]-bc
%b'frac Nab- "ac> 2a~\-b-\-C

(a™~\-abA-ac"bcP — (a4-\-2abc-]-ah) (2a-\-b-\-cJ;
a-\~ciN\-cic-\-HeN-\~2ab-\-2a"c-\-2abe-\~2abe-\-2ab4-\-2abc™ =
= 2a"b-\-4a"bc-\-2a"c-\-a4"-\-2aHcA-adc-\-a"bc-A~2abc-A-adh -,
a™M\-2a"oe-\-ber = datbe;  —2a%cA-b'Aeh=0) (c?—bci*— G,

bc ~ an ¢, b. d d
Poszczegllny przypadek tych twierdzenn otrzymujemy dla

c= Wtedy trzy interesujgce nas twierdzenia logiczne, do-
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tyczace dichotomji, odwzorowujg sie w trzech ponizszych
twierdzeniach arytmetycznych.

Twierdzenie logiczne Twierdzenie arytmetyczne
Jezeli a jest érednig neutralng Jezeli «jest $rednig geome-
miedzy b i b, to tryczna miedzy b to
1) a = (a\b) (a\-b), gdzie V) a= ApM ) lodwr.
a-A-bAN, i odwr.
2) a~ab-\-ab', gdzie «&®0, 2 a iodwr.
ab’® Q i odwr.
3) (a-\-b)(a-\-b") = abA-ab’, “H e

gdzie (a-\-b) 1, a-\-b" ™ 1, i odwr.
ab ® 0, ab' ® Qi odwr.

Widzimy tedy, ze istotnie logiczna $rednia neutralna od-
wzorowuje sie arytmetycznie, jako S$rednia geometryczna,
podobnie jak logiczna $rednia typowa (iloczyn logiczny) od-
wzorowuje sie — jak juz o tern wiemy — w postaci $redniej
arytmetycznej, i jak logiczna $rednia catosciowa (suma logicz-
na) odwzorowuje sie w postaci $redniej harmonicznej.

Widzimy tu zastanawiajgcq odpowiednio$¢ miedzy Swiatem
logiki, $wiatem jakosci i $wiatem liczb. Swiat bowiem liczb
okazuje sie niepozbawionym jakosciowego charakteru, jezeli
jego $rednie tak Scisle odpowiadajg Srednim logicznym, ja-
kosciowym. | w arytmetyce wiec mozna mowi¢ o liczbach,
ktére sgq jakgdyby $redniemi typowemi wzgledem innych liczb,
oscylujacych wokoto nich, jakgdyby je ro6znicujacych, tak
np. jak okoto 2 (Sredniej arytmetycznej dla 1 i 3} oscy-
lue 1= 2 (1) i3= 2& (JI-1); albo tez o liczbach,
stanowiacych catosci jakosciowe innych liczb, te catosci, kto-
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re zwiemy S$redniemi harmonicznemi dwdch liczb; wreszcie
widzimy tam liczby S$rednio-geometrycznie proporcjonalne
wzgledem dwoch liczb, liczby nieprzechylajace sie ku zadnej
stronie, liczby realizujgce w swym Swiecie jakoSciowg kate-
gorje neutralnosci. | jezeli w tych $rednich dziedziny aryt-
metycznej zwr6ci¢ uwage na te ich jakosciowa strone, to po-
krewienstwo tych liczb z odpowiedniemi S$redniemi pojecio-
wemi (logicznemi) bedzie tak wyrazne i tak zresztg zado-
kumentowane przez odpowiednio$¢ twierdzen, ktére ich do-
tycza, ze Smiato i S$ciSle bedzie mozna zastosowaé¢ do nich
nazwe platonska: apiOtxal eloTlUy,oi = liczby idealne = licz-
by-idee, liczby-pojecia. Podobnie wiec, jak méwimy o geo-
metrji jakosciowej, mowi¢ mozemy i o0 arytmetyce jakosci,
i — jak widzimy — ta arytmetyka jakosci, tak zresztg jak
i geometrja jakosci, znajduje sie w najscislejszym zwiagzku
z logika.

Spéjrzmy teraz w zwigzku z powyzszem na nasz podstawo-
wy diagramat logiczny, na naszg charakterystyke geometrycz-
ng (rys. 3). Normalne a zajmuje w niej neutralne potozenie
wzgtedem n i b, podobnie b wzgledem a i d. Otdéz, jak gte-
boka odpowiednio$¢ taczy te logiczng przedstawicielke neu-
tralnosci z jej odpowiednikiem arytmetycznym, mozemy sie
przekona¢, rozpatrujgc zagadnienie wstawiania dwoch $red-
nich (geometrycznych) proporcjonalnych miedzy dwie dane
liczby — zagadnienie Scisle zwigzane z t. zw. problemem delij-
skim.

Niechaj a i b bedg temi liczbami. Szukamy x i y takich,
aby:

a: X~ X:y
X:y—y:b
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/Czyli ay = i bx =y a wiec ab= xy, skad x*= a™M i
iys _ ab™

Analog-onem logicznem tego zagadnienia bedzie nastepuja-
ce: wstawi¢ dwie $rednie neutralne miedzy dwa dane ele-
menty logiczne a i b {wierzchotki wewnetrznego kwadratu).
Szukamy wiec takich elementéw logicznych x iy, aby

el. X byt Srednig neutralng miedzy a iy, za$

el. y byt $rednig neutralng miedzy x i b.

Te dwa elementy natychmiast odpoznajemy w dwoch po-
zostatych wierzchotkach kwadratu wewnetrznego. Wiemy bo-
wiem, ze normalne bl przedstawia wiasnie $rednig neutral-
ng miedzy a \d, d za$ srednig neutralng miedzy d i b, tak ze x
jest to wierzchotek b', y za$ wierzchotek d:

d — drednia neutralna miedzy a i a', za$
a' — $rednia neutralna miedzy d i b.

Poréwnajmy z tern teraz ten sposéb, w jaki Platon — tak
glosi przynajmniej tradycja — rozwigzywat w zwigzku z pro-
blematem delijskim to zagadnienie w dziedzinie ilosciowej,
jako wstawienie dwoch $rednich (geometrycznych) proporcjo-
nalnych miedzy dwie dane wielkosci /.

Postepujemy tu tak oto zgodnie z konstrukcja, przypisywa-
ng Platonowi”. Od punktu 0 przeciecia dwoch prostopa-
diych osi odktadamy na jednej z nich odcinek wielkosci a do
punktu A, na drugiej — odcinek wielkosci b do punktu B
(por. rys. 12). Przez punkt B przechodzi bok BC prostokata
BEDC, ktorego drugi bok DE, réwnolegty do BC, przechodzi
przez punkt A, za$ wierzchotek C lezy na osi OA. W pro-

N Por. M. Cantor. Vorlesungen Uber Geschichte der Mathematik, 1880,
tom |, str. 195 oraz A, Herrmann. Das Delische Problem, 1927, str. 43
(Mathem.-physikalische Bibliothek, Nr. 68, Teubner).
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stokacie tym boki BE i CD moga sie odpowiednio zwiekszacé
lub zmniejsza¢, albowiem bok BC jest ruchomy (moze sie prze-
suwa¢ rownolegle do DE). Teraz obracamy czworokat ten

okoto punktow B \ A, co w zwigzku z przesuwalnoscig boku
BC pozwoli nam doprowadzi¢ punkt D do potozenia D' na
osi OB (punkt za$ C zajmie przytem potozenie C' na osi OA).
Wtedy OD' i OC' bedg szukanemi $redniemi proporcjonalnemi
JT iy, albowiem z trojkatow prostokgtnych AD'C' i D'C'B
otrzymujemy:
X=Xy
X:y=y:b
Juz rzut oka na powyzszg konstrukcje, Platona wystarcza, by
stwierdzi¢ zasadnicze pokrewienstwo w rozwigzaniu poréwny-
wanych przez nas zagadnien. Dwie $rednie neutralne wsta-
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wione miedzy dwa wierzchotki kwadratu, lezagce na osiach
(por. rys. 3), okazujg sie dwoma punktami, z ktorych jeden
lezy na osi, przechodzacej przez 0 i b, drugi na osi, przecho-
dzacej przez 0 i a; dwie za$ $rednie geometryczne wstawione
miedzy dwa punkty, lezace na osiach (por. rys. 12), okazujg
sie wyznaczone (jako odcinki) przez dwa punkty, réwniez le-
zgce na osiach; jeden na osi, przechodzacej przez 0 i B, dru-
gi na osi, przechodzacej przez 0 i A. Przy tern zasadniczem
pokrewienistwie konstrukcji dwdéch Srednich neutralnych i dwach
Srednich geometrycznych zachodzi, oczywiscie, zasadnicza
réznica punktow widzenia; w drugim .przypadku chodzi o
wielkoéci odcinkdw wyznaczone na czterech osiach, o wielko-
sci a, b, X, y, a wiec o odlegtosci punktéw na osiach od po-
czatku wspotrzednych; w pierwszym natomiast odlegtosci te sg
calkowicie obojetne, chodzi za$ o samo potozenie tych punk-
téw, o to, ze lezg one wiasnie na tych osiach symetrji, na
osiach neutralnosci, wszystko jedno blizej czy dalej od po-
czatku wspotrzednych. Mamy tu to samo zagadnienie w dwdch
odmiennych postaciach: jakosciowej i ilosciowej, i w dwdch
postaciach widzimy tu elementy s$rodkowe, jako logiczng
Srednig neutralng i $rednig geometryczng (ilosciowa). Ta ilo-
sciowa strona S$redniej geometrycznej wyodrebnia jg od Sred-
niej logicznej, z ktéra znéw identyfikuje ja jej strona jako-
Sciowa.

Posuniemy sie teraz o krok dalej i, korzystajac z odpo-
wiedniosci elementow wewnetrznego i zewnetrznego kwadra-
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tu, ktérg poznalismy z rozdziale V (por. str. 72, 73), postaramy
sie znalez¢ srednie neutralne réwniez miedzy elementami ze-
whnetrznego kwadratu (por. rys. 3). Zachodzi, mianowicie, odpo-
wiednio$¢ miedzy wierzchotkami a, b, b', a° wewnetrznego
kwadratu i wierzchotkami a A-b, a~ b, ~ b, d b' kwa-
dratu zewnetrznego, i nasuwa sie nieodparcie mysl, ze jezeli a
jest Srednig neutralng miedzy b i b', to takaz neutralng bedzie
réwniez element a A- b w stosunku do i+ ¥ i o'+ 6. Powta-
rza sie tu, niewatpliwie, ta sama konfiguracja, jaka istniata
miedzy a, b i b'; i tu rowniez mamy trzy wierzchotki tréjkata
(a-\~b, a-\-b', a'-\-b), opartego o o§ wspdtrzednych, tylko orjen-
tacja tu jest zmieniona z pionowo-poziomej na skosna. Mysdl
ta zyskuje jeszcze na pewnosci, jezeli przyjrzymy sie blizej
tym elementom ztozonym. Ot6z istotnie a-{-b zajmuje miedzy
dwoma pozostatemi potozenie S$rednie, jednakowo od nich od-
legte pod wzgledem jakosciowym. Od a-~b' rézni sie zna-
kiem b, od a-\-b znakiem a, a rdznice te sg tej samej warto-
$ci, tego samego znaczenia wobec zupetnie symetrycznego udzia-
tu elementu a i elementu b w sumie a-\-b.
| tak samo sprawa sie przedstawia w dziedzinie dualne;j:
podobnie jak prosta a zewnetrznego kwadratu byta S$rednig
neutralng miedzy prostemi do niej prostopadiemi b i b', tak
samo w wewnetrznym kwadracie prosta ab musi by¢ S$rednig
neutralng miedzy prostemi do niej prostopadtemi ab' i (/b.
Oczywiscie, neutralno$¢ elementu ab i elementu aA-b w sto-
sunku do oboklegtych uwarunkowana jest normalnoscig tych
elementéw, inaczej méwiagc, normalnoscia w gre tu wchodza-
cych dichotomij. Zaréwno wiec dichotomija;
a = (a\-b) (aA-b") i a = abA-ab’
jak i b= (a-"b) (@F-\-b) i b = abA-c"Db,
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muszg by¢ normalne, co, jak wiemy, jest uwarunkowane tern,
ze a jest $rednig neutralng (zwykla i dualng) miedzy b i b', za$
b miedzy a i a".

W ten spos6b otrzymujemy twierdzenie:

Jezeli a jest $rednig neutralng miedzy b' i b, za$ b $rednig
neutralng miedzy a i  (innemi stowy, jezeli a i sg dwiema
Sredniemi neutralnemi miedzy b' i a'), to a\~b jest $rednig neu-
tralng miedzy a-~b' i af-A-b, za$ ab miedzy ab' i a'b. Jezeli jed-
nak tak jest, to prawdziwem by¢ musi réwniez twierdzenie aryt-
metyczne, ktére otrzymamy jako odwzorowanie powyzszego
twierdzenia przy zamianie logicznej ,$redniej neutralnej* na
»Srednig geometryczna®, ,sum logicznych* (Srednich catoscio-
wych) na ,$rednie harmoniczne® i ,,iloczynéw logicznych” (Sred-
nich typowych) na ,$rednie arytmetyczne“.

Otoz istotnie — rezygnujac z tego, zeby dwa z powyzszych
czterech elementéw prostych byty negacjami (odwrotnosciami)
dwoch pozostatych ) — mozemy dowie$¢ ponizszego (dotych-
czas nieznanego) twierdzenia arytmetycznego.

Twierdzenie 1V.

Jezeli a jest $rednig geometryczng miedzy d i b?), za$ b
jest $rednig geometryczng miedzy a i ¢ (innemi stowy, jezeli
a i ®sa dwiema S$redniemi geometrycznemi miedzy & i c¢”), to
$rednia harmoniczna z a i @ jest Srednig geometryczng dla
$rednich harmonicznych z a \'d oraz z b \ ¢ — oraz dwoiscie-..

* Por. odnosnik na str. 148.

) Czyli d: a= a-.b lub —hd

®Czyli a: b~b:c lub b= ac.

*) Oba warunki tgcznie dajg:  b*= abdc czyli ab= cd.



158

Twierdzenie V.

Jezeli a jest Srednig geometryczng miedzy d i b, za$ b jest
Srednig geometryczng miedzy a i ¢, to Srednia arytmetyczna
z B i ™ jest $rednig geometryczng dla s$rednich arytmetycz-
nychzaidoraz zbi¢.

Dowdd twierdzenia 1V.

A 2ab 2bc 2ad
Hab a-/\b' Hbc b'\"“C’ Had a__\__d

IHabP ) apg «
4 bc.ad 4ab . cd

Hoc. Had — r o) (ard)  ab-\-ac-A~bd-cd

Jezelim — bd, H — ac i przeto ab= «cd, to

4 .ab .ab 4a2H
(@\bp ~ [HabP c. b d d

Dowdéd twierdzenia V.

w TP A= A, ovd
-~bP

pabp @
Aoct Aad—1 (b-"c) (a-pd) ab-\-ac-\~bd-pcd

Jezeli a} bd, B*—ac i przeto ab= cd, to
ab-\-H-\~a"-\-ab (aA-bp

Abci Aad 4 4 = lAabe c. b.dd

Ponizszy diagramat unaoczni nam na przykladzie te twier-
dzenia dwoiste, dotyczace czterech liczb, z ktérych dwie sg
$redniemi proporcjonalnemi miedzy dwiema drugiemi. Wezmy
np. a= 20, b= 10 ¢ = 5 d = 40. Wtedy bedzie:
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a-= bd(20.20 = 10.40) i b*= ac(10.10=720.5), a wiec
rowniez;

N
= oraz
[HabP=Hbc.Had CZH f 313

. 15
[Aabp— Abc.Aad czyll (5= ~ .30

fifbrc b0 a"bff)
(Gl a(20)
dm and(f)
Rys. 13.
Ten réwniez diagramat unaocznia nam tw. I, I, Il niniej-

szego rozdziatu (przy zamianie w nich znaku c na d), przyczem
+ o0znacza tu zawsze wziecie Sredniej harmonicznej, X — wzig-
cie sredniej arytmetycznej.

Na tern kohczymy nasze rozwazania, dotyczace zwiagzku mieg-
dzy dziedzing logiki geometrycznej i arytmetyki. Przekonalis-
my sie, jak gleboko siega zadziwiajgca odpowiednio$¢ tych
Swiatdw, i ze Scista analogja, ktora taczy dziedzine pojec i dzie-
dzine liczb, pozwala nawet odkrywac nieznane dotychczas, choé
tak elementarne zwigzki arytmetyczne (twierdzenia | — V, str.
149 i 157, 8) Niewatpliwie dalsze rozbudowanie tej arytmetyki
logiki, opartej o odpowiednio$¢ Srednich logicznych i $rednich
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arytmetycznych, doprowadzi do systematycznego zbogacenia na-
szej wiedzy o zwigzkach miedzy trzema s$redniemi arytmetycz-
nemi i temi funkcjami, ktére pozostajg z niemi w stosunkach”)..

0 Podajemy tu jeszcze pare twierdzen,

dotyczacych zwigzkéw miedzy

$rednig arytmetyczng i $rednig harmoniczng, odkrytych na drodze analogji

z dziedzing logiki:
Twierdzenie lo*czne (VI)

ab'-\-a'b = (a-\-b) (a'-{-b")

Twierdzenie logiczne (VII)

ab-\-a'’b' = (a'+b) (a+b>)

Twierdzenie arytmetyczne (VI)
Srednia harmoniczna ze $rednich
arytmetycznych z a i odwrotnosci

\ . L
-]I' loraz zbiodwrotnoscia ——t

jest rywna $rednlej arytm tycznej ze
$rednich harmonicznych z a i b oraz
N n /\\

zich odwrotnoécH—" (Dowaod

elementarny z wzoréw na $rednig a-
rytmetyczng i harmoniczng).
Twierdzenie arytmetyczne [VII)
Srednia harmoniczna ze $rednich
arytmetycznych z a i b oraz ich od-
wrotnosci jest réwna $redniej arytme-
tycznej ze Srednich harmonicznych

z 51 b oraz z ich odwrotnosci.

Twierdzenia te mozna otrzyma¢ z poprzednich (VI) przez zmiane elementu

a (lub b) na jego negacje (odwrotnosc).

Twierdzenie logiczne [VIII)

ab'-ra>b=[ab-"a'b)"A[[a>-\-b)[a-\-b")]>

Twierdzenie arytmetyczne (VIII)
Srednia harmoniczna ze $rednich

arytmetycznych z a i oraz z ich od-

wrotnosci jest odwrotnoscig Sredniej
harmonicznej ze S$rednich arytmetycz-
nych z a \ b oraz z ich odwrotnosci,
lub tez — w mysl twierdz. VII —jest
odwrotnoscig $redniej arytmetycznej

1
ze $rednich harmonicznych z" i b

oraz z ich odwrotnosci.
(Dowéd elementarny z wzor6w na
$rednig arytmetyczng i harmoniczna)™.



Rozdziat XIII
LOGIKA TONOW HARMONICZNYCH.

Jak widzielismy w czesci Il niniejszego tomu, logika ar-
chitektoniczna jest przepojona pierwiastkiem harmonicznosci,
ktory ja taczy najscislej z dziedzing geometrji i arytmetyki.
Bedzie tu tedy rzecza zgota naturalna, ze te logike architekto-
niczno-harmoniczna odkryjemy w tej réwniez dziedzinie, kté-
ra jest pierwotng domeng harmonji, w dziedzinie realnej aku-
styczno-muzycznej. | nie zdziwi nas takze, ze w tej dziedzinie
akustyczno-muzycznej odnajdziemy budowe dualng, albowiem
— jak widzieliSmy w logice, geometrji i arytmetyce — struk-
tury harmoniczne wystepuja zawsze w postaci dwoistej, dual-
nej, przyczem ta dwoisto$¢ elementdw i potaczen wczesniej na-
wet zostata odkryta w geometrji i akustyce wzgl. muzyce, ani-
zeli w samej logice. Obecnie okaze sie niewatpliwie, ze zwigzki
harmoniczne i dualne, ktére wystepujg w akustyce (wzgl. mu-
zyce), sa natury wyraznie logicznej, i ze — podobnie jak mo-
wimy o logice geometrycznej i arytmetycznej — mozemy moé-
wi¢ o logice akustycznej wzgl. akustyczno-harmonicznej. Sy-
stem tej logiki, logiki tondéw harmonicznych, logiki dotyczacej
juz dziedziny realnej, podajemy ponizej. Zanim jednak to
uczynimy, musimy blizej nieco zapoznaé sie ze zwigzkami i sto-
sunkami akustycznemi, jako przedstawicielami dziatan i sto-
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sunkow logicznych. Przedewszystkiem za$ musimy stéw pare
powiedzie¢ o zasadzie dualnosci w akustyce.

WoyraZznie juz zaznaczony dualny poglad na $wiat tonéw wi-
dzimy w XVIII w. u kompozytora i teoretyka muzyki Ra-
meau (Noveau Systeme de Musique, 1726) oraz u znakomite-
go fizyka i matematyka d‘Alemberta, ktéry rozwingt poglady
tego muzyka (Elements de Musique suivant les principes de
M. Rameau, 1762). Istota ich pogladéw w interesujacej nas tu
kwestji poleg™ na nastepujgcem ™).

Gdy dzwieczy pewien ton (zasadniczy), wtedy réwnoczesnie
styszymy jeszcze dwa inne tony, tak zwane tony harmonicz-
ne, bedace oktawag kwinty i drugg oktawa tercji tonu zasad-
niczego. W ten sposéb w tonie zasadniczym (wilasciwie w dru-
giej oktawie dolnej tego tonu) zawarty juz jest implicite caty
akord dur, sktadajacy sie wiasnie z trzech tonow: zasadni-
czego, jego tercji wielkiej i kwinty. Otéz — mowig Rameau
i d‘Alembert — odpowiednio do tego, jak tony akordu dur
(c-e-g) sg zawarte w tonie C» tak znoéw tony akordu moll
(c-es-g), t. j. ton zasadniczy, jego mata tercja i kwinta, cha-
rakteryzuje to, ze kazdy z nich zawiera pewien wspélny im
ton, mianowicie ton harmoniczny g".

Ta odpowiednio$¢ miedzy akordami dur i moll — to ,za-
wieranie sie“ tonéw akordu dur w jednym i tym samym
tonie oraz to ,zawieranie* przez tony akordu moll tego sa-
mego wspolnego tonu — stanowi podstawe tego wspdicze-
snego dualnego pogladu na $wiat tonéw i harmonje muzycz-
na, jaki widzimy w dzietach fizyka Artura Oettingena. Roz-

Por. H. Helmholtz. Die Lehre von den Tonempfindimgen, als die
physiologische Grundlage fur die Theorie der Musik. Wydanie drugie,
str. 351, 352.
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wingt on zaréwno akustycznie, jak i muzycznie mysli podsta-
wowe Rameau i d‘Alemberta i w ten sposéb dopiero stworzyt
wihasciwie ,,dualny system harmonji muzycznej“ .

Rozpatrzymy teraz blizej owe wspomniane wyzej dane, le-
zace u podstawy dualnego systemu akustyczno-muzycznego
Oettingena.

Nasuwa sie tu przedewszystkiem pojecie tonéw harmonicz-
nych. Ot6z juz Mersenne w XV Il w. zauwazyt, ze w docho-
dzacym do nas dzwieku muzycznym mozemy odrdzni¢ caty
szereg tonéw, ,tonéw sktadowych® owego dzwieku”). Srod
tych ,tonéw skladowych“ lub ,,czeSciowych” wyr6zniamy
przedewszystkiem dominujacy ton ,zasadniczy*, pierwszy ton
sktadowy, nastepnie za$ szereg tondw stabszych, wyzszych od
niego, ktére nazywamy tonami harmonicznemi gérnemi lub
nadtonami harmonicznemi (,,harmonische Oberténe* Helm-
holtza). Nadtony harmoniczne cechuje ta wasnos¢, ze ich wy-
sokosci (Scislej: odpowiadajace im liczby drgan czyli czesto-
sci) sa catkowitemi wielokrotnosciami wysokosci tonu zasad-
niczego, tak ze szereg tondéw skiadowych (harmonicznych) da-

Podstawowem dzietem COettingena jest ,Harmoniesystem in dualer
Entwickelung. Studien zu Theorie der Musik“, Dorpat 1866. Jako drugie,
zmienione wydanie tego dzieta mozemy uwaza¢ jego ksigzke: ,Das duale
Harmoniesystem“, 1913, bedacg rozszerzeniem szeregu artykutow, ktére
pod podobnym tytutem ukazaty sie w ,Annaten der Naturphilosophie® Ost-
walda (tomy 1—V). W r. 1916, a wiec w 50 lat po wydaniu podstawo-
wego swego dziela, pisze jeszcze Oettingen ,,Die Grundlagen der Musik-
wissenschaft und das duale Reininstrument* (odbitka z XXXIV t. ,Ab-
handlungen der mathematisch-physischen Klasse der Kénigl. Sachsischen Ge-
sellschaft der Wissenschaften®, Leipzig).

Ponizej dla ujednostajnienia terminotogji w tych miejscach, gdzie
kwestja ztozonosci dzwieku bedzie dla nas obojetna, bedziemy réwniez
i dzwiek ztozony nazywali tonem.
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nego dzwieku charakteryzujg wysokosci (czestosci drgan) pro-
porcjonalne do szeregu liczb naturalnych:
1,23 4,5 6. it d

Jezeli za ton zasadniczy weZmiemy np. ton ¢, wtedy tonami
sktadowemi dzwieku c¢ beda:

1) ton zasadniczy c; 2) ton ¢’ — oktawa jednokreslna tonu
zasadniczego ¢ o liczbie drgan dwa razy wiekszej; 3) ton @'
— kwinta jednokre$lna o liczbie drgan trzy razy wiekszej;
4) ton c¢" — oktawa dwukreslna o liczhie drgan 4 razy wiek-
szej; 5) ton e" — tercja w oktawie dwukreslnej o liczbie
drgan 5 razy wiekszej, anizeli liczba drgan tonu zasadnicze-
goitd, it d W ten sposéb znajdywanie nadtonéw har-
monicznych dla danego zasadniczego nie przedstawia naj-
mniejszej trudnosci, a tern samem i znajdywanie nadtonow
wspélnych dwém lub wiekszej ilosci dzwiekdw. Rownie tatwe
bedzie zadanie dualne (dwoiste) do poprzedniego, polegajace
na znalezieniu dzwiekdw, zawierajagcych dane tony w cha-
rakterze nadtonéw.

Wezmy najprostszy przypadek, a wiec dotyczacy tylko
dwdch tonéw (dwudzwiek). Wobec tego ze harmoniczne wia-
snosci tondéw nie zalezg od ich wysokosci (czestosci) bez-
wzglednych, lecz tylko od ich stosunku, od interwatu, ktéry
tworzg, wiec zawsze bedziemy mogli tutaj wyraza¢ zespoty
tonéw w postaci liczb catkowitych wzglednie pierwszych, t. j.
takich, ktére nie majg innego wspdlnego dzielnika procz jed-
nosci.

Wezmy np. dwa tony c i g, t j. tony, stanowigce interwat
kwinty, a wiec takie, ktorych czestosci sa wzgledem siebie

w stosunku 1 : — 2: 3, i poszukajmy: 1) tonéw, w ktérych
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sktad wchodzg tony ¢ i g, jako nadtony (tony gorne), 1 2)
tonéw, bedacych wspdélnemi nadtonami (tonami gérnemi) tonéw
cig

Co do 1) kwestja natychmiast sie rozwigzuje, skoro tylko
uswiadomimy sobie, ze 2 i 5 sg obie wielokrotnosciami 1, a
wiec jej tonami czeSciowemi i nadtonami, nie sg za$ obie wie-
lokrotnosciami (nadtonami) zadnego tonu, lezacego miedzy
1i 2. Bedac jednakze wielokrotnosciami 1, s tern samem wie-
lokrotnosciami Y2, i t d.(harmonische Untertone
Helmholtza). Jednakze ten szereg podtonéw 1 blizej nas te-
raz obchodzi¢ nie bedzie; wazny dla nas bedzie przede-
wszystkiem ton najwyzszy *) z wszystkich tych, w ktérych
sktad wchodza nasze tony o czestosciach wzglednych 2 i 3 jako
nadtony, a tym tonem, jak widzieliSmy, jest ton 1 (a wiec
oktawa dolna tonu ¢ czyli ton C). Jest to najwiekszy wspolny
dzielnik naszych tonéw (méwimy tak w skrdcie, w istocie rze-
czy: ton o czestosci przedstawiajacej najwiekszy wspdlny dziel-
nik liczb, wyrazajacych czestosci wzgledne naszych tonéw). | o
ile tylko czestosci tonéw beda wyrazone przez liczby wzglednie
pierwsze, zawsze najwyzszym tonem, zawierajagcym dane to-
ny, jako nadtony, bedzie ton o czestosci wzglednej 1, albowiem
czestosci danych tondéw, wyrazone przez liczby wzglednie
pierwsze, moga by¢, jako takie, wielokrotnosciami tylko 1.

Co do 2) postepujemy w spos6b nastepujacy. Wypisujemy
szereg tondw czesciowych (poczynajac od drugiego beda to
nadtony) dla naszych danych tonéw c, g o czestosciach wzgled-
nych 2 i 3.

Zwracamy tu jeszcze tylko uwage na to, ze ten ton najwyzszy [1) zawie-
ra sie w kazdym z innych tonéw (V2> Vs i t- d.), w ktorych skiad wchodza
nasze tony.
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Szereg ten dla ¢ — 2 bedzie: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18.,

Szereg ten dla g = 5 bedzie: 3, 6, 9, 12, 16, 18...

Znajdujemy natychmiast wspdlne nadtony dla naszych to-
néw; bedzie to przedewszystkiem ton o czestosci wzglednej 6, na-
stepnie ton 12, ton 18 i t. d. Zwracamy uwage tylko na naj-
nizszy z tych nadtondéw, ktérym bedzie ton 6, a wiec oktawa
gorna tonu g, czyli ton g' (dalsze nadtony, wspdlne naszym
tonom, a bedace nadtonami zawartemi w tonie 6, obchodzié
nas tu specjalnie nie beda). Jest to — jak widzimy — naj-
mniejsza wielokrotna czestosci naszych tonéw, ktora w przy-
padku liczb wzglednie pierwszych sprowadza sie do ich ilo-
czynu. Majac dwa tony, ktérych czestosci wyrazone sg przez
liczby wzglednie pierwsze, natychmiast odnajdujemy liczbe
porzadkowa najnizszego wspélnego im nadtonu, np. jezeli te
czestosci sg 2 i 5, to bedzie to trzeci ton czesciowy tonu 2 i dru-
gi ton czesciowy tonu 3. | wogdle, jezeli bedag to tony o cze-
stosciach wzglednych m i n, to bedzie to n-ty ton czeSciowy to-
nu m i m-ty ton czesciowy tonu n.

Teraz juz bardzo tatwo i szybko znajdziemy interesujgce
nas obecnie tony w przypadku wigkszej liczby tondéw, ktérych
czestosci beda dane w liczbach catkowitych. Wezmy np. ja-
ki$ tréjdzwiek, chocby akord dur, sktadajacy sie z tonu za-
sadniczego, jego tercji wielkiej i kwinty (c- e - g), a wiec z to-

, " 5.3
néw o czestosciach w stosunku 1: \ — 4:5:6 Wtedy

najwyzszym z tonéw, zawierajacych tony naszego akordu, be-
dzie ton = i (=Ci), t j. ton, ktérego czesto$¢ drgan bedzie
najwiekszym wspolnym dzielnikiem naszych tondéw, najniz-
szym za$ z nadtondw, wspolnych naszym tonom, bedzie ton
0 czestosci drgan, wyrazonej przez najmniejsza wielokrotng
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tych tonéw, t. j. ton = 60 (— h™). Albo tez weZmy akord
moll (c-es-g), skiladajgcy sie z tonu zasadniczego, malkej ter-

cji i kwinty, a wigc z tonow, bedacych w stosunku 1 : g . 2

= 10 : 12 : 15. Wszystkie tony tego akordu bedg zawarte
przedewszystkiem w tonie 1, ich najwiekszym wspélnym dziel-
niku (tutaj bedzie to ton As,J, z drugiej za$ strony wszyst-
kie one bedg zawieraly, jako pierwszy wsp6lny nadton, ton g"
= 60, bedacy najmniejszag wspdlng wielokrotng tych tonéw.

Wiasnos$¢ dwudzwiekéw i akorddw, ktéra polega na pokre-
wienstwie sktadajacych ich dzwiekéw (,Klangverwandschaft”
Helmholtza), ptynacem z tego, ze sg one zawarte jako nad-
tony w tym samym dZwieku — Oettingen nazywa ich to-
nicznoscig (Tonizitat). | dwoiscie: te wiasnos¢ dwudzwiekow
i akordéw, ktora polega na pokrewienstwie sktadajacych ich
dzwiekdw, wyrazajagcem sie w posiadaniu tych samych nad-
tonébw — Oettingen nazywa ich fonicznoscig (Phonizitét).
Odpowiednio do tego najwyzszy z tondw, zawierajacych dane
tony, nazywa on fonicznym tonem zasadniczym (tonischer
Grundton) i dwoiscie: najnizszy z nadtonéw, zawartych w da-
nych tonach, nazywa on fonicznym nadtonem (phonischer
Oberton) M.

RozpatrzyliSmy nieco blizej podstawe systemu dualnego
akustyki muzycznej. Zwrécmy teraz uwage szczegdlng na isto-
te tych dwoistych (dualnych) wzgledem siebie tonéw: na fo-
niczny ton zasadniczy (mogliby$Smy powiedzieé: foniczny pod-
ton) i foniczny nadton. Toniczny ton zasadniczy zawiera w so-
bie dane tony, przytem jest to najwyzszy w szeregu tondow,
zawierajacych dane tony, a wiec sam jest zawarty w kazdym

0 ,Harmoniesystem in dualer Entwickelung”, str. 31, 32.
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innym tonie, ktory zawiera dane tony. Foniczny za$ nadton
jest tonem, zawartym w danych tonach, przytern jest to naj-
nizszy w szeregu tondw, zawartych w danych tonach, a wiec
sam zawiera w sobie kazdy inny ton, w tonach tych zawarty
(kazdy inny nadton).

Woystarcza uswiadomi¢ sobie w ten sposéb istote toniczne-
go tonu zasadniczego i fonicznego nadtonu, aby w tej chwili
zrozumie¢, ze mamy tu przed sobg Scisty odpowiednik sumy
i iloczynu logicznego dwoch lub wiecej elementéw, i ze dwoi-
stos¢ akustyczno-muzyczna tych tondéw nie jest niczem in-
nem, jak realizacjg dwoistosci logicznego dodawania i mno-
zenia. Przez sume bowiem logiczng dwoch (lub wiecej) poje¢ ro-
zumiemy przeciez ,pojecie, zawierajace kazde z tych pojec€ i za-
warte we wszelkiem innem pojeciu, ktdre zawiera kazde
z nich*; za$ przez iloczyn logiczny — ,,pojecie, zawarte w kaz-
dem z tych poje¢ i zawierajgce w sobie kazde inne pojecie,
ktére jest zawarte w kazdem z nich* ).

Te rownolegtosé miedzy elementami akustycznemi z jednej
strony i logicznemi z drugiej przedstawia ad oculos ponizsze
zestawienie:

a) Przez ,toniczny ton za- Przez  ,sume logiczng"

sadniczy“ dwdch lub wiecej
danych  tonéw rozumiemy
ton, zawierajacy kazdy z da-
nych tonéw i zawarty we
wszelkim innym tonie, ktory
zawiera kazdy z danych to-
now.

dwdch lub wiecej danych po-
je¢ rozumiemy pojecie, za-
wierajgce kazde z danych po-
je¢ i zawarte we wszelkiem
innem pojeciu, ktore zawiera
kazde z danych pojec.

Por. Couturat ,Algebra logiki“ (t. polskie) 1918, str. 8.



Dualnie (dwoiscie):

b) Przez ,foniczny nadton“
dwdch lub wiecej danych to-
néw rozumiemy ton, zawarty
w kazdym z danych tonéw
i zawierajacy wszelki inny ton,
ktory jest zawarty w kazdym
z danych tonow.
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Dualnie (dwoiscie):

Przez ,iloczyn logiczny*
dwéch lub wiecej danych po-
je¢ rozumiemy pojecie, za-
warte w kazdem z danych po-
je¢ i zawierajgce wszelkie in-
ne pojecie, ktére jest zawarte
w kazdem z danych pojeé.

Jak widzimy, wystarczy zamieni¢ wyraz ,ton“ na wyraz
»pojecie* oraz wyrazy: ,toniczny ton zasadniczy" na ,sume
logiczng“, za$ ,foniczny nadton“ na ,iloczyn logiczny“, aze-
by przejs¢ od dziedziny akustyczno-muzycznej do logicznej
(mutatis mutandis réwniez i odwrotnie). Mozemy wobec tego
»toniczny ton zasadniczy“ nazwaé ,suma logiczng“ lub bar-
dziej akustycznie: ,,sumg harmoniczng“ dwoch lub wiecej to-
noéw, zas$ ,,foniczny nadton“ — iloczynem logicznym* lub ,.ilo-
czynem harmonicznym* tych tonéw. Odpowiednio do tego
mowi¢ mozemy o dwoch podstawowych dwoistych dziataniach
akustycznych, o ,,dodawaniu harmonicznem® (+) i ,,mnoze-
niu harmonicznem“ (X), polegajagcych na wyznaczaniu ,.har-
monicznej sumy*“ i ,harmonicznego iloczynu“ tonéw, t. j. to-
nicznego tonu zasadniczego i fonicznego nadtonu.

Powyzej wykazana przez nas najscislejsza odpowiedniosc,
zachodzaca miedzy tonicznym tonem zasadniczym i fonicz-
nym nadtonem z jednej strony, za$ suma logiczng i iloczynem
logicznym z drugiej strony, manifestuje sie wyraznie w ich
odpowiednikach arytmetycznych. Dawno juz zauwazono (J. Can-
tor, Dedekind) najblizsze pokrewiehnstwo, zachodzace miedzy
wspomnianemi elcmeni.ami logicznemi i elementami arytme-
tycznemi: najmniejszg wsp6lng wielokrotnoscig i najwiegk-
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szym wspdlnym dzielnikiem. Ot6z — jak pamietamy — ta
odpowiednios¢ réwniez zachodzi miedzy naszemi elementami
akustycznemi i teralz elementami arytmetycznemi. Tylko ze
~sumie harmonicznej* (,tonowi zasadniczemu® Oettingena) od-
powiada tu nie najmniejsza wspélna wielokrotna, lecz naj-
wiekszy wspélny dzielnik, za$ ,,iloczynowi harmonicznemu*
(,,nadtonowi fonicznemu“) nie najwiekszy wspolny dzielnik,
lecz najmniejsza wspo6lna wielokrotna. Jest to najzupetniej
zrozumiate i zgodne z naturg rozpatrywanych etementéw, al-
bowiem nadton foniczny, jako nadton, ton goérny, posiada
wysoko$¢ (czestosé) wyzsza od tonow, dla ktérych jest wspdl-
nym nadtonern, jest ich wspdlng wielokrotnoscia, i dlatego tez
musi mu odpowiada¢ liczba wyzsza, anizeli tym tonom, a wiec
nie ich wspolny dzielnik, lecz ich najmniejsza wspélna wie-
lokrotno$c).

Odkrywszy w ten spos6b najscislejsza odpowiednio$¢ pod-
stawowych dualnych dziatan i elementéw w dziedzinie aku-
styki i logiki, mozemy teraz posuna¢ sie dalej i, starajac sie
odnalez¢ dalszg tozsamo$¢ struktur w tych dziedzinach, da-
zy¢ do zbudowania logiki dZzwiekdw.

Przedewszystkiem wprowadzimy do dziedziny akustycznej
Sciste pojecie zawierania sie. Jest ono w algebrze logiki zwig-
zane z dziataniem dodawania i mnozenia logicznego. Wobec
tego za$, ze te dziatania znajdujg — jak widzielismy — do-

h Sprawa przedstawiataby sie odwrotnie, gdyby$Smy tony charaktery-
zowali nie przez ich wysoko$¢ (czesto$¢ drgan), lecz przez odwrotnosé
tej czestosci — okres drgania lub przez diugo$¢ fali, proporcjonalng do
okresu drgania. Moznaby réwniez przywréci¢ odpowiednio$¢ Cantora-De-
dekinda miedzy elementami logicznemi i arytmetycznemi w ten sposéb, ze
czesto$¢ tonu, zawierajgcego w sobie tony sktadowe, rozumielibySmy jako ilo-
czyn harmoniczny czestosci tych tonéw, nie za$ ich sume.
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réwnang realizacje w dziedzinie akustycznej, wiec i logiczne
pojecie zawierania sie (<C) réwniez znajdzie w tej dziedzinie
swe wierne odbicie.

Jak wiadomo (por. wzor P na str. 13), w logice twierdzenie,
ze 0 <C B3 jest rownowazne twierdzeniu, it a= a-\-b[b<ia ~
(@a—a+ b)")

Odpowiednio do tego i w dziedzinie akustycznej musimy
przy okresleniu zawierania sie tonéw oprze¢ sie o odkryte juz
tam dziatanie dodawania (wzgl. mnozenia) i powiedziec:

Ton o czestosci drgan b jest zawarty w tonie o czestosci
drgan a (jest tonem skiadowym tonu a), znaczy to, ze suma
harmoniczna tych tonéw jest tonem o czestosci drgan a.

WeZzmy np. dwa tony, stanowiace interwat oktawy, np. to-
ny C (= 1)ic (= 2). Wiemy, ze ¢ <C C, gdyz ton c jest dru-
gim tonem skiadowym (a pierwszym nadtonem) dzwieku C.
tatwo sprawdzi¢, ze istotnie C+ ¢ = C. Suma bowiem har-
moniczng C + ¢ jest — jak wiemy — ton o czestosci drgan
réwnej najwiekszemu wspdlnemu dzielnikowi czestosci drgan
tonéw C i ¢, a wiec w danym przypadku ton o czestosci drgan
= i, czyli whkasnie dzwiek C.

Podobnie tatwo sprawdzi¢ w dziedzinie akustycznej oczy-
wistg zasade logiczng, gtoszacy, ze wszelki element logiczny
zawarty jest w sumie logicznej, ktérej jest sktadnikiem, i du-
alnie: wszelki iloczyn logiczny zawarty jest w kazdym ze
swych czynnikéw (por. wzory 10®i IO na str. 31):

a<ia-\-b iab <ia (orazb< a biab <Chb)
W dziedzinie akustycznej zasada ta bedzie gtosita:

W rozprawie p. t. ,Sad a konsonans* (,Polskie Archiwum Psycholo-
gji t V, 1932, Nr. 1) wykazujemy znaczenie tego wzoru dla teorji sadu-
i akustyczno-muzycznego konsonansu.
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Wszelki ton zawarty jest w tonie, bedacym suma harmo-
niczng, ktoérej jest sktadnikiem, i dualnie; wszelki iloczyn har-
moniczny zawarty jest w tonie, ktéry jest jego czynnikiem.

Wezmy np. dwa tony, stanowigce interwat kwinty, np. c
(= 2) i g {= 3). Wtedy ich sumg harmoniczng bedzie dzwiek
C {= 1), za$ ich iloczynem harmonicznym dzwiek g' (= 6). I,
istotnie, wtedy ¢ C oraz g' < c, albowiem c (= 2) jest
wielokrotnoscig C (= 1), za$ ¢' (= 6) jest wielokrotnoscia c
(= 2).

Przechodzimy obecnie do dziatania logicznego negacji
(przeczenia) i w zwigzku z tern do wprowadzenia do dziedzi-
ny akustycznej elementéw negatywnych. Jezeli, mianowicie,
mamy pewien ton, np. ton o wzglednej czestosci drgan = 2,
a wiec bedacy oktawg gorng tonu zasadniczego (= 1), to bio-
ragc oktawe dolng tego zasadniczego tonu, oktawe wiec w od-
wrotnym, niz pierwsza, kierunku, otrzymamy ton o wzgled-
nej czestosci drgah — i ten wiasnie ton, jako odwrot-
no$¢ tonu o czestosci drgan = 2, bedzie peinit w akustyce
role tonu negatywnego, odwrotnego (og0lniej: przeciwstawne-
go) w stosunku do dzwieku = 2J. Przypuszczenie to potwier-
dza sie istotnie, albowiem t. zw. wzory de Morgana, dotycza-
ce dziatania negacji logicznej, znajdujg zastosowanie w aku-
styce, przy tak wiasnie pojetych negatywnych elementach aku-
stycznych.

Przyjrzymy sie temu nieco blizej.

WeZmy linje prostg i wyznaczmy na niej w postaci punktu
1 (jednostka arytmetyczna) ton zasadniczy (wiasciwie; jego
wysoko$¢ wzgl. czestos¢ drgan), poza tern jeszcze na tej pro-

Jak wida¢ z powyzszego, szereg tondw negatywnych nie jest niczem
innem, jak szeregiem podtonéw tonu zasadniczego (por. str. 165).
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stej dwa inne tony a i b, skladowe tonu 1, a wiec 0 czesto-
Sciach, bedacemi wieb'krotnosczami 1, oraz dwa tony, bedace ich
odwrotnosciami (negacjami), a takze sumy i iloczyny harmo-
niczne tych pozytywnych i negatywnych tondéw. Otrzymamy
wtedy nastepujacy ukiad tonéw (por. rys. 14):

dib ab“ a*b ab

Rys. 14.

Ton (0 czestosci) a b bedzie zawsze zawierat sie w tonie
(o czestosci) a'b’ {a-\- b <i a'b"), albowiem bedzie zawierat sie
w tonie 1 (bedzie wielokrotnoscig tonu 1), ten za$ bedzie za-
wierat sie w tonie a'b’, ktoérego czesto$¢ drgan bedzie wyra-
zona przez utamek wiasciwy. W przypadku, gdy tony a i b be-
da wyrazone przez liczby wzglednie pierwsze, tony a + b i
d V bedg sie wyrazaly przez 1 (jednostke) i bedg w niej ko-
incydowaty. Wtedy mie¢ bedziemy uk#ad ponizszy (por. rys. 15)..

& ®
Rys. 15.

Wezmy np. dwa tony o czestosciach drgan, wyrazonych
przez liczby wzglednie pierwsze: a (—2) i b (— 3). Majg one
pierwszy wspolny nadton harmoniczny, to znaczy iloczyn har-
moniczny ab (— 6), ktéry wiasnie, jako nadton, ton goérny,
posiada, oczywiscie, czestos¢ drgan (wysoko$¢) wieksza od
dzwiekéw a i b i lezy — odpowiednio do tego — na diagra-
macie 15 bardziej od nich na prawo. Suma za$ harmoniczna,
tych tonéw bedzie ton a b, ton od nich nizszy, ten sam ton
= 1 dla jakichkolwiek tonéw a i b, byleby .wyrazonych przez
liczby catkowite wzglednie pierwsze. Przechodzimy teraz do
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tonéw negatywnych i i zZwa-

ne podtony tonu zasadniczego (= 1), t. j. takie tony, ktdrych
wspolnym nadtonem bedzie ton zasadniczy (= 1). | rzeczy-

wiscie ton a' = ~ ma juz ton 1, jako pierwszy swdj nadton
2= 1ij, tonzas b' = ~ ma ten ton 1, jako swdj dru-
gi nadton .5 = i|. A wiec iloczynem harmonicznym tych

negatywnych tonéw ((/b") bedzie ton od nich wyzszy, przytem

zawsze ten sam ton 1 jakichkolwiek tonéw a' i b’

byleby wyrazonych przez utamki typu i, gdzie n liczby cat-

kowite wzglednie pierwsze. Jezeli teraz utworzymy sume har-
moniczng tych tonéw negatywnych ¢/ i b\ to otrzymamy ton
a' + b, ktéry bedzie nizszy od tych tonéw (bardziej wiec na
lewo od nich lezacy), a czesto$¢ jego drgan bedzie najwyzsza

z tych, ktérych wielokrotnosciami sg czestosci drgan in'
|=-~] Takim tonem bedzie tu ton a-\-b' ~ -"{dZwiek

dzwiek bl — ~ . 2).

| oto tutaj widzimy, ze w dziedzinie akustycznej znajduja
realizacje wzory de Morgana (por. str. 28), dotyczace negacji,
przedewszystkiem wzor: {abj = #'+n', albowiem istotnie nega-

cja (odwrotnoscia) tonu ab (= 6) jest ton a'+Y |=

Podobnie sprawdza sie tu inny wzor de Morgana: (aA-b)' =
= a'b', albowiem negacjg (odwrotnoscia) tonu a-ph (= 1)
jest istotnie ton a'b' (— 1).
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Przyjrzyjmy sie teraz blizej stosunkom, ktére tacza pozy-
tywne elementy akustyczne z negatywnemi. Otéz spostrzega-
my tu natychmiast pewng swoisto$¢, polegajacg na tern, ze
wszelki element akustyczny pozytywny zawiera sie w swej ne-
gacji:

a d "N,

wobec tego ze wszelka liczba catkowita jest wielokrotnoscig
swej odwrotnosci. Go wiecej, nietylko a <C a' i 5 <C 5', lecz
wszelki wogdle ton negatywny naszego szeregu (rys. 14, 15)
zawiera w sobie wszelki ton pozytywny, wobec tego ze za-
wiera w sobie ton 1, ktéry zndéw zawiera w sobie wszelki ton
pozytywny. Nieréwnos¢ a a' jest, jak wiadomo (por. wzér
I na str. 29), rbwnowazna z jednej strony réwnosci a — ad,
z drugiej za$ rownosci d — aA~d — i obie te rownosci mozemy
natychmiast sprawdzi¢ w dziedzinie tonéw przy zastosowaniu
arytmetyczno-akustycznych odpowiednikéw elementéw i dzia-
tan logicznych.

Obecnie, po wprowadzeniu do dziedziny tonéw i nadto-
néw odpowiednikéw dziatanh logicznych dodawania i mnoze-
nia, stosunku logicznego zawierania sie oraz elementéw ne-
gatywnych i po stwierdzeniu pewnych cech swoistych, charak-
teryzujacych stosunki akustyczne elementéw pozytywnych i
negatywnych, mozemy juz przystapi¢ do systematycznej budo-
wy matematycznej logiki tonéw harmonicznych.

W algebrze logiki wzoér ten stosuje sie do elementéw negatywnych
granicznych, mianowicie do zera logicznego i jednosci logicznej
Paradoksalno$¢ wzorow takich, jak: 0<C.I lub a<”a zostaje usunieta, gdy
pamietamy, ze nie wszelka negacja jest prywacjg pozytywnego elementu,
a wiec czem$ istotnie z nim sprzecznem (por. rozdziat VII).
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System logiki tonéw harmonicznych bedzie, jak juz wiemy?
w jednym punkcie réznit sie zasadniczo od logiki poje¢ zwy-
ktych (bedzie natomiast zgodny z logika poje¢ granicznych,
por. odno$nik na str. poprz.). Punktem tym bedzie twierdzenie,
orzekajace, ze wszelki element pozytywny zawiera sig, jest sktad-
nikiem elementu negatywnego (odwrotnego). W innych punk-
tach logika tonéw harmonicznych bedzie zgodna z logika po-
je¢ zwyktych, tak ze budujac system logiki akustycznej, mo-
zemy oprze¢ sie na uktadzie pewnikéw algebry logiki, wpro-
wadzajagc odpowiednie modyfikacje. Za podstawe bierzemy tu
system pewnikéw logiki algebraicznej, ktérym operowalismy
dotychczas, przyczem wprowadzamy wspomniane wyzej mody-
fikacje, dotyczace elementéw negatywnych 7).

Pewniki logiki tonéw harmonicznych.

Idi) aKaA-b Ib) ab<.a (zasada uproszczenia/
23 = 0-j-a 2h)ab—ba (zasada przemiennosci/
3a) a-“bc=(a-\-b) (a-\-c) Sb) a(6-f-c/=<20-j-0C(zasada rozdzielnosci/
4) (a-\-b)'=a'b’ (zasada de Morgana negacji sumy/
5a)a-\-a'=a’ 5b)aa'—aY)

6/ (a')'=a (zasada podwojnej negacji)
) b<.a= (a=aA-b) /okre$lenie zawierania sig)
I) (b=a) — (h<.a)A-(a<ib) (okresdlenie réwnowaznosci)

WidzieliSmy juz na str. 171—173, ze zasady 1, 4, 5 oraz | sg
zasadami, panujgcemi w dziedzinie tonéw harmonicznych.

Bardzo by¢ moze, ze ponizszy system pewnikéw da sie jeszcze uproscié —
dla nas jednak sprawa ta nie posiada tu zasadniczego znaczenia.

Te wiasnie zasady (5) odrézniajg logike tonéw harmonicznych od logiki
zwyktych pojeé, w ktorej a-j-a' = i i a.a'= 0. Odpowiadajg one natomiast
zasadom poje¢ granicznych: O-f-i= 1 i 0.1 = 0. W tomie Ill blizej rozpa-
trzymy, jakie znaczenie posiada ten fakt istnienia logiki, odbiegajacej w pew-
nym punkcie od systemu logiki zwykte;j.
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Waznos¢ w tej dziedzinie zasad 2 i 6 oraz Il nie wymaga
blizszych wyjasnien. Go za$ dotyczy zasady 3 (zasady roz-
dzielnosci), ktdéra zreszta nizej rozpatrzymy bardziej szczegd-
fowo, to jej realizacja w dziedzinie akustycznej réwniez sie
potwierdza przy zastosowaniu odpowiednikow arytmetyczno-
akustycznych dziatah dodawania i mnozenia. Wobec tego ze
w ten sposob dziedzina tonéw harmonicznych realizuje pewni-
ki wyzej podane, wiec realizowa¢ bedzie réwniez i twierdzenia
z pewnikéw tych wynikajace, przyczem wszystkie te twierdze-
nia — z wyjatkiem tych, ktére opierajg si¢ o pewniki 5 —
beda z natury rzeczy twierdzeniami formalnie identycznemi z
twierdzeniami zwyktej algebry logiki. Ponizej podajemy sze-
reg wazniejszych twierdzen logiki tonéw harmonicznych.

7) aj~a= a (prawo tautoiogji dla sumy elementowj

Dowdd: 5b, Ib, |

8a) a-j-al?= a 8b) a(a-(-p) = a (prawo absorbciji)
Dow. Ib, I Dow. 7, 3a, 8a.

9) b<.a— (b= ab) (pochodne okreslenie zawierania sig)
Dow. |, 8a, 8b, II.

10) aa—a (prawo tautoiogji dla iloczynu elementéw)
Dow. 7, I, 9.

11) a<ia' (prawo zawier. sie elem. pozytywn. w jego negacji)
Dow. 5a. I

12) (in<c) < /(a<n)-|-(h<c)y (prawo sylogizmu)
Dow. 9.

13)
Dow. la, 4, 11, Ib, 12

14a) b'— a-\-b’ 14b) a— ab’

Dow. 13, I Dow.: 13, 9.
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15) (a—j-b) (a-"c) (b-\-c) = ab-\-ac-\-bc
Dow. 3a, 3b, 2b, 10, 7.

Z powyzej podanych praw, dotyczacych tondéw harmonicz-
nych, ktérych ilo$¢ zreszta moznaby powiekszy¢ Kilkakrot-
nie, wybierzemy pare przyktadéw i wyrazimy je explicite w
terminach fizycznych. Pozwoli nam to blizej wnikngé w isto-
te otrzymanych rezultatow.

Azeby z jezyka logiki przejs¢ na jezyk akustyki, positkowac
sie bedziemy wyzej ustanowionem odwzorowaniem:

a-\-b — suma harmoniczna tonéw (o czestosci) a \ b = fo-
niczny ton zasadniczy tonéw a \ b — najwyzszy z
tondw, zawierajacych tony a \'b (jako swe nadtony),

— iloczyn harmoniczny tonéw (o czestosci) a \ b — fo-
niczny nadton tonéw a i b = najnizszy z tonéw skia-
dowych (nadtonéw) zawarty w tonach a i b.
o' — negacja (odwrotnos¢) tonu (0 czestosci) a = ton sy-
metryczny (dolny) wzgledem tonu (g6rnego) a.
b<Ca — ton (0 czestosci) b zawiera sie w tonie (0 czestosci)
a = ton b jest tonem skiadowym (nadtonem) to-
nu a.

Jezeli do powyzszego odwzorowania akustycznego elemen-
téw logicznych dodamy jeszcze odwzorowanie arytmetyczne
elementéw akustycznych, wtedy otrzymamy taki stowni-
czek:

Elementy logiczne  Elementy akustyczne Elementy arytmetyczne

a-Ab Suma harmonicznato- Najwiekszy wspéliny
néw (o czestosci)a \b dzielnik liczb, wyraza-
jacych czestosci a i b
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CXlb lloczyn harmoniczny Najmniejsza wspolna
tonéw (o czestoscij wielokr. liczb, wyraza-
aib jacych czestoscia i b
a Negacja tondw fo cze- 1
stoscij a a
b<a b jest nadtonem to- b jest wielokrotno-
nu a cigV @

Wezmy, jako przykiad, dualne prawo rozdzielnosci (dystry-
bucji), figurujagce wsérod pewnikéw logiki tonéw pod p. 3.
W postaci formalno-logicznej wyraza sie ono:

1) a-\-bc — (a-{-b) (a-\-c), 2) a(b-~c) = ab-\-ac

Po przettomaczeniu przy pomocy powyzszego stowniczka na
jezyk akustyki bedzie ono gtlosito:

1) Czesto$¢ najwyzszego tonu (najwyzszego podtonu), za-
wierajgcego: ton o czestosci a oraz najnizszy z nadto-
néw, zawarty w tonach o czestosci b i c, jest ta sama,
co czesto$¢ najnizszego tonu, zawartego: W najwyzszym
tonie, zawierajagcym tony o czestosci a i b, oraz w naj-
wyzszym tonie, zawierajgcym tony o czestosci a i c.

Krécej: Czesto$¢ tonu, bedacego sumg harmoniczng to-
nu o czestosci a oraz iloczynu harmonicznego tonéw o
czestosci b i c, jest ta sama, co czestos¢ tonu, bedacego
iloczynem harmonicznym z sumy harmonicznej tonéw
0 czestosci a i b przez sume harmoniczng tonéw o cze-
stosci a i c.

2) Czesto$¢ najnizszego tonu (najnizszego nadtonu), zawarte-

Wyrazu ,wielokrotno$¢” uzyMamy tu zawsze w znaczeniu ,wielokrotnos¢
catkowita”.
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go: w tonie o czestosci a oraz w najwyzszym (pod)tonie,
zawierajgcym tony o czestosci b i c, jest ta sama, co cze-
stoS¢ najwyzszego tonu, zawierajacego: najnizszy ton,
zawarty w tonach o czestosci a i b, oraz najnizszy ton,
zawarty w tonach o czestosci a i c.
Krécej: Czestos¢ tonu, bedgcego iloczynem harmonicz-
nym tonu o czestoSci a przez sume harmoniczng tonow
0 czestosci b i ¢, jest ta sama, co czesto$¢ tonu, bedacego
sumg harmoniczng iloczynu harmonicznego tondéw o cze-
stosci a \ b \ iloczynu harmonicznego tonéw o0 czestosci
aic
Jedno z tych dualnych twierdzen akustycznych daje sie
otrzyma¢ z drugiego przez zamiang wyrazow:

,najwyzszy* na,,najnizszy"

,»podton* na,,nadton“

»Zawierajacy* na,zawarty"

»Suma harmoniczna“ na,,iloczyn harmoniczny“ —
i vice versa.

Jezeli za$ teraz z dziedziny akustycznej przejdziemy przy
pomocy podanego wyzej stownika do dziedziny liczb, wyraza-
jacych w mowie bedace czestosci tonéw, to otrzymamy dual-
ne twierdzenia arytmetyczne, ktore réwnoczes$nie bedg odwzo-
rowaniem logicznych zasad rozdzielnosci:

1) Najwiekszy wspolny dzielnik liczby a oraz najmniejszej
wspolnej wielokrotnej liczb b i ¢ jest réowny najmniejszej
wspdlnej wielokrotnej najwiekszego wspolnego dzielnika liczb
a i b oraz najwiekszego wspélnego dzielnika liczb a i c.

2) Najmniejsza wspdlna wielokrotna liczby a oraz najwiek-
szego wspodlnego dzielnika liczb 6 i c jest réwna najwigksze-
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mu wspo6lnemu dzielnikowi najmniejszej wielokrotnej liczb a
i b oraz najmniejszej wielokrotnej liczb a i c.

Jako drugi przyktad twierdzen logiki akustycznej weZmiemy
twierdzenie, bedace odwzorowaniem zasady logicznej (p 15),
gtoszacej:

(a-\-b) (a-\-¢c) (b-\-c) = abA-ac-\-bc.

Jest to twierdzenie logiczne dualne wzgledem siebie same-
go; druga czes¢ rownosci jest tu dualna wzgledem czesci
pierwszej, i odwrotnie.

Przy uzyciu naszego stowniczka logiczno-akustycznego otrzy-
mujemy (w krotkiem sformutowaniu) nastepujace dualne
wzgledem siebie samego prawo akustyczne:

Czesto$¢ tonu, bedacego iloczynem harmonicznym trzech
tonéw, przedstawiajgcych sumy harmoniczne tondéw o czesto-
§ci i5 wicoraz bic, jest ta sama, co czestos¢ tonu, be-
dacego sumg harmoniczng trzech tonéw, przedstawiajgcych ilo-
czyny harmoniczne tonéw o czestosci a \'b, a \c oraz b i c.

Jezeli za$ teraz przejdziemy do odwzorowania liczbowego
tych stosunkéw akustycznych, to otrzymamy interesujace, du-
alne wzgledem siebie samego twierdzenie arytmetyczne, kto-
re rdwnoczesnie jest odwzorowaniem liczbowem zasady logicz-
nej: (a”b) (a-"c) (b-\~—) = ab-\-acA-bc. To twierdzenie aryt-
metyczne bedzie brzmiato:

Najmniejsza wspdlna wielokrotna trzech najwiekszych
wspolnych dzielnikéw z liczb: a i b, ai c oraz 5 i c jest row-
na najwiekszemu wspélnemu dzielnikowi trzech najmniej-
szych wspdlnych wielokrotnych z tych samych liczb.

Wkoncu jeszcze jedna uwaga natury ogolniejszej. Od cza-
sow Ohma wiemy, ze ucho nasze rozktada przy pomocy orga-
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nu Cortiego dochodzacy je dzwiek na tony proste, ktére od-
powiada¢ beda tonom fizycznym o czestosciach, proporcjo-
nalnych do szeregu liczb naturalnych. W ten sposéb mamy tu
stwierdzony doktadny paralelizm miedzy analizg (i synteza)
dzwiekdw psychicznych i fizycznych i mozemy formutly lo-
giki tonéw zastosowa¢ réwniez do akustyki psychologicznej
(por. tom |, str. 167, 168).

W ten sposéb zasiag stosowalnosci metody logicznej, meto-
dy jakosciowo-matematycznej okazuje sie w zasadzie rozle-
glejszy, anizeli matematyki ilosciowej, obejmuje bowiem nie-
tylko sSwiat fizyczny, lecz i psychiczny. A réwnoczesnie prze-
konywamy sie, jak daleko odbiegliSmy od czasow, kiedy to
Whitehead, autor ,,A treatise of Universal Algebra“ (1898),
maogt stusznie twierdzi¢, ze logika pojeé jest ,,the only known
member of the non-numerical genus of universal algebra“.
Nietylko bowiem widzimy teraz te algebre jakoSciowg zasto-
sowang do elementéw geometrycznych (logika geometryczna),
lecz widzimy jg réwniez w $wiecie realnym, fizycznym i psy-
chicznym, jako wyrazicielke tej logiki, ktéra panuje w Swie-
cie tondw harmonicznych .

Nietylko w $wiecie dzwiekéw, lecz i w dziedzinie Swiatta i barw prze-
jawia sie ta logika negacji (dopetnien) i dualnosci. Spraw tych tutaj jednak
juz nie rozpatrujemy.



D ODATK






Dodatek A.

SADY
W LOGICE GEOMETRYGZNO-ARCHITEKTONIGZNE..

Przechodzimy obecnie do krotkiego rozpatrzenia kwestji,
w jaki spos6b wyrazaja sie sady w logice geometryczno-archi-
tektonicznej. Rachunkiem sadow, jako catosci, interesowac sie
tu nie bedziemy, zwrécimy sie natomiast do sadow rozczton-
kowanych juz na podmiot i orzeczenie i zobaczymy, jak
sie one wyrazajg w logice geometrycznej. WeZmy nasam-
przéd sad powszechny twierdzacy: ,wszystkie a sa i szu-
kajmy jego wyrazu logicznego i geometrycznego. Ot6z wie-
my, ze wyrazem symbolicznym tego sadu w logice algebraicz-
nej bedzie wyrazenie: db, pojete jako orzeczenie do podmio-
tu ,,wszelki przedmiot® (alb = 0). Istotnie sad: ,,wszelki przed-
miot jest albo d, albo b“ jest réwnowazny sadowi ,wszyst-
kie a sg b‘\ albowiem sad ,wszelki przedmiot jest albo d,
albo b“ jest réwnowazny sadowi ,jezeli co$ nie jest d, to jest

=: ,jezeli co$ jest a, to jest b“, to za$ znaczy wiasnie, ze
~wszystkie a sg b“. Np. sad: wszelki przedmiot jest to albo
nie-cztowiek albo $miertelny* jest réwnowazny sgdowi: ,je-
zeli cos$ jest czlowiekiem, to jest Smiertelne”, a wiec i sadowi:
»wszelki czlowiek jest $miertelny“. Sad wiec powszechny
,wszystkie a sg 0“ wyraza logika algebraiczna zapomocg
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wzoru a'b = O lub wprost zapomocg wyrazu c/b, pojetego ja-
ko orzeczenie dla wszelkiego podmiotu. Wobec tego za$, ze
z punktu widzenia logiki treSci orzeczenie b tego sadu zawie-
ra sie w podmiocie a, mozemy sad ten wyrazi¢ réwniez za-
pomoca wzoru: b <Co (ktéry mozemy czyta¢ réwniez: ,z tre-
sci a wynika tres¢ b\ lub: ,jezeli a, to b™) i w ten sposéb
otrzymujemy znang juz nam réwnowaznos$¢: b<ia (ab =
= 0), ktdrej obie strony wyrazajg sad ,,wszelkie a jest b‘\

W podobny spos6b wyraza algebra logiki nietylko sad E:
»zadne a nie jest b* (= ,wszelkie a jest zapomocg wyra-
zenia: c/b', lecz i dwa powszechne sady o zaprzeczonym pod-
miocie (wprowadzone przez de Morgana): ,wszelkie a' jest b“
i ,zadne o' nie jest 6“ (= wszelkie a' jest b'). Pierwszy z tych
sagdoéw (oznacza¢ go bedziemy przez AE) wyraza sie¢ zapomo-
cg wyrazenia ab, drugi za$ (oznacza¢ go bedziemy przez & —
zapomocg wzoru ab'.

Co dotyczy czterech saddw szczegdtowych: | niektore a sg Z*
(/), ,,niektére a sg b"" (0), ,niektére d sg b* (h) i ,niektore
a' sg 6" foij (dwa ostatnie wprowadzone zostaty przez de
Morgana), to otrzymamy natychmiast wyrazenia im odpowia-
dajace, jezeli uprzytomnimy sobie tylko, Zze:

Sad / jest zaprzeczeniem (negacjg) sadu E,

sad O, » , sadu A,
sad /i, " N sadu EN
i sad Ot, N " sadu AN

Stad, stosujgc wzory de Morgana (por. str. 28), otrzymu-
jemy nastepujace wyrazenia”) dla czterech sadéw szczegdto-

wych:

Woyrazenia te nalezy rozumie¢, jako orzeczenia dla podmiotu: ,niektéore
przedmioty“.
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I = @bY = aAb
0= (/Y = a~b’
h= {aby = a'tb
o1 = (aby (/+b'

Jak widzimy, sady te rozmieszczajg sig niezwykle syme-
trycznie na naszym schemacie logiki dwuelementowej (patrz
rys. 16). sady powszechne zajmujg cztery boki wewnetrznego
kwadratu, sady za$ szczegdtowe cztery wierzchotki kwadratu
zewnetrznego, przyczem sad powszechny (prosta) i sad szcze-
gotowy (punkt), bedacy jego zaprzeczeniem, lezg w C¢wiartkach

Rys. 16.

przeciwlegtych, np. sad A i sad O.

Sady arystotelesowskie: A, E i sprzeczne z niemi sady 0, 1 zo-
brazowane sg przez dwie proste, wychodzace z punktu a,
i dwa punkty, lezace w ¢wiartkach im przeciwlegtych. Orjenta-
cje w stosunkach miedzy sgdami bardzo ufatwia tu ta okolicz-
nos¢, ze $rod czterech sagdow, rozmieszczonych wzdtuz osi sko-
$nych (1, Ax, E, ol oraz It, A, Et, 0), tylko dwa mogg by¢
prawdziwe.
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Tych 8 elementéw nie wyczerpuje ogotu sadéw logiki dwu-
wymiarowej. Zobaczymy, jakie to sady reprezentowane Ssg
przez pozostate elementy.

A wiec nasamprzdd, jaki to sad jest reprezentowany przez
element: (a-\-b)(af + b)) = a'bab’' oraz dwoisty don
i znim sprzeczny element; ab + a'b'= (@' b) (@ b"). Pierw-
szy z tych element6w jest potgczeniem elementéw db i ab', t. zn.
sgdéw b<ia (sad A) i a<C.b (sad jEJ, a wiec w mysl definicji
réwnowaznosci wyraza sad: a~ b, ktéry jako potgczenie sgdow:
»wszystkie a sg b* i ,»wszystkie b sg a“ jest sgdem: wszystkie
a sg wszystkiemi b* {= wszystkie a i tylko a sg b*), czyli jest
hamiltonowskim sgdem U. Drugi z tych elementéw [dwoista
negacja pierwszego = (a' + b) (a A- b")J jest polaczeniem ele-
mentéw ab i a'b’, t. zn. sadow b <C a' (sad AJ i d <i b (sad
E), a wiec w mysl definicji rownowaznosci wyraza sgd d — b
(czyli a — b"), a wiec sad: ,wszystkie nie-a sg wszystkiemi 6“
(wszystkie nie-i i tylko nie-a sg 6j lub rownowazny z nim sad;
~wszystkie a sg wszystkiemi ,nie-n“ (wszystkie a i tylko a
sg ,mt-b*). Nazwijmy go sadem U".

Jak widzimy na rys. 16, sad U = (a b)(d b") wyraza
sie geometrycznie przez prosta (ab) (d A-b'), t j. jedng
z osi skosnych, jedng z przekatnych zewnetrznego kwadratu.
Podobnie sagd U' =m (dj~b) (a-"b') wyraza sie przez drugg o0$
sko$ng, druga przekatng zewnetrznego kwadratu.

Przechodzimy teraz do czwérki elementéw prostych (nie-zto-
zonych): a, d, b, b'.

Analogicznie do tego, jak element a'b oznaczat sad: ,wszel-
ki przedmiot jest albo d albo b*\ element a (~ a . 1) oznaczaé
bedzie sad: ,»wszelki przedmiot jest albo a, albo a d {a wiec
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réwniez a)'\ czyli innemi stowy oznacza¢ bedzie sad: ,wszelki
przedmiot jest d\ Znaczy to, ze zakres klasy a jest maximum,
a wiec tres¢ pojecia — minimum. Podobne znaczenie majg
elementy a! (= d .1),b(=b.1)ib" (= b'. 1). Obrazem geo-
metrycznym tej czworki sagdéw sg proste: a, d, b, b"

Zachodzi teraz pytanie, jakie sady wyrazaé beda elementy
dwoiste do wyzej rozpatrzonych, a wiec do a, jakoa 0, 6o d,
jako d-~0, do b, jako”-j-0, i do d, jako b'/1-07 Ot6z analogicznie
do tego, jak element aA-b jest negacjg sadu dd (,,zadne a nie
jest b*) i jako taki oznacza sad: ,,niektdre a sg d°, tak samo sad
a-\-0 jest negacjg sagdu d . 1 (,,zaden przedmiot nie jest d ) i jako
taki oznacza sad: ,niektére przedmioty sg d‘. Gdy wiec sad
d (= d . 1) wyraza, ze klasa a jest pusta — jego negacja, sad
Z nim sprzeczny a (= a+ 0) wyraza stan faktyczny, ze ,nie-
ktére przedmioty sg d\ a wiec ze klasa a nie jest pusta, gdy
natomiast sad przeciwny sagdowi d (= d .1),i.].sgda (= a.l
oznacza, jak wiemy, ze ,wszelki przedmiot jest d‘, a wiec
oznacza petnie klasy a, to, ze obejmuje ona wszystkie przed-
mioty, ze ma maximum zakresu, ze wiec pojecie a przedstawia
minimum tresci. Podobne znaczenie majg elementy d +
+0), b(=b 0id (— d-\0) Obrazem geometrycznym
tej czworki sadoéw sg punkty: a, d, b, d.

Dla odréznienia dwoistych sgdéw prostych dodamy im in-
deksy: sad szczegbtowy a oznaczymy przez sad powszechny
a przez 4. Sad stwierdzajacy, ze ,niektére przedmioty sa
d\ stwierdza innemi tylko stowy, ze ,przedmioty a istniejg",
mamy wiec w sagdach prostych ug, d b Q, de, czworke sadéw
egzystencjalnych. Sad za$ «i, gloszacy, ze ,wszelki przedmiot
jest d*, glosi tern samem, Ze do istoty wszelkiego przedmiotu
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nalezy cecha a, a wiec obwieszcza powszechny, ontologiczny,
transcendentalny charakter cechy e. Te czworke dualnych sa-
déw prostych: afy d b x, b\ nazwiemy sagdami ontologicznemi.
Widzimy w ten sposéb, ze na plaszczyznie logicznej, pomija-
jac juz elementy graniczne 0 i 1, mamy oprécz 8 sadow de
Morgana jeszcze sady U i U' (— negacje U) oraz dualne sady
proste: ontologiczne (powszechne) i egzystencjalne (szczegoto-
we).

Poruszymy tu jeszcze pokrétce sprawe dichotomji sagdéw, po-
mijajac juz zupetnie sprawe ich tetratomicznego podziatu.

Otéz mozemy moéwi¢ nietylko odichotomji poje¢, tecz i sa-
dow. Wezmy np. sady: a 0, a biaA-b\ Sada 0—
= (X (punkt a) jest to sad: niektére przedmioty sg a = przed-
mioty a istniejg, i jako taki, jako sad egzystencjalny, jest on sg-
dem o tresci niezréznicowanej (niewyznaczonej) w stosunku do
sgdéw a \r b \ a-\- b\ ktére gtoszg nietylko, Ze a istnieja, lecz
Ze niektore a sg b, niektore za$ d. Sad (egzystencjalny) réz-
nicuje sie tu, dzieli sie na dwa sady i jest tern, co majg one
wspblnego z soba (,a istnieje*), co sie przejawia dwojako,
okoto czego one w swej konkretnosci jakgdyby oscylujg [a* —
~(a+b) (aA: b))

Przejdzmy teraz do sadéw powszechnych, dwoistych wzgle-
dem poprzednich, a wiec do sgdéw: a . 1, ab, ab'. Sagda .1~ a
(prosta a) jest to sad: wszystkie przedmioty sg a — Zzaden
przedmiot nie jest d. Ot6z te niemozliwos¢, sprzecznosé przed-
miotdbw a' mozemy réwniez wyrazi¢ w sposob bardziej roz-
winiety w postaci zespotu dwaoch sagdéw powszechnych: ,wszyst-
kie a' sg b* (sad ab) i ,wszystkie a' sg b' (sad ab'), wyraznie
wskazujgcych w swym zespole, ze zaden przedmiot (niesprzecz-
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ny) nie moze by¢ o'. Istotnie wiec sad ontologiczny a .1 =
jest tu caloscia, dajaca sie wyrazi¢ dichotomicznie zapomoca
sumy sadéw ab i ab' [@8 — ab A- ab'] M.

9 Ograniczamy sie tu do rozpatrzenia sadéw w logice geometrycznej
ptaskiej (planilogice). Sprawe analogiczng sadéw w logice tréjwymiarowej
(stereologice) pomijamy tu, zwracajac tylko uwage na to, ze w stereolo-
gice mie¢ bedziemy do czynienia z sagdami o naturze bardziej ztozonej,
z sadami wyrazonemi zapomocg symboléw troistych: abc, 6+6+c i t p.
Beda to np. sady o tredci: ,wszystkie (ab)' sg ¢ (abc) lub ,niektére a+b
sg c* (atb-\-c) i t. p.



Dodatek B.

DUALNE RODZAJE WNIOSKOWANIA W LOGICE
ARCHITEKTONICZNEJ i).

Zaczynamy od wnioskowania z analogji, od ktérego juz ta-
two nastepnie przej$¢ mozemy do wnioskowania indukcyjnego
i dedukcyjnego. Przez I-y rodzaj wnioskowania z analogji
pojmujemy wnioskowanie nastepujacego typu. Pierwsza z prze-
stanek przypisuje gatunkowi b (wzgl. poszczegdlnemu przed-
miotowi) pewng ceche czy zespot cech P, przytem stwierdza,
ze P przynalezy gatunkowi b, juz jako przedstawicielowi ro-
dzaju a, ze wiec jest P niezalezne od roznicy gatunkowej tego
gatunku. Druga przestanka stwierdza analogje (izokategorjal-
nos¢) elementéw b i ¢ zt wzgledu na rodzaj a, innemi stowy
stwierdza, ze nietylko b, lecz i c jest gatunkiem rodzaju a. (Tej
wiasnie drugiej przestance, stwierdzajacej istnienie analogji
miedzy elementami b i ¢, zawdziecza wnioskowanie z analogji

Jak zobaczymy nizej, nietylko wnioski dedukcyjne, lecz réwniez wnio-
ski indukcyjne i z analogji sa wnioskami S$cistemi, t. j. dajacemi sie uza-
sadni¢ na podstawie zasad formalnej logiki. A wiec nie kazdy Scisty wnio-
sek jest wnioskiem dedukcyjnym (od ogotu do szczegétu), i w ramach
0g6lnego, rodzajowego pojecia wnioskowania (cistego) nalezy odréznia¢ —
wedtug dawnego zwyczaju — poszczeg6lne jego gatunki: dedukcje, induk-
cje, wnioskowanie z analogji. Z tych wzgleddw uwazamy za wysoce niece-
lowe tworzenie rodzajowego pojecia dedukcji, jako réwnoznacznika wszel-
kiego Scistego wnioskowania.
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swa nazwe). Oczywiscie, jezeli cecha P przynalezy elementowi
b juz z tej racji, ze jest on a, to przynaleze¢ réwniez musi
wszelkiemu elementowi ¢, réwniez bedgcemu a. Whnioskowanie
to jest bezwzglednie Sciste wobec tego, ze przestanka pierwsza
nietylko stwierdza, ze P <ib, lecz réwniez, ze P zawiera sie
w b, jako w gatunku rodzaju a ®. Mozemy je przedstawic alge-
braicznie w sposéb nastepujacy:

| przestanka: P <C ba.

(P zawiera sie w b, jako a, czyli: P zawiera sie w tern, co
jest wspolne b i a).

Il przestanka; ba = ca := a.

(Wobec tego zc a<Cb czyli a m=ba oraz a ¢ czyli a —
= ca).

Whniosek: P <i ca, 3 wiec P <C c.

Znaczy to: Jezeli P jest cechg elementu b, jako gatunku ro-
dzaju a, to jest rowniez cechg elementu c, o ile ¢ réwniez jest
gatunkiem rodzaju a.

Taka jest zasada pierwszego rodzaju wnioskowania z analo-
gji; pozwala ona przenosi¢ cechy, przynalezne rodzajowi, z jed-
nego gatunku danego rodzaju na inny gatunek tegoz ro-
dzaju.

Ot6z struktura formalna powyzszej zasady wnioskowania z
analogji, polegajagca na zawieraniu sie elementu P w iloczynie
logicznym ba, nasuwa mysl, ze istnie¢ moze inny jeszcze ro-
dzaj wnioskowania z analogji, rodzaj do powyzszego dualny”
w ktorego zasadzie wystepowatyby zwigzki do poprzednich du-
alne, a wiec zawieranie sie sumy logicznej ~ -f a w elemencie
dualnie odpowiadajagcym elementowi P. Ten dualny rodzaj

Materjalna prawdziwo$¢ tego twierdzenia i jej kryterja tutaj nas,
oczywiscie, nie interesuja.
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wnioskowania musiatby mie¢ jako przestanke réowniez fakt ana-
logji dwoch elementéw, analogji jednak odmiennego rodzaju,
analogji dwoistej wzgledem tej, ktérg widzieliSmy przy wnio-
skowaniu powyzszem. Istotnie, jezeli poprzednio moéwilismy o
dwéch elementach, jako analogicznych, gdy zawieralty one w
sobie wspolng kategorje, rodzaj (byta to analogja gatunkow),
to teraz, dwoiscie, moéwi¢ mozemy o dwoch elementach ana-
logicznych, jezeli oba one sg zawarte w tym samym elemen-
cie, w tej samej catosci (mamy tu analogje sktadnikéw). Po-
przednio elementy analogiczne spokrewnione byty przez skiad-
nik wspolny, w nich zawarty, obecnie spokrewnione bytyby ja-
ko skladniki tej samej catosci, w ktérej bylyby zawarte, tak
ze mielibysmy zaréwno 6 <C a, jak i ¢ <C 3, czyli 6 -a = ¢

a = a. Taka bylaby druga przestanka drugiego (dualnego)
rodzaju wnioskowania z analogji. Pierwsza za$ przestanka tego
whniosku stwierdzataby, ze jaki$ podmiot S posiada ceche b, nie
jako ceche oddzielng, niestowarzyszong z innemi, lecz jako
sktadnik wigkszej catosci, mianowicie zespotu (kompleksu) cech
a; tak ze w S zawarte jest nietylko b, lecz i 6 + a. Z tych prze-
stanek wynika juz niewatpliwy, bezwzglednie S$cisty wniosek,
ze S posiada rowniez ceche c, albowiem posiada ceche b, jako
sktadnik zespotu a, obejmujacego réwniez i ¢c. Mozemy to dwoi-
ste wnioskowanie z analogji przedstawi¢ algebraicznie w spo-
sob nastepujacy:

| przestanka: b A- a S.

Il przestanka: b-\-a = c-\~a — a (wobec tego ze b a
ic<ia)

Whiosek: ¢c-b 3 <C S, a wiec i ¢ <C S.

Znaczy to: Jezeli element S posiada ceche b, jako skfadnik
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catosci (zespotu cech) a, to posiada réwniez ceche c, o ile ¢
réwniez jest skladnikiem catosci a.

Taka jest zasada drugiego (dualnego) rodzaju wnioskowania
z analogji; pozwala ona przechodzi¢ w obrebie elementu, kté-
remu przynalezy pewien zesp6t cech, od jednego sktadnika da-
nego zespotu do innego skiadnika tegoz zespotu.

Dwoisto$¢ tych dwodch rodzajow wnioskowania z analogji
wystapi specjalnie wyraznie, jezeli poréwnamy ich zasady.

Zasada | rodzaju Zasada |1 (dualnego) rodzaju
whnioskowania z analogji whnioskowania z analogji

Jezeli P jest cechg elementu Jezeli element S posiada ce-
b, jako gatunku rodzaju a, to che b, jako sktadnik catosci a,
jest réwniez cechg elementu ¢, to posiada réwniez ceche c, o
o ile créwniez jest gatunkiem ile ¢ réwniez jest sktadnikiem
rodzaju a. catodci a.

Jak widzimy, mozna przejs¢ od jednej zasady do drugiej
przez zamiane poje¢: ,,cecha“ na ,,element” (,,substancja“), ,by¢
cechg” na ,posiada¢ ceche“, ,rodzaj* na ,catos¢“, ,gatunek”
na ,sktadnik* — i odwrotnie, przytem cecha P (praedicatum)
przechodzi w element S (subjectum). Wraz z podstawowg dwo-
istoscig ogdlnosci i catosci (por. str. 91), mnozenia i dodawania,
jako przejscia od gatunkéw tresciowych do rodzaju z jednej
strony i przejscia od skiadnikéw do catosci z drugiej strony,
wystepuje tu jeszcze dwoistos¢ substancji i cechy, podmiotu
i orzeczenia. Gatunki i rodzaje wystepujg w charakterze nosi-
cieli cech, w charakterze podmiotéw, sktadniki i zespoty w cha-
rakterze samych cech, a wiec orzeczen.

Przechodzimy teraz do rozpatrzenia wnioskowania indukcyj-
nego, ktére w istocie rzeczy lezy w postaci ukrytej, nierozwi-
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nietej, u podstawy wnioskowania z analogji. Jezeli tak jest, to
wobec dwoistej natury wnioskowania z analogji nalezy sie spo-
dziewaé¢ ujawnienia réwniez dwoistego rodzaju wnioskowania
indukcyjnego. Przedewiszystkiem jednak o indukcji, ukrytej w
przestankach wnioskowania z analogji. Mamy tu na mysli prze-
stanke pierwszg I-go rodzaju wnioskowania z analogji. Twier-
dzi ona nietylko, ze cecha P przynalezy gatunkowi b (P < b),
lecz ze jest ona zalezna tylko od cech rodzajowych tego ga-
tunku, od tego, co ma on wspdlnego z rodzajem (a), ze wiec
przynalezy mu, jako przedstawicielowi rodzaju a (P ba).
Lecz w tern twierdzeniu miesci sie juz sposobem ukrytym prze-
niesienie cechy z gatunku na rodzaj, skoro bowiem twierdzi-
my, ze cecha ta zawarta jest w gatunku b, jako przedstawicielu
rodzaju a, to stwierdzamy innemi tylko stowy, zachowujac je-
szcze kontakt z gatunkiem b, ze jest ona cecha, przynalezng
rodzajowi a. Skad juz krok formalny tylko dzieli nas od twier-
dzenia jawnie indukcyjnego P <ia fP  ba; ba< a).

Otéz przestanka pierwsza li-go rodzaju (dualnego) wniosko-
wania z analogji réwniez — jak sie tego nalezato spodzie-
waé — przedstawia nam wynik wnioskowania indukcyjnego,
niedoprowadzonego tylko do swej ostatecznej postaci. Twier-
dzi ona bowiem nietylko, ze element S posiada ceche b (b <i S),
lecz ze jg posiada, jako stanowigcg sktadnik catosci a, ze posiada
wiec element S caty kompleks cech b A-a (b -Jr a Lecz w
tern twierdzeniu miesci sie juz sposobem ukrytym przypisanie
elementowi S nietylko cechy sktadowej b, lecz catego ich ze-
spotu a, przejscie od skitadnika b do catosci a, dziatanie dwoi-
ste wzgledem przejécia od gatunku do rodzaju. Skad juz krok
formalny tylko dzieli nas od twierdzenia jawnie indukcyjnego
a<S (b a<$§s; a< b7a).
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W ten sposob archiitektonika dualna $wiata logicznego do-
prowadzita nas do stwierdzenia istnienia drugiego (dualnego)
rodzaju wnioskowania przez indukcje, ktére wznosi sie tu nie
od gatunku do rodzaju, jako podmiotéw pewnej cechy, lecz
dualnie: od cechy skitadowej do zespotu (catosci) cech, jako
orzeczen pewnego elementu (substancji) .

Rozpatrzymy blizej nieco zasady tych dwdéch rodzajéw wnio-
skowania indukcyjnego. Indukcja zwykta, uogdiniajgca (abstra-
hujaca), wychodzi z przestanki o posiadaniu przez element b ce-
chy P (P <i b). Nastepnie za$ zaktada ), ze, jezeli chodzi o ceche
P, element b wchodzi tu w gre tylko jako przedstawiciel ro-
dzaju a, a wiec tylko w tych swoich skfadnikach, ktore sg
wspdlne dla bi a (b — ba czyli b < a). Tak ze oprécz a <i b
(rodzaj tresciowy a tkwi w gatunku swym b), mamy tu je-
szcze b a, . wieca~ b

I przestanka indukcji uogélniajacej (abstrahujacej): P<ib

Ten drugi rodzaj indukcji zostat odkryty juz dawniej przez B. Erd-
manna (por. jego Logik, str. 564 i nasi. w wyd. z r. 1892 lub str. 691 i nast.
w wyd. z r. 1923), ktéry jednak nie uswiadamiat sobie gtebokich podstaw du-
alno-architektonicznych, decydujagcych o koniecznosci tego rodzaju roz-
dwojenia w dziedzinie wnioskowania. Erdmann ten drugi rodzaj indukcji
w odroznieniu od indukcji uog6lniajacej (verallgemeinernde Induktion)
nazywa indukcja dopetniajagca (ergdnzende Induktion). Myby$my chetnie
nadali temu dwoistemu rodzajowi indukcji miano indukcji catkujgcej
(przejscie od skiadnika do catosci). Zarzuty Bieganskiego (por. Zasady lo-
giki ogdlnej, 1903, str. 296-8), skierowane przeciwko wyodrebnieniu przez
Erdmanna tego drugiego rodzaju indukcji, nie moga tu by¢ blizej rozpa-
trzone; naszem zdaniem sg one zupeinie nieprzekonywujace, tem bardziej
teraz, gdy to odrdznienie dwdch rodzajow wnioskowania okazuje sie gteboko
ugruntowane w podstawowej dla logiki zasadzie dwoistosci mnozenia i do-
dawania.

Materjalna prawdziwo$¢ tego zatozenia i jej kryterja tutaj nas, oczywiscie,
nie interesuje. RAwniez obojetna jest tu dla nas ilo$¢ elementéw b, posiada-
jacych ceche P (w pierwszej przestance wnioskuj.
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Il przestanka indukcji uogdlniajgcej (abstrahujacej): b= a
@< b (< a)

Whiosek indukcji uogoélniajacej (abstrahujacej): P <i a.

I dwoiscie dla indukcji typu dualnego, catkujgcego. Wycho-
dzi ona z przestanki, ze element S posiada ceche b (b <C S).
Nastepnie za$ zaktada, ze, jezeli chodzi o element S, to cecha
b wchodzi tu w gre jako przedstawiciel (przejaw) wiekszej ca-
tosci, catego zespotu cech a, tak ze, majac b, mamy tern sa-
mem b~a(b = bA-a czylia b). Wobec tego za$, g b a
(a= b a), mamy wiec a * b

| przestanka indukcji catkujacej: 6<CS

Il przestanka indukcji catkujagcej: b — a!~b<ia-~r(i"bj

Whiosek indukcji catkujacej: a  S.

Mozemy teraz w sposéb nastepujacy sformutowaé zasady
dwdch dwoistych rodzajéw wnioskowania indukcyjnego.

Zasada 1 rodzaju Zasada |1 (dualnego) rodzaju
whioskowania indukcyjnego whnioskowania indukcyjnego

Jezeli P jest cechag elementu Jezeli element S posiada ce-
b, element za$ ten wystepuje che b, cecha za$ ta wystepuje
tu,jako przedstawiciel (gatunek) tu, jako przedstawiciel (skia-
rodzaju a, to P jest cecha ro- dnikj catosci Q to element S
dzaju a. posiada jako ceche catos¢ a.

Jak widzimy, mozemy przej$¢ od zasady indukcji uogolnia-
jacej do zasady indukcji catkujacej przy pomocy tego samego
odwzorowania (stowniczka), jakiem positkowalisSmy sie przy
przejsciu od jednego do drugiego rodzaju wnioskowania z ana-
logji. | tutaj réwniez widzimy, ze indukcja od gatunku do ro-
dzaju dotyczy substancji, podmiotu sadu, indukcja za$ od
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sktadnika do catosci dotyczy cech i wyraza sie w orzeczeniu
sadu.

Podobnie jak stwierdzitiSmy dotychczas istnienie dwoistego
wnioskowania z analogji oraz dwoistego wnioskowania induk-
cyjnego, tak tez w naturalnej konsekwencji rzeczy skonstatu-
jemy teraz istnienie dwoistej dedukcji. Jezeli bowiem moglis-
my dwoiscie indukowac: z jednej strony — od podmiotu ga-
tunkowego do podmiotu rodzajowego, jako posiadajgcego pew-
ng ceche, z drugiej zas: od skladnika do zespotu cech, jako
orzeczen pewnego podmiotu, to, oczywiscie, bedziemy mogli
réwniez odwrotnie wnioskowaé, i dedukowaé z jednej strony
podmiot gatunkowy z podmiotu rodzajowego, jako posiadajacy
pewng ceche (dedukcja zwykia), z drugiej za§ — skiadnik z ze-
spotu cech, jako orzeczenie pewnego podmiotu (dedukcja du-
alna). | jezeli za zasade zwyktej dedukcji przyjmiemy dictum
de Omni (w pojmowaniu tresciowem: dictum de genere lub
0g0lniej: dictum de abstracto), to dedukcje dualng obowigzy-
waé musi zasada dualna wzgledem powyzszej, zasada, ktorg na-
zwaliby$Smy dictum de toto. Tak wiec:

Zasada | rodzaju Zasada |1 (dualnego) rodzaju
whioskowania dedukcyjnego whioskowania dedukcyjnego
Jezeli P jest cecha rodzaju a. Jezeli element S cechuje ca-

bzasjest gatunkiem”) rodzaju a, to$¢ fzesp6lj cech a, za$ 6 jest
to P jest cechg gatunku®) b. sktadnikiem catosci a, to ele-

ment S cechuje skfadnik b.
Pierwsza z tych zasad — dictum de genere (de abstracto)®) —
przypisuje to samo orzeczenie P dwdém podmiotom (jezeli ro-
9 wzgl. osobnikiem.

9 wzgl. osobnika.
Jest to w istocie rzeczy kantowska zasada: nota notae est nota rei ipsius.
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dzajowi, to i jego gatunkowi), druga (dualna) — dictum de
toto — przypisuje temu samemu podmiotowi S dwa orzeczenia
(jezeli zespdt cech, to i jego skiadnik). Pierwsza jest dedukcja
wyszczegdblniajacag (konkretyzujaca), druga nazwaliby$my rézni-
cujaca (dzielacg). W ten sposdb okazuje sie, ze, dedukujac sad
jakis, mozemy postepowaé dwojako: badz dedukujac jego pod-
miot wedtug dictum de genere, badz jego orzeczenie wedtug dic-
tum de toto. A wiec np. ze ,,Sokrates jest Smiertelny”, mozemy
dowies¢: 1) ktadac za podstawe dedukcji przestanke: ,,Czlo-
wiek jest Smiertelny”, a nastepnie, stwierdziwszy, ze ,,Sokrates
jest cztowiekiem®, przenosimy orzeczenie $miertelnosci z pod-
miotu rodzajowego na nowy podmiot ,,Sokrates“; 2) kladac
za podstawe dedukcji przestanke: ,,Sokrates jest cztowiekiem*
(w znaczeniu: Sokratesa cechuje zespot cech, ktéry nazywamy
,,cztowieczenstwem"), a nastepnie, stwierdziwszy, ze cztowiek
jest Smiertelny (to znaczy, ze zespdt cech ,cztowieczenstwo* za-
wiera w sobie jako ceche sktadowag ,,$miertelnosc”), przypisuje-
my Sokratesowt-nowe orzeczenie: ,,$Smiertelny”. W ten sposob
droga do sgadu ,,Sokrates jest Smiertelny“ poprzez pojecie ,,czto-
wiek" jest dwojaka; badZz wychodzimy z pojecia: $miertelny
(+ cztowiek), badZ z pojecia: Sokrates (+ cziowiek). W pierw-
szym przypadku we wniosku ,,Sokrates jest $miertelny* mamy
nowy podmiot ,Sokrates” zamiast dawnego ,czlowiek”, w
drugim przypadku we wniosku tym mamy nowe orzeczenie
LSmiertelny*  (,$miertelnos¢*) zamiast dawnego ,cztowiek"
(,,cztowieczenstwo").

Rekapitulujgc wszystko, powiemy, ze, biorgc za punkt wyj-
$cia dwoisto$¢ poje¢ ogolnych i catosciowych, nalezy odrdz-
ni¢ w kazdym ze sposobdéw wnioskowania dwa jego rodzaje,
a wiec:
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I: 1) wnioskowanie z analogji gatunkoéw i 2) wnioskowanie
z analogji sktadnikoéw,

II: 1) wnioskowanie indukcyjne abstrahujace i 2) wnio-
skowanie indukcyjne catkujace,

I11: 1) wnioskowanie dedukcyjne konkretyzujgce i 2) wnio-
skowanie dedukcyjne réznicujace (dzielace).

«weeanhisist--- 13U
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