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PRZEDMOWA.

Teorja operacyi, stworzona przez V. Yolterre, zajmuje
sie¢ badaniem funkcyj, okreslonych w przestrzeniach o nieskoncze-
nie wielu wymiarach. Niema prawie dziedziny matematyki, gdzieby
teorja powyzsza nie wnikata w sposob istotny. Dos$¢ wspomniec,
ze rachunek warjacyjny i teorja réwnan catkowych okazaty sie
szczegOtnemi przypadkami ogdélnych dziatdbw, zawartych w teorji
operacyj. Pieknos¢ teorji operacyj lezy gtdwnie w tern, ze w niej
taczg sie w harmonijng cato$¢ metody matematyki klasycznej
z metodami matematyki nowozytnej. Teorja operacyj pozwala czesto
interpretowaé twierdzenia teorji mnogosci tub topologji w spo-
s6b zupetnie nieoczekiwany, Twierdzenie np. z topologji o sta-
tym punkcie daje sie (jak zauwazyli Birkhoff i Kellogg), przy
pomocy teorji operacyj przettumaczy¢ na twierdzenie klasyczne
0 istnieniu rozwigzan rownan rdézniczkowych. Sg dzialy matema-
tyki, ktérych gtebsze zrozumienie mozliwe jest tylko przy pomocy
znajomosci teorji operacyj. Takiemi dziatami sg: teorja funkcyj
zmiennej rzeczywistej, roéwnania catkowe, rachunek warjacyjny
1t p.

Jezeli zwrdcimy uwage na piekno, tkwigce w teorji operacyj,
to pomijajac nawet jej liczne zastosowania (ktére sg nieistotne
dla oceny piekna samej teorji), mozemy jg stusznie zaliczy¢ do
najpiekniejszych teorji matematyki.

Po tern wszystkiem nie zdziwi nas zdanie p. J. Hadamar da,
ze teorja operacyj przedstawia najpotezniejsza metode badan mate-
matyki nowozytnej.

Tom pierwszy niniejszego dzieta stanowi ustep z algebry
teorji operacyj. W tomie tym zajmuje sie badaniem t. zw. ope-
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racy] linjowych. Odpowiada to w algebrze badaniu form linjo-
wych ksztaltu;  x*-{-a"x"A-.. XA,

W odpowiednich ustepach podaje zastosowania, otrzymanych
twierdzen, do rozmaitych dziedzin matematyki jak np. do teorji
funkcyj zmiennej rzeczywistej, szeregéw ortogonalnych, teorji suma-
cyj, rownan catkowych i t. p. Przy twierdzeniach podaje zawsze
autora, o ile tylko jest mi znanym.

Jest tylko kilka dziet, poswieconych teorji operacyj. Oto naj-
wazniejsze:

1. V. Volterra Leeons sur les fonctions de lignes, (Coli.
Borel), Gauthier-Villars, Paris, 1913.

2. V. Volterra: Theory of Functionals, Blackie, London
and Glasgow, 1930.

3. P. Levy: Leeons d’analyse fonctionnelle, (Coll. Borel),
Gauthier-Villars, Paris, 1922.

W ksigzce (2) podana jest rowniez literatura.

Przystepuje do mitego obowigzku ztozenia podzigkowania tym
wszystkim, ktérzy stuzyli mi rada i pomoca przy redakcji tego
tomu, a w szczegdlnosci:

p. Dr. H . Auerbachowi za czesciowg redakcje wstepu,

p. S. Mazurowi za wybitng pomoc uzyczong przy redakcji
tej ksigzki, a w szczegdlnosci przy redakcji uwag, znajdujacych sie
na koncu tego tomu,

p. Dr. S. Sak sowi. Docentowi Uniw. Warszawskiego za
cenne uwagi i poprawki, podane w czasie druku, ktére przyczynity
sie do uproszczenia i wyjasnienia wielu kwestyj, jakotez do usu-
niecia wielu btedéw i usterek,

Kasie im. Mianowskiego za podjecie sie wydania tego
dzieta.

Stefan Banach

Lwéw dn. 20. VII. 1931.



W STEP.

Podamy tu pewne definicje i twierdzenia, z ktérych w dal-
szym ciagu bedziemy korzysta¢. Przyjmujemy, ze czytelnik po-
siada znajomos$¢ teorji miary i calki Lebesguea”.

8 1. Niektére twierdzenia z teorji catki Lebesgue'a™).

Jezeli funkcje mierzalne Xn{t) s3 wspdlnie ograniczone, a cigg

jest prawie wszedzie zbiezny do funkcji x{t) w <n, *>,to
b b

}Zi—%' xn{t) dt ~ i x {t) dt.

Ogolniej, jezeli istnieje funkcja catkowalna @{t) >-0, dJa
ktorej IXn{t)' < @f{t) {n=1,2,...), to funkcja graniczna jest row-
niez catkowalna i spetnia powyzszy zwigzek.

Jezeli jest ciggiem, niemalejacym funkcyj catkowalnych
w < a, b>, zbieznym do funkcji m (t), to
b b

lim j xn{t) dt :J( (t) dt,

o ile funkcja x (") jest catkowalna, za§ w przeciwnym razie:

lim I Xn{t) dt ~  o00.

b Por. np. C de la Valle’e Poussin, Integrales de Lebesgue.
Fonctions d’ensemble. Classes de Baire. Paris. G.-Villars, 1916, lub H. Lebes-
gne, Leeons sur ITntegration, 2 ed., Paris, G.-Villars, 1928.

b Por. np. Poussin, 1 c, p. 49

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowj'ch. n



Jezeli ciag {Xn{t)) funkcyj catkowalnych z p-tg potega {p >- 1)
jest prawie wszedzie zbiezny do funkcji x {t), a nadto

b

AMXn{t)\P d t< K («=1,2,..,

to rowniez funkcja (f) jest catkowalna z /7-tg potega .

§ 2. Nieréwnosci dla funkcyj catkowalnych z p-tg potega™).

Klase funkcyj catkowalnych wraz z p-tg potega (p > 1),
w przedziale < a, b> oznaczamy przez (Ne). Liczbie p przypo-
rzgdkowujemy liczbe q zwigzang z nig rownaniem 1—1—1 = 1, ktorg

p a

nazywamy wyktadnikiem sprzezonym do p. Przy p = 2 jest row-
niez q = 2.

Jezeli X {i) y [t) ef{L$P), io funkcja x {t).y {t) jest
catkowalna, a dla jej catki zachodzi nieré6wnos$¢ nastepujaca:

b ~ i.on J_
h x .y dt\ic{"\x\p di*™ |j Iy IMdtr
a a a
w szczegblnosci dla p — 2 mamy
b

ny I< 11 rfn’ 11 y- dt

Jezeli funkcje x{t),y{t) nalezg do to rowniez x{t)-\-y{t)
nalezy do i

1J\x-*y\p dij < " Xipdtj+ |[j4ay Ipdij.
a a a

Tym nierownosciom odpowiadajg nastepujace nieréwnosci
arytmetyczne:

h Por. EE W. Hobson. The Theory of Functions of a real variable
etc., 2 wyd., Cambridge, 1921/26, vol. I, p. 300.
2 For. np. Hobson, 1 c, L, p. 588.
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p.- 2\ N1

V=L

A= v—

Dia p = 2 pierwsza z nich daje znang nierébwno$¢ Schwarza:

Jp"
b, ﬁyby|<1/\,a/r\| I\/JIJ
=i} V=L =i}

Do kazdej funkcji x (t) catkowalnej z p-tg potegg (p > 1)
i dowolnego s> 0 istnieje funkcja ciggta ¢ (t) taka, ze
b

J X—py<e

8 3. Zbiezno$¢ asymptotyczna.

Ciag funkcyj mierzalnych w pewnym zbiorze nazywamy
zbieznym asymptotycznie, lub zbieznym wedle miary (en mesure)
do funkcji m {t), okreslonej w tym zbiorze, jezeli

limm E {\Xn{t) —z (M ]> £ = 0

dla kazdego e>0.

Ciag {Xn{t)) zbiezny asymptotycznie do funkcji m {t) zawiera
zawsze cigg czesciowy zbiezny prawie wszedzie (w zwykiem zna-
czeniu) do tej funkcji.

Na to, by dany cigg {Xn{t)) byt zbiezny asymptotycznie
do pewnej funkcji, potrzeba i wystarcza, by

lim mE {\xp@t) —Xg{t) |[> s)= 0
P,

przy kazdem s> 0®.

b Por. np. Hobson, ] c, I, p. 250.
mE {\xMt) — (b |> b oznacza miare zbioru wartoéci t, dla ktérych
- [t f Podobnie nizej.
b Por. np. Hobson 1 c. Il. p. 242—244.



§ 4. Zbiezno$¢ przecietna.

Niech bedzie ciggiem funkcyj catkowalnych z p-ig
potega (/7 1) w przedziale <a,b>. MoOwimy, ze cigg ten jest
zbiezny przecietnie z p-tg potega do funkcji x {t), rowniez catko-
walnej z /7-tq potega, jezeli

lirn [ \Xn{t) — X {)\p dt =~ .
MN—

Warunkiem koniecznym i dostatecznym dla istnienia takiej
funkcji X {t) jest:

| lim () —xh{y'pdt = 9.

Funkcja X(t) jest woOwczas okre$lona jednoznacznie, poza
zbiorem o mierze zero.

Ciag zbiezny przecietnie do jakiej$ funkcji jest do niej row-
niez asymptotycznie zbiezny, zawiera zatem zawsze cigg czeSciowy
zbiezny do tej funkcji prawie wszedzie w zwykiem znaczeniu M.

§ 5. Calka Stieltjesa®).

Oznaczmy przez x (t) funkcje ciagta, za$ przez a (t) funkcje
0 wahaniu ograniczonem w przedziale < a, b >. Jezeli podzielimy
przedzial < a b> na przedzialy czeSciowe przy pomocy liczb

a w kazdym z przedziatow czesciowych obierzemy dowolng liczbe
i/, to, podobnie jak przy definicji catki Riemanna, mozemy
utworzy¢ sume:
n
5=V VO,)[a®)- al(i )] [t > />

Por. np. Hobson, 1 c, W, p. 245.
0 Por. np. Lebesgue, Leeons, Chap. XI.



Udowadnia sie, ze dla kazdego ciggu podziatéw, dla ktdrego
najwiekszy przedziat czeSciowy dazy do zera, sumy 5 posiadajg
granice, zawsze tesama, ktorg oznaczamy przez

() d d {0

i nazywamy catkg Stieltjesa.
Catka ta posiada nastepujgce wiasnosci:

b a
AX{t) dadft) = —Ax{t) da {t)
a b
b c c
pX@®da®-rjx()da()=jX(dafy,
a b a
b b b
| [0 + “2(0]da{t) —j XMt)da{t)Hj XNt daft).

Pierwsze twierdzenie o $redniej wartoSci wyraza sie tu przez
nierownos¢:
b
Ij (0 (0 '< Vv,
przyczem M oznacza goérny kres bezwzglednej warto$ci ("1, za$
V catkowite wahanie funkcji a{t) w <a,b >.

Jezeli funkcja a{t) jest absolutnie ciagta, to catke Stieltjesa

mozna wyrazi¢ przez catke Lebesgue’a w sposdb nastepujacy:
b b
AXA{)da{t)=J m® a\t) dt.

Jezeli a{t) jest funkcja S$cisle rosngcg [t. zn. a(f) < a (™)
dla a™ t'<t”” b] wodwczas, ktadagc dla kazdego s odcinka
< afa),afb)>:

B{M " gorny kres wartosci t, dla ktorych s>-af{t), otrzy-
mujemy



agb)
X (t)da()=]xB8(®5)]ds
a(a)
Dowdd.
Mamy B[a(@O] —i a~t b S (69

Poniewaz funkcja B (T) jest funkcjg rosnaca i przyjmuje wszystkie war-
tosci przedzialu < B[a(@)] = a RB[a &)= b przeto funkcja B(s) jest ciggta.
Wynika stad, ze funkcja x [B (i)] jest rowniez ciggta.

Utworzmy dowolny podziat (8 odcinka {a b) przy pomocy liczb

M= fo< fi.. b. Potézmy a {tj) = &
Mamy
g
AT [RB@EId= @ —8 X(8/),
nf-1

gdzie 8/ = R (.?/), przyczem 8"_j < 5/ -< 8\
Oczywiscie B (8;_ ") < R(s/) = 8/ < R (8.

Na mocy (1) B (8,-_j) = B [a oraz analogicznie B (8" =
Zatem
< ti.

A wiec

l.= X (8/) [a(f)— a
Stad

« n
["x [R (?)] y i X X (8N [a(f) — a

ala}
u
Poniewaz ostatnia suma zdgza d o ( f) a (f), gdy maximum dtugosci

a
przedziatow, wchodzacych w skiad podziatu (0), dazy do zera, przeto

a(b) b
IXRB@E]ds = I X@® a(@.
afa)
Jezeli teraz a.{t) jest dowolng funkcja o wahaniu ograniczonem,
to mozemy jag zawsze przedstawi¢ jako roznice <Xi(0— gdzie

Por. Lebesgue, 1L c. p. 258 — 260.



“i(0 i “2¢o0 sg funkcjami $cisle rosngcemi. Oznaczajac, jak poprzed-
nio przez Ri(s), odpowiednie funkcje, otrzymamy
b b b

x {O) d aft) —~x {t) d a*{t) — ~x (t) d a.{f) =

«1(0) a."\b)
1A RIG)Ms - 3 X [B2(5)j ds.
«)(«) aNa)

Jezeli cigag {Xn{t)) funkcyj ciagtych jest wspdinie ograniczony
i zdaza wszedzie do funkcji ciggtej x{t), wowczas dla kazdej
funkcji a {t) o wahaniu ograniczonem mamy
b b

lim [ xn{t) d a {t)= Ix {t) d a {t).

Jest bowiem

a,{b) ail)
lim 1x,[Ri (5)] = _1n[Bi(5)J ds,
n-""J J
K@ «1(0)
an(b) anb

lim (xz[R2(SJ ds = 1 x [BsC«)] ds.
a,/a) ajo)






ROZDZIAL 1.

Zbiory 1 operacje mierzalne (B) w przestrzeniach
metrycznych,

8§ 1. 0 danym zbiorze niepustym E powiadamy, ze tworzy
przestrzen metryczng lub przestrzen (D), jesli kazdej parze upo-
rzadkowanej jego elementow y przyporzadkowana jest pewna
liczba {x, y), spetniajgca nastepujace warunki®):

D {x x=0 {x,y)>0 przy xy"y;
2) x.y) =4y, xx
3 (X, )< Ay)+ (v, 2.

Liczba (a,y) nazywa sie odlegtoscia punktéw (elementow)
X, y. Ciag punktéw {a.} okreSlamy jako zbiezny"), gdy

lim {Xp, Xq) = 0; (@)
powiadamy, ze jest on zbiezny do punktu x”, piszac /;_iyr(%x,,: a’\
skoro

lim (a,, A9 = 0. 2

o tatwo zauwazy¢, ze warunki 1— 3 moznaby zastgpi¢ przez warunki:
1* (i, y) = Owtedy i tylko wtedy gdy x=y\ 2* (x, 29<; (X,¥)-]-(2 ).
Ciggi zbiezne nazywa sie zwykle ciggami spetniajgcemi warunek
Cauchy’ego t. j. warunek (1).
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Punkt Xo nazywamy wtedy granicg ciggu {Xn}.
tatwo widzie¢, ze relacja (2) pocigga za sobg (1); mamy
bowiem stale
{Xp, Xa)  iXp, AX)-|- {Xq, Xa).

Gdy wiec dany cigg punktéw jest zbiezny do pewnego pun-
ktu, to temsamem jest zbiezny; rozumie sie, ze niezawsze na-
odwrot. Przestrzenn (D) o tej wiasnoSci, ze kazdy cigg punktow
zbiezny jest zbiezny do pewnego punktu, nazywamy zupeing. Prze-
strzenie euklidesowe stanowig proste przykiady przestrzeni D zu-
petnych. Wyszczegélnimy tu szereg innych waznych przyktadow
tego rodzaju.

1 Niech {S) oznacza zbidr funkcyj mierzalnych w przedziale
< 0,1 >. Przyporzadkujmy kazdej parze uporzagdkowanej n,y ele-
mentéw tego zbioru liczbe

By ko oy ™

tatwo sprawdzamy, ze spetnione sg podane poprzednio wa-
runki 1— 3. Co dotyczy warunkéw 1 i 2 jest to widoczne (nie
rozrézniamy przytem pomiedzy funkcjami rdoznigcemi sie jedynie
na zbiorze o mierze zero); aby przekona¢ sie o tern, ze warunek
3 jest rowniez spetniony, wystarczy zauwazy¢, ze przy dowol-
nych liczbach a, b

\a b\~ \al \b\
<

-f
I~j-j<2--z2)  1-|-|ia]  1-f-|~i
Zhiér (5) tworzy wiec przestrzen (D); jest ona zupeina.

Zbiezno$¢ bowiem ciggu punktow {xn] (do punktu mo sprowadza
sie do zbieznosci wedtug miary ciagu funkcyj {Xn{t)] (do funkcji

O w<01>,

0 Kiadziemy x —x {t), y —y {t) oxar x™ X (t), Q= Xq(t); podobnie
w przyktadach 2—5.
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2. Oznaczmy przez (M) zbiér funkcy] mierzalnych i ogra-
niczonych w < 0, >. Kladac dla kazdych dwéch elementéw
y tego zbioru
{X, ¥) = max_istotne |x{t) —y{t) |,
0«1

uzyskujemy przestrzen (D) zupeitng. Zbiezno$¢ ciggu punktow
{n;,} (do punktu Xg oznacza zbiezno$¢ jednostajng ciggu funkcyj
{>"{t)) (do funkcji x*{1)) prawie wszedzie w < 0,1 >.

3. Niech (Ne) {p ~ 1) oznacza zbior funkcyj catkowalnych
wraz z [7-t3 potegg w przedziale < 04 >. Kitadac

y) = x{t) —y{t) Pdt

widzimy, ze zbidér stanowi przestrzen (D) zupetng. Nato, by
cigg punktéw {Xn) byt zbiezny (do punktu Xo), potrzeba i wystarcza,
by cigg funkcyj {Xn{t)) byt zbiezny przecietnie z /»-tg potegg (do
funkcji Xo(0) w < 0,1 >.

4. Uwazajmy zbhidr (C) funkcyj ciagtych w < 0,1 > i niech
dla kazdych dwdch jego elementéw x, y

xy) = max X —y ()|

Zbidr (C) jest przestrzenig (D) zupetna; przytem zbieznosé
ciggu punktéw {Xn} (do punktu X9 sprowadza sie do zbieznosci
jednostajnej ciggu funkcyj {Xn{t)) (do funkcji x"{t)) w przedziale
<01>.

5. Niech (€4 {p dowolne naturalne) bedzie zbiorem funkcyj
posiadajacych /»-tg pochodng ciggta w przedziale < 0,1 >. Kladac

x,y) = max IX@® y®I-f max IXp=>(t) —y (1)

uzyskujemy przestrzen (D) zupetna. Warunkiem koniecznym i do-
statecznym na to, by cigg punktéw {Xn} byt zbiezny (do punktu Xg,
jest to, by zaréwno ciag funkcyj {Xn{t)) jak i {xh”\t)) byt zbiezny
jednostajnie (odpowiednio do funkcji x™Mt), xi"\t)) w <0,1>.
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6. Niech (5) oznacza zbidr wszystkich ciggéw liczbowych;
potézmy dla kazdych dwédch jego elementéw x, y

1
V=2 2" 14 19—y

Zbior (5) stanowi przestrzeh (D) zupeing. Zbieznos$¢ ciggu
punktow {x,,} (do punktu Xo) oznacza, ze kazdy z ciagéw {in,m)
(m=1, 2,...) jest zbiezny (do Sm), gdzie = {S«m} (o= {'W}).

7. Oznaczmy przez (m) zbi6r ciggdw ograniczonych i niech

{x, y) = kres gérny | S« —
n-1, 2, ...

Zbiér (m) stanowi widocznie przestrzen (D) zupeina.
8. Niech (™Y (p ™ 1) bedzie zbiorem ciggoéw liczbhowych

{S}, takich, ze szereg sn 1~ jest zbiezny. Kiladgc dla kazdych
n=1

dwdch jego elementéw n;, y

Xih=r02 "

uzyskujemy przestrzen (D) zupeina.

9. Oznaczajac przez (c) zbiér ciggow zbieznych i okreslajac
dla kazdych dwoch jego elementow y liczbe (x, y) tak jak
w przypadku zbioru (m), wnioskujemy tatwo, ze zbidr {c) stanowi
przestrzen (D) zupeina.

8 2, Niech E oznacza jakakolwiek przestrzen {D), za§ G
bedzie jakim$ zbiorem punktéw tej przestrzeni. Powiadamy, ze
punkt A0 jest pankiem skupienia zbioru G, jes$li istnieje ciag punk-
tow {Xn}, taki, ze Xn(3 G, x,i¢ x* oraz HLnCBXn: Zbior

wszystkich punktow skupienia zbioru G nazywamy jego pochodna,
oznaczamy ja przez G'; zbiér G= G-f G' nosi nazwe domkniecia
zbioru G. Zbioér G okreslamy jako zamkniety gdy G' (@ G, jako

9 Kiladziemy &= y = podobnie w przyktadach 7—09.



13

doskonaty gdy G' = G. O zhiorze G powiadamy, ze jest otwarty,
gdy dopetnienie jego jest zhiorem zamknietym. Kazdy zbior
otwarty nazywa sie otoczeniem kazdego swojego punktu.

Zbidér wszystkich punktow .v, takich, ze

{x, X)) < r,,

gdzie X, oznacza dany punkt, za$ /o liczhe > 0, nazywamy Kkala;
Xq jest jej srodkiem, promieniem. Zbiér wszystkich punktow n
takich, ze

(x, -fo) ,

przyczem majg znaczenie poprzednie, okreslamy jako kule
otwartg-, jGnazywamy znowu jej srodkiem, o promieniem. O zbio-
rze G powiadamy, ze jest wszedziegesty, gdy G" E, moéwimy, ze
jest nigdziegesty, skoro domkniecie jego nie zawiera zadnej kuli.

Przestrzen E nazynvamy osrodkowg ), jezeli zawiera zbidr
przeliczalny wszedziegesty.

Zbiér G nazywa sie pierwszej kategorji, jesli jest sumg prze-
liczalnej mnogos$ci zbiorow nigdziegestych; w razie przeciwnym
powiadamy, ze zbiér G jest drugiej kategorji. Zbidr G jest pierw-
szej kategorji w punkcie mo, gdy istnieje otoczenie O punktu x*
takie, ze zbiér GO jest pierwszej kategorji; jezeli zadne otocze-
nie punktu wiasnosci takiej nie posiada, to méwimy, ze zhiér G
jest drugiej kategorji w punkcie x™

Jest jasne, ze, gdy zbidr G jest pierwszej kategorji, to jest
pierwszej kategorji w kazdym swoim punkcie; co wiecej —w kaz-
dym punkcie przestrzeni E. Zachodzi réwniez

Twierdzenie 1. Zbiér G, ktdry jest pierwszej kategorji w kaz-
dym swoim punkcie, jest zbiorem pierwszej kategorji.

Dowdd. Uwazajmy klase wszystkich kul otwartych K o tej

b Klase przestrzeni tego rodzaju badal pierwszy p. M. Frechet; ter-
min ,,0érodkowa" podat p. W. Sierpinski, jako polski odpowiednik ,sepa-
rable".
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wiasnosci, ze zbiér GK jest pierwszej kategorji; ustawmy te kule
w ciagg pozaskonczony

Ko, Ki, Q, ... (1< a).

Niech =G oraz

@: PO, VAVAWAYAN

Wedtug zatozenia kazdy ze zbioréw jest pierwszej kate-
gorji; wobec (1) te samg witasno$¢ majg zbiory QN

Niech tedy
Qe = y Ql">, (2)
gdzie kazdy ze zbioréw jest nigdziegesty; potdézmy
0,="Q """ (H=1, 2,...). (3
N<a
tatwo widzieé, ze
0 =Y" G,; (4)
n—

twierdzimy, ze kazdy ze zbiordw Gn jest nigdziegesty. Istotnie
w przeciwnym razie istniatoby naturalne «o, takie, ze zbior G,
zawieratby jaka$ kule otwartg K Niech oznacza najmniejsza
liczbe porzadkowa o tej wiasnosci, ze

liczba taka istnieje, bo, gdyby stale byto to z uwagi na

<a

mielibySmy O/C=0, co jest niemozliwe, skoro KC_"n, a we-
dtug (4), Gn,d G. Oznaczmy przez K* jakgkolwiek kule otwartg
zawartg w zbiorze KKM. Mamy

jc =0 dla 4<a 5 . (5)
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Gdy bowiem i <o, to KK =0, a pozatem K* (Z K oraz, na

mocy (1) i (2), (z w przypadku za$, gdy ~>4o0, dostajemy
z (1) Qa= 0, tak, ze wystarczy uwzgledni¢ jeszcze to, ze
C % nh wobec (2), C Z (3) i (5) wynika, ze
™ Qg
oraz
K*Gnc Q¥9: (6)

z drugiej strony tatwo sprawdzamy, ze

K*(Z~K*~Gn.. ©)
Relacje (6), (7) dowodza, ze kula otwarta K* jest zawarta
w zbiorze jest to sprzeczne z tern, ze zbior ™9 jest nigdzie-
gesty.

Uwaga 1 Gdy zbior G jest drugiej kategorji, to istnieje
kula K o tej whasnosci, te w kazdym jej punkcie zbioér G jest dru-
giej kategorji. Istotnie, niech Gq oznacza zbi6r tych punktéow z G,
w ktérych zbiér G jest pierwszej kategorji. Na mocy twierdze-
nia 1 zbiér Gqg jest widocznie pierwszej kategorji; temsamem
zbiér G—GCo jest drugiej kategorji. Kazda kula K zawarta w dom-
knieciu zbioru G—Gq posiada wiasnos$¢ zadana.

§ 3. Zatézmy, ze E jest przestrzenig (D) zupeing. Udo-
wodnimy

Lemmat. Gdy dany jest cigg kul [Kn], taki, te stale Kn+iC
i przytem lim M= 0, gdzie Iy oznacza promieh kuli Kn, to istnieje

punkt wspolny wszystkim kulom Kn.
Dowo6d. Niech oznacza Srodek kuli Kn. Dla p<qg mamy

d gz >
skad
{Xp, Xa) P’ (D
co dowodzi, ze ciagg punktéw jest zbiezny. Kladac

Xg= lim X, mamy przy p < ¢, na mocy (1),

(Xp, X0) < (Xp, Xq) + {Xg, Xo0) < rp+ {Xq, Xj),
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a zatem
{Xp, Xag) . Tp;

wobec tego, ze p jest dowolne, punkt Xo jest wspdlny wszystkim
kulom Kn.
Prostym wnioskiem z powyzszego lemmatu jest
Twierdzenie 2. Przestrzen E jest zbiorem drugiej kategorji,
Dowdd. Przypusémy, ze

E=-YE, (1)
n=l

przyczem kazdy ze zbiorow En jest nigdziegesty. Istnieje widocz-
nie cigg kul {Kn) o witasnosciach nastepujacych:

a) K\ E* = 0, promien kuli Ki jest < 1;

b) kn\-\ C Kn™ EvWi = 0, promief kuli Knx-i jest < imi

Na mocy lemmatu istnieje punkt mo, ktéry nalezy do wszyst-
kich Kn, a wiec, ktéry z uwagi na KnEn—O0 {ti= 1, 2, ...) nie
mogtby naleze¢ do zadnego ze zbioréw En. Jest to jednak oczy-
wiscie sprzeczne z ().

8 4. Niech E bedzie przestrzenig (D), za§ E* dowolnym nie-
pustym zbiorem punktéw tej przestrzeni. Zachowujac dla ele-
mentow tego zbioru przyjeta w przestrzeni E definicje odlegto-
§ci, uzyskujemy pewng przestrzen {D). Otéz, gdy zbiér G £*
jest nigdziegesty, skoro rozpatrujemy go w przestrzeni E*, to
powiadamy, ze jest nigdziegesty wzgledem (zbioru) E™ jedynie
w tym przypadku, gdy E*=  zwyklo sie opuszczaé przytem stowa
~wzgledem (zbioru) E”\ Analogicznie postepujemy, gdy chodzi
o inne okreslenia, ktére wprowadziliSmy w § 2.

Z twierdzenia 1 wynika, ze gdy zbidr Q jest pierwszej kate-
gorji w kazdym swoim punkcie wzgledem zbioru E'\ to jest zbio-
rem pierwszej kategorji wzgledem E*. Podobnie z twierdzenia 2
wynika, ze, gdy przestrzen E jest zupetna, a zbiér E* zamkniety,
to zbior E* jest drugiej kategorji wzgledem siebie.
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8 5. Niech E oznacza znowu jakgkolwiek przestrzen (D).
Uwazajmy najmniejszg klase K zbioréw w tej przestrzeni, spetnia-
jaca warunki nastepujace:

1) kazdy zbiér zamkniety nalezy do K,

2) suma przeliczalnej mnogosci zbiorow, nalezacych do K,
nalezy do K\

3) dopetnienie zbioru, nalezacego do /C nalezy do K.

Zbiory klasy /Cnhazywamy zbiorami mierzalnemi {B). Pokazemy,
ze zbiory mierzalne {B) spetniajg t. zw. warunek Baire’a. O danym
zbiorze P powiadamy, ze speinia warunek Baire’a, jezeli kaz-
dy zbior doskonaty G{d 0) zawiera punkt o tej wiasnosci,
ze conajmniej jeden ze zbiorow PO, G—P jest pierwszej kate-
gorji w punkcie Xgwzgledem zbioru G.

Twierdzenie 3. Kazdy zbiér mierzalny {B) spetnia warunek
Bairea.

Dowdd. tatwo zauwazy¢, ze kazdy zbior zamkniety spetnia
warunek Baire’a oraz ze dopetnienie zbioru, spetniajgcego waru-
nek Baire’a speinia warunek Baire’a. Wystarczy wobec tego
jeszcze okazaé, ze suma przeliczalnej mnogosci zbiordw, spetnia-
jacych warunek Baire’a, spetnia warunek Baire’a Przypusémy,
ze zbiory ciggu {P«} spetniajg warunek Baire’a i niech G ozna-

cza dowolny zbiér doskonaty @ 0; niech n
i fillilii.-
| BBr
IRDAVLRF
Al Pi*. B @y
=\ \ CartDnket* 1
HLLla

Jezeli zbior PG jest pierwszej kategorji wz\gl""m G, to
w kazdym punkcie zbioru G jest pierwszej kategorji wzgledem
G. Zatézmy, ze PG jest drugiej kategorji wzgledem G; tem-
samem, wobec (1), jaki$ zbior GP«,, jest drugiej kategorji wzgle-
dem G. Na mocy uwagi 1, istnieje kula otwarta K wzgledem G,
o tej wiasnosci, ze w kazdym jej punkcie zbidr GP«" jest drugiej
kategorji wzgledem G. Z ‘latwos$cig sprawdzamy, ze zbiér KPn*
jest drugiej kategorji wzgledem K w kazdym punkcie nalezgcym
do K Poniewaz zbior K jest doskonaty (® 0), za$ zbior PV, po-

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych. 2
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siada witasno$¢ Baire’a wnioskujemy tedy o istnieniu punktu

takiego, ze zbidr K —Pn jest pierwszej kategorji w tym
punkcie wzgledem K. Mozna jednak widocznie zatozy¢, ze nietylko
Xaq (2 lecz, ze i xo A temsamem zbiér G — Pm jest pierwszej
kategorji w punkcie X wzgledem G. Poniewaz G—P (Z G~ PA
wedtug (1), widaé wiec ostatecznie, ze zhiér G —P jest pierwszej
kategorji w punkcie Xqg wzgledem G. Kazdy wiec zbiér doskonaty
G™ 0 zawiera punkt taki, ze conajmniej jeden ze zbioréw
PG, G—P jest pierwszej kategorji w tym punkcie wzgledem G;
oznacza to, ze zbiér P spetnia warunek Baire’a

8 6. Niech E i beda dowolnemi zbiorami niepustemi. Jesli
kazdemu elementowi x E przyporzadkowany jest pewien
element A 1O powiadamy, ze w zbiorze E okreélona jest operacja;
element odpowiadajagcy elementowi . nazywamy wartoscig tej
operacji dla elementu n. Zbiér E okreSlamy jako dziedzing uwa-
zanej operacji, zbiér za$ wszystkich jej wartosci jako jej przeciw-
dziedzine. W przypadku szczeg6lnym, gdy wartosciami danej
operacji sg liczby, nazywamy ja zwykle fankcjonatem.

Zaldzmy teraz, ze zbior E stanowi przestrzen {D), i niech U (x)
bedzie operacja, ktérej dziedzing jest E, za$ przeciwdziedzing
znowu jaka$ przestrzen (D). Powiadamy, ze operacja U (x) jest
ciggta w punkcie x*, jezeli dla kazdego ciggu punktéw (ni«} zbieznego
do punktu Xgzachodzi lim U {Xn) = U (Xg; méwimy, ze operacja U{x)

jest ciggta w E, gdy jest ciggta w kazdym punkcie tej przestrzeni.
Gdy dany jest cigg operacyj {U,i{x)) okre$lonych w E, i operacja
UMXx) okreslona w tej przestrzeni—przyczem przeciwdziedzinami
ich sg czesci jakiej$s przestrzeni (D)—to powiadamy, ze ten cigg
operacji jest zbiezny w punkcie Xg do operacji UMx), jesli ciag
punktow {¢/n(-"0)} jest zbiezny do punktu ¢&o(-"0); mdéwimy, Ze
ciag operacyj [Un{x)) jest zbiezny w E #o operacji Udx), gdy
jest zbiezny w kazdym punkcie m tej przestrzeni do Udx). Jesli
cigg operacyj {Un{x)) jest zbiezny w £' do operacji Uo(x), to te
ostatnig operacje nazywamy granicg w E ciggu operacyj {Un{x)}-

W przypadku, gdy wiadomo o jakiej przestrzeni mowa, uzy-



wamy czesto terminu ,operacja ciggta” zamiast ,operacja ciagta
w analogicznie, jesli chodzi o pozostate terminy.

8 7. Przypusémy, ze E jest jaka$ przestrzenig (D). Niech
K bedzie najmniejszg klasg operacji, ktorych dziedzing jest E,
ktérych przeciwdziedziny zawarte sg znowu w pewnej danej
przestrzeni (2)), i ktére przytem czynig zado$¢ warunkom:

1) kazda operacja ciggta nalezy do /C

2) granica ciggu zbieznego operacji, nalezacych do Al nalezy
do K-

Operacje tej klasy noszg nazwe operacji mierzalnych {B).
0 danej operacji U (m), ktérej dziedzing jest przestrzen E, za$
przeciwdziedzing réwniez pewna przestrzen (D), powiada sie, ze
spetnia warunek Baire’a, jesli dla kazdego zbioru doskonatego nie-
pustego G (2.E, bedacego drugiej kategorji wzgledem siebie,
istnieje cze$¢ Gq zbioru G, pierwszej kategorji wzgledem niego
1 taka, ze operacja U (x), rozpatrywana w przestrzeni G — Gq jest
w niej ciggta. Udowodnimy, ze kazda operacja mierzalna (B)
spetnia warunek Baire’a.

Przypusémy, ze w E okreslone sa operacje Un(x) (n ~ 1,2, ..)
oraz Uo(x); przeciwdziedziny ich niech mieszczg sie w pewnej
przestrzeni (D). Udowodnimy

Lemmat. Jezeli cigg operacyj {Un{x)) jest zbiezny do operacji
"0 A dla kazdego n istnieje zbiér End E pierwszej
kategorji, taki, ze operacja Un(x), uwazana w E —En, jest ciaggla,
wtedy istnieje zbior Eqpierwszej kategorji, taki, ze

U E-E,(ZE" -E -"E n, (1)
n—I
2B warunki
XiC E" (/=1,2,...), XM E —EN lim X/ = Xq
pociagaja

lim ¢70(x/) = Go(Xo).
=0



Dowdéd. Dla kazdej pary liczb naturalnych m, n, oznaczmy
przez Lnm zbiér wszystkich punktow takich, ze

X (2 tw,  oraz {Up{x), Ug{x)) dla p, n. 2

Z uwagi, ze ciag operacji {Un{x)) jest zbiezny, wynika, ze
00

E'="Y L, (ot=1,2,...). (3)

Poniewaz, wobec (1), stale E* e2.E —En, przeto kazda z ope-
racji Un{x) jest w £ (o ile zbiér ten jest ~ 0) ciggta; ponadto
zbiér Lnm byt okreslony jako zbiér tych punktow dla ktorych
spetnione sg relacje (2), wiec

Ln,mE"  Hfi,m =12 ..} 4

Niech Kn.m oznacza sume wszystkich kul otwartych, zawar-
tych w zbiorze Lnm, zbiér Ln,m~ Knm jcst oczywiscie nigdzie-
gesty. A zatem, jezeli potozymy

Hnm —~  Ln,mKn,m —1,2,...), (5

a=1

to, wobec wynikajacej z (3) relacji:
E*- Hm (Z ¥ {Ln.m- Kn.m),

kazdy ze zbioréw E* —Hm jest pierwszej kategorji. Twierdzimy
obecnie, Ze, jezeli przy pewnem

Xiz 0=12..) Xqz Hm, limXi= /g (6)

wowczas

lim {UMXi), UMNxZ) < i Z)

Istotnie, z (5), (6) wynika przedewszystkiem, ze przy pew-
nem /o naturalnem C Kn,m:;, poniewaz X, C Kn,m, i Kmnm
jest zbiorem otwartym, a pozatem wedtug (6), lim X/ = Xq przeto
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istnieje liczba N, taka, ze przy jest Kmm, Poniewaz
dalej i XiC.E*, przeto z (4) wnioskujemy, ze
X[ UWwadlai” M, (8)
Mamy

{U{Xi), U{x,)).<C{U,{Xi), UnlIXi))™MUniXi),{Unix,))™MUnix,\ UM);
stagd wobec (8) oraz uwagi, ze wedtug (2),

ro{x)) » m,1 dla Lmmet
dostajemy
{UM,UM) < 2+ {UM, UnM) dlai> N;
lecz XqCl U,,, m,CIU* wiec, wobec (6), oraz ciggtosci operacji Unix)

w zbiorze E*, ostatnie nieréwnosci dowodza prawdziwosci re-
lacji (7). Niech

E,=E - nil 9)

okazemy, ze okreSlony przez powyzszy wzér zbiér Eq posiada
wiasnosci zadane. Dla dowodu zauwazmy przedewszystkiem, ze,
wobec (1), zbiér E —E* jest pierwszej kategorji; poniewaz kazdy
ze zbiorow E* —Hm jest pierwszej kategorji, a pozatem — jak to
wynika z (9) —

E*-(E-E,,)C'Y (E*“-H"),
m-
przeto réwniez zbiér E™—{E —E") Jest pierwszej kategorji.
Wystarczy teraz zauwazy¢, ze

aby stwierdzi¢ ze zbiér BE“ jest pierwszej kategorji. Przy-
pus¢my, ze XiCIE*, XqCIE —Eq lim Xi = Xy, wobec (9),

wCUn(m=1,2 ..), a poniewaz — jak wiemy — relacje (6) impli-
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kujg (7), wiec lim UQXi) = flo(-"0)- Pozatem, z uwagi na (3), (5)

i (9), mamy E—Eq E™*

Twierdzenie 4. Katda operacja mierzalna {B) spetnia waru-
nek Baire'a.

Dowo6d. Jest jasne, ze kazda operacja ciggta speinia
warunek Baire’a Wystarczy zatem dowieS¢ jeszcze tylko,
ze granica zbieznego ciggu operacyj, spetniajgcych warunek
Baire’a spetnia warunek Baire’a Niech wiec dany bedzie cigg
operacyj spetniajagcych warunek Baire’a, zbiezny do ope-
racji Udx), zatézmy, ze zbior G jest doskonaty, niepusty,
drugiej kategorji wzgledem siebie. Dla kazdego n istnieje czes¢
Gn zbioru G o tej wtiasnosci, ze jest pierwszej kategorji wzgle-
dem G i ze operacja Un{x) rozpatrywana w G —G, jest ciggta.
Na mocy lemmatu (przyjmujac G = E oraz G« = En) istnieje czes¢
Go zbioru G pierwszej kategorji wzgledem niego, taka, ze ope-
racja Udx) jest w G — Gq ciagta.

Zauwazmy, ze z dowiedzionego lemmatu wynika réwniez

Twierdzenie 5. Gdy operacja UVY{x) jest granica ciggu operacyj
ciggtych {Un{x)), to istnieje zbiér E" pierwszej kategorji, taki, te
w kazdym punkcie x" (jjj E — E® operacja Udx) jest ciggta.

Dowdd. Istotnie mozna przyjaé £« = O(a = 1,2, ...); wbwczas
E* = E.

§ 8. Podamy obecnie pewien zwigzek miedzy zbiorami oraz
operacjami mierzalnemi (B). Zaktadamy stale, ze chodzi o operacje
okreslone w pewnej przestrzeni (D) — oznaczymy jg przez E —
ktorych wartoSciami sg elementy pewnej przestrzeni E*, row-
niez (D).

Twierdzenie 6. Gdy operacja U{x) jest mierzalna {B), to
dla kazdego zbioru G* CLE* mierzalnego {B), zbiér G tych punk-
téw x, w ktorych U (x) C O* mierzalny {B).

Dowdd. Przypnsémy naprzéd, ze zbiory G* sa zam-
kniete. O ile operacja U{x) jest ciaggta, to, jak tatwo widzie¢,
odpowiednie zbiory G sg takze zamkniete. Zatézmy tedy, ze
cigg operacyj jest zbiezny do operacji Uqx) i ze dla kazdego
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n oraz kazdego zbioru zamknietego G* zbi6ér tych punktéw X,
w ktérych Un{x) (3 G* jest mierzalny {B). Niech {£&} bedzie ciggiem
liczb dodatnich, zbieznym do 0. Oznaczmy, dla danego zbioru
zamknietego Go , przez Gn zbior tak okreslony: jesli y(~E* ~G% |,
woéwczas kula o $rodku y oraz promieniu e« mieSci sie w zbiorze

— Gt . Kazdy ze zbioréw G« jestwidocznie zamkniety, a przytem

g, = Il g;.
n=1
Niech Gmn {m, n = 1,2 ...) bedzie zbiorem tych punktow
dla ktérych Un{x) d Gm; wedle zatozenia zbiory Gmn sa mierzalne
{B). Z tatwoscig sprawdzamy, ze zbidér Gg tyciu punktow dla
ktéorych Udx) d Go, mozna okre$li¢ przez wzor

p= = g
temsamem zbidr Go jest mierzalny {B). Wida¢ obecnie, ze, gdy
G* jest zbiorem zamknietym, to odpowiedni zbiér G jest w kaz-
dym przypadku mierzalny (B). Lecz, gdy, dla pewnego zbioru G*
oraz pewnej operacji L/(x), G jest zbiorem tych punktéw x, dla
ktérych U(X) d G* to =zbiér punktow x o tej wilasnosci, ze
U{x) (2 E* — G* jest identyczny ze zbiorem E —G; podobnie, gdy
przy pewnym ciggu zbioréw {G,} oraz pewnej operacji U(x), G,
jest zbiorem tych punktéw  dla ktérych U(x) d Gn, to zbior tych

punktéw m, dla ktérych U(x) d G, , jest identyczny ze zbio-
A
00

rem y Gn. Z poprzedniego i powyzszych uwag wynika praw-

dziwos$¢ naszego twierdzenia.

Udowodnimy teraz

Twierdzenie 7. Jesli operacje U'{x), U”{x) sa mierzalne {B),
wowczas funkcjonat {U\x), U™{x)) jest tez mierzalny {B).

Dowdéd wynika wprost z uwagi, ze, gdy operacje U {x),
U"{x) sg ciggte, to funkcjonat {Ufx), U"{x)) jest ciagty, oraz
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ze dla kazdego punktu y<j(ZE* funkcjonat (y, Y0)= (Yo,Y) jest
w E* ciagly.

Z twierdzen 6 i 7 wynika

Twierdzenie 8. Jesli {Un{x))jest ciggiem operacyj mierzalnych
{B), wéwczas zhiér G tych punktéw, w ktorych cigg ten jest zbiezny,
jest mierzalny {B).

Dowo6d. Dla kazdych naturalnych p, g, r oznaczmy przez
Gp, gr zbior tych punktow x, dla ktorych

r

wobec twierdzen e, 7 zbiory Gp,q,r sg mierzalne {B). Lecz

=1 p—l q—p

temsamem zbi6ér G Jest mierzalny (B).

Zauwazymy jeszcze, ze zachodzi
Twierdzenie 9. Gdy {Un'(x)}, {Un"{x)} sa ciggami operacyj mie-
rzalnych {B) i przytem stale lim {UJ{x), Un{x)) < + oo, to funkcjo-

nat lim {UJ{x), Un"(x)) jest mierzalny {B).

Dowdd. Niech dla kazdej pary liczb naturalnych p, q oraz
dla kazdego punktu x

FRat) = Max  fUAX).UT).

Jest widocznie dla kazdego x
lim (Un'(x), Un"(x)) = lim lim />, Mn);

wystarczy jeszcze pokazaé, ze kazdy z funkcjonatdw Fp,gf{x) jest
mierzalny {B). Wedtug twierdzenia 7 kazdy z funkcjonatéw
Fp,\{x) = {Up'{x), Up'{x)) jest mierzalny (5); poniewaz stale

N P>9‘H.(’V§ ~Ep, a(™X) 'f'FpA.q’\\jx) ‘bl EpA.q~fx) I,

przeto przez indukcje wnioskujemy, korzystajgc znowu z tw. 7,
ze funkcjonaty Fp,q{x) sa mierzalne (5).



ROZDZIAL 1.

Ogolne przestrzenie wektorjalne.

§ 1. Niech E oznacza jaki$ zbior niepusty. Przypusémy, ze
kazdej parze uporzadkowanej g, y elementéw tego zbioru przy-
porzadkowany jest pewien element xA-y, nalezacy do niego —
nazwiemy go sumg elementéw x, y; zatdozmy dalej, ze dla kazdej
liczby t oraz kazdego elementu x zbioru E okres$lony jest pewien
element tx tego zbioru; nazwiemy go iloczynem liczby t oraz ele-
mentu X Niech dla tych dziatan, dodawania elementéw i mnoze-
nia liczb przez elementy, speinione bedg nastepujgce warunki
(gdzie m, y, z oznaczajg dowolne elementy zbioru E, za$ a, b
m—liczby):

1) x-\-y*y-yx\

) Xy(@y =& vy z

3) X-yy =xy-z pocigga y =z
4) a{xAy)" aX-Yay;

5 {aAb) X" ax-Ybx\

6) af{bx)” {ab)x;

7N \x~r X

Przy powyzszych zatozeniach powiadamy, ze zbhiér E sta-
nowi przestrzen wektorjalng. tatwo widzie¢, ze wtedy istnieje
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doktadnie jeden element, oznaczymy go przez o, taki, ze stale
X Q=x; rownos¢ ax =bx przy x " & daje a—b, pozatem
z rownosci ax —ay, przy a7"0, wynika x=y. Definjujemy
dalej:

- X= 1)

X y=X+ (-y).

Gdy X~ vy, to przez odcinek tgczacy elementy m, y rozumie-
my zbiér wszystkich elementéw postaci tx (1 —t)y, gdzie t
oznacza dowolng liczbe przedziatlu < 0,1 >. O danym zbiorze
G C"E powiada sie, ze jest wypukty, jesli zawiera kazdy odcinek,
taczacy dwa dowolne jego elementy.

Podane w § 1 rozdziatu | przykiady 1—9 przestrzeni (D)
stanowig widocznie zarazem przyktady przestrzeni wektorjalnych,
przy zwyktych definicjach dodawania elementow oraz mnozenia
liczb przez elementy.

8 2. Niech E, E™ oznaczajg jakie$ przestrzenie wektorjalne;
przypusémy, ze f{x) jest operacjg okreslong w E, ktdrej przeciw-
dziedzina miesci sie w E*. Powiadamy, ze operacja f{x) jest
addytywna, gdy dla kazdej pary elementow y jest

f{x+y) =t{x) +/{y);
nazywamy jg jednorodng, skoro dla kazdego elementu s oraz
kazdej liczby t
f(t x) = tf{x).

Twierdzenie 1. Jesli p{x) jest funkcjonatem okreslonym w E,
takim, ze stale

p{x y) ptx*ip(y), ptixr—tp dla t o

i jesli w pewnej przestrzeniwektorjalnej®) GfffE dany jest funkcjonat
addytywny oraz jednorodny f{x), o tej wkasnosci, ze zawsze

fF{x)*p{x),

9 Zob.; S. Banach, Sur les fonctionnelles lineaires Il, Stud. Math.,
I, (1929), p. 223 — 239, w szczeg. p. 226.
9 Rozumie sie, przy przyjetych w przestrzeni E definicjach dziatan.
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to istnieje funkcjonat oddytywny i jednorodny F{x) w E, dla kto-

rego stale
F{x) Kp(x)
oraz
fr(x)=f(x), jesli x(*G.

Dowo6d. Mozna zatozyé, ze G ® E\ niech x* E — G. Gdy
x\ x”(f G, to
f(x") f(x)=f(x"~x)<Ip{x"—x')—
PLO + X+ (- =X < p{x"+  +p(— 0
i temsamem
- P{- - N« f(x") < P(X"+ Xo)-f{x").
Niech m oznacza kres goérny liczb —p{—x - xj) —f {x), za$
M kres dolny liczb p (x ® Xo) —f (x) dla x(fjG; wedlug poprzed-
niego m, M sg skonczone i przytem mdg M. Wezmy jakakolwiek
liczbe To takg, ze m < r*<; M; wowczas dla kazdego x G
-phX~Xo)-/(x)pTo<p(x + Xo)-/{x). 1)
Uwazajmy zbioér Oqgwszystkich elementdw y postaci
y —X 1Xo, gdzie x (f G, at jest liczba; (2)
Go stanowi oczywiscie przestrzen wektorjalng. Potézmy
9(y)=f(x) +tlo @)

gdzie elementy jest okreslony przez wzor (2); poniewaz Xo(f_E—G,
przeto kazdy elementy (Z Go posiada doktadnie jedno przedsta-
wienie postaci (2), skad wynika, ze funkcjonat (p(y) jest w Go
okre$lony jednoznacznie. Wida¢ pozatem, ze jest on addytywny
i jednorodny oraz pokrywa sie z funkcjonatem f(x) w G; poka-
zemy teraz, ze

@) < p{y) przy yc o (4)

Istotnie, piszac y w postaci (2), mozna zatozyé, ze t ¢ O.

Bioragc w nieréwnosci (1) — zamiast x oraz mnozac prawga, wzgl.
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dostajemy
flro< T(X+ ~Xo) - f{x)',

wobec (3) wynika stad relacja (4).

Widaé, ze wystarczy dobrze uporzadkowaé wszystkie ele-
menty zbioru E — G, aby rozszerzajac kolejno funkcjonat / ()
przy pomocy metody wyzej podanej, uzyska¢ w koncu fun-
kcjonat F{x) w Ey speilniajacy zgdane warunki.

Uwaga 1 Jesdlip {x)jest funkcjonatem okreslonym w E, przy-
czem stale

p{x-fy) " p{x)-\-p (y), p{tx) =tp{x) dla t> 0,

wowczas istnieje w tej przestrzeni funkcjonat addytywny i jedno-
rodny F{x), taki, ze stale
F{x) Kp{x).

Niech bowiem Cl i wezZmy zbioér G wszystkich elemen-
tébw postaci t Xq gdzie t jest dowolng liczbg; G stanowi przestrzen
wektorjalng. Potézmy w niej

f{t x*) = tp(Xo).
Wowczas stale
f{t /9 <p{t xj).

Istotnie przy tj>0 mamy tp (mo) = p{t Xo), za$ przy t <0
dostajemy kolejno 0=;?2(0)< /7 -Ep{—xj), p (m,) > —/7 (—xfi,
tp(x,) ~tp(—Xg ~p{t xf). Wystarczy teraz uwzglednié twier-
dzenie 1, aby przekonac¢ sie o prawdziwos$ci uwagi.

3. Omoéwimy tu kilka interesujacych zastosowan twierdzenia
1 i uwagi 1

1 Niech E bedzie zbiorem wszystkich funkcji rzeczywistych
ograniczonych n:(s), okre$lonych na brzegu pewnego kota o ob-
wodzie 1; s niech oznacza przytem tuk liczony od pewnego punk-
tu tego okregu w umowionym zwrocie. Przy zwyktych definicjach
dziatan zbior E stanowi przestrzen wektorjalng. Dla kazdego jej
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elementu . okreslmy p (m:) jako kres dolny wszystkich liczb
M. (X; «, ... &,) postaci
M (x; a8 Kg ... a,) * kres gorny — Xx(s + ab),
gdzie a" as,.. a, jest dowolnym uktadem liczb. Funkcjonat p{x)
spetnia wszystkie warunki uwagi 1. Przedewszystkiem jest wi-
docznie stale p(tx) =tp (n) przy t*0.
Niech n,y bedg elementami E, za$§ e dowolng liczhg > 0.

Istniejg uktady liczb a® d\ .,. ap oraz @’ R, ... takie, ze
M(x;a”,an,...ap)*p{x)"en (~; Bi, B2, ome @)+~ Q)
Ustawiajac wszystkie liczby a*+ R;(A=1,2 , /=12, ..,0)

dowolnie w cigg JV J2, ... Jpg, mamy
p(X +y )< M(x +y; Ji/2»>em]JnN), 2
przyczem tatwo sprawdzamy, Ze
M(x yY\I 2 A oy e ND) HA (y? RIJ Ba2ee B> (1)

Z (1), (2) 1 (3 wynika, ze p (x +y) -<y {x) + p(y) + 2s; wo-
bec dowolnosci liczby dodatniej e dowodzi to, Ze p("~+y)<”
p(x)+p(y). Na mocy uwagi 1 istnieje w przestrzeni E funkcjo-
nat addytywny i jednorodny F{x), taki, Ze stale F{x) -*p{x).
Gdy Je(5) —1, to p{x) =1 i p(—x)— 1, a poniewaz F{x)"p{x)
oraz F{x)=—F{—x)":* —p{—x), przeto ostatecznie F{x)"I.
Gdy x{s) >- 0, to F{x) >- 0; mamy bowiem p n:) 0, a z drugiej
strony znowu F{x)—— F{-—x)":y>—p{—Xx). Funkcjonat F{x) po-
siada pozatem jeszcze te wilasnosé, ze, gdy  jest dowolng liczba,
to P'[x 5+ 5)] —F[x (5)], Istotnie, ktadac y (5) = x (s + 59 —n: (5)
oraz dp = (k—1) Sq {k—1, 2, ...), mamy, przy wszelkiem m

p(y)< X(y; a\ag, ...a, ~ — kres g_gr)ny [X(5+ 8 59 —n:(s)],
n =)

i temsamem p(y)<”0; analogicznie wynika, ze p(—y)<!'0. Lecz

9 Kladziemy m= ) oraz 3= J(5).
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MyX op(y)iF{y)=-y)>-p{—y\ wiec F{y)"Q. Ozna-
czajgc symbolem st (5)0"5 funkcjonat [F(d(5)) + F(x(1—5))] do-
stajemy twierdzenie;
Kazdej funkcji a(s) klasy E przyporzadkowaé mozna liczbe
x{s)ds, tak by spetnione byly warunki {gd.zie a(5),3;(5) sg do-

wolnemi funkcjami klasy E, za$ a, b, s* — liczbami):
) J[RX@E)+by@Elds—a a() s ['y(E) s
2) j"A(s)@s5> 0 gdy A(s)> 0
3 1A+ (@{s= jA(s)ds;
4) Ja(l — I x{s)ds;
5 jlds =1

tatwo sprawdzic, Ze funkcjona’:\]x{s)ds, spetniajgc warunki

1—05, zawarty jest stale miedzy catkg dolng oraz gorng funkcji
A(s) w sensie Riemann’a; temsamem wiec dla kazdej funkcji
catkowalnej (/?) pokrywa sie z jej catkg. Dla funkcyj catkowalnych
() nie pokrywa sie naogdt z ich catke (L); lecz gdy wyjdziemy
z przestrzeni wektorjalnej G, jakag stanowi ta wiasnie klasa fun-
kcji i okreslimy w niej funkcjonat/(a) jako catke (1) funkcji x(s),
to uzyskamy przy pomocy twierdzenia 1 w przestrzeni £junkcj0na+

E{x), posiadajacy oczywiscie te wiasnos¢, Zze funkcjonatJ x(s)ds =

2—[F(a(5))-f-/’\(a(1 -5))] spetnia..wszystkie warunki 1—5 a przy-

tern dla kazdej funkcji catkowalnej (Z) pokrywa sie z jej catka.

Uwazajmy teraz klase K wszystkich zbioréw na okregu kota,
0 ktérem mowa, sam za$ okrag oznaczymy przez Aq Kladac dla
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kazdego zbioru A tej klasy jx(J1) =3*x(6’) gdzie x(5) jest fun-

kcjg charakterystyczng zbioru A, otrzymujemy twierdzenie:
Kazdemu zhiorowi A klasy K mozna przypisaé liczbe [x(J1),
tak by spetlnione byly warunki {gdzie A, B sg dowolnemi zbio-
rami klasy K):
1) XU14-n)=a(Nn)+ XB), jesli Ni5—0;

2) [x(/1)>0;
3 XU = KB) dla 1 —
4)

Funkcjonat |x(J1), ktéry spetnia warunki 1 —4, zawiera sie
miedzy miarg wewnetrzng i zewnetrzng zbioru J1 w sensie Jor-
dana; dla kazdego zbioru mierzalnego {J) pokrywa sie tedy
z jego miarg. Dla dowolnych zbioréw mierzalnych (Z) nie pokry-
wa sie naogét z ich miarg (Z); lecz tak jak poprzednio mozna
uzyska¢ i to, aby warunek ten dodatkowy byt spetniony /.

2. Niech E bedzie zbiorem wszystkich funkcyj rzeczywi-

stych ograniczonych x{s) okreslonych w (0, + oo); przy zwyktych
definicjach dziatan stanowi on przestrzen wektorjalng. Dla kaz-
dego jego elementu i, oznaczymy przez p{x) kres dolny wszyst-
kich liczb 7:
lim " A (s 0K,

gdzie jest dowolnym uktadem liczb dodatnich. Z ta-
twoscig sprawdzamy, ze okreSlony tak w przestrzeni E funkcjonat
p{x) spetnia warunki uwagi 1; istnieje wiec w E funkcjonat ad-
dytywny i jednorodny F{x) o tej witasnosci, ze stale F{x) "p{x).
Oznaczajgc funkcjonat F{x) symbolem Limx(5)") dochodzimy do
twierdzenia:

b Por.. S. Banach, Sur le probleme de la mesure, Fund. Math., IV,
(1923), p. 7 — 33.
Ktadziemy x —x {s).
Symbol ,Lim*“ oznacza tedy pewna ,granice* uogdlniona; znak ,,lim“
zachowujemy natomiast dla granicy w sensie zwykiym.
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Kazdej funkcji x{s)(fE przypisa¢ mozna liczbe I_S[n X (s), tak
by spetnione byty warunki {gdzie x (5),y (s) sg dowolnemi funkcjami
z E, za$ a, b, Sg— liczbami, przyczem  >-0):

1) Lim [ax (5) + by (5)] = aLim ;(s) + ~Lim  (s);
2) Limn 0, jesh > 0

) S_;(r}jn(s)> jesli - x (s)

3) Limm@a+ 59 Limn(s),

4) Lim1l=1
S->K

Funkcjonat Lim x(s), spetniajagc warunki 1—4, zawiera
sie stale miedzy lim st (5) oraz limA:(s); pokrywa sie tedy z Ii>r(r]10n: (5),
S-

Oile tylko granica ta w zwyklym sensie istnieje.

3. Niech bedzie dowolnym ciggiem ograniczonym. Okresli-
my w przedziale (0,+ o4) funkcje x(s) zapomoca umowy; =
dlan—1<s” n (n=12 ..). Funkcja n(s) nalezy do zbioru
E, o ktorym moéwiliSmy w ustepie 2. Kladac }I_@Dar: SI__%] X (5),
gdzie Is__i;@jc(S) posiada sens tam okreslony, dostajemy twierdzenie:

Kazdemu ciggowi ograniczonemu mozna przyporzadkowac
liczbe I/Igpe in, tak by spetnione byly warunki {gdzie {in}, {/|<} sg do-
wolnemi ciggami ograniczonemi, a, b — liczbami):

1) Lim {ain-\-b = aLimin+ bLim in,

2) Limin>-Q gdy stale in 0

3) Lim inAi ~ Lim in.

4) Liml=1
Vo
z warunkéw 1 — 4 wynika z kolei, ze funkcjonat
Lim In zawiera sie stale miedzy limin oraz lim in, dla kazdego
— N

ciggu zbieznego pokrywa sie tedy z jego granicg .

b Por.: S. Mazur, O metodach sumowalnosci, Ksiega pamigtkowa pierw-
szego polskiego Zjazdu matematycznego, Krakéw, 1929, p. 102—107, w szczeg. p. 103.
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O przestrzeniach typu (),

8 1, Niech E bedzie jaka$ przestrzenig {D) wektorjalna,
spetniajgcg warunki nastepujgce:

D {x.y)="{x-y,%) {x.y(ZEy,
2) limkr=20 —liczby) pocigga I\mhnX = % {x (FE);

3) T’;@Gan 0 {XnF") pocigga lim hxn=~" {h —liczba).

z powyzszych zatozen wynikajg odrazu nastepujace wilasnosci
granicy:

. — A

a) Gdyme,, ‘.

lim{dn+yn) A X+y.

/.!err;y,,:y, gdzie Xn,x,yn,yFF, wowczas

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze zawsze (X,, +Y,,, X 4-y) =
Xn+¥Yn—X-y, QF Xn~ X ¥Yn—y,¥Yn-y) + M- ¥ 0=
Xn- X 0)+ {Mm—y, 0) = (X X) -f (Yo ¥)-

b) Gdy Iirr]n hn = h {hn, h liczby), to Iign hnX = hx {xXFF).

Istotnie mamy stale {hnx, hx) —{{hn —h) x, 0).

Kfadac dalej, dla skrocenia,

IXI = (x, 0),

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych.
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fatwo sprawdzamy, Ze zachodzg relacje (przyczem x,y sg do-
wolnemi punktami uwazanej przestrzeni):

a) )y~ 1

by X >0 gdy XdB; 0j=(
c | =

d - b i i+ i3

Pozatem widoczne jest, ze przestrzen E jest doskonata oraz
spéjna® t zn. nie jest sumg dwodch zbioré6w zamknietych roz-
tacznych i niepustych.

Gdy dany jest ciag punktow {x,}, to powiadamy, ze szereg
Go fl

_Xi jest zbiezny, skoro ci x[ jest zbiezny; moéwimy, ze

i i y 39 (\,&nIﬂ %J y y

jest on zbiezny do punktu x, albo, Ze punkt x jest jego suma —
(€] n

piszac Xj = x, ~ gdy ciag | Yl| jest zbiezny do x 7).

£l =1

oc Cco
Uwaga 1. Gdy XiM x, to jxi <y Gdy bownem
be=il £

e jest liczbg >0, to istnieje wskaznik n taki, ze [m. > Xi <s.

£=1
n n
Temsamein jX | — Xi\< eoraz |n'|< £+ j i; poniewaz za$
£1 £
| Xil< IXi < IXil, przeto \x\< B Xi L CO WoO-
£=1 £=1 i—1 i=1

bec dowolnosci liczby dodatniej s dowodzi prawdziwosci uwagi.

Uwaga 2 Gdy | 1< + o0, to szereg jest zbiezny.
£

h Jest jasne, jaki sens nalezy nada¢ przytem symbolowi X .
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Ktadagc bowiem Sn="S Xi ¢2=1,2 ..), mamy, dlap<qg,\Sp —A

=i
Q A
— n/1<; 'V IXi I, widaé stad, ze lim |A, —6%| = O a wiec, ze
iZpH i=p\ hem
szereg Xi jest zbiezny.
=1

Z uwagi 2 wynika, ze gdy przestrzen E jest zupetna, wéwczas

kazdy szereg Xj, dla ktérego |m,|< + co, jest zbiezny do
=] t=i
pewnego punktu tej przestrzeni; pokazemy, ze naodwr6t zachodzi

Twierdzenie 1. Jezeli kazdy szereg'" Xj taki, ze X-j<+co,
=1 /=1
jest zbiezny do pewnego punktu, wéwczas przestrzen E jest zupetna.
Dowo6d. Niech dany bedzie jaki$ cigg punktdw {y«} zbiez-
ny. WeZzmy cigg liczb dodatnich {s«} o tej wilasnosci, ze szereg

£« jest zbiezny. Potdzmy b= 1 i dobierzmy cigg liczb natu-
n=I

ralnych [tli], tak by stale

thi > A/, W~ ¥a\< H dla LLL (1)
Niech
™ —Yn,, Xi—Yd Ym £ dla i—2 3, ... ;

wowczas wobec (1), | X —|3\ 1 £/-i dla /> 1, i temsamem

Xile< \yn, 1+ M. Szereg Xt jest zbiezny na mocy uwa-
zni =1 =i

[ee)

gi 2, poniewaz |n:/j< + co; niech y bedzie jego suma. Dla

n W{i= 23 ..) mamy
ly MI< |[y— 1+'  4- w| (2
"PT L
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a poniewaz 2 przeto, wedtug (1),
=1
i

\AMAX j—yn\< £ (3)

Z (2) i (3) wynika natychmiast, ze

Mm\y—ynk £ <=2,3...);
lecz /Iri>rpo e« —0, a wiec temsamem ciagg {yn} Jest zbiezny do vy,

w dalszym ciggu ogranicza¢ sie bedziemy stale do rozpa-
trywania przestrzeni E, ktére poza wiasnosciami, o ktérych mo-
wiliSmy na poczatku tego §, posiadajg jeszcze i te, ze sg zupeine;
nazywamy je przestrzeniami {F),

Podane w 8§ 1 rozdziatu | przyktady 1— 9 przestrzeni (D)
zupetnych, stanowig — jak zauwazyliSmy w rozdziale Il — przy
zwyktych definicjach dziatan, przestrzenie wektorjalne; poniewaz
za§ w przypadku tych przestrzeni spetnione sg sformutowane
poprzednio warunki 1 — 3, przeto sg one przestrzeniami {F).

§ 2. Niech E bedzie jaka$ przestrzenig {F), i Xq jej pun-
ktem. Operacja U(x) = x okre$la pewne odwzorowanie wza-
jemnie jednoznaczne przestrzeni E na siebie; odwzorowania tego
typu nosza nazwe przesuniecia. tatwo widzieé, ze obrazem kuli
(kuli otwartej) przy przesunieciu jest kula (kula otwarta) o tym sa-
mym promieniu; podobnie zbiory zamkniete, doskonate, otwarte,
mierzalne {B), wszedziegeste, nigdziegeste, pierwszej, wzglednie
drugiej, kategorji przechodzg na zbiory o tych samych odpowied-
nio wiasnosciach. Niech teraz h oznacza dang liczhe ® 0. Ope-
racja U{x) = hx okres$la znowu pewne odwzorowanie wzajemnie
jednoznaczne pzzestrzeni E na siebie. Przy odwzorowaniach tego
rodzaju réwniez zbiory zamkniete, doskonate, otwarte, mierzalne
{B), wszedziegeste, nigdziegeste, pierwszej, wzglednie drugiej, ka-
tegorji przechodza na zbiory o tych samych wiasnosciach.
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Twierdzenie 2. Przestrzeh wektorjalna L("E, mierzalna {B)
oraz drugiej kategorji, jest identyczna z E,

Dowdd. Na mocy twierdzenia 1 rozdziatu | istnieje punkt
d6d Ll taki, Zze w punkcie zbiér L jest drugiej kategorji. Niech
y CI "~ i przypusémy, Ze w tym punkcie L jest kategorji pierwszej;
istnieje zatem kula G o $rodku y, taka, Ze zhiér L G jest pierw-
szej kategorji. Niech Go oznacza kule, w jakg przechodzi kula G
przy przesunieciu U{x) » x * (y* —y); srodkiem kuli Go jest oczy-
wiscie punkt yo- tatwo widzie¢, Ze przy omawianem przesunieciu
zbioér L G przechodzi w zbiér L Go; wystarczy zauwazy¢, ze, gdy
X@jL to Ux) Clt, bo Yo—y ClI . Zbior L Go jest wiec kategorji
pierwszej; jest to sprzeczne z tern, Ze w punkcie Yo zbi6r L jest
drugiej kategorji. PokazaliSmy w ten sposéb, ze zbior Z jest dru-
giej kategorji w kazdym swoim punkcie; aby dowie$¢ teraz, Ze
jest on drugiej kategorji w kazdym wogoéle punkcie, wystarczy
oczywiscie stwierdzi¢ jeszcze, ze jest wszedziegesty. Pochodna
zbioru L zawiera pewng kule G; mozna zatozy¢, ze Srodek jejj*CIn-
Kula Gow jaka przechodzi kula G przy przesunieciu U {x)"x —y
zawiera sie w L’ i przytem 0 jest jej Srodkiem. Gdy x jest do-

wolnym punktem, to, z uwagi na to, zZe Iian: 0, istnieje na-
turalne TIb takie, Ze?bn:d d- Mozna dobra¢ punkty n«d £ wten

spos6b, by limx, =—n; temsamem lim wxn”x, co dowodzi

/r—>r(?) fio
tego, ze nd Wida¢ ostatecznie, ze zbidr L jest drugiej kate-
gorji w kazdym punkcie przestrzeni. Poniewaz zbidr L, jako mie-
rzalny (B), spetnia na mocy twierdzenia 3 rozdziatu | warunek
Baire’a, przeto zbiér E—L jest w pewnym punkcie Yo pierwszej
kategorji; temsamem jednak jest pierwszej kategorji w kazdym
swoim punkcie. Zat6zmy bowiem, Ze y E L oraz Ze zbior
E —L jest w punkcie y drugiej kategorji. Niech Gg bedzie kulg
otwartg o $rodku yo Wezmy ciag punktéw {In), nalezacych do L,
zbiezny do Yo —y; poniewaz lim (y + 4) =Yo, istnieje wiec wskaz-
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nik «o taki, ze V+ CI Istnieje dalej kula Go o srodku +
zawarta w Go; niech G oznacza kule, w jaka przechodzi kula Gf przy
przesunieciu U{x) = x — Srodkiem kuli G jest punkt y, a wiec

zbiér {E—L)G jest drugiej kategorji. Poniewaz za$ zbior {E—L)G
powstaje, jak ftatwo widzie¢, przez translacje U (x) ze zbioru
{E—L) Go, przeto i ten ostatni jest drugiej kategorji; tembardziej
zbiér {E —L) Go jest drugiej kategorji, co — wobec tego, ze Go
moze by¢ dowolng kulg otwarta o $Srodku —oznacza, ze zbior
E —L jest w punkcie  drugiej kategorji, whrew zatozeniu. Zbi6r
E L, bedac pierwszej kategorji w kazdym swoim punkcie, jest
pierwszej kategorji. Przypusémy, y»  E—L. Zbiér /.; po-
wstaty przez przesuniecie U{x) = x-f>'o ze zbioru L zawarty jest
w E —L\ zbior L jest drugiej, zaS§ E —L pierwszej kategorji. Po-
wstata sprzeczno$¢ dowodzi tego, ze E—L 0 co chodzito.

§ 3. W ustepie tym zaklada¢ bedziemy, ze E, E” sg prze-
strzeniami (F), i zajmiemy sie operacjami okre$lonemi w E, kt6-
rych przeciwdziedziny mieszczg sie w E*. Dang operacje U{x)
nazywa¢ bedziemy linjowg w przypadku, gdy jest addytywna oraz
ciggta M.

Twierdzenie 3. Operacja linjowa jest jednorodna.

Dowdd. Widoczne jest, iz dla kazdej liczby wymiernej w oraz
kazdego punktu x, U {wx) —w U{x), gdy U{x) jest operacja
linjowa. Jesli t jest dang liczba, za$ {wn) ciggiem liczb wymier-
nych zbieznym do t, to lim WnX = tx i temsamem Ilim U(WnX) =

U(tX)’ poniewaz za$ stale U{Whx) *WnU{x), przeto lim U{Wnx) =
I;'.,Q?,OV\MU(X) =t U(®X).

Twierdzenie 4. Operacja addytywna, ciggta w pewnym pun-
kcie, jest linjowa.

b Twierdzenia 3 — 5 w przypadku specjalnej klasy przestrzeni {F),
a mianowicie rozpatrywanych w rozdziale V przestrzeni {B), znajdujg sie w pracy:
S.Banach. Surles operations dans les ensembles abstraits et leur applications
aux equations integrales, Fund. Math., Ill, (1922), p. 133—181, w szczeg. p. 152—153.



Dowdd. Zaldzmy, ze operacja addytywna U{x) jest cig-
gta w punkcie Niech x bedzie dowolnym punktem, oraz
{Xft) ciggiem punktéw zbieznym do x. Woéwczas lim (x,, —X + x*) —x*,

skad /Iira UPph nT X9 U(Xg oraz lim L/(x,,) = U(x).
r_

Twierdzenie 5. Operacja addytywna, bedaca granica cigga
zbieznego operacji ciggtych, jest linjowa.

Dowo6d. Na mocy twierdzenia 2 oraz 5rozdziatu |, operacja,
0 ktérg chodzi, jest ciggta w pewnym punkcie; wystarczy wobec
tego uwzgledni¢ jeszcze tylko twierdzenie 4.

Ostatnie twierdzenie zawiera sie w nastepujgcem ogdinem
twierdzeniu;

Twierdzenie 6. Operacja addytywna oraz mierzalna (B) jest
linjowa.

Dowo6d. Przypusémy, ze operacja U{x) jest addytywna
oraz mierzalna {B). Na mocy twierdzeA 2 i 4 rozdziatu | istnieje
zbiér H pierwszej kategorji, taki, ze w zbiorze E — H operacja
U{x) jest ciagta. Niech {x,} bedzie ciggiem punktéw zbieznym
doe. Przyjmijmy /[ = // i oznaczmy pozatem, dla kazdej liczby na-
turalnej n, przez Hn zbiér powstaty z // przez przesunigcie Un{x) —

X + x,i\ kazdy ze zbioréw H,t jest pierwszej kategorji i temsamem
00

wiasnosé te ma zbiér A~ //g. Wedtug wspomnianego juz twierdze-

nia 2 rozdziatu | zbiér E — """Hn jestniepusty (drugiej kategorji);
K=0

zatézmy, ze pewien punkt x, nalezy do wszystkich zbioréw E —Hn.
Wowczas Xq(3 ~ ~~ WCJjE—H (n—1,2,..), skad, poniewaz
ug]m(Xq—X,,) = Xq mamyHILg U —xj) = U(Xg oraz ;ll_m U (.r,,)=0.
Operacja U (x) jest ciggta w punkcie 0; wobec twierdzenia 4 jest
wiec linjowa.

Twierdzenie 7. Zbiér punktéw zbieznosci cigga operacyj lin-
jowych jest albo pierwszej kategorji albo identyczny z E.
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Dowod wynika bezposrednio z twierdzenia 8 rozdziatu |
oraz twierdzenia 2.

Twierdzenie 8. Jesli {Up,q{x)) jest ciggiem podwdjnym ope-
racyj linjowych i istnieje ciag punktéow {Xp], taki, ze dla zadnego p
ciag {Up,a{Xp)) nie jest zbiezny, wéwczas zhior tych wszystkich pun-
ktdw xq dla ktorych chocby jeden z ciggow [Up,q{x)) {p —1,2,...) jest
zbiezny, jest pierwszej kategorji.

Dowdd, Dla kazde] liczby naturalnej p oznaczmy przez Hp
zbiér punktéow zbieznosci ciggu {Up,q{x)). Wobec twierdzenia 7
zbiory Up sg pierwsze] kategorji; te sarng witasnos¢ ma wiec zbidr

2

p=i
Twierdzenie 9. Jesli dla ciggu {Un{x)) operacyj ciggtychjest
lim 1Un{x)\<A- oonapewnym zbiorze H drugiej kategorji, woéwczas ist-

nieje kula K oraz taka liczba N, ze \Un () \-iCU w kazdym punkcie
x(j2K (n=1,2,...).
Dowdd. Niech Hn bedzie zbiorem tych punktéw x, dla

00

ktorych jUI{x) I (/=12 ..). Poniewaz H CI wiec Ja-

ki$ zbiér Nm Jest drugiej kategorji; z uwagi na to, ze kazdy ze
zbiorow Hn Jest zamkniety, zbiéor Hm zawieraé musi pewng kule,
ktéra spetnia widocznie zgdane warunki.
Twierdzenie 10. Przeciwdziedzina operacji linjowej jest albo
zbiorem pierwszej kategorji, albo identyczna z E*.
Dowo6d. Zatézmy, ze przeciwdziedzina H operacji linjowej
(n:) Jest drugiej kategorji. Pokazemy naprzdd, ze do kazdej liczby
e> 0 mozna dobra¢ liczhe > 0 o te] witasnosci, ze obraz kuli
otwartej IXI < e przy odwzorowaniu okreSlonem zapomocag ope-
racji U {x), zawiera kule otwarta \y\<-n- Niech e bedzie liczbg
> 0. Dla kazdego n naturalnego oznaczmy przez En zbidr wszyst-
Dla przypadku przestrzeni {B) twierdzenia 7, 9 znajduja sie w pracy

S. Banach et H Steinhaus, Sur les principe de la condensation de sin-
gularites. Fund. Math., IX, (1927), p. 50 — 61, w szczeg. p. 53 — 55.
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kich punktéow n postaci x = nx\ gdzie |n:'|< ?; Hn niech bedzie

obrazem zbioru En przy wspomnianem wyzej odwzorowaniu, a wiec
zbiorem wszystkich punktéw vy, takich, ze y — U (), gdzie

X En. Gdy X Jest dowolnym punktem, to UT"/1:==0, istnieje

. ) 1 £ .
wiec naturalne w dla ktorego an:|<2_ i temsamem x (3"«- Wy-

nika stad, ze E En oraz H = Hn. Poniewaz zbiér H Jest
n=X n—I

drugiej kategorji, przeto pewien zbiér Hn" posiada réwniez te wta-

sno$¢. Niech bedzie kulg otwartg o Srodku y* oraz promieniu

7, zawarta w zbiorze HnJ. tatwo widzie¢, ze kula otwarta Gg

o $rodku < i promieniu—(07j zawiera sie w zbiorze///. Istotnie
< <

niechy C Gg, tJ. \y —iy" [< iﬁ wtedy «oydGg, bowiem |a,y—yj =
"o (y —mfl) I< o i< \ Istniejg punkty y, C takie,

ze limy,, = « temsamem Ilim — y oraz ..
fimy., = « 7 Y - Yic

skad y d Niech G bedzie dowolng kulg otwartg, za-
wartg w Gy, o S$rodku y*d i promieniu p. Zbi6ér punktéw

przy y d posiada te wiasnosé, ze Jego skupieniem Jest
kazdy punkt kuli otwartej |y|< N Gdy ¥3- I/ds), y- G{xy
¥ d lo 1Aj—nld dsl+d 1 ®oraz U (Xg—x) =y* —y.
UdowodniliSmy w ten sposob, ze pochodna obrazu kuli otwartej

|m| <'s zawiera kule otwarta |j/| < 7 Niech teraz ;\ (/—1,2..)).

Wedtug poprzedniego dobra¢ mozna cigg liczb dodatnich  —nie
przedstawia to ograniczenia. Jezeli przypuscimy, ze Jest on zbiezny
do 0— o tej wilasnosci, ze pochodna obrazu kuli otwartej |x|<s
zawiera kule otwartg \yi\ < rii. Niech \y\ < g, = okreslimy przez
indukcje cigg punktow {yA w sposéb nastepujacy:
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Y1 jest dowolnym punktem takim, ze \y—yi\"*"y ist-
nieje taki punkt iz U{x{)—y",

b) yn Jest dowolnym punktem takim, ze |y—"  yk\'*~f]nA-h
k=i
istnieje punkt Xy taki, ze U{Xn) —¥n, Xn\< s« {n—2, 3, ..)
Mamy przedewszystkiem

ynhry. D

n=I

Poniewaz stale |“«!< £« ™—  przeto

-1 e
» _2/\: e (2)
«=1
z uwagi 2 wynika, ze szereg Xn Jest zbiezny. Oznaczajac su-

12=1

jego przez n, mamy, wobec (2) oraz uwagi 1, [xj < s, a przy-

co [ee)

tern U(x) =~ U{Xn) » ~  ¥Yn="y, wedlug (1). Wida¢ wiec, ze

/2=1 n—I
obraz kuli otwartej \x\<s zawiera kule \y\ < Gdy y CI to,
poniewaz lim ~y ~ istnieje naturalne n, dla ktérego |--y \< "\
n n
mozna znalez¢ wiec x o tej wiasnosci, ze U (x) =Fy i temsa-

mem U{nx) ~ y. Oznacza to, ie H = E* zgodnie z twierdzeniem.

Twierdzenie 11. Je$li operacja linjowa U{x) odwzorowuje E
na E j wowczas dla kazdego ciggu punktow {y,,} zbieznego do y*= U (Xqg
istnieje cigg punktow {x,,} zbiezny do Xxq taki, ze stale U (x,) —V,i.

Dowdd, Niech {ertbedzie ciggiem liczb> 0, zbieznym do 0. Wedtug
wyniku uzyskanego przy dowodzie ostatniego twierdzenia obraz kuli
otwartej |Xj < e, zawiera pewng kule otwartg \y\ < rm {n= 1, 2..),
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Wezmy naturalne tak, by dla kazdego wskaznika m> ist-
niato naturalne w, dla ktérego \yT —Yo\< . Przy m wez-
miemy za Xm jakikolwiek punkt, dla ktérego U{Xm) =¥1- 0 ile
m> rig® lub ym?~yis, to niech = Ur Gdy w koncu ni>

i YTYi, to, oznaczajagc przez Ir najwiekszg liczbe naturalng n,
dla ktorej \YT —Y \ < Uh weZmiemy za Xu dowolny punkt
kuli \x —Xg\< dla ktérego yT = U{x,i). tatwo sprawdzamy,
Ze tak okreslony cigg punktow {x,} posiada witasnosci zadane.

Twierdzenie 12. Jezeli operacja Linjowa odwzorowuje w spo-
sob jedno-jednoznaczny E na £*, woéwczas odwzorowanie to jest
obustronnie ciggte.

Dowdd wynika bezposrednio z twierdzenia poprzedniego .

Twierdzenie 13. Jezeli przestrzen wektorjalna E jest prze-
strzenig (F) zaréwno przy pewnej definicji odlegtosci (x,y),jak i przy
pewnej innej definicji odlegtosci (xy)”, i jezeli

lim {Xn,x) —0 pocigga zawsze /!Lr& (X, X)| = 0,

wowczas takze

lim (x,, x)» = O pocigga zawsze Iim (X, X) = 0;

innemi stowy przy powyzszych zalozeniach pojecie granicy w obu
wypadkach jest to samo.

Dowdéd. Dowod wynika z poprzedniego twierdzenia, jezeli
za E* obierzemy E, z odlegtoscig {xy)*, za$ operacje linjowg
y ~ U{x) zdefinjujemy przez zwigzek y = n.

Twierdzenie 14. Jezeli operacja addytywna y — U{x) speinia
warunek:

limx®* =X i lim U(x,,) =yo pocigga y"= U{Xj),
m=->00
woéwczas U (x) jest operacjg linjowa.
h Dla przypadku przestrzeni {B) twierdzenie to, tgcznie z twierdzeniem

13 jako wnioskiem, znajduje sie w pracy cytowanej na str. 26 pod 3 (p. 238—239).
Podany tam dowdd przebiega odmiennie.
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Dowdd. Wprowadzimy nowe pojecie odlegtosci w przestrze-
ni E, przyjmujac
(o, x) + {y"y-),

gdzie Y = U(x), y" = U{x"), a (y',Y) oznacza odlegto$¢ elementow
Y iy" w E* Latwo sprawdzi¢, ze przy tak okreslonej odle-
gtosci jest przestrzenia (F); sprawdzamy w szczeg6lnosci, ze jest
przestrzenig zupetlng. Przypusémy bowiem, ze cigg punktéw {Xn}

spetnia warunek
lim (Xp, Xg)* = 0.
P,

Mamy zatem
lim (Xp, Xg) * lim {yp, ¥n) = 0,
P, p,

istniejg wiec elementy s, i y* takie, ze

lim{Xn, X0)=0 i /,l}To {yn, Y0) =0;

na mocy tedy zatozenia y"— U(Xq, skad

lim (Xn, Xo)i = 0.

Poniewaz, jak tatwo widaé, stale
O\ X > (x5 xm),
. . A . . ) .
wiec «l_I}I’QO (X,5y X) 0 pocigga (!_IQ;]Z (m:,,, x) —0.
stagd, na mocy twierdzenia 13, ,im (Xn, m)= 0 pocigga za soba
oo
lim {xn, = 0, a zatem pocigga lim U{xn) — U (x). Operacja U(x)
«—>C0

jest wiec ciagta.

Lemmat 1. Niechaj Ui{x), UMiy) bedg operacjami linjowemi,
okreslonemi odpowiednio w przestrzeniach E* i E* typu {F), prze-
ciwdziedziny tych operacyj niechaj sie mieszczg w przestrzeni E®
rowniez typu {F).

Jezeli réwnanie

U.{x)"U.{y)
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Ta dla kazdego x jedno doktadnie rozwigzanie y = wowczas
operacja U (x) jest operacjg linjowa.

Dowdéd wynika z twierdzenia 14, gdyz, jak tatwo zauwazy¢,
lim Xn = Xgq, /IZL]rrgoU{Xn) — U (X0) pocigga za sobg Yo = U{Xq.

Lemmat 2. Jezeli y = U (x) jest operacja addytywng, a
z= V{y) operacjg linjowg, przyczem V{y) = ® pociggay — wow-
czas, jezeli V U () jest operacja linjowa, to U () jest réwniez ope-
racjg linjowa.

Dowdéd. Réwnanie VU{x) — V{y) ma dla kazdego x jedno-
jedyne rozwigzanie y — U (X). Zatem na mocy twierdzenia po-
przedniego operacja U (x) jest linjowa.

Jezeli zbidér L operacyj linjowych V (x) [okreslonych w prze-
strzeni B typu (/)] ma te wiasnosé, ze warunki

V(x) =0 dla vcCH?
pociggaja za sobg x = 0, wdwczas zbiér L nazywa sie zbiorem
petnym operacy;j.

Twierdzenie 15. Jezeli tJ (x) jest operacjg addytywna, L
za$ zbiorem pelnym operacyj linjowych okreslonych w E*, ijezeli
wyrazenie

VU{x)
jest dla kazdego operacjg linjowg, woéwczas U (x) jest ope-
racjg linjowa.

Dowdd. Przypusémy, ze limx,, = limyn=ynYn=n{Xn)\
Mamy, dla KdZ., ;!I_an vu{xn) =\iin. V{yn)= ¥(¥Yo0) orazglim 1/¢/(x,,) =
VU (xq, gdyz operacja jest linjowa. Zatem VU(Xo0)—V(yo)=0,
czyli K[f/(Xo) —Y0o] = Odla V (jjjL a wiec U{xj)=yQ. Na mocy
wiec twierdzenia 14 operacja U{x) jest operacjg linjowa.

Twierdzenie 16. Jezeli {Ui) i {Vi) sg ciggami operacyj lin-
jowych, okreslonych odpowiednio w przestrzeniach (x-6w) i E*
(y-6w), i jezeli uktad rownan

Ui{x)= Vi{y) {in1,2,...)
ma dla kazdego x jedno-jedyne rozwigzanie y = U (x), wdwczas
operacja y = U{x) jest operacjag linjowa.



46

0 przeciwdziedzimch operacy] Ui, Vi zaktadamy oczywiscie,
ze mieszczg sie w tej samej przestrzeni typu {F).
Dowo6d. Jezeli bowiem Ilim = Mg a dla ciggu odpo-

wiedniego {yn} zachodzi /Ig_;)yn =y" wowczas z ciggtosSci operacyj
{Ui) i {U} wjmika:

Vi{y,) (/=1,2,...),

30= U{x,).

czyli

Stad na mocy twierdzenia 14 wynika ciggto$¢ operacji y = U (x).



ROZDZIAL 111 B.

O przestrzeniach typu (F),
(cigg dalszy)

8 1. Niech E bedzie dowolng przestrzenig {F), a E"FiE
przestrzenig wektorjalng zamknieta.

Nazwiemy dwa elementy x*, rownowaznemi, piszac
N = jesli M —2CZFq

Niechaj X oznacza dowolng klase elementéw, spetniajaca
warunki:

a) jezeli czn i 2 wolwczas x~ = x7;

b) jezeli (z i wowczas M3 (Z

Niechaj E oznacza zbiér wszystkich klas X, speiniajgcych
warunki a), b).

W zbiorze E okre$limy dodawanie i mnozenie przez liczbe h
w nastepujacy sposob:

1 Jezeli X(F E i X~"d F, wdéwczas X* + X" oznacza te
klase X (d_~F ktéra zawiera element x —x™-\- “2» gdzie x" i x*
sg dowolnemi elementami, nalezgcemi odpowiednio do klas X i X2;

2. h Xy oznaczg te klase X d F, ktdra zawiera element
x = Axi, gdzie x* jest dowolnym elementem klasy X"

Latwo sprawdzamy, ze przy tych umowach E stanowi prze-
strzen wektorjalna.

Okre$limy teraz w przestrzeni E pojecie odlegtosci. Jesli
X, Yd F, wéwczas (X,Y) jest kresem dolnym liczb \x—y\,
gdzie XC YyC
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Okreslona tak odlegtosé spetnia zwykle warunki:

I, Jezeli (X, Y)=0, wobwczas X =Y.

W samej rzeczy, jesli {X, K)=0, wowczas istniejg dwa ciggi
elementéw {Xn), {yn), nalezace odpowiednio do X, YV, takie, ze

lim \Xn —Yh\= 0. (1)

Zauwazmy, ze stale Xn—x*=yn—yi = a zatem
Xn - —vyn+ x G ~0
Poniewaz Bo jest przestrzenig wektorjalng zamknieta, a na

mocy (1),
lim (x,, —x"--y,, + Y1) = y» —x/

zatem JI~ G skad ANyholub X =Y
. (ANZ)<(AN, F) + (n2Z).

Gdy £ jest liczbe >0, to istniejg elementy x,y,y’z, takie,
Xerx, vy, yG A 9 oraz

{X,Y)>\x-y\-t, (Y,Z)=\y' - z\-B.

Poniewaz —y +y'GG. wiec x —y-j-y’CZX, zatem
jX-y-hy-z;>(X,2); mamy (X,Z)<(X, Y)-j-(Y,Z) + 2¢
co dowodzi twierdzenia.

Mamy dalej:

a AF)=("-r0),

b) lim (%X, 0) =0, jezeli limhn—0 {hi—liczby).

>co /2—>-00

W rzeczy samej, jezeli x(y X, wdwczas hnx (y hnX, zatem
{A0) I gl a wiec lim (X, 0) <; lim \hnx \= 0.

A—00

c) lim{hXn,n) =Q jeSli limXn = 0.

/r—>c /2-~00

Niechaj bowiem x” oznacza element, nalezacy do Xn, przy-
czem [g«l< 2 {Xn, 0). Zatem hXn (¥ h Xn, a wiec {hXn, 0) < |Pg«]|.
Poniewaz za$ lim Ax= 0, wiec limjAx,]=0, skad réwniez

n—o00 /2—00

lim {hX,i, 0) = Q

/2700

Pokazemy jeszcze, ze E jest przestrzenig zupeina.
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Przypusémy bowiem, ze Vi-Y ,.|< + "~ [|n',] = Ne,0)].
=1
Kazdemu Xn przyporzadkowa¢ mozemy element Xn taki, ze
XnCZXn i iXn\> MXn\. Mamy:
Xni< 2 | j< i- oo,
Rr=1 R=1
szereg Xn jest tedy zbiezny.
Niech X = Xn. Oznaczymy przez X te klase, ktdra za-
=1
n n
wiera element Poniewaz ~ Xi  b5«, gdzie Sn= " Xi,
/=1 /=1
P
zatem X — Xi(" X —Sn (dodawanie i odejmowanie rozumiane
=i

tu jest w znaczeniu wektorjalnem, okreslonem poprzednio). A wiec
A'—Ar 1< Ut— _ Xi\, zatem lim jA~—@%|= 0
‘Biria)

Na mocy twierdzenia 1 rozdziatu Il A, przestrzen E jest
tedy zupeina, jest zatem przestrzenig {F).

8 2. Z twierdzenia 5 rozdziatu M1A, tatwo wynika istnienie
funkcji ciggtejf nie majgcej w zbiorze o mierze dodatniej pochodnej /.

9 Twierdzenie to znajduje sie w pracy; S. Banach. Sur la conver-
gence presque partout de fonctionnelles lineaires. Bull, des Sciences math.,
2° serie, t. L (1926), p. 27— 32 oraz p. 36 — 43, w szczeg p. 43. Zastosowana
tu metode rozwineli, uzywajac jej przy traktowaniu réznych probleméw teorji
funkcyj pp. S, Saks i H Steinhaus. Zob.: S. Saks, Sur les fonctionnel-
les de M. Banach et leur application aux developpements des fonctions,
Fund. Math., X (1927), p. 186 — 196; H. Steinhaus, Anwendungen der Fun-
ktionalanalysis auf einige Fragen der reellen Funktionentheorie, Stud, Math.,
I (1929), p. 51 —81.

Dr. S, Banach. Teorja operacyj linjowych. 4



Niech (C) oznacza zbidr funkcy] ciggtych perjodycznych,
0 periodzie 1, i niech, dla kazdej pary funkcyj x (t) CI C oraz
X, (0o c C,
(x (1), Xi(t)) =<r1d:31><>|X(0 — (0 lm
Jak tatwo sprawdzi¢, (C) jest przestrzenig typu (F). Niech
h ® 0 bedzie dowolng liczbg i niech

_x(t b —x{D)

y{t) h

0< <1 (D
Przyjmijmy, ze y{t)CIL.{") [(*O oznacza zbior funkcyj mie-
rzalnych]. Zbior {S') jest zbiorem typu {F).
Wyrazenie (1) okresla, jak fatwo zauwazy¢, operacje linjowa,
ktorej dziedzing jest (C'), przeciwdziedzina za$ miesci sie w (6").
Niech limhn~ 0, (r,” 0), i niech

Un{x) = x{t A h;::] —x{t) )

Gdyby kazda funkcja ciggta miata prawie wszedzie pochodna,
woéwczas granica wyrazenia (2) istniataby dla prawie kazdej
wartosci t, a zatem, dla kazdego x QCC', istniataby granica

lim Un (x).

bedac zarazem granica, okreslona w polu (S'), t. j. granicg we-
dtug miary.
Przyjmujac U (x) = lim f/«(x), otrzymujemy operacje addytywng

U{x), ktora nadto jest na mocy tw. 5 rozdz. IlIA —linjowa.
Oczywiscie U{x) oznacza pochodng funkcji x{t).
Z ciagtosci operacji U{x) wynika, ze, jezeli lim X« (0 —0

jednostajnie, wowczas lim x,,'(0 = 0 wedle miary.

7>00\
Jesli jednak x,,(0 = m si , wowczas lim x«(0 = 0 jed-

Py

nostajnie,podczas gdy cigg pochodnych /“ COS«“ | nie dazy do
12n 211
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zera wedle miary. Istniejg zatem funkcje, nie majagce pochodnej
w zbiorze o mierze dodatniej.

8 3. Niech F (x) =0 bedzie rdwnaniem rézniczkowem lin-
jowem czgstkowem, np. rdwnaniem rzedu drugiego

X, X , dX, dx , dx

F(x i
(x) diF OUoV 0 ou ovi —0 (@)

Funkcje Ui niech beda funkcjami ciggtemi zmiennych u, v
w obszarze domknietym G, ktérego brzegiem jest krzywa zam-
knieta C bez punktéow podwojnych.

Moze sie zdarzyé, ze przy pewnym charakterze warunkdéw
brzegowych réwnanie (1) ma zawsze jedno tylko rozwiazanie
x{u,v) ciggte w obszarze domknietym G, wraz z pochodnemi
czastkowemi az do rzedu drugiego wewnagtrz obszaru G.

Warunki brzegowe moga byé rozmaitego rodzaju. Polegaé
moga np. na podaniu wartosSci funkcji na krzywej C (typ elip-
tyczny), wartosci funkcji na czesci krzywej C (typ hyperboliczny,
paraboliczny), warto$ci pochodnej wzdtuz normalnej na catej krzy-
wej C, it p.

Zatézmy, ze, jesli t jest parametrem biezacym na krzywej C,
woéwczas do kazdej funkcji i {t) ciggtej wraz z kilkoma pochodnemi
np. do rzedu r, istnieje rozwigzanie rownania F {x) = 0, reduku-
jace sie na krzywej C do funkcji i {t). O rozwigzaniu x {u, V)
zaktadamy, ze jest ciggte w G, o pochodnych czagstkowych (tych,
ktére wystepujg w rownaniu F (x) —O0), iz sg ciggle wewnatrz
obszaru G.

Pokazemy, ze, jezeli cigg (6« ("} speinia warunki wyzej podane
(dlai (})) ijezeli H_rpwln (t)y = 0 oraz /Ier{n]0 t=0(@=1212 ..,71) (gra-

nice powyzsze oznaczajg zbiezno$¢ jednostajna), wdwczas, ozna-
czajac przez {Xn{ii,v)) cigg odpowiednich rozwigzan roéwnania (1),

mamy: lim xn{u,v) —O0 jednostajnie w G, oraz Iim-q,\—fp\ =0,
Nl-><= «»00 OIF

lim — "=70-. .. it. d, jednostajnie w kazdym obszarze domknie-



tym zawartym wewnatrz krzywej C. Stosuje sie to do tych pochod-
nych czastkowych, ktére wystepuja w réwnaniu (1)).

Dowo6d. Oznaczmy przez E zbior wszystkich funkcyj x (a, v),
spetniajagcych rownanie (1), ciggtych w G i posiadajgcych pochodne
czastkowe (te, ktdre wystepujag w rownaniu (1)) ciagte wewnatrz G.
W polu E okre$limy odlegto$¢ w nastepujacy sposéb: Niechaj
{0..} bedzie ciggiem obszarow domknietych, potozonych wew-

00
natrz G i takich, ze Gn = G (gdzie GJlest wnetrzem C).
n—I
Jezeli x{u,v) (jj E, y{ii,v) (2 wowczas okreSlamy (x,y) Jako

- max \ N Y
< u
max IX(a, v) —y {u, v) \+ avan A A
ure M 1+ max oy
tMn diit d

We wzorze powyzszym znajdujg sie roznice tych pochodnych,
ktére wystepuja w rownaniu (1).

Latwo mozna sprawdzi¢, ze E Jest przy takiem okreS$leniu
odlegtosci przestrzenig typu {F), zwigzek lim x,, = x (wedle odle-

gtosci) oznacza, ze cigag {Xa} zdaza w G jednostajnie do X,
pochodne czgstkowe d x .. (wystepujace w réwnaniu (1)) zda-
a

Zaja jednostajnie do odpowiednich pochodnych czastkowych fun-
kcji x w kazdym obszarze domknietym Gn.

Oznaczmy przez E* zbior funkcyj i{t) {t parametr biezacy na
krzywej C) ciggtych wraz z pochodnemi az do rzedu r. Jezeli
i{t) (ZEl i {t) d EY, to potézmy

6, i) —max I$(G— (0 1+ niax ] (t)
™

Oznaczymy teraz przez "= U{x) operacje, ktéra kazdej fun-
kcji X X (u,v) E przyporzadkowuje funkcje i = i{t), do jakiej
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redukuje sie funkcja x{u,v) iia brzegu C. Okres$lona tak operacja
U{x) jest oczywiscie addytywna i ciggia.

Poniewaz, na mocy zalozenia, istnieje operacja odwrotna
= i poniewaz przeciwdziedzina operacji U{x) jest prze-
strzenig typu (F), zatem operacja x jest operacjg ciggla
(na mocy twierdzenia 12 rozdziatu LIA). Z ciaggtosci operacji
U~Mi) wynika wyzej wypowiedziane twierdzenie.

UWAGA. Gdybysmy nie zatozyli jednoznaczno$ci rozwigzania
rownania (1), wdwczas, opierajagc sie na twierdzeniu 11 roz-
dziatu I, otrzymujemy wniosek, ze, jezeli {"«(0} znaczenie
poprzednie, to istnieje cigg {xn{u,v)) funkcyj, spetniajagcych row-
nanie (1) i redukujgcych sie na Cdo in{t), przyczem lim Xn{ii,v) = 0

jednostajnie w G, lim xn - 0, i t. d. —jednostajnie w kazdym
>0 P2

obszarze domknietym wewnatrz C
8 4. Niech {w) bedzie dowolnym ciggiem elementéw pew-

nej przestrzeni typu (F). Niech F oznacza zbidr wszystkich cia-
co

gow liczb {lI/}, dla ktérych szereg jest zbiezny. Zbior F
=1
jest przestrzenig wektorjalna.
Jezeli X oznacza cigg {V} F, a yciag {ru} (2 F, wodwczas
niech

n
X,y) = kres gérn — \.
(x.y) 599y | ),
/]
Jezeli w0 (i= 1,2, ...), wlwczas tatwo mozna pokazac,
ze F jest przestrzenig zupetna.
Jezeli bowiem lim (n;,, 0N =0 (a,(3F, wow-
PyA—
czas: lim | |= 0, zatem lim 1 1= 0, a wiec
pa>'=0
istnieje lim
1B

Przy pomocy indukcji udowodniamy tatwo, ze istniejg 0gol-
nie wszystkie granice lim =& (/—1,2, ..). Jezeli e> Q,
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woéweczas, dla p, q> mamy {p, Xq) < e, czyli

| 1 {nn1,2 ..,

i=
skad
n
(n= 12, ...). (1)
00
Poniewaz szereg ip at jest zbiezny, przeto istnieje taka
liczha TV, ze, dla r s> N*,
i Qai\<e. 2
Lecz, dla r>-s> 1,
Bi< 1 > I+ 1 > ai | <
1
, < I X (®- ¢e)ail+ !> I+ 1> 2  ai
=i

Zatem dla r*s> N —max (N*, N*), wobec (1) i (2),

iQgl-<3E

Szereg ii w jest tedy zbiezny, a wiec {ii} E. kLatwo
=i
juz mozna sprawdzi¢, ze E jest przestrzenig typu (F). Mamy:

X 1—Kkres goérny | i ai
2 . .
i=l .



Niech (&*) {i, k =\,2, ...) bedzie dowolng tablicg liczb

§ 5.
bedzie przestrzenig typu (F), ktorej

rzeczywistych. Niech
elementami sg ciagi liczbowe.

Jezeli dla kazdego cigguy = {1j} &Z  ukiad réwnan

Ukh = (/=1,2,.) ()]
=i
ma zawsze doktadnie jedno rozwigzanie {£<}, wowczas istniejg funk-
cjonaty linjowe w polu
nk=fk{y) ((A=1,2 ..,

spetniajace zwigzki

chkfk iy) = dla y(ZEl (/=1,2,..).

Dowdd. Oznaczmy przez E zbiér wszystkich ciggéw n =
spetniajgcych warunki:

a) szereg " atkik jest szeregiem zbieznym dla /= 1,2, ...;

k=1

b) cigg {d} =1 tik h 1 nalezy do Ei.
. ]

Jesli x' — {6z} (fE f = {|Z}d E, wOlwczas przyjmiemy

{x\ xi = kres gorny |j Ma{h'—h"]|,
n=r,2,...

k=1

a przez (jc, oznaczymy odlegto$¢ w d ciggoéw "SdEM |

Uik
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Okre$limy teraz odlegto$¢ elementéw x’ i x" przez wzor

A2+ (X X%

Zbior E jest przestrzenig wektorjalng i, jak tatwo z poprzed-
niego ustepu wynika, przestrzenig typu (F).
Zauwazmy, ze, Jezeli Xn= d E i limx,=0, wowczas

Nn—

lim =0 =12 ...). Na mocy bowiem jednoznacznosci

Nn->o08
rozwigzan systemu réwnan () w kolumnie A-tej jeden przynaj-
mniej wyraz Uik @ 0. Przypus¢my wiec, ze o0 {i=1.2 .).
Poniewaz lim Xn~ 0, wiec lim {Xn, 0)/i = 0, zatem Ilim ~ N

/r-»00 a->=0 n—H=>

gdyz ,id O
Przez indukcje mozna teraz pokaza¢ tatwo, Ze og6lnie

limK)=0 {k=\,2, ...).

Jezeli ciggi x = {4 d ~ i Y {ClI spetniajg rowna-

nia (1), woéwczas przyjmiemy
U{Xx).
Mamy, jak tatwo zauwazyc,
(*, 0) = (X 0), < (x, 0) @

Oczywiscie (y, 0) oznacza tu odlegtos¢ w E”, (x, 0) —odle-
gtos¢ w E.

Na mocy (1) lim Xn = Q pociaga lim U(Xn) = 0. Operacja
y = U{x) jest zatem operacja linjowg. Poniewaz operacja lin-
jowa y= U{x) odwzorowuje w sposéb jednoznaczny zbiér E na d»

przeto, na mocy twierdzenia 12 rozdziatu IIlA, operacja odwrotna
X= (y) jest réwniez linjowa.

Jezeli x = (y), wéwczas niech: ik~ fk(y) (*—1,2, ...)s

Z tego, co wyzej bylo powiedziane, wynika, ze, jezeli
. A A _ ) . _ .
HAngoy,, a Xn= un~"~yn) wowczas ,I{anx 0, a wiec
lim =0.

=0
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Funkcjonaly addytywne fk{y) sg tedy funkcjonatami linjo-
wemi w

Z twierdzenia powyzszego wynika nastepujgce twierdze-
nie M.

Jezeli uktad réwnan (1) ma dokladnie jedno rozwigzanie dia
kazdego ciggu {/J}, nalezacego do:

a) przestrzeni ciggbw zbieznych do zera,

b) ,, ©),
C) " (023
d) : {PN p>1-

wowczas istnieje tablica {bkA taka, ze

bkiml {k=1,2,...),
i—
gdzie i} i {/J} sa ciggami, spetniajgcemi rownania (l), przyczem

w przypadkach a), b), c¢), d) mamy odp.
(6]
a x| (ft=1,2,...);
=\
b) tablica {bki) tha wiersze skonfczone, t. zn. istnieje ciag liczb
Nk taki, ze bki= 0 dla i> Nk;

c) Ibki\< Mk {k= 1, 2,...), gdzie {Mk} jestpewnym ciggiem liczb;

d) "¢t o0 {k~1,2, ]

UWAGA. Jezeli zatozymy, ze dla kazdego ciggu zbieznego

istnieje doktadnie jedno rozwigzanie rownan (l), wowczas istnieje
ciagg ograniczony {C*} i tablica spetniajgca warunki pod a),
przyczem:

oo

|k:Ckl—|@|\|+ mbklr\l {k=1,2, ..)).

b Pomingwszy przypadek d), twierdzenie to byto dotad nieznane (por.
F. Riesz Les systemes d’equations lineaires a une infinite d’inconnues,
Paris, 1913).
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Twierdzenia powyzsze wynikajg z twierdzenia, podanego na
poczatku tego ustepu i z odpowiedniego przedstawienia funkcjo-
natu linjowego w poszczeg6lnych przestrzeniach (ob. twierdze-
nie 1 8 6, oraz ustepy 3 i 4 § 4 rozdziatu V).

8§ 6. Podamy tu szereg wilasnosci przestrzeni (5) (ob. roz-
dziat I, § 1) oraz przestrzeni (g). Przestrzen (a) jest to zbior
wszystkich ciggow liczbowych n —{l«} skonczonych w tym sen-
sie, ze prawie wszystkie wyrazy ich sg réwne zeru. Przy zwy-
ktych definicjach dziatan zbiér ten stanowi pewng przestrzen
wektorjalng. Okreslimy w przestrzeni tej nie pojecie odlegtosci,
lecz jedynie pojecie granicy w spos6b nastepujacy: powiadamy, ze

limx,, =X (Xn= XN {or}), gdy spetnione sg warunki:
1) istnieje N takie, ze =0 dla i> N, n—1,2, ...;
2) g o (/=1,2,...).

tatwo spostrzec, ze uzj™skujemy w ten sposéb pewng prze-
strzen (L) w sensie Frechefa. Pozatem:
1) Jezeli limXn=x, limy«=y, to lim {Xn-f¥q9" x Ay,

H—yco fi—~r'o

2) Jezeli lim Xn=x, limtn"t (Z«diczby), to lim tnXn—tx\

«—>100 Nn—=0 rt—

3) Jezeli lim p—x") —Q to istnieje x takie, ze lim Xn = a.

Wychodzac z definicji granicy, mozna oczywiscie okreslic,
jak w 8§ 2 rozdziatu I, zbiory zamkniete, otwarte i t. d.

Twierdzenie 1. Kazdy funkcjonat linjowy f(x) w przestrze-
ni (s) jest postaci:

f(x) =~ aiii,
=1
gdzie N jest liczbg naturalng zalezng od f.

Dowdd. Niechaj {xn} — , gdzie if6=0 dla i® n,
oraz — 1 Przyjmijmy / {Xn) = a«. Poniewaz, dla kazdego ciagu
X = {&}, mamy = i. Xn  Wiec

|
fin) f(Xn)—~" t«

n=1
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Poniewaz szereg ten ma by¢ dla kazdego ciggu {6«} zbiezny,
wiec istnieje liczba naturalna N taka, ze on=0dla n> N. Zatem

\%
f{x)= vy LWii.
A4
Lemmat. Jezeli G CI (s) przestrzenig wektorjalng zam-
knietg, a do G nie nalezy, woéwczas istnieje funkcjonat

linjowy f{x), okreslony w przestrzeni {$) i spetniajacy warunki:
f{xf) ® 0, oraz f{x)=0 dla xCfG.

Dowo6d. Jezeli ¥ nie nalezy do G, wlwczas istnieje liczba
n/> 0 taka, ze
N

dla {1}CG- 1)

W przeciwnym bowiem razie istniatby cigg {x.} = W ¢, spetnia-

jacy warunki;
n

'Vouif)- 1=0 (=12 ..),
/=1

i mielibySmy lim Xn—x™. To za$ jest niemozlinve, gdyz G jest

«

zbiorem zamknietym, a x" nie nalezy do G.
Na mocy (1) istniejg zatem liczby otj, *** *n5 dla ktérych
N N
N aiC—1, oraz wi/=0, jesli {E}C G.
=1 /=1

Jezeli wiec / () oznacza funkcjonat, okreS$lony przez réw-
nos¢ f (x) — y a.ii, wéwczas f{x) =0 dla xC " jiirog=1°
Twierdzenie 2. Kazdaprzestrzen wektorjalna zamknieta G <C()

jest zbiorem wszystkich ciggow x = , spetniajacych nieskoncze-
nie wiele réwnan:



AL
gdzie {aik) zaleza od zbioru (G), przyczem istnieje cigg liczb {M}
taki, ze aik=0 dla k> Ni (i=12, ...).

Dow6d. Niech H oznacza zbiér wszystkich ciggow skon-
czonych {«/}, spetniajagcych warunek

=0
dla {LCO.
Przypus¢my, ze ciag Xq= nie nalezy do G.
Na mocy lemmatu istniejg zatem liczby a°, a®, ... a*\ dla
ktérych:
N N
alii=0 jesli {4 CG, \% = 1.
=il

Mamy wiec {&°} // i widzimy, ze zbiér G jest zbiorem
wszystkich ciggow {i,}, speiniajagcych zwigzki

al|l =0 dla

Niech Hn oznacza zbior ciggow {a-} C ~d la ktorych
oraz a;= 0 dla i> n. Zbiér Hn zawiera conajwyzej n linjowo nie-

zaleznych ciggow {«/}. Oznaczmy je symbolami oo
Oczywiscie kazdy ciag {a/} CZ* linjowa kombinacja cig-
gow AfK Wypisujac ciaggi kolejno w postaci {aik) widzimy,

ze G jest zbiorem rozwigzan nieskonczenie wielu réwnan

00

~aikik=0 (/=12 ..)),
Aimm

k=1

gdzie [Uik] jest dla kazdego i ciagiem skoriczonym.
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Twierdzenie 3. Jezeli w przestrzeni G (Z (s) wektorjalnej

zamknietej, okreslony jest funkcjonat linjowy f {x), wéwczas istnieje
funkcjonat linjowy F (x), okreSlony w calej przestrzeni (s) i spetnia-

jacy warunek
/I X)=F () dla x(fc.

Dowéd. Oznaczmy przez H zbiér wszystkich ciggéw X,
spetniajgcych warunek
f{x)"0, xCG.

Niech XoCf G i f{Xo) —1 Q)
Zbiér H jest zbiorem linjowym zamknietym, jest tedy zbio-
row-

rem wszystkich rozwigzan pewnego nieskoficzonego uktadu

nan linjowych:

Poniewaz x" nie nalezy do H, istnieje taka liczba j, zg

N
2 (gdzie = Xo).
A
Niech teraz, dla kazdego ciagu x = {},
N
F _ -
{x) " ajk ik
k=i
Mamy f{xf) = F{xf) =1, oraz F{x) =1t bl x f_H .

Jezeli x(fjG, woweczas, przyjmujac x —f{x)xQ=y, mamy:

x-"yEf{")xQ" (2)

Poniewaz f{y)=f{x)-f{x)f{x") =0, wiec yC

zatem F{y) = 0.
Przeto, na mocy (2),

F{x) = F{y)+f{x) F{x,) =f{x).



Twierdzenie 4. Kazdy funkcjonat linjowy w przestrzeni (a)
jest ksztattu:

W A

Dowdéd przedstawia sie podobnie, jak dla odpowiedniego
twierdzenia w przestrzeni (9).

Twierdzenie 5, Kazda przestrzen wektorjalna G (fj (a) jest
przestrzenig zamknieta.

Dowdd wynika z nastepujacej uwagi: Jezeli lim xt—

{Xnd (@), Xqgd (™)r wowczas Xn i Xg uwazaé mozemy za we-
ktory pewnej przestrzeni J1*-wymiarowej. Poniewaz timx,, = Xo,

zatem Xq jest kombinacja linjowag pewnych N wektoréw ciggu
{Xn}. Zatem d ™.

Twierdzenie 6. Kazdy funkcjonat addytywny i jednorodny,
okreslony w przestrzeni (a), jest linjowy.

Dowdd wynika wprost z uwagi podanej przy dowodzie
twierdzenia poprzedniego.

Twierdzenie 7. Jezeli w przestrzeni wektorjalnej Gd
okreslony jest funkcjonat linjowy f{x), wowczas istnieje funkcjonat
linjowy F (x), okreslony w (a) i spetniajgcy warunek:

f{x) = F (x), jesli X (Z G,

Dowdd, Niech x* nie nalezy do G. Oznaczmy przez G zhior
elementéw n ksztaltu = n'+ (g gdzie x'd”- Potézmy
d) =/(n:") + Funkcjonat cpd) jest addytywny w G, i spetnia
warunek <(An) = Acpd), oraz ~K)—f{x) dla xZ " -
Rozszerzajac w powyzszy sposdb stopniowo funkcjonat f {x),
otrzymamy w koncu funkcjonat addytywny F {x), okreslony dla
wszystkich elementéw zbioru (a) i spetniajagcy warunki:

Ady=/d) dla Xd G F{hx) = hF{x).

Z ostatniego zwigzku wynika, na mocy twierdzenia 6, cig-
gtos¢ funkcjonatu (). -
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Niech teraz dany bedzie uktad réwnan:

aik ik = i~1,2, ..) (I)
k—i

{ciik, Ti—dane, i* —niewiadome), z ktérych kazde posiada jed-
nak skonczong tylko liczbe M spoOtczynnikéow réznjmh od zera.
(Liczby Ni moga oczywiscie wzrastaC nieograniczenie wraz z /).
Twierdzenie 8 Na to, aby istniat ciag liczb {8}, spetniajgcy
rownania (1), konieczne jest i wystarcza, by dla kazdego skonczo-

nego uktadu liczb ... hr warunek

hiUk=0 @A=12 ..)

pociggat za sobg

him= 0.
il
D OW6 d ™. Konieczno$¢ warunku wynika wprost ze zwiazku:
r r =0 00 r
hi W = hi e Uik ik = fl/I.IIMhi Uik.

2=1 k=1 A=1 i=1

Wystarczy pokaza¢ tedy tylko, Ze podany warunek jest
wystarczajacy.

Oznaczmy przez Xi cigg skohczony {aik). Elementy Xi uwa-
za¢ mozemy za elementy przestrzeni (a).

Niech G oznacza zbidr linjowy wszystkich elementow x typu

y
n= ; (1)

gdzie h”,hz2, ... K oznacza dowolny system skoriczony liczb.

b Twierdzenie to udowodnit po raz pierwszy p. O. Toeplitz. Ob. O.
Toeplitz, Uber die Auflésung unendlichvieler linearer Gleichungen mit unen-
dlichvielen Unbekannten, Palermo Rendiconti, 28 (1909), p. 88 — 96.
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Jezeli ™~ hiXi— ”~ hi Xi, woéwczas y hillb=" hiUk
TNewwT ~ranin MaaasA
i=1 i—l =1 =1

zatem blri = i /. (2

Niech teraz, dla elementow n postaci (1),

f{x)= "V hill. @3)
/=1

Funkcjonat f (x) jest w ten sposéb (jak to wynika z (2))
jednoznacznie okre$lony w zbiorze G, addytywny i jednorodny.

Zatem, w mysl twierdzenia 6, funkcjonat / (x) jest linjowy,
a na zasadzie twierdzenia 7, istnieje funkcjonat linjowy F (),
okreslony w (a) i taki, Ze

NIW s jesli x (2 G.

Na mocy wiec twierdzenia 4, istnieje ciag liczb taki,
ze dla kazdego elementu x (@) spetniona jest rownosc
00
FX) " akik. Poniewaz F{xi) ~ f{xi) = , zatem
A=1

toc

Yy ukU=nr (=12 ..

A=)
@ nalezato udowodnig.
Twierdzenie 9. Jezeli uklad rownan

dikik ~ ri {i=1,2, ..) (1

posiada dla kazdego ciggu {4/} dokiadnie jedno rozwigzanie, wow-
czas dla kazdego i istnieje liczba Ni taka, ze

dk=0 dla k> Ni {i=12 ..).
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Dowo6d. Oznaczmy przez y ciag {4/}, i niech Cn=/(y),

jezeli Ukik=ri {i=1,2,...).
A=l
Na mocy twierdzenia 8 5, funkcjonat fk (y) jest funkcjonatem
linjowym w przestrzeni (s). Istnieje zatem, dla kazdego k, skon-
czony ukitad liczb NN, MK

Nh
fk{y) = o )
=1
Uktad (1) jest linjowo niezalezny.
Przypusémy bowiem, ze istnieje skonczony ciag liczb {r}
“=1,2,... 1), taki, iz

Y hiak-0 (/=12 ..)
k=i

Mamy wowczas, w mysl (2),

r r

@)
k=2
dla kazdego ciagu y = Przyjmujac rf. = ay, gdzie ] jest do-
wolnie ustalong liczbg naturalng <;r, stwierdzamy natychmiast,
iz dla odpowiedniego rozwigzania uktadu (1) mamy

=0 dla h~"j, oraz "= 1.
Podstawiajagc wartosci te w (3), otrzymujemy hj —0, skad
wynika, iz wszystkie spotczynniki h musza znikaé, a wiec, iz
uktad (2) jest niezalezny, i temsamem, iz w my$l twierdzenia s
dla kazdego ciggu {e*} istnieje cigg liczb spetniajagcych
réwnania (2).
2 Qlik

Wynika stad, ze szereg
Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych.
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jest dla kazdego ciggu {?»} zbiezny, a wiec, iz dla kazdego i
istnieje liczbha M taka, ze

k=0 dla k> Ni.

Uwaga. Jezeli w twierdzenia powyzszem nie zatozymy, ze
istnieje tylko jedno rozwigzanie, wéwczas twierdzenie przestaje byé
prawdziwe.

Jezeli bowiem {\];} jest dowolnym ciaggiem, wowczas istnieje
Go

szereg potegowy o spltczynnikach rzeczywistych ik, ¥ h  spet-
k—\
niajgc warunki:

ij=12 ..)
40

Uktad powyzszy ma zatem dla kazdego ciggu {s¥} rozwigza-

nie — oczywiscie nie jedno, gdyz istnieje szereg potegowy rézny
od zera taki, ze

Ne* [ =0 (=1,2,...).

8 7. Dwie przestrzenie E i typu {F) nazywajg sie izo-
morficzne, jesli istnieje operacja linjowa y = U{x) [x E,
y Cl fj, odwzorowujgca w spos6b jedno-jednoznaczny i ciagty
E wsl EX

Na mocy twierdzenia 12 rozdziatu IllI, operacja y = U {x)
odwzorowuje w sposéb jedno-jednoznaczny i obustronnie ciggly
E na EM

Przestrzenie E, E* typu {F) nazywamy rdéwnowaznemi, jezeli
istnieje operacja linjowa y * U (x), odwzorowujaca w ten spos6b
jedno-jednoznacznie E n3. E®, iz

y \~ \X jesli  y = U (®x)

Oczywiscie dwie przestrzenie réwnowazne sa izomorficzne,
niekoniecznie wszakze dwie przestrzenie izomorficzne muszg by¢

rownowazne.



Przyktady.
1. Zbiér funkcjonatow linjowych w przestrzeni

jest réwnowazny przestrzeni (L(p_~")\\ dla p>1, oraz prze-

strzeni (M) dla p =
2. Zbior funkcjonatdw linjowych w (p

wazny przestrzeni il{") }dla p>1, oraz przestrzeni(m) dlap —1.

™

1) jest réwno-



ROZDZIAL IVA.

Przestrzenie unormowane.

§ 1. Przestrzeh wektorjalng £'nazywamy unormowanag, lezeli
istnieje dla nie] funkcjonat—ktéry nazywamy norma, oznaczajac
go przez jx| lub tez ;m|1—spetniajagcy warunki nastepujace:

1) |x|>0 gdy X4=0, |0j —O0;
/I "ol I »
3) I"XI=1 1IXI {t —liczba).

Jesli odlegto$¢ dwdch elementéw x, y przestrzeni E okre-

slimy przez wzor
xy) Ix-yl,

woéwczas otrzymujemy oczywiscie pewng przestrzen metryczna.
W przypadku, gdy przestrzehn ta jest zupetna (t. j. gdy warunek
lim jXp—x~i= 0 pociagga za sobg istnienie elementu x, takiego,

ze lim Do —XI = 0), przestrzen te nazywamy przestrzenig (B) 7.

Jest jasne, ze kazda przestrzen typu (B) jest przestrzenig (F);
twierdzenie odwrotne bytoby fatszywe, jak wida¢ chocby na przy-

b Ta klasa przestrzeni traktowana byta ogélnie poraz pierwszy w pracy
cytowanej pod na str. 38.



ktadzie przestrzeni (s). OkreSlone w § 1 rozdziatu | przestrzenie,
z wyjatkiem przestrzeni (5) oraz (S), sa oczywiscie typu (B).

8§ 2. W ustepie tym zajmiemy sie narazie przestrzeniami
unormowanemi, niekoniecznie jednak zupetnemi. Przez E oznaczac
bedziemy rozwazang przestrzen unormowang.

Twierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym
na to, by funkcjonatl addytywny, okreslony w przestrzeni wektorjal-
nej Q(ff_E, byt linjowy, jest istnienie takiej liczby M, ze

[f(n:)j< My, jesli o m O

Dowo6d ». Warunek jest konieczny. Przypusémy bo-
wiem, ze niema liczby M, spelniajgcej powyzszy warunek;
istnieje wowczas ciag {n.,} taki, ze

I/ D) 1> MnAXnm\ i lim Mn = #co .

1
Mfi D4 |
lim Yn= 0; zatem /LiArpO/(Pi) = 0, co jest niemozliwe, gdyz

i, | 1 .
Ktadac Y,,= -Xn, mielibySmy P« = M a wiec
n

fvm Mn IXn

Warunek jest wystarczajgcy. Jezeli bowiem lzigﬂ:«z

gdzie Xn(ZE, x (ffE, wbéwczas Ilim [x —n«]= O, zatem
lim I/ {Xn) —f )\ —rggn(> \f {x —Xn) }I1|>rpo M 1 I= 0o oraz
lim/(x,) =/(x).

Jezeli funkcjonat linjowy / (a) okreslony jest w przestrzeni
wektorjalnej G, wowczas normg funkcjonatu / (a) w zbiorze G
nazywamy najmniejszg liczbhe M, speiniajagca nierownosc

I/(a)l-<XIgl dla x (fj G.

9 Praca cytowana pod 9 na str. 38 (p. 51 — 53).
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Norme funkcjonatu f(x) w zbiorze O oznaczaé bedziemy
symbolem

I/1o.
Jezeli G= E, wbéwczas zamiast \/\e piszemy wprost |/].
Mamy wiec |/ () |< |/ lo1 1 dla x (2 G.
tatwo zauwazy¢, ze

I/l G= kres gorny j/(x) |.

Nasuwa sie pytanie, czy w kazdej przestrzeni wektorjalnej,
unormowanej istnieje funkcjonat linjowy nieznikajacy tozsa-
mosciowo.

Aby na pytanie to odpowiedzie¢, zauwazmy, ze z twierdze-
nia 1 rozdziatu Il wynika twierdzenie nastepujace:

Twierdzenie 2. Jezeli w zbiorze G okre$lony jest funkcjonat
linjowy f {x), wdwczas istnieje funkcjonat linjowy F{x) okreslony
w E taki, ze

E{x)=f (x) dla xefG
oraz
E i

Dowdd %. Twierdzenie powyzsze wynika z tw. 1 roz-

dziatu 11, jezeli przyjmiemy tam

y(z(X): Ix 1.1 ls.

tatwo stad otrzymujemy
Twierdzenie 3. Dla kazdego elementu x*(ffE istnieje funkcjo-
nat linjowy E {x) taki, ze
E{xf)Mx\, |l =1
Dowdd 7. Twierdzenie powyzsze wynika z poprzedniego,
0 Zob.: S. Banach, Sur les fonctionelles lineaires, Stud. Math. I.

(1929) p. 211—216, w szczeg. theoreme 2.
1 c., uwaga po Theoreme 2.
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jezeli za zbior G uwaza¢ bedziemy zbior elementéw postaci h
{h —dowolna liczba) i przyjmiemy

f{hx") = h.\xA\,

Otrzymujemy stad, w szczeg6lnosci, ze w kazdem polu we-
ktorjalnem i unormowanem istnieje funkcjonat linjowy niezni-
kajagcy tozsamosciowo.

Twierdzenie 4. Jesli f (x) jest fankcjonatem, okreslonym
w pewnym zbiorze W, wodwczas na to, by istniat funkcjonat lin-
jowy F {x), okreslony w E i spetniajacy warunki

1° f{x)="F{x) dla x(ZW,

2° IFl -< M gdzie M jest dang liczbg dodatnia,
konieczne jest i wystarcza, by nieréwnos¢

hif(xi)\ ~ M 1"y hi X
~1

spetniona byta dla kazdego skonczonego uktadu elementéw x",Xoz,...,
Xr zbioru W oraz kazdego skonczonego ukiadu liczb rzeczywistych
A, A5 e hr.

Dowdd 7. Warunek jest konieczny. Jezeli bowiem
istnieje zadany funkcjonat linjowy F (x), wdwczas

zatem
/=1 =

"ARIF (xi)\<M . \Ah, X\,

1 c. p. 214. W przypadku pewnych przestrzeni specjalnych udowod-
nit twierdzenie to p. F. Riesz Ob.: F. Riesz Untersuchungen Uber Syste-
me integrierbarer Funktionen, Math. Ann., 69, (1910), p. 449—497. Ogo6lniejsze
uzyskat p. E. Helly: E. He 11y, Uber lineare Funktionaloperationen, Wie-
ner Berichte 121 (1912), p. 265 — 297.
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Jezeli Xi (2 wowczas F (Xi) —f (xi), a stad otrzymujemy
podany warunek.

Warunek jest wystarczajgcy. Oznaczmy przez Oprze-
r

strzen wektorjalng elementow z ksztaltu z = hi Xi, gdzie
Xi (2 W, hi —liczby, r—dowolna liczba naturalna, i przyjmijmy
2= X . (D

"1

Jezeli "="~A ,-,v,.= 2 hi Xi, wdwczas, na mocy zatozenia,

hif (x) — I/l (x/) < W.12 hiXi—  hixi =0.
t=i /=1 /=1 =i

Funkcjonat @{z) jest zatem jednoznacznie okreSlony w G
i jest przytem, jak tatwo widaé, addytywny. Poniewaz za$
r r
19(2) I1=1 hif {xi) I< Afl hi Xi I,
/=1

zatem
ole

i na mocy twierdzenia 2 istnieje zgdany funkcjonat linjowy
F(x).

W szczegdlnosci, jezeli W bedzie ciggiem elementow {x,},
a wartosci funkcjonatu / (x) oznaczymy odpowiednio przez C,
woéwczas otrzymamy

Twierdzenie 5. Na to, aby istniat funkcjonat linjowy F {x),
spetniajacy warunki:

1) F{Xn)=0on (/r-1,2, ...),
2) 1F |< WM
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{Xn —dany ciag elementéow, Cn —dane Liczby rzeczywiste, M —dana
liczba dodatnia), konieczne jest i wystarcza, by nieréwnos¢

2 *=aGl< x 17
=1 /=1

Spetniona byla dla kazdego skonczonego ukiada liczb rzeczywi-
stych b, b, ... hr.

§ 3. Zajmiemy sie teraz zagadnieniami, ktdre w teorji prze-
strzeni unormowanych grajg podobng role, jak twierdzenie Weier-
strass’aoprzyblizaniu funkcyj ciggtych przez wielomiany, w teorji
funkcyj zmiennej rzeczywistej,

Lemmat. Jezeli G jest przestrzenig wektorjalng, odlegtosc
za$ elementu y* od G jest d>a, wowczas istnieje funkcjonat lin-
iowy f (x), okreSlony w E i spetniajacy nastepujgce warunki:

1 . 2) /(3%) = I,
3) \f\=n

Dowdéd 7. Niechaj G" oznacza zbior x-6w ksztattu
X=x"+ ayo, gdzie x'd G, a-—dowolna liczba. (1)

Oczywiscie jest zbiorem linjowym, a poniewaz <> 0, zatem
przedstawienie (1) elementu X jest jedyne.

Okreslamy w G* funkcjonat addytywny F (x), przyjmujac
F(x) = a, jezeli x jest postaci (1).

Mamy:

W A\—\x"+ ayol= laj.I— Yo\'A W\e(d',

zatem
F(x) a, < = IX

b 1 c. Theoreme 4. Twierdzenie 6—tam rowniez jako Theoreme 6.



Wynika stad, ze

2
F\g. < q (2
Zauwazmy teraz, ze, jezeli
XnCI G i lim\Xn—Yo\ = d,

woéwczas

F(xn-Yo) \= 1< k« -3"0i+\F\g,
a wiec

K fi2 /9] lub ; ey @

skad, na mocy (2), |/ ag.

W mysl wiec twierdzenia 2 istnieje funkcjonat linjowy f(x),
okreslony w E taki, ze

f[x) —F{x), je$li ecici, oraz |/ |= \F\g, -

W szczeg6lnosci wiec f{x) =0 dla xCI G, oraz / ()= 1

Jesli dane sg jakie$ elementy x”, Xz. ... Xn, wéwczas kazdy
element m postaci x CkXk, gdzie fil, fi, .+. h sg liczbami,
=l
nazywamy kombinacjg linjowa elementéw x*, Xz, ... Xn.

Twierdzenie 6, Jesli W jest dowolnym zbiorem elementéw,
oraz yo dowolnym elementem, wéwczas na to, by istniat cigg {w,,}
kombinacyj linjowych elementdw zbioru W takich, ze

lim Wn—Ya,
konieczne jest i wystarcza, by dla kazdego funkcjonatu linjowego
f(x) warunek f{x) = 0 dla nm L ItZ pociggat za sobg /(¥Yo0) = 0.

Dowo6d. Konieczno$¢é warunku jest oczywista.
Jezeli bowiem lim Wn=ya i / (=0, CIW, wowczas

f{Wn) = 0, a zatem /(¥0) = 0.



Dostateczno$¢ wynika z poprzedniego lemmatu, jezeli przez G
oznaczymy zbiér wszystkich kombinacyj linjowych elementow
zbioru W.

Zbhior elementow G nazywa sie podstawowy, jezeli zbhidr
wszystkich  kombinacyj linjowych elementéw zbioru G jest
wszedziegesty w E.

Zbior elementéw G nazywa sie petny, jezeli dla kazdego
funkcjonatu linjowego f {x) warunek /(x) = 0 dla x (Z G pociaga
za sobg / (x) = 0 dla kazdego x (Z E.

Twierdzenie 7. Na to, aby zbiér G byt podstawowy, konieczne
jest i wystarcza, aby byt zbiorem petnym.

Dowdéd wynika tatwo z twierdzenia poprzedniego.

Powiadamy, ze funkcjonat linjowy / (x) jest ortogonainy
wzgledem elementu jezeli / (x,) = 0. Z lemmatu, podanego na
poczatku tego §, wynika: jezeli zbiér G linjowy zamkniety nie
obejmuje catej przestrzeni, wowczas istnieje w tej przestrzeni
funkcjonat linjowy ortogonalny do G (t. zn. ortogonalny do kaz-
dego elementu zbioru G).

§ 4. Zajmiemy sie tu ustaleniem postaci og6lnej funkcjona-
tow linjowych w poszczego6lnych przestrzeniach {B).

1 Przestrzen (C). Przypus¢my, ze w przestrzeni (C) dany
jest funkcjonat linjowy / (x). Poniewaz norma, okre$lona w prze-
strzeni (Ad), pokrywa sie w przypadku funkcyj ciggtych z norma
w przestrzeni (C), przeto (C) uwaza¢ mozna za przestrzen wektor-
jalng w (A4).

Z twierdzenia 2 wynika wiec, ze istnieje funkcjonat linjowy
F (z), okreSlony w (A4) i spetniajacy zwigzki

F(z)=f(z) dla z(zC, \F\ = \f\,

gdzie [/ oznacza norme F (z) w (A4), a |/| norme f(z) w (C)/
Niech
1 dla 0< M< t,
"t(u) (1

0 dla <u< L
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Oznaczajac, dla skrécenia, przez ht funkcje it{u), przyjmijmy

F{it) = g{t). (2)

Pokazemy, ze funkcja g {t) jest funkcjag o wahaniu ograni-
czonem.

W rzeczy samej, niechaj ... tn oznacza cigg punktéw
{a = ... <tn =1Db) i niech
= sign.  {ti)- g {ti-i)] (/-1,2, ... n).
Mamy
= —1
- F

Poniewaz, jak tatwo zauwazy¢, norma powyzszej sumy jest
réwna 1 i I/A = 1/1, zatem

Wagggge g{t) ~ \f\. (3)

Niechaj x{t) Ci niech
w(«)=2x(f)[e N -ell (4)
=1

Funkcja zn{u) jest wiec funkcjg, ktéra w przedziatach

przyjmuje odp. wartosci
mn

Poniewaz s (m) jest funkcjg ciggtg, zatem

lim \\x —zn\ = 0, skad lim F(z,,) = F(x) =f{x). (5)



7

Na mocy (2), (4) mamy;

—)-N - —
gln) I’( n
zatem

L

(|(I_n}’l;F{Zn) =|/\ x{t)dg,

gdyz x{t) e2.C, a g {t) jest funkcjg o wahaniu ograniczonem.
Z (5) wynika, ze

1
f{x)r*x{t)dg dla x{t)C.C.
- . 0
Poniewaz
1
\VF(x)\M 3 x{t)dg\ W%h\ﬁ\rtl)ie j9(4) .am[;\%( in'oi, (6)

0

zatem, na mocy (3) i okreslenia symbolu \f\, dostajemy
ngl%Ble g (t) —\f\.

Otrzymalismy wiec twierdzenie 7

Kazdy funkcjonat linjowy f (x), okre$lony w przestrzeni (/),
jest ksztattu

f(x)=(x(t) dg,

gdzie g {t) jest pewna funkcjg, niezatezng od x(t), o wahaniu réw-
nem I/ 1

Odwrotnie, jezeli g{t) jest funkcja o wahaniu ograniczonem,
to oczywiscie

b Twierdzenie to w tej formie udowodnit pierwszy p. F. Riesz. Zob.:

F. Riesz, Sur les operations fonctionnelles lineaires, C. R. 149 (1909),
p. 974 — 977.
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f(x)= jx{t)dg dla x(t)(2C
0
jest funkcjonatem linjowym, jak to wynika z (6).
2. Przestrzen {r 1), Zalézmy, ze w przestrzeni
okreslony jest funkcjonat linjowy f {x). Niech:

1 dlado< M 7,
{u)
0 dla/<u< 1.

Oznaczajac, dla skrocenia, przez U funkcje it{u), przyjmijmy

Pokazemy, ze funkcja g{t) jest funkcjg bezwzglednie ciggia.
W rzeczy samej, niechaj 5% §> eee oznacza zbidr prze-
dziatow, nie zachodzacych na siebie, o kofAcach odpowiednio
{ti < ti). Kiladac e = sign, [g(t/) —g (ti) ], mamy

n n

2 igip)- g{tyL=2r~ A A A

42 <M ~ATw

Wyrazenie oznacza funkcje, ktéra w przedziale 3

przyjmuje warto$¢ & = £ 1, a pozatem zero. Z uwagi wiec na to,
ze przedziaty o nie zachodza na siebie, otrzymujemy

B Eik
i— f 1=l
gdzie 15/1oznacza dtugos¢ przedziatu 5;.

Z (1) wynika wiec

n / n

j=i f o1
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Funkcja g{t) jest przeto bezwzglednie ciggta. Przyjmijmy = aft).
Funkcja c/{t) jest funkcjg catkowalng. Mamy oczywiscie

ren = ) MO,

gdyz e = o0o» a wiec .
, I’t)/\j M @

Niechaj Q <th ... <th=\" . 1 niech beda
dowolnemi liczbami, i niech

X(t) = C dla ti-i  <ti (t=12 ... ).

Oczywiscie

zatem, na mocy (2),

f{x)= 1 x{t)a{t)dt. (3)

Widzimy wiec, ze dla kazdej funkcji a(/) schodkowej spet-
niona jest relacja (3).

Jezeli teraz n {t) jest dowolng funkcjg mierzalng, ograni-
czong, woweczas istnieje cigg {Xn{t)} funkcyj schodkowych wspdl-
nie ograniczonych, zdazajacych prawie wszedzie do st (f).

Temsamem
1

lim e \xn{t) —x{O)\"" dt ~

0
a wiec lim [iXa—x | = 0 i, na mocy (3),
1 1

I (x)=lim [ xn{Ha{dt | x(t)a{t)dt.

n—.00 J
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Zwigzek (3) zachodzi wiec dla kazde] funkcji x{t) mierzal-
nej ograniczonej.
Zatézmy teraz, ze a> 1

Przyjmijmy:
la(™) [ sign,a(®), jezeli \*-{t) Non,
Xn (0
n sign, af{t), jezeli |a(0. ~ >
gdzie —f—=1
r s
Mamy:

Vi) 2=10" Ya@y #I<1/1 | \xn{t)\ dt.

Poniewaz

0 o=/ (oM @i>| "'
Wiec

© Xn() dt.

skad, poniewaz =
ad, p 1 r,

X 1_/\
" \xn()\"dt M—

Poniewaz nierownos$¢ powyzsza spetniona jest dla kazdego n
i poniewaz

a) |M«(0K< la(Oi”""= h(Oi'%
b) lim lpa(™) 1 = IX(O! prawie wszedzie,
wiec

a(t) 1ndt  \f\ . 4
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Funkcja af{t) jest tedy catkowalna w potedze s.

Jezeli wiec x {t) jest dowolng funkcjg mierzalng catko-
walng w r-tej potedze, to oczywiscie iloczyn x{t)a{t) jest funk-

cja catkowalna.
Okreslimy teraz ciag {Xn{t)), przyjmujac:

iX  Isign (1), jezeli |m(f)|<!s,

Xn(t) =
a sign . (N, jezeli \x{t)\> n\
wowczas
/ N
A BN/ IX(f) ~ Xn{t) dt-"0
a wiec
1 [
J x{t) aft) dt — f{Xn) i= | (O — (©11{t)dt\C

Ax{t) » xn{t)\*dt. J Ma{t)\~dt

i na mocy (6),
I (X) = lim/ (x,) — i x{t) a{t)dt;
skoro tedy
/() 1= 1) x{t)a(t)dt\ J/ J \a{t)\’\dt . W

zatem, na mocy (4),

\/\=y
0

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych.

()

(6)



UdowodniliSmy wiec twierdzenie 7
Wszelki funkcjonat linjowy f{x), okreslony w

k 1
sztattu 1

f{x) = I x{t)ya{t)dt,

(o]

gdzie af{t) (ff przyczem

\f\ =1/ Ha.(t)\*dt.
0
Przypusémy teraz, ze r ~ 1. Niechaj
i niech
L jesli M< ~< 6+ I,
x{t) -
O jeslit)yrt <u lub u

Mamy, na mocy (3),
Wk

(r>1),/7s?

h <t b</.

f(je) 1= 13 X {t) a{t) dt \ ~ \~ aft)dt\,

poniewaz za$

p rzeto
u-\-h

Lj ~{t) dt \-~ff\ . h.

u

Funkcja g {u) —j a(t)dt spetnia wiec warunek Lipschitz’a,

b Dla p = 2 twierdzenie to udowodnit pierwszy p. M. Fréchet. Zob.
M. Frectiet, Sur les ensembles de fonctions et les operations lineaires, Pa-
ris, C. R, 144 (1907), p. 1414 — 1416. W przypadku og6lnym znajduje sie

w pracy p. F. Ries z’a cytowanej na str, 71 (p. 475).



a poniewaz prawie wszedzie = wiec
I/ 1 prawie wszedzie. (7)

Jezeli teraz x (t) jest dowolng funkcja catkowalng, wdéwczas,
okreslajac ciag {xn{t)) tak jak w (5), mamy

la:— |j= \Xx{t) — Xn{t)\dt -~0,
0]

1 1

skad

/(n:) = lim/(x,,) = lim i Xn{t) a{t)dt = I x {Ha{t)dt,
«=0(d %
gdyz
Ixn{ty a@I<; IX{t)a®)l.

Zauwazmy jeszcze, ze

1 1

I X(Ma®)I<; 1 \x{t)\dt . max jsfotne \a(t)K
J J Od%
Na mocy wiec (7)
I/ j= max istotne |a (t) |.
0</<I

UdowodniliSmy w ten sposéb twierdzenie %)
Kazdy funkcjonat Linjowy okreslony w (Z) jest postaci

= j\ x{1) .a{t) dt,

gdzie a {t) jest funkcjg prawie wszedzie ograniczong, przyczem
I/ 1= max istotne |n :
0¥l m@l
b Twierdzenie to udowodnit pierwszy p. H, Steinhaus. Zob,;

H.Steinhaus, Additive und stetige Funktional-operationen, Math. Zeitschr., 5,
(1918), p. 186—221.
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3. Przestrzen {c). Przypus¢my, ze w (<) okreSlony jest
funkcjonat linjowy / (x). Niech

1 dta n—i,
0 dla n-¢ i.
Oznaczmy przez Xn cigg {!"}, przez x' — ciag }. Niechaj
f{Xn)=Cn, f{x') =C’,

i niech n oznacza cigg {} G oraz a= limin.
Zauwazmy, ze

X—ax’'— {in—y)Xnll = goérny kres jin—
jatam aJi TPp>T
Zatem
X —ax' A lim (¢, —a)x,, czyli
/m->CX3 Jr=1
co
X = ax' + {in —a) xn
M=
Maty wiec

f(x) = al(n:) + €, ™ a)f(x,,),

skad
/(x) =a.C+Y (£,-3)C,,.

Niechaj teraz x oznacza cigg {!«}, gdzie
sign On, dla < [

0, dla n>r.

r
a=limin=0, /(a)= Y O
J>0m0
n=Xx
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poniewaz za$ |/(-*) 1-< |/ 12U4||, wiec
I

=\
i z uwagi na to, ze r jest liczbg dowolng, szereg ¥ iC
jest zbiezny.
Niech

c'-~C, =C.
n—
Mamy og6lnie

/(x)=aC +y
A=1

Jesli tu przyjmiemy
sign Cn dla n
sign C dla n>r,

woéwczas: |nf|=1,a= lim = sign C oraz

o 2 G+ GyGl

Poniewaz ostatnia nieréwno$¢ zachodzi dla kazdego r, zatem

IC|+y 1C,KI/1.
i

Z drugiej strony, f xX) -< {|CI+ |C«1}jai, a wiec,
=1

tacznie z poprzednig nieréwnoscig, mamy

ici +y ic,i =ill|.
n=l
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UdowodniliSmy wiec twierdzenie:
Wszelki funkcjonat linjowy f {x) okreslony w (c) ma ksztat

f{x)= Cllrclg HIZk_IIlIJO]m

przyczem

C + \cn \— ¥\

2=1

{in sg tu wyrazami ciggu Xx).
4. Przestrzen {P") {r 1). Oznaczmy, jak poprzednio, przez
Xn cigg {67}, gdzie

1 dla n=1,
0 dland.i.
Jezeli m oznacza dowolny ciag {#}d wowczas
n
X— i Xi n=J/ 0,
=1 /m=/2-j
a zatem
A (1)
2=1
Przypus¢my, ze w okreslony jest funkcjonat linjowy
f {X). Niech
f{Xi) = G.
Mamy na mocy (1)
f{x)y=" "iid (2)
2=1

Przypus¢my najpierw, ze r =\,

Niech
in = sign C,,

ii— 0 dla i®n.
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Mamy wowczas /(x) =1C,1 UV i.
Z drugiej strony, dla kazdego ciggu n ™ {£}C (O,

V(x) I< iz IJ. gorny kres IG L

a zatem

\f\ = gorny kres IG i.
oy

Udowodnilismy tedy twierdzenie:

Kazdy funkcjonat linjowy f (x), okreslony w (/), postaci
I(n:) = Ci ii,
=1
edzie |/ 1—g()rnf2kres {L¢ i) (Il sa wyrazami ciggu Xx).
r=

Przypus¢my teraz, ze r> 1. Niechaj x"= {*}, gdzie

G1l sign. G dla i®n

0 dla i>n

Mamy r
/

/

i—

Zatem, na mocy (2),

=1
skad

1/'7\VQ V < \f\
=1

a Ze /1 jest liczbag dowolng, wiec
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Z drugiej strony, dla kazdego ciagu x = {V} (3

=

a wiec ostatecznie 1/1=:1/2 GH-

Udowodnilismy przeto twierdzenie:
Wszelki funkcjonat linjowy f{x), okreslony w {("> {r> 1), jest
ksztattu

f(x) =y'c,i, (a= {4}

przyczem V\:y + OH.
=i



ROZDZIAL 1VB.

Przestrzenie unormowane
(Ciag dalszy).

8 1. Ciag funkcyj {Xn{t)) (O ~ 1, Xn{t) (2 r 1
nazywamy zamknietym w jezeli dla kazdej funkcji x{t)(*{U ™
istnieje cigg {Wh} wyrazen postaci:

K

Wn (0 = 2 (0,
=

zdazajacy przecietnie w potedze r do x {t), t. zn. taki, iz

1
lim 1 \x{t) —wWn{t)\"dt="0.
0]
Ciag funkcyj {Xn{t)) nazywamy zupetnym w jezeli dla
kazdej funkcji y{t) rt 8= 1 >gdy r> 1, wzgl. ogra-

niczonej i mierzalnej, gdy r =\, warunki
i
" Xn{t)y{t)dt = rt=12 ...),
o
pociggajg y (M) = o prawie wszedzie. Pojecia powyzsze wystepuja
w teorji szeregow ortogonalnych.



tatwo zauwazy¢, iz na to, aby ciag funkcyj w przestrzeni

byt zamkniety, wystarczy i jest konieczne, by byt pod-
stawowy w sensie definicji § 3 rozdziatlu IV A; podobniez, na to,
by byt zupeiny, konieczne jest i wystarcza, by byt petny {ibid).
W rzeczy samej, wystarczy przypomnieé¢, ze kazdy funkcjonat
linjowy w {L(™ jest postaci

I a{t) x (t)dt,

gdzie a(t) (2 (jezeli r> 1), wzgl. af{t) A! (jezeli r = 1).
Analogiczne definicje ustali¢ mozna w przestrzeni (C).
Ciagg X\n()} {xn(®) C C, 0< ™ 1) jest w (C) zamkniety,
jezeli dla kazdej funkcji x (™) (™ (C) istnieje cigg kombinacyj linjo-

wych ofA Xi {t) i, zdazajagcych jednostajnie do a {t).
/=1
Cigg {Xn{t)) jest zupeltny w (C), jezeli dla kazdej funkcji
g{t) o wahaniu ograniczonem, warunki
1
( Xn{t) =0 (®=12 ...)

pociggajg za sobg ™ () = const., z pominieciem conajwyzej prze-
liczalnej mnogosci punktéw.

Z twierdzenia 7 rozdziatu IV A wynika natychmiast, iz na to,
aby cigg {Xn{t)) byt zupeiny w @2, wzgi. (C), konieczne jest
i wystarcza, by byt zamkniety w {L"™, wzgi. (C).

Postepujac analogicznie, przenies¢ mozna definicje ciggow
zamknietych i zupeinych na przestrzenie (/W), {c) i (m).

8 2. Twierdzenie 6 rozdziatlu IV A interpretowa¢ mozna
w rozmaitych przestrzeniach; np.

a) na to, aby istniaty kombinacje linjowe utworzone z wyra-
zo6w cigagu Xn (@} (0 <; Z<; 1, Xn(@ (2 (94"), przyblizajace prze-
cietnie w r-tej potedze funkcje x{t) {Ld"), konieczne jest i wystar-
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cza, by dla kazdej funkcji y {f) d {'wzgl, — ograniczonej, mie-
rzalnej, gdy r — 1) warunki
1
Jy{HdXn{t)dt=0 (=12 ...)
0
pociggatly za sobg L
j'y () X(t) dt—0.
0

b) Na to, aby istniaty wielomiany utworzone z wyrazéw ciggu
{Xn{t)) (O t I Xuifj " przyblizajgce jednostajnie funkcje
x{t) (ff{C) konieczne jest i wystarcza, by dla kazdej funkcji o wa-
haniu ograniczonem g(t) warunki

1
J Xn{t)dg -~0 (=12 ..)

pociggaly za sobg

x(t)ydg 0.

§ 3. Zalézmy, ze dana jest tablica {a”} i ciag liczb {cr}.
Zajmiemy sie ustaleniem warunk6w na to, aby istniat ciag liczb
{Zi), speiniajagcych nieskofczenie wiele rownan

dhzk=a {i=1,2, ..).
k2

Rozwigzanie tego zagadnienia podamy w niektérych przy-
padkach.
a) Przestrzen (/). Niechaj Xi oznacza cigg {4k, przyczem niech

X akl<+o00 (/=12 ..).
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Jak wiemy, wszelki funkcjonat linjowy w (/) ma ksztatt
/ 9- 2

gdzie X oznacza cigg {U} mamy wowczas |/| = kres gérny Zi.
i—1, 2 ...

Z twierdzenia 5 rozdziatu IVA wynika tedy natychmiast:
Na to, by istniat cigg ograniczony {zk), spetniajacy roéwnania

wikzk ci  {i= 12, ..)

oraz warunek
kres gorny i2"j X,

konieczne jest i wystarcza, by dla kazdego uktada skonczonego

liczb h~, ... nr spetniony byt zwigzek
r (0] r
\ hi 1< W A~ 1 hi aik 1.
=1 k=\

b) Przestrzen {c). Niechaj xi oznacza ciag ¢k zbiezny do
zera, t.j. taki, iz }e@ uy —O0. Funkcjonat linjowy w (c) ma ksztatt

/(x) = alim A Zidi,
i—I

gdzie

= =1+ vy,
/=1

z uwagi na to, 2eAiLn LLk—0, otrzymujemy z twierdzenia 5
rozdziatu IVA:
Na to, by istniat cigg liczb {zA, spetniajacych réwnania

Nkzk=a {i=12,.
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2 zil< M,
=

konieczne jest i wystarcza, by dla kazdego uktada skonczonego
liczb figf? ¢« hr zachodzita nierdwnosc

oraz warunek

A Jhi aj-< iM.kr/e\glgzc')_r.Qy ! hi
=1 =1
8 4. Problemem momentéw nazwano nastepujace zagadnie-
nie: Dany jest ciag funkcyj {f/} i cigg liczb {cA. Jakie sg warunki

na to, aby istniata funkcja /, spetniajgca nieskohAczenie wiele
rownan

Jftridt=a {i=1.2, ..)

Podamy rozwigzanie tego zagadnienia w niektérych przy-
padkach.

a) Przestrzen (C). Niechaj Xi oznacza funkcje ciggta Xi {t)
O0< < 1.

Poniewaz wszelki funkcjonat linjowy f{x) w (C) daje sie
przedstawi¢ w postaci

f{x) = " x{t) dg,

gdzie Waharllie jg (0 —1/1? przeto z twierdzenia 5 rozdzialu IVA
0<t<

otrzymujemy %),

9 Twierdzenie to znalazt pierwszy p. F, Riesz w pracy cytowanej
na str. 77; zob. réwniez prace p. E. He 11y’ego, cytowana na str. 71. Twier-
dzenie pod b) udowodnit pierwszy rowniez p. F. Riesz w pracy cytowanej
na str. 71
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Na to, by istniata funkcja g (t) o wahaniu ograniczonem, spet-
niajgca réwnania

Xi{)dg=a  (/=1,2,...)

oraz warunek
wahanie * (/) M,

0</Nr<1

konieczne jest i wystarcza, by dla kazdego uktadu skoriczonego
liczb h", W\, ... hr zachodzita nieréwnos¢

7 C: yw.max | 7 hiXi{t)
=1 i=i

b) Przestrzen {r> 1). Postepujac analogicznie, otrzy-

mujemy twierdzenie:
Na to, by istniata funkcja aft) (0 /<! 1), spetniajgca réwnania

fx,—®a(0 d= cl r=12 ...) {Xi ®C

oraz warunek

(7+7 =")"
o]

konieczne jest i wystarcza, by dla kazdego skonczonego uktadu

liczb hy, //2, ... hk zachodzita nieréwnos$é
1k
hicCi\M Y (\ hi Xi (/) \'*dt.
=1

Jezeli r = 1, wéwczas Xi{t) sg funkcjami catkowalnemi, poszu-
kiwana za$ funkcja aft) ma by¢ ograniczona i prawie wszedzie
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spetnia¢ warunek

max_istotne |a (") | <; YW
O«l

Warunek wdwczas jest nastepujacy:

k 1 A
Y A-OKML | \~h,x,(t)\dt
/=1



ROZDZIAL VA.

Przestrzenie typu (B),

§ 1. Podamy tu pewne twierdzenia, ktére zwigzane sa
istotnie z przestrzeniami unormowanemi zupetnemi, a wiec —
przestrzeniami typu {B).

Twierdzenie 1. Jezeli F{x) jest operacjg mierzalng {B) oraz
u (x) operacjg addytywng, spetniajgcg warunek

\F{x)\ U™l dla kazdego x*

wowczas U {x) jest operacja linjowa.

Dowo6d. Istnieje zbiér H pierwsze] kategorji taki, ze
w zbiorze E—H operacja F {x) jest ciggta.

Niechaj x"Cj*E—H. Istnieje zatem takie r > 0 i liczba
M> 0, ze

1 I< 1A() j Af, jezeli Im—nol-<r, X(JJE—H, (1)

Niechaj \x'\<?, oraz niech O oznacza zbi6r wszystkich*

punktow ksztattu
X'y X, X(ZE —H,

Zbidér G jest zbiorem drugiej kategorji, gdyz zbiér elemen-
téw i, spetniajacych zwiagzki
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. — ZE—H
Olm<— & X (

jest zbiorem drugiej kategorji_
W zbiorze G istnieje zatem element

X'+ e_E—H, XM(ZE- H.
Poniewaz | |<;—r<r, | —nmoj o,

zatem, na mocy (1),

IJ(x‘)!< lJ{x’+ I+ IJ(x,)|< 2X.

W kuli wiec |-"|<"E norma elementu U (x) jest ograni-

czona, operacja U jest zatem ciggta (tw, 1 rozdziatu IV A).
Twierdzenie 2. Jezeli, dla operacji addytywnej U (x), Ij|1r_1>1q>)< =

pocigga za sobg zawsze lim |U (m,)\'"\U{x)\, woéwczas Operacja
u (m) jest linjowa.

Dowdd #. Oznaczmy przez Gn zbior elementéw s, spet-
niajgcych nieré6wnosé¢ \U {x)\ n.

Zbior Gn jest, jak wynika z zatozenia, zamkniety. Ponie-

waz E = Gn, zatem jeden ze zbiorow G, zawiera kule, w kto-
|

rej operacja U(x) jest ograniczona wedtug normy.

Na mocy wiec twierdzenia 1 rozdziatu IV A operacja U (x)
jest linjowa; z ograniczonos$ci bowiem operacji U (n:) wedtug normy
w pewnej kuli wynika oczywiscie ograniczono$é jej w kazdej kuli.

Twierdzenie 4. Jezeli ciag operacyj linjowych {Un{x)) jest
zbiezny w zbiorze H, wszedziegestym w newnej kuli K, i jezeli
ciag norm {\Un\) jest ograniczony, wéwczas ciag {Un{x)} jest
zbiezny w catej przestrzeni.

9 Praca cytowana wyz. na str. 38. Theoreme 3.

Dr. S, Banach. Teorja operacyj linjowych.
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Dowdd O Niechaj Xqbedzie dowolnym elementem kuli/C
Istnieje ciag {Xn} C [ ktérego granicg jest dp
Mamy, dla kazdej trojki liczb n, p, q,
I I 1 A L RSN i+ 1Ly xn)-rugixe) |
zatem
lim [Up(Xg ™ Ug(X()|< 2N11o0 i (K= lim\Up\).
S—00

p~giaa

Poniewaz lim \Xg—Xn\= O wiec
lim 1Up (X0) — Ug{Xg9 1=0,

skad wynika zbiezno$¢ ciggu Un (~o*

Jezeli teraz a jest dowolnym elementem, x' za$ srodkiem kuli
K, wowczas istnieje taka liczba e> 0, ze + ex [/C a zatem ze
lim U(x' 4" istnieje.
51->00

stagd oczywiscie wynika, ze réwniez granica lim Un{x) istnieje,
gdyz cigg Un {x') jest zbiezny.

Twierdzenie 4. Jezeli {Un{x)) jest ciggiem funkcjonatéw lin-
jowych, wéwczas zbiér H wszystkich elementéw x, dla ktérych

}ri_r;‘&DIUn(a)j< I c»
jest catg przestrzenig E albo zbiorem pierwszej kategorji.

Dowdd. Zbior H jest zbiorem linjowym, a na mocy twier-
dzenia 9 rozdziatu | mierzalnym {B). Ztwierdzenia 2 rozdziatu IIIA
wynika nasze twierdzenie.

Twierdzenie 5. Jezeli, dla Ciggu operacyj linjowych {Un{x)),
mamy w kazdym punkcie x przestrzeni

lim IUn(a) | < 00,
o

wowczas cigg norm {| ]} jest ograniczony.

9 Praca cytowana wyz. na str. 40 (p. 53). Tam réwniez twierdzenia 4 i 5.
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Dowé6d. Na mocy twierdzenia 9 rozdziatu Il A, istnieje
kula K i liczba N taka, Ze

\Un{x)\* N dla x(2K (3=12 ...

Zatem, jak tatwo wida¢, mamy |¢/«[<; -2—N, gdzie r ozna-
r
cza promien kuli K.

Twierdzenie 6. Jezeli zbiér L operacyj linjowych ma te wia-
snos¢, ze dla kazdego elementu x istnieje liczba skoriczona M (x)

taka, ze
J/I(A:)|<M (Jc), jesli UC.L,

wowczas normy operacyj zbhioru L tworzg zbidr ograniczony.
Dowdéd. W przeciwnym bowiem przypadku istniatby ciagg
{Un{x)™ \Un{x)(jjL\, taki, ze lim 1l 1= oe. Na mocy zatem

twierdzenia 5, istniatby element taki, ze
lim IUn(Xgi= +
whbrew zatozeniu.

Z twierdzenia 4 i 5 wynika bezposrednio
Lemmat. Jezeli dla ciggu {Un{x)) operacyj linjowych

lim Iénl= + »

wowczas nieréwnosé
lim 1Un 1< + 00

spetniona by¢ moze conajwyzej tylko w zbiorze I-ej kategoriji.

Twierdzenie 7. Jesli dla ciggu podwojnego {Upq(x}) fun-
kcjonatéw linjowych

lim 1Upgl= -t- o0 (/7= 1,2, ...).

wolwczas istnieje element x (niezalezny od p), dla ktérego

lim 1Upq(x) 1= + oo (>=1,2,.,.).
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Dowdd wynika z twierdzenia 4, gdyz zbiér Hp pun-

ktow X w ktorych
lim 1Upg (x) 1< oo

oo

Jest zbiorem pierwszej kategorji. Zbior H= ~ " Hp Jest zatem

zbiorem pierwszej kategorji, a zhiér E —H Jest zbiorem drugiej
kategorji (nie jest tedy pusty). Jak tatwo widac,

lim IUpg(X) I= 00 przy x E—H (7=1,2, ...).

Uwaga. W twierdzeniu 7, przeciwdziedziny Ep ciggow {Upg)
(7=1,2, ...) nie muszg by¢ Jednakowe. Oczywiscie dla kazdego p
przeciwdziedzina ciggu [Upg{x)) musi by¢ ta sama, gdyz w prze-
ciwnym przypadku nie moznaby méwi¢ o zbieznosci.

§ 2. Jezeli {/;} Jest ciggiem funkcjonatéw linjowych, okre-
S§lonych w E, przyczem |[//| <!/¥4 (/=1,2, ...) (¥M—niezalezne
od n), Jezeli [yi] Jest ciggiem elementéw zbioru E, przyczem
ly/j n (/=12 ...) (M —liczba niezalezna od n), i jezeli

laf 1<C oo ,
=1
wéwczas wyrazenie

Ux) =~ aifi(x)yi
i—

Jest operacjg linjowa; mamy bowiem

I/fW!
1=1 i=l

=\x\.\MM" vy |[g-
=1

0 Praca cytowana wyz. na str. 40., Theoreme 1.
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Niechaj elementami zbioru E bedg funkcje, okreSlone w prze-
dziale < 04, > i spetniajgce warunki nastepujgce:
1) jezeli Ilirlloll =0, wowczas limas (0 = Q;
2) jezeli I;T LL LU= 0, wowczas istnieje cigg czesciowy
{Xn" i element x taki, ze
IX.. {t) t< IX{t) I

dla kazdego i oraz dla prawie kazdego " (1 | oznacza tu wartos¢
bezwzgledny);
3) jezeli limas x,,(0 = x ("), wbéwczas

limn 1> 1XIL
w warunkach powyzszych zakiadamy, ze {x,} C.E oraz
Xx(ZE. Przestrzenie (C), (M) sprawdzajg powyzsze witasno-

§ci; jesli chodzi o sprawdzenie warunku 2), to funkcje x () okre-
$limy jako sume szeregu

) =  xni(01 zatozeniu, ze Lix,.. || < oo.

Twierdzenie 8. Niechaj E i spetniajg warunki 1), 2), 3)
wyzej podane. Jezeli K(s,t) jest funkcja okreslona w kwadracie
< 04; 04 >, jesli dla kazdego x (Z E catka

y{s)= (K{s,t)x{t)dt 1)

istnieje dla prawie kazdej wartosci s, oraz jeSli y{s)(Z"iy wow-
czas wyrazenie (1) jest operacjg linjowa.

Dowdéd A. Niechaj lim 1x,,- x 1= 0 oraz niech {x,} bedzie

dowolnym ciggiem czesciowym ciggu {x,}. Poniewaz |

1) Praca cytowana wyz. na str. 38; Theoreme 2.
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przeto, na mocy warunku 2), w zbiorze E istnieje cigg czesciowy
{X,,, —n} i element 2: taki, ze IXn"it) —x(t)\ *z(t) prawie wsze-
dzie dla kazdego L Poniewaz lim as {/C(s, (O— (01} = 0,

X
K(s,t) (X,,. —x) 1< 1/C(s, 12:(t) i catka fK(s,t)z(t) dt istnieje

w zbiorze H o mierze 1, gdyz r Cl zatem

1
/I{IJ;)%Jf K{s, t) (xn, (t) - n:(t)) dt = 0;
0

1
temsamem, lim j K{s,t) Xn%it) dt — J K{s,t) x{t) dt dla s("H.

Poniewaz z kazdego ciggu czesciowego ciggu {y«(5)} mozna
wyrwaé ciag zbiezny prawie wszedzie doy(5), zatem lim asy«(s)=

y (5); wynika stad juz, ze operacja j K{s,t)x{t)dt jest linjowa

Przestrzen (L). Jezeli K (s,t) jest funkcjg mierzalng dla
spetniajagcg warunek

A A — i
C(s)ds » K< (C(s) ma6<</|\s<tftne [K (s, t) 1),

woéwczas wyrazenie
1

U = j' K{s t) X{t) dt

jest w polu (Z) operacja linjowa, ktorej przeciwdziedzina miesci
sie rowniez w (Z).
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Mamy bowiem

] 1 1 1
K{s t) x{t) dt\ds » j"\x () \dt. C(s)ds.

Przestrzen (M). Jezeli K{s,t) jest funkcjg mierzalng dla
i jezeli

J | I < yw< oo dla kazdego 5,

wowczas wyrazenie

U{x)= K{s,t)x{t)dt

jest operacjag linjowa okreslong w (M), ktorej przeciwdziedzina
miesci sie takze w (M).
Przestrzen (C). Jezeli K {s,t) jest funkcja ciggta w kwa-
dracie 0<nm 1, O 1, wobwczas wyrazenie
1
U{x)" jK(s,t)x(t)dt

jest operacja linjowa okreslong w (C), przyczem przeciwdziedzina
miesci sie réwniez w (C).
Podobnie, wyrazenie

U(x)"x (- ] K{s,t)x () dt

jest operacja linjowa.
Przestrzen Jezeli K {s,t) jest funkcjag mierzalng dla
0 5 <;1 i jezeli
11
[ K (s, t) X (t)y (s) Idsdt < oo (1)
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dla kazdej pary funkcy] x(t)(2(UP"), y(s)(Z (MMM p gq>1,
wowczas wyrazenie

1
U{x) " K{s t) X{t)dt (2)
0
jest operacjg linjowg okre$long w przestrzeni przyczem
przeciwdziedzina miesci sie w polu N
Obierzmy dowolne x (*{UpY. Dla kazdegoy CI mamy

J NK{s,t) X{t)y(s) dsdt =J y (s) J K (s t) x{t) dt ds\

0o o 0 0
wynika stad, ze

f_K{s,t)x(t)dt(Z(L(4>),
0
a zatem — ze Z/(x) jest operacjg linjowa.
Aby warunek (1) zachodzit, wystarczy zatozy¢, ze
11
K{s, t)"-'""\ dsdt < oo, gdzie r jest mniejszg z liczb p, 1
q -
(w szczeg6lnosci—iz K {s, t) jest ograniczone, gdy ~= 1, lub catko-
walne potowo, gdy p = q = -\- 00).

Mamy bowiem na mocy nierbwnosci Riesz’a

11
K@ t) X{t)y (s) ds dt\<

J 1 1 (1
< j'\K{s.ty 'dsdt j IX(5)C |\ JJ" ly jmz
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W szczegélnosSci, jezeli p =q= 2, wowczas warunek (1)
mozna zastgpi¢ warunkiem
11
K{s, t)\*dsdt < A- 00, 3)

Z warunku (3) wynika wowczas, ze operacja (2) jest linjowa
w przyczem y (5) Q

Uwaga. To, co wyzej powiedzieliSmy, wazne jest réwniez
w przypadkach p,q~ 1, oo.



ROZDZIAL VB.

Przestrzenie typu (B)
(Ciag dalszy).

8 1. Jezeli @(t) jest funkcjg mierzalng w 0 ~ 1 i jezeli
dla kazdego x{t) (fj {L(®> (/? >> 1) istnieje catka

X {t)a{t)dt,

X
wowczas dla p >\ mamy ' \a{t)\P-* < 00, a dla p = 1 istotny kres

gorny la (M) jjest skonhczony.
Dowdd ”. Niechaj dla n naturalnego
a {t), jezeli |a@]|<;n,

««(0
n sign a{t), jezeli |a{t)\> n.

Mamy
x{t) a.{t)\:M\x {t) an(t) j,

a wiec, poniewaz lim a,(*) = a(t),

Dla p 1 twierdzenie to znalazt p. F. Riesz. Ob. prace cytowang
na str. 71 (p. 457).
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lim [ n()ya,@di= Ix{)afdt.
0

1
Wyrazenie j'x{t) o.n{t) dt jest funkcjonatem Ilinjowym w
i“n{t) jest funkcja ograniczong), | x{t) aft) dt jest tedy, na mocy

twierdzenia 5rozdziatu IlIA, rGwniez funkcjonatem linjowym. W mysl
przeto twierdzenia o postaci ogolnej funkcjonatéw linjowych

w {LW) dla > 1, istnieje funkcja a (?) taka, ze
1 1
(x(t)a () dt = ex{t)<3.{t) dt dla x{t)d
K t
0] 0]
Przyjmujac
1 dla t)<t<t?,
x{t)
0o , tr<t<l,
mamy
J aat a{t)dt dla kazdego 0< A 1>
skad prawie wszedzie
a —aft).

Analogicznie postepuje sie dla /7= 1.

8 2. Jezeli dla kazdego ciagu zbieznego x — {8} szereg

(6] 00
al ii jest zbiezny, wowczas |a/l< + 00.
i— =
n
Dowo6d. Wyrazenie a, jestfunkcjonatem linjowym
i~

W przestrzeni (c), poniewaz za$
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lim aiii = ai if
[1—c0 "uswA
f=1 i=1
przeto z twierdzenia 5 rozdziatu 111 A wynika, ze wyrazenie

N a,-l jest takze funkcjonatem linjowym. Istnieje wiec liczba
=1
Al> 0 taka, ze

ly ail/i< ALILXI = M . kres gorny !ii

Przyjmujac tu

ii —sign ai, jesli i<n, dig O
i —0, jesli i~>n lub a; =0,
otrzymujemy
n
2 la-I< Af (HA=12 ... X
i=I
skad

Jezeli dla kazdego cigga x = {ii} (2 {1, (p>1) szereg

'Y LWii jest zbiezny, wowczas, jesli p>1, mamy

a1l <Cco,
m

jesli zas p — 1, wowczas cigg {a} jest ograniczony.
Dowdd analogiczny do poprzedniego #).

0 Ostatnie twierdzenie znalazt p. E. Landau. Zob. E. Landau,
Uber einen Konvergenzsatz, Gott. Nachr. 1907. p. 25—27.
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8 3. Twierdzenie 8rozdziatu Il A, oraz 7 rozdziatu VA przed-
stawiajg funkcjonalnie t. zw. zasade zageszczania osobliwoSci.
Wyjasnimy to na paru przykiadach #).

Niechaj {gk{t)) bedzie ciggiem ortogonalnym, unormowanym
funkcyj catkowalnych wraz z kwadratem w przedziale < 04 >.
Jezeli X {t) jest funkcjg catkowalng w przedziale < 0,1 >, wowczas
szereg

2 ,
k—1 0
nazywa sie rozwinieciem funkcji x (t) wedle ciggu {gk ()}, o ile

oczywiscie istniejg caltki \] gk(s) x(s) ds  {k — 1,2, ...).
0

a) Jezeli dla kazdego punktu tp pewnego ciagu przeliczalnego
{tp) punktow przedziatlu < 0,1 > istnieje funkcja ciggta Xp {t), ktd-
rej rozwiniecie jest w punkcie tp rozbiezne {wzgl. rozwiniecie dla tp
jest nieograniczone), wowczas istnieje funkcja x (t), ktérej roz-
winiecie jest dla kazdego punktu tp rozbiezne {wzgl. ktérej rozwi-
niecie jest w kazdym punkcie tp nieograniczone).

Dowo6d wynika z twierdzenia 8 rozdziatu IIIA oraz 7 roz-
dziatu VA, jezeli przyjmiemy

gk {tp) 1 gk{s) X{S) ds
K=\ 0

i wyrazenia Upq (x) uwaza¢ bedziemy za funkcjonatly linjowe
w przestrzeni funkcyj ciggtych.

b) Jezeli dla kazdego przedziatu <Up, > pewnej rodziny
przeliczalnej przedziatow odcinka < 0,1 > istnieje funkcja catko-

0 Zob. prace cytowang na str. 40.
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walna Xp(t), ktérej rozwiniecie ma witasnosé

Bp n 1
lim (*15«{t)\dt = o®, gdzie Sn{t) ='S™ (1) (gp(t) Xp{t) dt,
nJ-oo |
wowczas istnieje funkcja x (t) catkowalna, posiadajagcg powyzszag
whasnos$¢ dla wszystkich jednocze$nie przedziatow powyzszej rodziny.
Dowdéd opiera sie na twierdzeniu 7 rozdzialu VA; wystarczy

przyjac
“pg (Y (0 'ng(t)X(t) dt (ap<t< %)
k=i 6

i wyrazenia Upg uwazaC za operacje linjowe, okreSlone w prze-
strzeni funkcyj catkowalnych przedziatu < 0,1 >, ktérych przeciw-
dziedziny mieszczg sie w przestrzeni funkcyj catkowalnych w prze-
dziale <CCp, "p>.

Uwaga. Jezeli punkty o sp6trzednych (a®, RY) tworzg zhior
wszedziegesty w kwadracie < 04; 0,1 >, wéwczas powyzsza wia-
sno$¢ zachodzi dla kazdego odcinka < a, B> przedziatlu < 0,1 >.

Opierajac sie na tej uwadze, mozna udowodni¢ dla szeregéw
Fourier’a istnienie funkcji catkowalnej x{t), dla ktdrej

||_m (f) =+ CD

w kazdym podprzedziale przedziatu (0,2:r).

§ 4. Niech dana bedzie tablica nieskonczona liczb
) A02j LN

1) 221, CER>ees

Jesli dla danego ciggu liczb x kazdy z szeregow

Ui,kik Jest zbiezny i ciag ich sum {Ai{x)) Jest takze zbiezny
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{do A (x)), wOwczas mowimy, ze cigg X jest samowalny metodg A

odpowiadajgcg tablicy (A), lub krotko metodg A {do A {x}).

O metodzie A méwimy, ze jest zachowawcza, je$li kazdy ciag
zbiezny jest sumowalny tg metoda do swej granicy.

Twierdzenie 1. Na to, by metoda A byla zachowawcza; ko-
nieczne jest i wystarcza, by spetnione byly warunki

1) .
=i |
2) lim ik =
3) lim~ a
Al

Dowdéd N Warunki sg konieczne. Dla kazdego ciggu zbiez-

ao

nego a = oraz kazdego i, szereg ai"k % jest zbiezny; wo-
bec wyniku uzyskanego w 8§ 2 szereg O/ jest temsamem bez-
wzglednie zbiezny. Okreslone wiec w przestrzeni (c¢) funkcjo-

naty /1/(x) sa linjowe, poniewaz za$ cigg ich jest zbiezny, przeto
z twierdzenia 5 rozdzialu VA wynika konieczno$¢ warunku 1.

Niech teraz r=1 2 ...), = 0 dla
=1 = 2, .., i niech Xn oznacza ciag W d
{h=01, ...). Poniewaz J/(Xo0) — Ai{Xn) — dla n>0

{i=1 2 ...), wida¢ wiec, ze spetnione sg warunki 2 i 3, bowiem

0 Twierdzenie to znalazt p. O. Toeplitz Zob: O Toeplitz, Uber
allgemeine lineare Mittelbildungen, Prace mat.-fiz. XXII, (1911), p. 113—119.
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AXg=1 A®xn =0 dla n> 0 Wystarczalno$¢ podanych wa-
runkdw wynika tatwo z uwagi, ze cigg okreSlony powyzej {Xn} jest
w przestrzeni (c) zupetny.

Lemmat 1. Niech A bedzie metodg zachowawczg oraz

ciggiem zbieznym. Jedli dla kazdego ciagu {w} warunki [a/|<-fco,

Uk=0 {k=1,2,..) pociggajg zasobg ~ ' a/7(0)=0, wowczas
=1
dla kazdej liczby £> 0 istnieje cigg zbiezny x taki, ze

\At(x)-rif)\<s  (/=1,2, ...).

Dowdd. Niech G oznacza zbiér tych ciggéw zbieznych (7]}
ktorym odpowiadajg ciggi zbiezne x, takie, ze rii=Ai(x) {i—1,2,...).
Zbiér G stanowi oczywiscie przestrzen wektorjalng (rozpatrujemy
go w przestrzeni (c)). Jezeli Yo= nie jest punktem skupie-
nia zbioru G, woéwczas, jak wynika z lemmatu do twierdzenia 6
rozdziatu IVA, istnieje w (c) funkcjonat linjowy f (y) taki, ze

f{y) =0 dla yCG, /(Yo)= 1. )

Z uwagi na o0go6lng posta¢ funkcjonatdw linjowych w (c)

istnieje tedy cigg liczb {a/} taki, ze szereg c A jest bezwzgled-
=1
nie zbiezny oraz

al Tji —f—a}i_%r]i: 0 dla (4}C G, (2)
A “lim =1 (3)
2r:1

Poniewaz metoda A jest zachowawcza, przeto z (2) dostajemy

"N aMAi(x)-balim —0, jesli X= C (- 4)
/=1
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Na mocy twierdzenia 1 istnieje liczba M taka, ze

lairki< Af (/= 1,2,...), zatem

Al
te ® ®
] N N N N ! (5)
2(:1 %6;1 1 i—1
Z (5) dostajemy
09) 09) (oo
a, Ai(x) = @fVA. (6)
=1 k=l i=i

Przyjmujac, dla ustalonej liczby naturalnej n, i,,= 1, oraz
S%=0 jesli k®d n, mamy z uwagi na (4),

2 alam=0 (r=12 ...). (7)
=1
Przyjmujac dalej [*= 1 {k=1, 2, ..), dostajemy z (4), (6) i (7
a= 0, i temsamem, z uwagi na (3),
@
NalTjjo) = 1,
f=i

co wobec (7), sprzeczne jest z zatozeniem.

Lemmat 2. Jesli jest ciggiem ograniczonym, sumo-
walnym metodg zachowawczg A, wéwczas dla kazdej liczby e> 0
istnieje cigg zbiezny x taki, ze

1AI{x) - Ai{xj)l<e (/=12 ...).
Dowodd. Niech

70 = (/1=1,2, ...), (1)
i niech {a/} oznacza dowolny cigg, spetniajgcy warunki
@ @
la/ 1< + oo, aiak=0 (A=12 ..)). )
= =1

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych. 8
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Z uwagi na (1)

i= i=
A jest metodg zachowawcza, istnieje wiec pewna liczbha M taka, iz

0o

N i< K /=12 ...,n),
Al
i temsamem
A lal lialt K N jajt.kresgérny [ ],

skad, zwazywszy na (3),

fcl &1 /=1
i, w mysl (2),
NT a/ T® = 0.
e

Lemmat nasz wynika tedy natychmiast z lemraatu poprzed-
niego.
Lemmat 3. JeSli A jest metodg zachowawczg i warunki

Aorall< H al vi = 0 =12 ...)
1=

pociggaja za sobg a/=0 (/= 1, 2,.. .), wéwczas, dla kazdego ciggu
zbieznego i kazdej liczby e > 0, istnieje cigg zbiezny x taki, iz

K (x<)-#]<B (=12, ...).

Dowdd — natychmiastowy wobec lemmatu 1.
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Metode A nazywamy odwracalng, je$li kazdemu ciggowi
zbieznemu {/J} odpowiada dokladnie jeden cigg x (zbiezny, lub
nie), dla ktérego Ai(n) =1, (/=1,2, ...). Powiadamy, Ze metoda
B, odpowiadajgca tablicy

(B) b, "U2fees

jest niestabsza od metody A, jesli kazdy cigg sumowalny metoda
A jest rdwniez sumowalny metodg B.

Lemmat 4. Jesli jest ciggiem samowalnym metodg zacho-
wawczg i odwracalng A ijesli dla kazdej liczby e> 0 istnieje cigg
zbiezny X taki, iz

IAi(x) - AiXo)j< £ (/=1,2,...),

wdwczas cigg Xqgjest sumowalny kazdg metoda zachowawczg B, nie-
stabszg od A, do tej samej liczby.

Dow6d. Metoda A jest odwracalna, na mocy przeto twier-
dzenia, udowodnionego w § 5 (uwaga) rozdziatu Il1A istnieje tablica

i) Wﬂ"2>...
'”\21' , oo

oraz cigg {a/} o wiasnosciach nastepujacych:

a) [aikl< + 00 {k=12, .. N\
=i
b) jesli, dla ciggu zbieznego y = przyjmiemy
A= (y)= " + “Alim Wi k=12, ..,

i=
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wowczas

M,h .

Okreslone w przestrzeni (c) funkcjonaty fk(y) sa linjowe.
Dla kazdego ciggu zbieznego y cigg odpowiedni m =
jest, w mysl zatozenia, sumowalny metoda a wiec kazdy z sze-

regow "~ bkik jest zbiezny i cigg ich sum {Bi{x)) jest zbiezny.
A=1

Niech teraz, dlay d {c),

[e:c)

Fy) =" fkly) {i=12 ..) F{y)=limd (y);

widzimy, ze funkcjonaty Fi{y) sa linjowe, te samg wiasnosé ma
wiec takze funkcjonat F {y).

Niech X, bedzie dowolnym ciagiem, speiniajgcym warunki
zalozenia, oraz £—Iliczbg > 0. Istnieje cigg zbiezny s, taki, ze

\Ai{x)-Ai{x,)\<" 0=1,2, ..). )

Przyjmujac % = Y = {Ai(x)} mamy y*y C (O oraz
IlV~Vo id ~; temsamem

\F(y)~F{y,)\<\F\e. 3)

Poniewaz A (1) = B (n), przeto
11(n:0)-N(n:0)| < |1(n:0)-N(n:)| + o (a) -5 (X 91,

i z (2), (3) dostajemy

inXo)- BXo)|< IF|.E+ s,

skad oczywiscie wynika, iz /1 (Xo) = B (Xq, o co chodzito.

Twierdzenie 2. Jesli metoda zachowawcza B jest nieslabsza
od metody zachowawczej i odwracalnej J1, wowczas kazdy ciag ogra-
niczony sumowalny metodg A jest sumowalny metodg B do tej
samej liczby.
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Dowod opiera sie na lemmatach 2 i 4.
Nazwiemy dang metode A doskonalg, jesSli jest zachowawcza,
odwracalna oraz, je$li dla kazdego ciaggu {a} warunki

la/ < + 00, a-airk N0 ft=12,2 ..)
=1 /=1

pociggaja za sobg w=0 (/=12, ...) Wobec lemmatéw 3 i 4
dostajemy

Twierdzenie 3. Je$li A jest metodg doskonata, a B metoda
zachowawczag niestabszg od A, wéwczas kazdy ciag sumdéwalny me-
todg A jest sumowalny metodg B do tej samej liczby.

b Dla specjalnej klasy metod odwracalnych, a mianowicie t. zw. metod
normalnych, znalazt to twierdzenie p. S. Mazur. Zob.: S. Mazur, Uber
lineare Limitierungsverfahren, Math. Zeitschr. 28 (1928) p. 599—611, Satz VII.

7N Dia metod normalnych zob.: S. Mazur, Uber eine Anwendung der
Theorie der Operationen bei der Untersuchung der Toeplitzschen Limitierungs-
verfahren, Stud. Math. 11 (1930) p.



ROZDZIAL VIA.

Operacje petnociagte i stowarzyszone.

Ciagi biortogonalne.

8 1. Zajmiemy sie klasg t. zw. operacyj petnociggtych
(linjowych) w przestrzeniach typu (B).

Lemmat 1. Kazdy zhiér zwarty jest oSrodkowy.

Dowdd. Niech G bedzie zbiorem zwartym; udowodnimy,
ze jest osrodkowy, t. j. iz posiada cze$¢ przeliczalna wszedzie-
gesta.

Niechaj (3 G i niech Xn {n> 1) oznacza element, spetnia-
jacy warunki;

a) Xn(ZG f

b) jezeli G, wéwczas d*2dn, gdzie d, wzgl. dn, ozna-
cza odlegto$g-slementu x, wzgl. Xn, od zbioru N2, XN

Ciag %est wszedziegesty w G. Gdyby bowiem istniat

element x (2 G taki, ze
b0 @=12.)

wowczas mielibySmy, na mocy b), dla kazdego p, q,

Xr Xqgi”n

co jest niemozliwe, gdyz z ciggu {Xn) daje sie wyrwac cigg zbiezny.
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Definicja. Operacja U {x) linjowa nazywa sie petnociggta,
jezeli kazdy zbiér ograniczony przeksztatca na zbidr zwarty.

Przyktad: jezeli Xi {i™ 1,2, ... n) sg funkcjonatami linjo-
wemi, a Xi (/= 1,2, ... n) — elementami, wdwczas operacja

U {x)"" Xi{x)x,
/=1
jest operacja petnociagty

Twierdzenie 1. Przeciwdziedzina operacji U (x) petnociggtej
jest zbiorem osrodkowym.

Dowd6d. Oznaczmy przez Kn zbiér wszystkich elementéw
U (m) dla IXI< /2

Zbiér Kn jest zwarty, zatem na mocy lemmatu jest osrod-

kowy. Temsamem jednak o$rodkowy jest rowniez zhior Kn,

t. j. przeciwdziedzina operacji U.
Twierdzenie 2. Jezeli {Un{x)) jest ciggiem operacyj linjowych
petnociagtych i jezeli dla pewnej operacji linjowej U (x) zachodzi

lim[ —~71=0,
wowczas U (x) jest réwniez operacjg petnociagta.

Dowdd. Niechaj cigg {m} bedzie ciggiem ograniczonym.
Metoda przekatni tatwo mozna wyja¢ z ciggu {m} cigg cze-

Sciowy {n.}, tak, by dla kazdego n istniata granica /I_i}{m]0 Un(Xi)

Mamy, dla kazdego «,

1A A1~ 1A ip) (-"p) I'D in(p)  Hhivg) Ih
+ \Un("g) - UO0Ceg)\,
a zatem
L I N L P TR A BT Y B G B e

skad oczywiscie .
lim 1U{Xp) —U {Xq) I= 0.
p’q_l\/\
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Cigg U (Xi) jest tedy zbiezny, a wiec operacja U (x) jest
petnociagta,

8 2. Jezeli K(s,t) jest funkcjg ciaggtg dla o -<s,if-< 1, wow-
czas wyrazenie

y(s) = JK{s,t)x{t) dt (1)

jest funkcjg ciggta zmiennej s dla kazdej funkcji x{t) catkowalnej.
Jezeli wyrazenie (1) uwaza¢ bedziemy za operacje, ktorej dzie-
dzing jest jedna z przestrzeni (C), {, (M), a przeciw-
dziedzine uwazaé bedziemy za cze$¢ tej samej przestrzeni lub
innej z wyzej wymienionych, wowczas tatwo udowodnimy, ze ope-
racja (1) jest peinociaggta.

Dowdd opiera sie na znanem twierdzeniu Arzeli:

Warunkiem wystarczajgcym na to, aby z ciggu funkcyj ciagtych
{yn(t)) dal sie wyrwac ciag jednostajnie zbiezny, jest to, by dla
kazdej liczby e> o istniata liczba > o taka, ze jezeli \V—t"\< W
wowczas

\yn{t")-yn{Mn |< e Nn=1,2,..).

Przypusémy, ze LXn(t) [<*1, i niech w przedziale < 0,1 >

zmiennej s 1

y..{s) =j K(s,t)x,,(t)dt.

0

Poniewaz K(s,t) jest funkcjg ciggtg, zatem kazdej liczbie

£> o odpowiada taka liczba y}, ze nierownos¢ | | < pocigga
za sobg jK{Si, t) —K{s",M|<;edlao< ~"< 1.
Zatem:

IJ{K{S",t)~ K{s"yt)) xn{t) d t\A

< £ (\Xn{t)\dt (2)
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Mozna tatwo sprawdzié¢, ze w przestrzeniach (C), (n,
(M) mamy zawsze

J aXn(t) (dt < |0z,

Stad, na mocy (2),
[V«('5i)->(52)| <E,

i na mocy wspomnianego W3>zej twierdzenia Arzeli wyjagé mo-
zemy z ciggu {yn ()} ciag jednostajnie zbiezny. Poniewaz za$
cigg jednostajnie zbiezny funkcyj ciggtych w przestrzeniach (C),

(L), (M) jest réwniez zbiezny wedle normy ustalonej w tej
przestrzeni, przeto udowodniliSmy temsamem, ze operacja (1) jest
petnociagta.

Przestrzen (C). Aby operacja (1) byta pelnociggta w (C)
wystarczy zatozyé, ze dla kazdego zachodzi

d
lim f K{s,, t) - K(s, t)\dt = 0. @)
0]

tatwo bowiem z warunku (3) wynika, ze dla kazdej liczby
s> 0 istnieje taka liczba > O ze, jezeli 159*—s531<!y4y) wdwczas

\]\K(s,,t)- K(Szt)\dt e,

Stad podobnie, jak poprzednio, wynika tatwo, ze operacja (1)
jest w (C) petnociagta.

Warunek (3) jest spetniony np., jezeli K{s,t) jest funkcja
ograniczong i jezeli dla kazdego zachodzi

\\m K{s,t) = K{Si,t) dla prawie kazdego t.
Operacja

I K{s, t) x{t) dt
0
jest operacjg petnociggta, jezeli K{s,t) spetnia warunek (3).
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Przestrzed {UP). Niech K{s,t) bedzie funkcja mierzalng dla
0<;s, <; 1, aZniech oznacza mniejszg z dwu liczb p, q—-l—{p>\ ,

g> 1). Wobwczas, jezeli

1
J"\K{s,t)y-" ds dt < +

operacja (1) jest petnociggta dla x {UP), a przeciwdziedzina
jej miesci sie w {UP).
Dowo6d. Niechaj {Kn{s, Z)} oznacza ciag funkcyj ciagtych,
rzyczem niech
przycz i rl 1
lim dsdt =0
J J “)
7 0

Poniewaz operacja 1

y = Un{x)» " Kn{s, t) X{t) dt
0

jest operacjg peinociaggtg dla x d {UP), y d zatem
1 1
C/,W - JI {(Kn-K)x(t)dt\«ds <
' 1
\r — 1QrD)
< 1lds \Kn-KV~~dt x{t)\" dt
.0 ) 0
1
Poniewaz r < p, wiec J |jc™|* ' |J 1-~(0 Pdt\ P
0 0
poniewaz dalej r < — | wiec — N1, zatem
11 q(r-1)
Un{x)-U{x)\\P ~ J J \Kn-K\*"~"dtds X H

\Q O
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czyli
Y 11
ds dt
Stad na mocy (4)
lim WUn-U\W =0
1
N K{s,t) x{t)dt jest petnociggta przy y C
0
Uwaga. Z poprzedniego wynika, przyjmujgc p = gq " 2,
ze, jezeli

11
{s, t) ds dt <-{m 00,

woéwczas operacja _
|

y = j K{s,t) X{t) dt

jest petnociagta przy » yC

8 3. Niechaj y=U{x) bedzie operacjg linjowa, okreslong
w E, przyczem przeciwdziedzina jej niechaj miesci sie w O prze-
strzeniach E i E* zakladamy, jak zwykle, ze sg typu {B).

Funkcjonatly linjowe, okre$lone w £ oznacza¢ bedziemy
literg X, okre$lone w E* —literg Y.

Wezmy pod uwage wyrazenie

YU{x), (1)

gdzie Y jest dowolnym funkcjonatem okre$lonym w EN
Wyrazenie (1) mozemy oczywiscie uwaza¢ jako funkcjonat
okre$lony w E.

Niech
X{x) = Y U ().



— 124 —

Funkcjonat X jest addytywny i ciggty. Mamy bowiem

VU (x)\A VW \U XD,

skad _ _
inf<fri|{/]. )

Zwigzek miedzy X oraz Y jest nowa operacjg
U(Vv).

Dziedzing jej jest zbhior funkcjonatow linjowych, okreslonych w E*,
przeciwdziedzina za$ miesci sie w zbiorze funkcjonatéw, okre-
$lonych w E.

Operacja ta jest wreszcie addytywna i ciggta, jak to wynika
ze zwiazku (2).

Operacje U{Y) nazywamy operacjg stowarzyszong lub sprze-
zonag z operacja U (m).

Twierdzenie 3. Jezeli U (Y) jest operacjg stowarzyszong
z operacja Linjowg U (x), wéwczas

\U\ = \U\, )
Dowdéd. Mamy, dla kazdego x E,
IYU{x) \< IK|.| *.JA:,

=y

\U\<\u\. (2)

skad

a wiec

Niech, z drugiej strony, Xq bedzie dowolhym elementem
przestrzeni E. Istnieje, w mys$l tw. 3 rozdz. IVA, funkcjonat
okreslony w przestrzeni E* taki, iz

ni =1, r,U(x)\ =U{x,)\.

Zatem

[£/(a9] = \Y,U(x,))\ < |[(7].] K, 1.|n,,| = |4T|.|a,,

skad
la (") KIZT7]. %],
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a wiec

\U\<\U\,
co, tacznie z (2), daje ().

Twierdzenie 4. Jezeli operacja linjowa U (x) jest petnociggta,

wowczas operacja sprzezona U (Y) jest rowniez petnociggta.
[t. zn. jezeli | F«|<v4, wolwczas istnieje taki ciag {Yn")
oraz funkcjonat X, Ze lLrQel u(vn®) —Xj = 0].

Dowdd. Poniewaz przeciwdziedzina operacji U (x) ma czes¢
przeliczalng wszedziegestg, przeto z ciggu funkcjonatéw {Yn}
([Yn\<A) mozna wyja¢ ciag czeSciowy { Kn-} zbiezny dla kaz-
dego y, nalezgcego do przeciwdziedziny operacji U (x).

Niech zatem

lim y«. U{x) = lim Xn™x) = * {x).
Niechaj bedzie elementem takim, ze
iX-1= 1, IX{Xi) ~ Xn, (X)) 1> i [ : (1)

Gdyby istniata liczba a > 0 taka, ze \X —A% j> a dla kaz-
dego i, wéwczas mielibySmy, na mocy (1),

Y/ uixiy - lim Yiugxi)y 1> i a, gdzie Y(= . 2

Poniewaz |al/| = 1, istnieje wiec cigg wskaznikow ki taki, ze
lim U {Xj) ~ yo. Zatem, jezeli £> 0, wowczas dla i> N,

\y~~ u{Xkj) 1< £ i 1Yk (Yo)- lim M/ (yo)|< £

Mamy wiec, dla N,
In; U{X,)' lim K L(X,)\<\1 [L(X,)—y [+ 1n;.(yo)-

- limn; (y,) I+ 1Him n; JU(X;) -yL.]1 < n et et ne
—=0s /—

co wobec dowolnosci liczby £> 0 sprzeczne jest z (2).
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8 4. Przestrzen (C). Jezeli K{s,t) Jest funkcja ciggta dla
O s, 1, woéwczas wyrazenie

vJK{s,t)X{t) dt= U{x) (@)

jest operacjg ciagta.
Niech V(y) d (C¥] bedzie dowolnym funkcjonatem linjo-
wym w (C), a wiec, w mys$l § 4 rozdz. IVA, postaci

1
Y(y)= fy(t)dVv(t),

gdzie V(t) jest pewng funkcjg o wahaniu ograniczonem,—i niech
X{x) = VU ().
Funkcjonat X (x) jest réwniez linjowy w (C), a wiec jest

takze postaci

X{x) = J" x{t)dx{t), 1

gdzie X{t) jest znowuz pewng funkcjg o wahaniu ograniczonem.
Przyjmujac zatem
1
y(s)==U(x)= f Kis,t)x{t)dt, 2
0
mamy, dla kazdej funkcji x{t)CiC),
1 1
J x{s) dX {s) » » y{s)dY (5). ©)

Niech Xuh (5) oznacza funkcje réwnag 1 w przedziale (0, u),

zeru — w przedziale (m+ —, 1), oraz linjowg — w przedziale
n
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(t, tt + —). Podstawiajac te funkcje zamiast x (5) w (2) i (3),
n

otrzymujemy

1 1
j 1 K{s,t) Xu.n{t)dt dV{s)
0O O

1

_ fK(s,t)dY(s) dti)

3 Xu,n{s)dX{s)=

i przechodzac do granicy, gdy w— co, mamy w kazdym pun-
kcie u, w ktorym funkcja X (s) jest ciggta — a wiec w kazdym
punkcie przedzialu < 0,1 > z wyjagtkiem conajwyzej przeliczal-
nej mnogosci punktéw —

0 Korzystamy tu z twierdzenia ,0 przemiennosSei catkowania“ dla
catek wielokrotnych Stieltj es a funkcji ciggtej. Twierdzenie to formutujemy,
jak nastepuje: jesli F{s,t) jest funkcjg ciagta w kwadracie /C= 0n; o4 >>,
gif), h{t) sa funkcjami o wahaniu ograniczonem w przedziale woéwczas

1 1
F {s, t) dg {s) dh (0 . FG,t)dg(® dh (M=

—a

/F 0 dh(t) dg {s).

Pierwsza (,,powierzchniowg”) z trzech powyzszych catek nalezy rozu-
mie¢ jako granice sum postaci

2 Fis/,t/) [g —F®GH][h — h{tj)

= M0
(gdzie: 0= to< M< - < NAL= 1, 0 = Sg< s<... < = 1, s{, wzgl. f/,
sg dowolnemi punktami przedziatu <js”, >, wzgl. < C g d vy diu-

go$¢ najwiekszego z przedziatow <jSi, 548>, <C ~4i”" dazy do zera. Do-
wod twierdzenia ,,0 przemiennosei catkowania“ dla catki Stieltj es a jest
identyczny z dowodem analogicznego twierdzenia dla catki Riemanna
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" 1
x{mr ] N ks, dyis)r dt; @)

poniewaz jednak warto$¢ catki Stieltjesa (1) nie ulega zmia-
nie, jesli wartos¢ funkcji X {t) zmieni¢ w conajwyzej przeliczalnej
mnogos$ci punktéw (por. § 1 rozdz. IV B), przeto przyjaé mozna,
iz funkcja X{a) okreslona jest przez wzoér (4) w catym przedziale
<0,1>, a—temsamem — iz jest ciggta.

Wyrazenie (4) uwaza¢ tedy mozemy za przedstawienie
operacji sprzezonej U{Y) = X. Nalezy to tak rozumieé, ze, jezeli

Y {s) jest funkcja o wahaniu ograniczonem, reprezentujgca fun-
1

kcionani,iowyj;,(.)rfr(s). wowczas odpowiednia funkcja
0

X (5) o wahaniu ograniczonem (w naszym wypadku przytem
1

ciggta) reprezentuje funkcjonat linjowy J x{t)dX {t).
0
Dla operacji linjowej

1
U(x) = X(s)~ " K{s,t)x(t)dt \K{s,t), j.w.]

0

mamy
t 1

U{Y) = Y{t)- Jd tJ K(s, t)dY{s) - X{t).
0 0

Przestrzen {V'P). Jezeli K{s,t) jest mierzalne dla 0<5,i"<I
i jezeli
1 1
J*J" \K{s,t) X{t)y (s) \ds dt <-{-

dla kazdej pary x {t) {L"P"),y{s) Q ) {p>\, g> 1), wow-
czas operacja
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L("x)=y{8)= j'K{s,t)x(t) dt

jest operacjg linjowg dla x C yC
Funkcjonat linjowy Y w przestrzeni jest ksztattu

J

Y(y)= ] Y(s)y(s)ds,

gdzie Y (s) jest pewng funkcjg nalezaca do
Mamy

N N \ \
V(y)= ] F(syMsJ K(s,t)x(t)dtr j x(t)dtj K{s,t) Y{s)ds.

Niech .
X{t) = ] K(s,t) F(5) ds; (1)
0
woéwczas
I vis)y 9 D J xqt)x ) dt 2)

Wyrazenie (1) uwaza¢ mozemy za przedstawienie operacji
sprzezonej U (Y) —X ,

Jesli p~ g>\, woéwczas dla operacji linjowej

1
Umx) =x(s)- MK(S,t) x (1) dt
0
operacja sprzezona ma ksztaht
1
w= Z7(F)=
0

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych.
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Uwaga. Poprzednie uwagi odnoszg sie rowniez do prze-

strzeni {L).
Jeseii
ezeii 11
K(s,t) X{) y {s)\ dsdt < c$
dlanm {L, yQ woéwczas wyrazenie
y N UK ) K(s,t) x (i) dt
jest operacja linjowg przy mC yCc (-

Operacja stowarzyszona ma postac

X=U(Y)= j K(s, t) Y{s) ds,

0
gdzie Y(5)C reprezentuje funkcjonat tinjowy
1
0
podczas gdy X (t) C reprezentuje funkcjonat tinjowy

1
i X{t)x(t)dt [X(t)Cir)I
0

Dla pary odpowiedniej X, Y oraz x,y mamy

1 1
I X{t)x{t)dt= I*P(5)y (s) ~5.
0 0

8 3. W dalszym ciggu korzysta¢ bedziemy wielokrotnie
z twierdzenia nastepujacego:
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Jezeli {x,i} jest ciggiem elementéw przestrzeni E typu (B) ta-
kim, iz, dla kazdego funkcjonatu f (x) w E,
lim sup ¥ {Xn) i< 03, 1)
wowczas roéwniez

lim sup 1/In 1< oo 2

(t. zn. iz cigg {Xn) jest ograniczony wedtug normy).

Dowdd. Niech E bedzie zbiorem funkcjonatéw linjowych
okresSlonych w E. Zachowujac zwyktg definicje normy funkcjo-
natu, uwaza¢ mozemy E za pewng przestrzen {B). Okreslimy
w przestrzeni tej ciag funkcjonatéw linjowych ®«, przyjmujac
dla kazdego funkcjonatu f(ZE,

(1) =f(Xn).

W mys$l (1) mamy dla kazdego f (Z.E

limsup [ ®n (/) 10 D,

a wiec (rozdz. VA, twierdz. 5) istnieje taka liczba M, iz
[N ()I<vW . |/]. ©)

Na mocy twierdzenia 3 rozdz. IVA istnieje dla kazdego n
taki funkcjonat linjowy fn (*) w przestrzeni E, iz

1 \ RENEY
Otrzymujemy tedy z E), dla kazdego n,
\Xn\ = \fn (Xn) 2 (JT) \* M \fn\= M,
skad oczywiscie wynika zwigzek (2).
8 4. Cigg elementow {X} i funkcjonatdw linjowych {//}
nazywamy biortogonalnym, Jezeli spetnione sg warunKki
1 dlai=j
fi in)) =
w N
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Jezeli n jest dowolnym elementem, wéwczas szereg
o0}
Yy  Xtfiix)

i=2\

nazywamy rozwinieciem elementu x wedle ciggu biortogonalnego
W, {/}

Jezeli cigg {//} jest ciggiem petnym i jezeli szereg (1)
jest dla pewnego elementu x zbiezny, woéwczas n: jest sumg
tego szeregu. Mamy bowiem:

fy n= oy xifi{x) =i ™M=0 (m= 1,2, ...).
=1
Twierdzenie 5. Jezeli szereg Xjfi (x) jest dla kazdego
i—

elementu x zbiezny, wdwczas szereg

i=\
jest dla kazdego funkcjonatu f zbiezny w kazdym punkcie x.

Dowod. Niech

Sn ="'y i.f(x,).
—
Mamy

X =y +fixfxy=f»f Xifi (x)
i—

zbieznos¢ ciggu {Sn (9} jest widoczna tedy w kazdym punkcie x.
Twierdzenie 6. Jezeli sumy czesciowe szeregu

Y lz.d(yc,-)
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sg ograniczone, wowczas Szereg
Xifi{x)
i=1

jest zbiezny dla kazdego elementu x, ktéry jest granica jakiego$
ciggu kombinacyj linjowych utworzonych z wyrazéw ciagu {x}.

Dowodd. Niech

(n2) = X X0

i—
Mamy
fsn{X) =~ [ xi)fi (v) = Sn (%),

gdzie

Poniewaz [ |wd /i1 (Ad—niezalezne od n), wiec
\Sn{x) \ M\x\]

temsamem (8 3), dla kazdego l,lzﬂ J5, (m)|< + co, i na mocy

twierdzenia 6 rozdzialu V B istnieje liczba M, niezalezna od n

oraz x), taka iz
\sn (X) \< M \x\.

Poniewaz za$ lim Sn{Xi)=Xi (/=1,2, ...), przeto zwy-
kte juz rozumowanie prowadzi do wniosku, ze granica ALrgj&(n:)

istnieje dla kazdego n, spetniajacego warunki zatozeniu.
Twierdzenie 7. Jezeli sumy czeSciowe szeregu

n Xifi{x)
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majg normy ograniczone dla kazdego funkcjonatu, linjowego, wow-
czas szereg

a3

jest zbiezny dla kazdego funkcjonatu /, ktory jest granicg ciggu
kombinacyj linjowych utworzonych z wyrazow ciggu {fi).
Dowo6d przebiega analogicznie do poprzedniego.

Twierdzenie 8. Jezeli {x} jest ciggiem peinym i jezeli szereg
Xifi{x)

ma sumy czeSciowe wedtug normy ograniczone dla kazdego ele-
mentu X, wéwczas szereg powyzszy jest dla kazdego elementu zbiezny.
Dowdéd. Niech

s,i{x)= > Xifi{x).

Mamy

lim ISh(m)]< + oo dla kazdego

ponadto
lim Sh{xi) = Xi i=12 .,),

skad na mocy twierdzenia 3 rozdziatu VA wynika nasze twierdzenie.



ROZDZIAL VIB.

Operacje petnociggle 1 stowarzyszone.

Ciggi biortogonalMe.
(Ciag dalszy)

8 1. Niechaj {x/(™)} bedzie ciggiem funkcyj przestrzeni

(P> 1) oraz {y/(0} ciggiem funkcyj przestrzeni przy-
czem niech
_ I 1 dla i=j,
X (1) yj (t) dt (D
‘ o ., 1d].
Zatozymy dalej, ze ciagi i sg zupetne (lub zam-
kniete) w (), wzgt ).

Przy zatozeniach powyzszych mozna wypowiedzie¢ naste-
pujace
Twierdzenie 1. Jezeli szereg

00 *

a0 Ayife) X{t) dt
/=1 M

jest zbiezny przecietnie w potedze p dla kazdej funkcji x {t) (f_ {Lfpt),
wowczas Szereg
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yi{t) J xi{0y{t) dt 2
=} n

jest zbiezny przecietnie w potedze

dla kazdej funkcji y (t)

przestrzeni (L :
Dowdd. Niech
1
figo= lyi®xmdt dla n{yc
0]

Na mocy zalozenia szereg
xj fi (x)
i=l

jest dla X(f zbiezny przecietnie w potedze p t. zn. wedle
normy, stad, na mocy twierdzenia 7 rozdz. poprzedniego szereg

00 00 ] p
/=1 =1
jest wedle normy zbiezny w (t. zn. przecietnie w po-

tedze —1—) dla kazdego funkcjonatu linjowego / w przestrzeni
p -
temsamem wiec zbiezny jest szereg (2) dla kazdej funkcji
{t) c
Zaldzmy teraz, ze Xi{t) = yi{t) gdzie s jest wieksza
z liczb p,
p 0-1
Przy zatozeniu tern wynika z twierdzenia poprzedniego:
Jezeli szereof

Xi {t) ( Xi{t) X {t) dt

n
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jest dla kazdego x CI zbiezny w potedze p, wowczas szereg
ten jest dla kazdego ~:CI(NM7A“~)zbiezny przecietnie Wpotedze/?_1

Mozna tu zatozy¢ w szczego6lnosci, ze {x} sa np. funkcjami
ograniczonemi.

8 2, Niechaj {Xi{t)) bedzie ciggiem funkcyj catkowalnych
oraz {yi{t)) ciggiem funkcyj ograniczonych w przedziale <1,
spetniajgcych warunki (1) 8 poprzedniego. Niechaj nadto {x/(f)}
bedzie ciggiem zupelnym w przestrzeni (Z).

A 1
Twierdzenie 2. Jezeli szereg Xj{t) | yi {t) x{t) dt jest
— 0
dla kazdego x{t)(j2L zbiezny przecietnie, wowczas szereg

t

yi () 1 X @)y {0 dt
=1

jest ograniczony prawie wszedzie dla kazdego x{t)(jj(M) {i na-
odwrot).

Dowé6d przeprowadza sie analogicznie jak poprzednio: n;
uwaza sie za elementy pola L, a yi za reprezentanty funkcjo-
natéw linjowych i korzysta sie z twierdzenia 8 rozdziatu VIA.

Uwaga 1. Jezeli Xi{t) —yi{t) (jjj{M) i jezeli szereg

Xi{t) e Xi{t) x{t) dt (D
r=1 n

jest dla kazdego x (t) (jj (L) przecietnie zbiezny, woéwczas szereg
ten jest dla kazdego  (t) (jj (M) ograniczony, i odwrotnie.

Uwaga 2. Jezeli Xi(t) —yi (t) ClI (C) i jeSli ponadto {n/}
jest ciaggiem zupeinym w (C), wowczas zbiezno$¢ jednostajna sze-
regu (1) dla kazdego x (t) (C (C) pocigga za sobg zbiezno$¢ prze-
cietng dla kazdego x (t) (C L, i naodwrot.

Pierwsza cze$¢ dowodu otrzymujemy, uwazajagc Xi za ele-
menty pola (C), ayi —Xi za reprezentanty funkcjonatéw, druga
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cze$¢ dowodu otrzymamy, uwazajac Xi (t) za elementy pola (L),
a yi~ Xi za reprezentanty funkcjonatow linjowych w polu (I).

8 3. W kazdej przestrzeni osrodkowej E istnieje uktad biorto-
gonalny {//(n:)}, petny i).

W rzeczy samej, niechaj {yi) bedzie ciggiem wszedziegestym
w E oraz {@r}—ciggiem funkcjonatéw, z ktérego do kazdego fun-
kcjonatu 9 da sie wyrwacé cigg zbiezny.

W ciagu {d} istnieje funkcjonatl nieortogonalny do Przy-
pus¢my, ze oi (Y1) 7" o.

Przyjmijmy: x* fr = 1 9i. Mamy/t (xi)= 1

?i {)
Utwdrzmy ciagi

{37%- NnuNy={n, {471 d)={/
Mamy
n@HYyn~0 ?2)=20 (/=1,2,.. ).

W ciggu {o/} istnieje funkcjonat rézny od zera.

Niechaj 92' bedzie pierwszym réznym od zera. W ciggu {y/)
istnieje element nieortogonalny do 92'. W przeciwnym bowiem
wypadku mielibysmy

b (yo6 =0 /=1,2,..) 92 (X) = o,
czyli
92'(¥) =0 (/-1,2,...),

co jest niemozliwe. Przypusémy, ze

' (Y2) ® o.
Niech

fi —T20 /2 - 3%

b t zn. iz w przestrzeni E peiny jest zaréwno cigg elementéw
(8 3 rozdz. IV A), jak i cigg funkcjonatow {//(x)J. {8 3 rozdz. Il A).
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Mamy:
2(-"i1) =0, /200 =1, [1(™2=0.

Utworzmy ciag

{yi - 272 (3/)} ={yn {2/ “ /2 @/U-"3)} = {o/n

Obierzmy teraz w ciggu {y/'} pierwszy element nie znikajacy
i oznaczmy go przez xM

Do elementu dobierzmy pierwszy funkcjonat ciggu {p/}
nieortogonalny. Postepujgc tak dalej otrzymamy cigg biortogo-
natny {Xi}, {fi}. Poniewaz kazdy element ciggu {yi) i kazdy fun-
kcjonat ciggu {o} daje sie linjowo wyrazi¢ przy pomocy wyrazow
ciggow {Xi} i {//}, zatem latwo zauwazy¢, iz otrzymany cigg bior-
togonalny Jest peiny.

Metoda powyzsza biortogonalizacji Jest analogiczna do po-
stepowania stosowanego zwykle w przestrzeni

§ 4. Ciagg elementéow {x/} nazywamy bazg W Jezeli dla
kazdego elementu x istnieje Jeden i tylko Jeden ciag liczb {7]j}
taki, ze

rii Xi.
/=1

Niechaj cigg {n/} bedzie bazg. Oznaczmy przez zbiér cia-

goéw y = dla ktérych szereg

7 Xi

Jest szeregiem zbieznym.
Niech

y I= kres géorny % v/
n—\, 2 . (:1

9 Pojecie to wprowadzone zostato w przypadku ogdlnym przez p. J.
Schauder a. Zob. J. Schauder, Zur Theorie stetiger Abbildungen in
Funktionalraumen, Math. Ztschr., 26 (1927), p. 47 — 65.
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tatwo wykazaé, ze jest przy powyzszej normie przestrze-
nig typu (B).
Niech teraz dalej, dla kazdego ciggu y = {1/} C! E*

x= U{y) » ~ 'IX.

Operacja U (y), w ten sposob okreslona, jest linjowa, gdyz

I"OM)Klyl,
poniewaz za$ odwzorowuje w sposOb jedno-jednoznaczny zbidr
E* na E, zatem odwrotno$¢ tej operacji y = (x) jest
réwniez operacja linjowa.
Niech

fi(x)=ri dla X= X" Xi
/=
Poniewaz

DARM = ML

wiec funkcjonat fi jest takze funkcjonatem linjowym.

Mamy zatem

X= % Xfi{x) dla X (ffE,
/=1

a poniewaz rozwiniecie powyzsze jest jedyne, zatem

1 dla i=j,
fi in)
0 NNT*
Ciag {Xi} i {//} jest zatem ciggiem biortogonalnym.
Zauwazymy, ze dla kazdego funkcjonatu linjowego /, okre-
Slonego w E, szereg
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Jest zbiezny do f (x). Mamy bowiem dla x E

@ ., n
ACFiE () (0= Hm/ A X {x)

ABnws” JT— ~asw

Nie wiadomo, czy w kazdej przestrzeni typu (B) oSrodkowej
istnieje baza.

W przestrzeniach {Lp) p~* \ bazg Jest system ortogonalny
Haara. W polu (C) baze podat p. J. Schauder M.

W przestrzeniach (/p) (p'y>l) bazg Jest uktad elementédw

Xi — {17}, gdzie £fmw= b ; wowczas fi {x)=ii dla x = {£}
0, ihn
W polu {c) bazg jest tensam ukiad z dotgczeniem elementu
0 - gdzie af=1(r- 1,2, ...);
mamy woéwczas:

fo (m) = H1_>T0“ dla nm={}C

8 5. Niechaj ciggi {7}, {fi) i {y/}, {3} beda ciagami bior-
togonalnemi. Jezeli réwnania

fi(x) = @ (y) (=12 ..)

majg dla kazdego elementu x jedno doktadnie rozwigzanie y= U (X),

wowczas zbiezno$¢ szeregu hi Xi pocigga za sobg zbieznos¢ sze-

regu ~ ' hiyi dla kazdego ciggu liczb [bl].
=il

Schauder, 1 c, p. 48 —49,
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Dowdd. Jak fatwo zauwazyé, lim i UT_YIr=Yo

\yn — U X7\ pocigga Yo = U (Xo). Na mocy wiec twierdz. 14 roz-
dziatu WA operacjay ~ U (x) jest operacjg linjowa.
Przyjmujgc zatem \U\ * M, mamy
INTOX) 1< XK L.
Poniewaz
u () {i 1,2 ..)
zatem
n n
ul hi Xi\ = hiyi {hi dowolne liczby rzeczywiste),
"=l ' i=i
skad wynika nasze twierdzenie.

Uwaga. Jako wniosek z powyzszego twierdzenia wynika:

Jezeli (n/ (M}, {y/ ("N} sa ciggami ortogonalnemi iinormowanemi
fiinkcyj ciagtych, i jezeli dla kazdej funkcji ciagtej x {t) istnieje jedna
jedyna funkcja ciggta y {t), spetniajgca warunki

1 1
J Xi {t) X{t) dt Jyi{yy {v) dt,
0 0

wotsDCzas zbieznos$¢ jednostajna szeregu
hi Xi {t)
pocigga za sobag zbiezno$¢ jednostajng szeregu

Y aiYi(0.
/=1
Analogiczne twierdzenie mozna otrzymaé w innych prze-
strzeniach funkcyjnych 7).

Zob.: S. Banach, Sur une propriete caracteristique des fonctions
orthogonales, Comptes Rendus, t, 180 (1925), p. 1637 — 1640. Por.: H. Stein-
haus, Sur quelques applications du calcul fonctionnel & la theorie des series
orthogonales. Stud. Math. | (1929), p. 191 —200.
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8 6. Niechaj {0/}, {fi) bedzie uktadem biortogonalnym, przy-
czem {/,} niechaj bedzie ciggiem peinym.

Jezeli cigg [hi] ma te wihasno$¢, ze, skoro {ar} sg spélczyuni-
kami pewnego elementu x {t. zn. ai—fi (x)), to [hi a/} sg réwniez
spélczynnikami pewnego elementu y, wowczas, jezeli B/ sg spotczyn-
nikami pewnego funkcjonatu linjowego f {t. zn. ~ f {Xi)), lu”i sg
rowniez spoétczynnikami pewnego funkcjonatu linjowego o.

Dowo6d. Z zalozenia wynika, ze uktad réwnan
fi(x) * hifi(y) {i=1,2,..,)

ma dla kazdego x doktadnie jedno rozwigzanie, ktére oznaczymy
przez y = U {x).
Zwigzki lim x,, =, limyr= Yo« A i-"n) pociggajg za

Ir- A—>»=
sobg oczywiscie Ya= U (Xg; na mocy tedy twierdzenia 14 roz-
dziatu WA, operacja U (x) jest ciagta.
W szczegdlnosci, tatwo sprawdzamy, iz, dla kazdego i,

U {Xi) = hi Xi, D

Niech teraz / {i= 1,2, ...) bedg spdiczynnikami pewnego
funkcjonatu /, t. j. niech

f{Xi)*h /=12, ..).
Mamy wdwczas, w mysl (1),
[ UX) = hif (x/) = hiR/,

t. zn. iz liczby hi §; sg sp6tczynnikami operacji / U.

Uwaga. Poniewaz, w mys$l (1), U{xj) = hiXi, zatem, jezeli
X jest granicag ciggu {x/}, wowczas U (x) jest granicg kombinacyj
linjowych wyrazdw ciggu {x/}.

Jako zastosowanie tej uwagi otrzymujemy tatwo twierdzenie
nastepujace:

Twierdzenie 3. Niechaj {x/ (t)] bedzie ciggiem ortogonalnym,
unormowanym funkcyj ciggtych, zamknietym w przestrzeni funkcyj
ciagtych.
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Jezeli cigg czynnikow {hi) przeprowadza zawsze dowolny ciag
spbtczynnikéw o1 funkcji ograniczone] w cigg spélczynnikow {hi oi)
funkcji ograniczonej, wéwczas przeprowadza zarazem ciag spot-
czynnikéw pr dowolnej funkcji ciggtej w cigg {hi R} spdtczynnikdéw
funkcji réwniez ciagtej.

Twierdzenie odwrotne jest takze prawdziwe.

Mamy wreszcie:

Twierdzenie 4. Niechaj (t)) bedzie ciggiem ortogonalnym,

unormowanym i zupetnym w

Jezeli cigg czynnikow {hi) przeprowadza cigg spéiczynnikéw
{ar} dowolnej funkcji x {t) (UpY w Cigg spoétczynnikow {nia/}
pewnej funkcji y {t) (ff {LLU), wobwczas cigg {bl) przeprowadza do-

wolny cigg spotczynnikow {a} funkcji x (t) (f (L"p-"™) w cigag spot-

czynnikdw {hi Q) funkcji y {t) {L"p~"). Jezeli p = oo, woéwczas

{Up) = {M) 7).

Zob.: W. Orlicz Beitrage zur Theorie der Orthogonalentwicklun-
gen, Stud. Math. | (1929), p. 1—39 oraz tegoz Autora, Beitrdge zur Theorie der
Orthogonalentwicklungen Il. Stud. Math. I, (1929) p. 241 — 255.



ROZDZIAL VII A

Ciagi stabo zbiezne.

8 1. Definicja. Cigg elementéw {x,} zdgza stabo do elementu
X, jezeli dla kazdego funkcjonatu linjowego / spelniony jest

warunek
lim/(x,) =/(x).

Twierdzenie 1. Na to, by cigg {x.} zdazat stabo do x, ko-
nieczne jest i wystarcza, aby

a) ciag {Ix,, 1} byt ograniczony:

b) Ii>r510 /(x,,) =/(x) dia kazdego funkcjonatu f (ff E’,gdzie E'

oznacza zbior wszedziegesty w zbiorze E wszystkich funkcjonatdw
tinjowych.

Dowd6d. Koniecznos$¢ a) wynika z twierdzenia § 3 rozdz. VIA.
Koniecznosé b) jest oczywista.

Zatézmy, z kolei, iz warunki a), b) sg spetnione i niech u
bedzie dowolnym funkcjonatem linjowym w E. Istnieje wowczas,
dla kazdej liczby e> 0, funkcjonat f CjE" taki, iz

L )

gdzie M jest gérnym kresem liczb |x,, |, [x |. Wowczas

Dr. S, Banach. Teorja operacyj linjowych. 10



146

uf{x - Xn) I<\f{x — oM [~ \< (X —Xn) \+£,

a wiec, poniewaz s jest dowolng liczbg >0 oraz

vimf(Xn)=f(x),

zatem réwniez
lim ii{Xn) ~ u (),
N—C3

t. j. ciagg {Xn} jest stabo zbiezny do

Uwaga. O zbiorze E' wystarczy zatozyé, ze kombinacje
linjowe utworzone z funkcjonatéw, nalezacych do tworzg zhior
wszedziegesty w E.

Twierdzenie 2. Jezeli cigg elementow {Xn} zdaza stabo do X,

wowczas istnieje taki cigg kombinacyj linjowych {Wh} elementow

tego ciaga, ze
lim Wh = X.

Dowod wynika z twierdzenia 6 rozdziatu IVA i z definicji
stabej zhieznosci.

8 2. Przestrzen (C). Z twierdzenia o postaci ogolnej fun-
kcjonatow linjowych w (C) M cigg fankcyj ciggtych {Xn{t))
zdgza stabo w te] przestrzeni do pewnej funkcji x {t) (ff (C) wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdej funkcji g {t) o wahaniu ograniczonem

X X

/Ir_|>r(r)10j( xn {t) dg = J_I x {t) dg.

Stad:

Na to, by cigg funkcyj {Xn(~} pola (C) byt stabo zbiezny
w tern polu do funkcji x {t) (fi_{C), konieczne jest i wystarcza, by

a) limXn(t) = m (b);

tiy

b) ciag {x,i (0} byt wspolnie ograniczony.

Dowdd. Warunek jest konieczny: a) wynika z uwagi,
ze, jezeli t* jest dowolnym punktem przedziatu < 0,1 >, wowczas
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funkcjonat f {x) ~ X {t") jest linjowy, zatem /Iim/ ) =1 {x), czyli
r_
lim Xn (fo) = ().

Koniecznos¢ warunku b) wynika z twierdzenia § 3 roz-
dziatu VIA.

Warunek jest wystarczajgcy: Jezeli bowiem g{t) jest fun-
kcja o wahaniu ograniczonem, a {Xn (t)} ciaggiem funkcyj ciagtych
wspélnie ograniczonych, zmierzajacych wszedzie do funkcji cig-
gtej X (f), wowczas (por. wstep, § 5) mamy

lim (X (t) dg{t) = { x{t) dg {0).

z twierdzenia 2 oraz powyzszych uwag wynika bezposrednio:

Twierdzenie 3. Jezeli cigg funkcyj ciagtych {xn (N} (O fe<1)
jest ograniczony i zbhiezny wszedzie do funkcji ciagtej x {t), wow-
czas istnieje cigg wielomianéw, utworzonych z wyrazéw danego
ciggu, zdgzajgcych jednostajnie do x {t).

Jest to ciekawa wtasnos¢ przestrzeni funkcyj ciggtych, kto-
rej nie posiadajg np. funkcje pierwszej klasy Baire’a.

Przestrzen {r>1). Ciag {Xn ()} zdaza stabo do x {t)
{Xn(OC AN(OC jezeli dla kazdej funkcji a {t) (ff
[5—-5t] zachodzi

1 1
lim [ Xn (O o-it) dt = | X (t) a(t) dt.
0 0

stad:

Na to, aby cigg funkcyj {Xn{t)) pola zdgzat stabo do
funkcji X {t) C konieczne jest i wystarcza, by

£

a) HmAJI Xn (u) du = Jj X (u) du O < f< 1)
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by cigg 13 \Xn{t)\»dt byt ograniczony ~.
lo
Warunki sg konieczne. OkreSimy funkcje a {u, t)
1 0O<~r< 1l
a{yt) =
0 , u>t.
Dla kazdego t, a{at) d zatem
i 1
lim 1 Xn{t)af{ut)yda= 1 n a(at)dii,

czyli

tim 1 Xn(n)du = i X(u) du.
] J

Konieczno$¢ warunku b) wynika bezposrednio z twierdze-
nia § 3 rozdz. VIA.
Warunki sg wystarczajagce. Zauwazmy, ze kazda funkcja
schodkowa a (u) da sie przedstawi¢ w postaci
n
a(=~» hif{yt")—a@w L]
i=l
Poniewaz wedle a)
1 1
lim 1 Xn{u) a {u, t) du= i X{u) a {u, ti) du,
0 (0]

przeto dla kazdej funkcji schodkowej a {u)

1 1
lim 1 Xn{u) a{u) du= j a:{u) a {u)du.

h Twierdzenie to udowodnit p. F, RieBz Zob. prace cytowang na
str. 71 pod h (P- 465 — 466).
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Niechaj teraz a(”) bedzie dowolng funkcjg klasy

Istnieje ciag funkcyj schodkowych {a«(/?)}, dazacych prze-
cietnie w potedze ~ do af{t).

Zbior funkcyj schodkowych jest zatem wszedziegesty w

skad na mocy warunku b) otrzymujemy stabg zbiezno$¢ ciggu
Xn {O\ do n: {t).

Przestrzen {c). Na to, aby ciag { } zdazal stabo do elementu
X [Xn —{i'l) (2 }c (™M] konieczne jest i wystarcza, by
1) ciag {lmal} byt ograniczony;

2) lim =i, lim {lim = limii.
N— —

Dowd6d jest natychmiastowy, jezeli oprzemy sie na twier-
dzeniu, ze kazdy funkcjonat linjowy w (c) ma ksztatt:

f ()= Clim ii + Ci ii,
i=|

gdzie

1 zauwazymy, ze przyjmujac
fo (n) = lim fi{x)"ii,

mozemy powiedzieé¢, ze kombinacje linjowe utworzone z funkcjo-
natéw fn(x) («==0,1 ...) tworzg zbiér wszedziegesty w zbiorze
funkcjonatéw.

Przestrzen P> {p > 1). Na to, aby cigg {n.} zdgzat stabo do x
[Xn = cz A (z konieczne jest i wystarcza, by
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1) ciag liczb byt ograniczony;

2) lim g« = 6 (/-=1,2 .. m

Dowdd. Konieczno$¢ warunkéw wynika z twierdzenia
§ 3 rozdz. VIA, poniewaz dla x ~ {t/} mamy

Xl=12 la-1
=1

oraz z uwagi, iz funkcjonaty
= dla x =

sg linjowe w przestrzeni (p > 1).

Dostateczno$¢ jest bezposredniag konsekwencjg twier-
dzenia 1, oraz uwagi do tego twierdzenia (str. 146); wystarczy
zauwazy¢, iz kombinacje linjowe okresSlonych wyzej funkcjona-
téw fi (x) stanowig zbior wszedziegesty w przestrzeni wszystkich
funkcjonatéw w polu

PrzestrzeA (/). Na to, aby ciag {x.} zdazal stabo do x
[Xn = C (O0j }c (oli konieczne jest i wystarcza, by

lim Ix,, —XI=0, t zn. lim | —6/1=0
=1

W przestrzeni (/) staba zbieznos$¢ jest tedy réwnowazna zbiez-
nosci wedle normy.

Dowdd. Przyjmijmy = N)—I,-. Zaldzmy, ze cigg {X.}
zdaza stabo do x. Oczywiscie ciag {yn} {yn = if*-~ii] zdaza sta-
bo do 0. Zatem dla kazdego ciggu ograniczonego {c/} zachodzi
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lim = d7(>= 0; ()

przyjmujagc d=0 dla i G =1 otrzymamy:
lim7()- 0 r=12 ..) (2

Przypusémy, ze

lim~ IT( :> £> 0. (3)

OkreSlamy przy pomocy indukcji cigg liczb naturalnych {rik)
i {fk) w sposéb nastepujacy:
1) jest najmniejszg liczbg n, dla ktorej

Cc

2) m jest najmniejszg liczbg, spetniajagcg zwigzki

2i-H
3) rnk jest najmniejszg liczbg wiekszg od spetniajgcg
warunki
a) ITi(A
2=1
"'k-i
b) 2  hS"*>I<-5 ;

4) fk jest najmniejsza liczbg > Ck-i, spetniajagcg nieréwnosci

2

2/ 1+1 i=r, Al
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Istnienie ciagéw {fik) i {rk) wynika ze zwiazkéw (2) i (3),
Niech teraz
sign /]fAt) dla rk< i< rk*\,

Ci 4)
sign . 1< /< T,

Mamy 'o/i=1 {j=1,2, ...). Zatem, na mocy (1),

L Q (5)
r=1
Lecz, w mysl (4),
Y "k-i o
A I > | 7I("'A) — TifH)\ — () 1.
=1 N 11

Zatem, na mocy warunkow (3) i (4), okreslajacych ciagi [fik]
i [rk], mamy:

£ E e

A= 1,2 ..),
2 5~ 5~10 ( )

-co jednak sprzeczne jest z (5) i z warunkiem 3), na mocy ktoé-
rego rik> rik~i, wiec lim = + c<r.
A0

Przestrzen (L). Ciag [Xn (Ol zdaza stabo do {t) [x,Cl
XqCl~s O A 1], jezeli dla kazdej funkcji ograniczonej a {t)

zachodzi
1 1

lim [Xn{t) a(/) dt = _| Xq(t) a(}) dt. Q)
n-"j J
0 0
Stad:
Na to, aby cigg funkcyj (™} pola {L) byt stabo zbiezny do
funkcji X {t) (C (Z), konieczne jest i wystarcza, by
1
1) cigg | \xn{t)\dt byt ograniczony:
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2) dla kazdej liczby s> Q istniata odpowiednia liczba 4 taka,
ze dla kazdego zbioru H, zawartego w < Q 1>, o0 mierze <\
zachodzita nierownos¢

1J Xxn {t) I< s (z= 1,2, ...);
H

t i

3) lim J[ Xn{u) du= J( x*(uda (O< -<DAN.

Dowo6d. Konieczno$¢ warunku 1) wynika z twierdzenia 8 3
rozdz. VIA. Udowodnimy teraz lemmat nastepujacy:

1
Jesli rI]ir,rg/\\]an (t) a{t) dt = 0 dla kazdego a{t) (jj (M) [x,. (t) L],
0
wowczas warunek 2) jest spetniony.

Przypusémy bowiem, ze warunek 2) nie jest spetniony.

Istnieje zatem s> 0 takie, ze do kazdego > 0 istnieje zbior
H () o mierze < W i liczba naturalna n (1]) taka, ze

J* Xnyraa{t)ydt\>z. (1
()
Niechaj {a,} oznacza ciag liczb, speiniajacych warunek:

J xn{t) dt \< M~ dla kazdego zbioru H o mierze <a,. (2)

H

OkreSlamy ciag zbiordw {G}, liczb przy pomocy indukcji
W nastepujacy sposdb:

h Warunek 1) jest zreszta konsekwencjg warunku 2).
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N1:01

.IG, = H{t), n, =n(l),
- 1 _ (3)
G =H [ H=n onj

gdzie Ni jest dowolng liczbg naturalng, spetniajgcg warunek

2N 2

A wiec miara zbioru ~ Gjai jest mniejsza niz

L - < @m
=i
Niech
Hi = Gi —Ri, gdzie Ri= Gi Gy+i.
=

Mamy oczywiscie Hr Hk ~ 0 przy r ¢ k, oraz

Ixor {t) dtr N xn{t) — ] xna) dt.
H o; Ri

Poniewaz miara Ri jest < zatem na mocy (1), (2), (3)

E 4)

dt\a A E=-—
2

iJ E
H_
Niech

(O dt {h=12 ..),
H,
i niechaj {di} bedzie dowolnym ciggiem ograniczonym.
Okreslamy funkcje a {t) w spos6b nastepujacy

di dla t (2 Hi,

a{t) =
0 dla pozostatych t.
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Mamy
1 0

J a(t) Xn(t) dt = di
0 —
Widzimy zatem, ze

lim ‘N~ di =0 dla {di) Q {w).

/Z->0c

Uwazajgc wiec ciggi {i("} jako elementy przestrzeni (/), wi-

dzimy, ze dazy stabo do © Zatem
00
lim j j=0.
n->o00 /:1
A wiec lim —0, co jest sprzeczne z (4), gdyz
H

Opierajgc sie na powyzszym lemmacie, z uwagi, ze

lim \ (xn{t)-x~{)1a.{t)dt = dla o.{t)y(zim),

mamy
Ixn {t) — {t) \dt < B
H

dla kazdego zbioru H o mierze mniejszej niz 4.
Obierajgc  dos¢ mate, mamy

J 100 dt<\7,
H

o ile tylko miara zbioru H jest mniejsza od A
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Zatem

JI @ dt<is =12, . )
H

Widzimy zatem, ze ciag {x,, (M} speinia warunek 2).
Warunek 3) jest oczywiscie konieczny.
Przyjmujgc bowiem

a(ky=1 dla Ku<t,

a{u) =0 dla t<a < ]

mamy
1 1

«I_m ] Xn{u) a {a) da = ] Xafa) a(u) da.
0

Przejdziemy teraz do dowodu, ze warunki podane sg wy-
starczaj ace.

Niechaj a (t) bedzie dowolng funkcjg mierzalng mniejsza
bezwzglednie od W1 w przedziale < 0,1>. Niechaj e bedzie
dowolna liczbg, a > 0 odpowiednig liczba, wynikajaca z wa-
runku 2).

Istnieje funkcja schodkowa R (t), ograniczona bezwzglednie
przez M i speiniajacq warunek: zbiér H wszystkich punktow,
spetniajacych nieréwnosé

la(O- B(™ I> s,

ma miare mniejszg od 1. Na mocy warunku 3), mamy

1 1
lim [0 (0 8.() dt = ( Xa() B() dt. (6)

Zauwazmy, ze
1
<1 r [a(t)-"(ty\x,, (t)dt\A-

H
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+ 1[a(0-PW] x,, (t)dt\,
H

gdzie H' oznacza dopetnienie zbioru H do przedziatu <*0, 1>.
Zatem

1 1
| ALAD-Mty\Xn{t)dt\.mCE ¢ \x,,(t)\cU + 2M ~ \Xn{l)\dt.

Jezeli przez Hn oznaczymy zbiér tych punktéw zbioru H,
gdzie Xn (t) >- 0, woéwczas, na mocy warunku 2),

i ] (O =14"»nft)y™+1j Xn(t)dt\-» 28,
H

a wiec

J [aft) - Bl xn {H) dt\~~B Xn (0 | dt H4X )

Mamy na mocy (6) i (7)

.1 1
lim J xn@ma@® ~j 20 a@ IlI<

< ito | fx, (t)[~(t)-B(i)ld(l + ij')(,(t)ly(O'B(O]Cﬂ <

1
/Iims j| (0 dr--aMm  +S ixa®jdt4-2m j KOOI
e 0 Il
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Na mocy warunku 1) ciagg ( jXn{t) \dt jest ograniczony,

dt zmierza do zera wraz z miarg zbioru H, a zatem

lim  Xn(0 (0dt= i X (0 (Ydt



ROZDZIAL VII B.

Ciagi stabo zbiezne.
(Ciag dalszy)

8 1. Jezeli cigg {Xn(t)) zdaza stabo do x{t) w przestrzeni
Py {p>1) [Xn(t), X(@) C P> 1] tjezeli
i 1
lim [ IXn{t)\p dt = ( \x (t) jPdt,

0 0

wowczas cigg {Xn ()} zdaza wedle normy do x {t), t. zn.

1
lim [ xn {t) ~ x {O\P dt = 0 7.
0

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla przestrzeni {Ul) {p * 1),
mianowicie:

Jezeli cigg {xn) = zdgza stabo do = w {yY
[Xn, XC i jezeli

lim AP

1 T

7~ Twierdzenie to udowodnione zostato po raz pierwszy przez Radon a
(Sitzgsb. Ak. Wiss. Wien, t. 122 (1913), Abt. lla, pp. 1295 — 1438). Roéwniez:
F. Riesz Acta Litt, ac Scient. Szeged, t. 4, (1929), pp. 58—64, oraz 182—185.
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wowczas

lim n=0,
[2->"00

Dowo6d. Mamy

lim =N, (1)
/co / N— / o
11V 1 y A )
=1 i=1 i=N

gdzie N jest dowolng liczbg naturalng.
Lecz

i=Y i=N i=N
skad, na mocy zatozenia i zwigzkéw (1), (2), otrzymujemy:

p

oo s Ip oo
lim 2 i ™ w27 2 1IN =A2PAMIINP.
i=l i—N J inN

Poniewaz N jest dowolng liczba naturalng i poniewaz

Ijg ~ NP =0,
i—N
Wiec
lim ~ I'=o.

>0
i—1
§ 2. Jezeli ciag elementéw {xn) pewnej przestrzeni typu {B)
ma te wiasnos¢, ze dla kazdego funkcjonatu linjowego f{x) istnieje
lim/ {Xn),

n->00
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to nie koniecznie istnie¢ musi element , do ktérego cigg { }
jest stabo zbiezny, t. J. taki, ze

lim/(x«) =/("0)

dla kazdego funkcjonatu linjowego.

Przyktad taki mozna poda¢ w przestrzeni (C).

Niechaj {Xn (0} (0 < ~ 1) oznacza cigg funkcyj ciggtych
wspdllnie ograniczonych i zdazajagcych wszedzie do funkcji z {t)
nieciggtej.

Wynika woéwczas z twierdzenia § 2 rozdziatu VIIA istnienie
granicy

rI}i['r,]\ Jl x,i {t) dg

dla kazdej funkcji g o wahaniu ograniczonem.

Ciag {Xn {t)) nie jest jednak stabo zbiezny do zadnej funkcji
ciagtej.

W przestrzeniach (/?>m 1), jesli, dla pewnego ciagu
{Xn),/Ianowol {Xn) istnieje dla kazdego funkcjonatu f linjowego, wéwczas
cigg {n«} zdgza stabo do pewnego elementu x.

Dowdd dla {L), Niechaj cigg {Xn (0} (Z () ma powyzszg
witasnos$é, t. zn. niech

1
lim j Xn(t) a (t) dt
(0]
istnieje dla kazdej funkcji a {t) (f_(M).
Mamy oczywiscie
1
lim J[ Do {t) —Xq @] a{t)dt =0 dla a(t) (M).

Latwo zauwazy¢, ze dla kazdej liczby e>0 istnieje taka para
liczb ri> 0 i N~>0, ze

Dr. S. Banach. Teorja operaeyj linjowych. 11



Jooxv - (1)
A
dla N i dla kazdego zbioru H o mierze mniejsze] niz

W przeciwnym bowiem przypadku istniatby cigg liczb {pn)
i {hn), dazacych do «d i cigg zbiorow {//«} o miarach dagzacych
do zera, takich, ze

@O sprzeciwiatoby sie lemmatowi § 2 rozdziatu VIIA (str. 153), gdyz
1
li Xpr{t)-x,M{t t)dt=0 dl At)Cm.
lim ([Xp7{t)-x,*{)]a{t) a a.{t)Cm

0

w szczegdélnosci, dla 7 dos¢ matego, mamy

\Xi{t)\dt<\A (i= 1.2, ... yV)

A

o ile miara zbioru H jest mniejsza od 1}
Zatem na mocy (1)

i \Xn{t)\dt<~"B («-1,2,...)
y) 2
A
dla kazdego zbioru H o0 mierze <
Niech

lim  Xn(«) dli =" (1).
0
Pokazemy, ze funkcja B (t) jest funkcjg absolutnie ciggta.

Jezeli bowiem e jest dowolng liczbg dodatnia, wéwczas istnieje
71> 0 takie, ze

j Wxn{t)\dt <ms («= 1,2,...) dla kazdego zbioru H o0 mierze < 4.

A
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w szczeg6lnoSci, jezeli zbidr H sklada sie ze skonczonej
liczby odcinkéw {5}, niezachodzacych na siebie, o krarncach ti, ti\
wowczas

im Ix,dt=1imV Ix,0on =V pr)- p

a wiec

co oznacza ciggto$¢ bezwzglednag funkcji B (t).

Przyjmujac B40 = -"o(0? widzimy, ze cigg Xn{t) zdaza stabo
do Xo(t).

Czytelnik tatwo udowodni analogiczng wtasnosé dla prze-
strzeni (/), t. zn.:

Jezeli cigg ma te wilasnosé, ze
2 1 I<+~a n=12 .)
i—
i lim~ istnieje dla kazdego ciggu {di} ograniczonego,
=i
wowczas istnieje ciag taki, ze
16/1< + OD lim diij/b = di hi.
1= = =
Udowodnimy teraz dla przestrzeni {p> 1) witasnosc

podang na poczatku tego ustepu, mianowicie nastepujace twier-
dzenie:

Jezeli [Xn (0} C (P~ )i jezeli
1
lim 1 xn{)y {0 dt

0

istnieje dla kazdego y {t) d wowczas istnieje Xq{t)
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takie, ze

lim fxa@ymdi=_1 fy{dt diay{c
F|->C<GJ \(])

Dowdd. Niech dlay (Z
1

fn(y)= Xn{t)y(t) dt.
0

Fankcjonat fn (y) jest funkcjonatem linjowym okreslonym

Poniewaz }Lrg/«(j") istnieje dla kazdego vy zatem
I-
funkcjonat f{y) = ;'i;n;ofn (y), Jako granica funkcjonatéw linjowych,

Jest réwniez linjowy. Z twierdzenia o przedstawieniu funkcjona-

téw w przestrzeniach (rozdz. IVA, 8§ 4) wynika istnienie
takiej funkcji x* (t) (f ze
1
f(y)® J Xo(t)y (t) dt dla
0
Mamy wiec
1 1 A
li Xn{t t) dt = XeMt)y{t)dt dla 3rC
lim e Xn{t)y [t 0{ e {ty{ndt dla

Uwaga, Analogiczne twierdzenie i dowdéd mozna podac
dla przestrzeni {p> 1.

8 3. Niechaj y » U {x) bedzie operacjg linjowa, okreslong
w przestrzeni E typu {B), ktorej przeciwdziedzina miesci sie w prze-
strzeni El réwniez typu {B).

Jezeli cigg {x.} zdaza stabo do Xq woéwczas cigg {U{Xn)) zda-
za stabo do U {xf).
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Dow6d. Niech F bedzie dowolnym funkcjonatem linjowym
okreslonym w . Wyrazenie
YU{x) = X{x)
jest oczywiscie funkcjonatem addytywnym w i, jak tatwo

wida¢, ciaggtym.
Mamy bowiem:

XDV = 1Y U {3\ LYV TUDON-2 YL VUL x|
Poniewaz {Xn} zdagza stabo do X, wiec

lim Y U {Xn) = lim X{x,i) —X (a8 — Y U (x").

Zatem cigg {U (x,,)} zdgza stabo do U (xj.

Jezeli zalozymy, ze operacja y — U (x) jest petnociggta, wow-
czas, skoro cigg {x.} zdaza stabo do {Xg, to cigg {U{Xn)) zdaza
wedle normy do U (X", t. j.

lim 1U {Xn) — U (Xo) I= 0.
Przypusémy, ze ciag U (x,) nie zdaza (wedle normy) do
U (Xo). Istnieje zatem £> 0 i cigg czeSciowy {x,,.} taki, ze
U(X,,;)-U{x,)\>e (i=1,2, ..), )

przyczem cigg {i/(Xni)} jest zbiezny wedle normy do pewnego ele-
mentu y . Poniewaz ciag (x,[ jest stabo zbiezny do Xqg, wiec ciag
{U (Xn)} jest stabo zbiezny do U (Xg), co jest niemozliwe,
gdyz ciag {I/(x,)} dazy doy', a na mocy (1) y' d U (Xg.



ROZDZIAL VIII A.

Funkcjonaty linjowe w przestrzeniach (B).

W rozdziale tym zaklada¢ bedziemy, ze rozwazana prze-
strzen jest typu {B) M.

Niechaj bedzie dowolng liczbg porzadkowag graniczng
(t. zn. nie majaca poprzedniej).

Jezeli {Q} (1 <“I < J) jest ciggiem ograniczonym liczb rze-
czywistych typu 11, wéwczas przez

lim Ct (limes superior)

oznaczamy dolny kres liczb rzeczywistych K, spetniajacych nie-
rownosé

poczawszy od pewnej liczby porzadkowej zaleznej od K.
OkresSlamy dalej:

limQ = —Ilim (—Q) (limes inferior).

Por. prace cytowang pod*) na str. 26 (p. 228—234), gdzie znajdujg sie
wszystkie twierdzenia tego rozdziatu.
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Twierdzenie 1. Jezeli dla ciggu {A (¢)} (1 -<1< *) funkcjo-
natéw linjowych typu » mamy

|4 1<wW (k k o )
wowczas istnieje funkcjonat linjowy f (jo), spetniajacy warunki:

I/ 1-< M lim A (x) </ (n) <; lim 4 {x) {dla kazdego x). (1)

Twierdzenie powyzsze wynika z twierdzenia 1 rozdziatu II,
jezeli przyjmiemy tam

p {x) = lim A (X).
My

Funkcjonat p (x) spetnia warunki twierdzenia, a ponadto
p (x) M\ x\.

Uwaga. Kazdy funkcjonat Irnjowy / (x), spetniajagcy wa-
runki (1), nazywamy funkcjonatem granicznym ciggu {A (a)}
Jezeli /ImeM —/| = 0, wowczas / jest oczywiscie funkcjo-

natem granicznym ciggu {/«(™)}, mamy bowiem

HT fn (x) =/ {x)

dla kazdego

Definicja. Przestrzen L wektorjalng funkcjonatéw linjowych
nazywamy stabozamknietg, jezeli dla kazdego ciggu funkcjona-
tow {4} (@< D) tej przestrzeni, ograniczonych wedtug normy,
istnieje zawsze funkcjonat graniczny, nalezacy réwniez do L.

Uwaga. Definicja stabej zamknietosci wymaga liczb poza-
skoriczonych. Przekonamy sie pdzniej, ze w zbiorach o$rodko-
wych mozna ich jednak unikngc.

Twierdzenie 2. Jezeli L jest przestrzenig wektorjalng stabo-
zamknietg funkcjonatdw linjowych ijezeli funkcjonat linjowy ~ do L
nie nalezy, wéwczas, oznaczajac przez M liczbe, spetniajgcg warunek

O<M< I/l —@l dla kazdego f

mozemy znalez¢ element x* taki, ze
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f (N =0 dla kazdego f(Z L

? ("0 = 1,
1
<
M
Dowo6d. Obierzmy dowolny cigg liczb {MA — ro-

snacy nieograniczony. Niechaj K oznacza najwigkszg liczbe kar-
dynalng, spetniajgcg warunek: Jezeli moc dowolnego zbioru H eAE
Jest <K, wowczas istnieje funkcjonat linjowy/(x), taki, ze

/C A \F{x)-r*{x)\*M,.\x\ (xCld). (1)
Oczywiscie moc zbioru E Jest » XX Gdyby bowiem istniat
funkcjonat linjowy f(x) taki, iz

[/(x)-9(A:)|<MJ.vi dla xC
wowczas
\VE— 0| < Afi= Al

co Jest sprzeczne z zatozeniem.

Pokazemy teraz, ze ™ Jest liczbg skonczona.

Przypusémy bowiem, ze K nie Jest liczbg skonczona.

Niechaj G bedzie dowolnym zbiorem elementdw mocy K
Uporzadkujemy elementy zbioru G w cigg pozaskonczony

{Ki< ).
gdzie ™ Jest najmniejszg liczbg porzadkowg mocy K Oczywi-

Scie D Jest liczbg graniczna.
Jezeli ri<lIl, wowczas moc zbioru wyrazéw ciggu

{xA (1< 6<™

Jest mniejsza od K; istnieje zatem funkcjonat linjowy [, spetnia-
jacy zwiazki

/5] — 6<7]. (2)

Poniewaz zbior L Jest stabo zamkniety, istnieje zatem fun-
kcjonat linjowy /, nalezacy do L i bedacy funkcjonatem granicz-
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nym ciggu
{frn {K"g<n

Na mocy (2) mamy

[/ - l< f{x0 - @) |< Wil (1< e<

Wynika stad, Ze dla kazdego zbioru G mocy ¥ istnieje fun-
kcjonat linjowy f, spetniajgcy warunki (2).

A zatem K nie jest liczbg kardynalng nieskonczona.

Istnieje zatem zbidér Ki, zawierajgcy skonczong liczbe ele-
mentow, taki, Ze zaden funkcjonat /, spetniajgcy warunki

I/« 21 Ag i il (X)—@(x)le<Alilx| dla Kx

nie nalezy do L

Postepujac podobnie przy pomocy indukcji z n na «-f-1,
tatwo pokazaé, ze istnieje cigg zbioréw skonczonych {Ki} taki,
ze, dla kazdej liczby n naturalnej, jesli

| ~ K Ke I (xX) —p(x) ms<YH x| dla xCIKi  {i<n),

wowczas / nie nalezy do L.
Jesli tedy

[/ (xX) —@(x) I< YH]X1 dla XC A/ (/=12, ..), )
wowczas / nie nalezy napewno do L.

Mozemy przyja¢, ze elementy zbioréw {Ki) maja normy
réwne W wystarczy w tym celu elementy zbioréw {Ki} po-

mnozy¢ tylko przez odpowiednie liczby.
Porzadkujac wodwczas elementy zbiordw K w ciagg {x.,}

i wypisujac najpierw elementy zbioru Ki, nastepnie elementy zbio-
ru Ki i t. d,, mamy

lim Xn= 0, Xnl 1 {h=1,2,..), (5)
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i jesli
f{Xn) ~ 2 {) 1< Ml {h=12 ..) )

wowczas / nie nalezy napewno do L.

Oznaczmy przez L zbiér wszystkich ciggéw {/(x,,)} dla
Oczywiscie Le2{c) [zbior ciagow zbieznych] i (n«}d (™)

Na mocy (6) odlegtos¢ ciagu (fp(-*n)} od zbioru linjowego L
jest d MI. Istnieje zatem, na mocy lemmatu do twierdzenia 6
rozdziatu IVA, ciag liczb {C,} i liczba {C} taka, ze

Clim/ (Xn) Onf (xny =0 dla / C
Clim @(Xn) + Ohd(Xn) = 1,

Cl|+V|C,|<4r-
=
Jezeli teraz przyjmiemy

w0 — / CiXji,

wowczas na mocy (7)
/(n:o) =0 dla fdC,
®(x) = 1,

&M< : - O Xn
R Mx M

Definicja. Jezeli | jest przestrzenig wektorjalng zamknieta,
wowczas zbidr L wszystkich funkcjonatéow linjowych, spetniajacych
warunek

/[(x) =0 dla x(f2l,

nazywamy zbiorem regularnie zamknietym.
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Definicja. Ciag {/«} funkcjonatéow linjowych zdaza stabo
do funkcjonatu /(piszemy woéwczas lim [ =/), jezeli dla kazdego i

limfn () =/ (x).

Funkcjonat f (x) nazywamy staba granicg ciggu {fn) (mowi-
my czesto wprost zbiezny w sensie stabo zbieznym).

Fkinkcjonat f {x) jest funkcjonatem addytywnym Baire’a,
jest zatem linjowy.

Na mocy twierdzenia 5 rozdzialu VA, cigg norm {|/«|} jest
ograniczony.

Jesli _
%fn {x) =1 (m),
wowczas
lim \fn {x)\="\f{x)\,
zatem
lim|/,1 la| > |/(n) i
T—0
czyli
I/K limj/,].

Z tego, coSmy wyzej powiedzieli, wynika tatwo

Twierdzenie 3. Na to, aby ciag funkcjonatéw linjowych
{/l« (-")} byt stabo zbiezny do funkcjonatu f (x), konieczne jest
i wystarcza, aby

1) ciag {\fn\) byt ograniczony,

2) Irlg&)fn (x) =/ (x) dla elementéw x pewnego zbhioru wszedzie-

gestego (lub podstawowego).

Twierdzenie 4. Jezeli zbior Ejest oSrodkowy, woéwczas z kaz-
dego ciggu {fn) funkcjonatéw, ktorych normy sa wspolnie ograni-
czone, da sie wyrwac cigg stabo zbiezny.

Dowo6d. Wystarczy w tym celu z ciggu {/«} wyrwac ciagg
czesciowy, zbiezny w pewnym zbiorze przeliczalnym wszedzie-
gestym. Uczyni¢ to mozna tatwo przy pomocy metody przekatni.
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Twierdzenie 5. Jezeli E jest przestrzenig os$rodkowg, wow-
czas kazdy zbior L funkcjonatéw linjowych zawiera podzbidr prze-
liczalny R wszedziegesty stabo w L {t. zn. dla kazdego fCfL istnieje
cigg [fn] d R zdazajacy stabo do f).

Dowdd. Twierdzenie powyzsze wystarczy udowodni¢ przy
zatozeniu, ze funkcjonaty L maja normy wspdlnie ograniczone.
Kazdy bowiem zbiér jest sumg przeliczalnej liczby zbioréw, maja-
cych powyzszag wiasno$é. Niechaj {n:i«} bedzie zbiorem wszedzie-
gestym w E.

Niechaj Zn oznacza zbior punktow przestrzeni n -wymiaro-
wej 0 wspbtrzednych

/) dla / c
Istnieje oczywiscie zbior przeliczalny KNd L taki, ze punkty

f{xn)) dla

tworza zbiér wszedziegesty w Z,. Niechaj R=" KB Rjest
n=1

zbiorem przeliczalnym. Jezeli f (Z woOwczas istnieje cigg {fn},

spetniajgcy warunki:

1) fr.CK,, 2) My (x ))<= (=12, W,

Ciag [fn] zdaza wiec stabo do /, gdyz normy funkcjonatdw
{fn), jako nalezacych do L, sg w mysl zatozenia wspdlnie ogra-
niczone.

Twierdzenie 6. Jezeli E jest przestrzenig os$rodkowg, woéw-
czas na to, by przestrzen L wektorjalna funkcjonatéw linjowych byta
stabozamknieta, konieczne jest i wystarcza, by granica kazdego ciggu
stabo zbieznego funkcjonatéw, nalezacych do L, nalezata réwniez do L.

Dowo6d. Konieczno$¢ warunku jest oczywista. Pokazemy,
ze warunek jest wystarczajacy.

Niechaj {4} (1 < ~ 9) bedzie ciggiem typu przyczem niech

noL llglok  (1<e<d).



173 -

Niechaj [xn] bedzie zbiorem wszedziegestym w E.

Dla kazdej liczby naturalnej istnieje liczba hn, spetniajgca
warunki

liminfft{Xi)—i-< {Xi)< limsupfi (X)) + — (!-</s< n). (1)
n ' 8- ' n
Z ciagu {/|,} wyrwa¢ mozna cigg czeSciowy stabo zbiezny

do /, ktdry oczywiscie bedzie funkcjonatem granicznym ciggu {4}
i w mys$l zatozenia naleze¢ bedzie do L.



ROZDZIAL VIII B.

Funkcjonaty tinjowe w przestrzeniach (B).
(Ciag dalszy)

8 1. Przestrzeniami typu {B) osrodkowemi sg przestrzenie
) (p > 1, (C), (m) {p> 1) (0

w przestrzeniach (C) wielomiany o spofczynnikach
wymiernych tworzg zbior przeliczalny wszedziegesty.

W przestrzeniach {8) (/77~1) zbidr przeliczalny wszedzie-
gesty tworzg ciggi o wyrazach wymiernych, posiadajace tylko
skonczong liczhe wyrazéw rdznych od zera.

W przestrzeni {c) nalezy do poprzedniego zbioru dotgczy¢
ciggi, z ktorych kazdy ma, poczawszy od pewnego miejsca,
wszystkie wyrazy rowne jakiej$ liczbie wymiernej.

8 2. Staba zbieznos$¢ funkcjonatéw w niektérych przestrzeniach
osrodkowych.

a) Przestrzen {L(p>) {p>\). Poniewaz kazdy funkcjonat
linjowy / (x) okreSlony w {UpY jest ksztattu

/X{t) a(t) dt, gdzie a@) C (¢ P\

zatem ciag funkcjonatow
[

{tn {™)} ¢ (1) a,(ty dt  gdzie a, (f) (3 {Op-"\,
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zdaza stabo do funkcjonatu
1
f{x) =~ x {t) aft)dt

0

wtedy i tylko wtedy, jezeli dla kazdego x (t) (2 zachodzi
1 1
lim JI n(t) an{t) dt —J\ x {t) a{t) dt.

Widzimy stad, ze staba zbieznos¢ funkcjonatow linjowych

w sprowadza sie do stabej zbieznosci elementow w
b) Analogiczne uwagi stosuja sie do stabej zbieznosci
w {p> 1.
c) Przestrzen {L). W przestrzeni {L) kazdy funkcjonat lin-
jowy [/ {x) jest postaci
1
f{x) =" X{t)a(t)dt, gdzie a{t)d (M).
Ciag funkcjonatéw linjowych
1
{fn ()} = mj x{t) an(t) dt
.0

zdaza zatem stabo do funkcjonatu linjowego

1
F{x)A"AX {t) a{t) dt,
0

jezeli dla kazdego x {t) (1) zachodzi

1 1
lim [ af{t) an{t) dt = i x{t) a{t) dt. )
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Twierdzenie 7. Na to, by zwigzek (1) zachodzit dla kazdej
funkcji X (t) catkowalnej w < 0[] >, konieczne jest i wystarcza:

1) by funkcje {a, (™I i a{t) byly wspolnie ograniczone poza
zbiorem miary zero,

2) by lim j {udi— la (uWdu (O< m1).

Dowdd. Konieczno$¢ warunku 1) wynika z twierdzenia 3
rozdziatu VIIIA; mamy bowiem

fn = istotny &Référny | a,,(t)
przyjmujac zas

0 dla
xi (u) =

1 , 1>">n>0,

mamy ‘

j Xt{u) an(u) dli = \] an {u) dli.

Dostateczno$¢ warunkéw wynika z uwagi, ze zbior funkcyj
{Xt{u)) (0<7<1)

jest zbiorem pelnym w {L), gdyz

\]lxt (u)y a(u) du = O (km

0

pocigga za sobg a(u) = 0 prawie wszedzie.
d) Analogiczne warunki odnoszag sie do przestrzeni (/).
Latwo mozna udowodni¢ nastepujgce twierdzenie:
Na to, aby dla kazdego ciagu {8;} (* {l) zachodzit zwigzek

lim wa — XT
AYCO E'Tit

konieczne jest i wystarcza,
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by istniata liczba M > O, spetniajgca warunek

lak\< M, \ai\< M (n~r=1,2,...),
oraz
2) by lima\V= di {i=12 ..).
A->00
8 3. a) z kazdego ciggu funkcy] (0} d
spetniajacych warunek
1
\Xn{t)\P dt < M {M —niezalezne od n),

0

da sie wyrwac ciagg stabo zbiezny do pewnej funkcji Xo{t) d
inn. stowy, istnieje taki cigg wskaznikow {«, } dazacych do + ze

lim JI_ )y (t) dt =Af[n:o(t)y (t)dt dla yd
o) 0

Dowo6d wynika z twierdzenia 4 rozdziatu VIII A, i z uwagi,
ze elementy przestrzeni {L"pY) (p>1) mozna uwaza¢ za reprezen-

tanty funkcjonatdw linjowych okreslonych w ).

b) Z kazdego ciagu funkcyj Xn{t) wspdlnie ograniczonych
(poza zbiorem miary zero) da sie wyrwaé cigg stabo zbiezny do
pewnej funkcji x* {t) ograniczonej (poza zbiorem miary zero),
t, zn. istnieje taki cigg wskaznikow {/r,} dazacych do + co, ze

1 1
lim Ji x,1 {t)y{t) dt :JI Xo(t)y () dt dla y d Ll-

Dowdd wynika znowu z twierdzenia 4 rozdziatu VIIIA,
i uwagi, ze funkcje ograniczone uwaza¢ mozemy za reprezentan-
ty funkcjonatéw linjowych w (L).

b Twierdzenie to udowodnit pierwszy p. F. Riesz Zob. prace cyto-
wang na str. 71 pod b (p. 466 — 467).
Dr. S. Banach. Teorja operacyj Hnjowych. 12
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Analogiczne twierdzenia i dowody wystepuja w przestrze-
niach (/?>1) i {m).

8 4. Jezeli przestrzen funkcjonatow uwazaé¢ bedziemy za
przestrzen elementéw typu (5), wow”czas staba zbiezno$¢ elemen-
tow tej przestrzeni moze nie by¢ réwnowazna stabej zbieznosci
funkcjonatéw.

Przestrzen np. (/) uwazaé mozemy jako przestrzen funkcjo-
natow linjowych okreSlonych w (Co) (t. j. przestrzeni ciggow
zbieznych do zera).

W przypadku tym ciag d (0 dazy stabo do { }(Z (0>
jezeli

lim = ii. A I< M (gdzie M jest niezalezne od n).

i=l

Na str. 150 za$ udowodnilismy, ze jezeli przestrzen (/) uwa-
zamy jako przestrzen elementéw, woéwczas na to, by ciag
zdazat stabo do {I/} konieczne jest i wystarcza, by

lim
/=1

Widzimy wiec, ze pojecie stabej zbieznos$ci zalezy od tego,
czy elementy danej przestrzeni uwazamy za reprezentanty fun-
kcjonatow linjowych, czy nie.

§ 5. Jezeli E jest przestrzenig typu (S), wéwczas przestrzen
funkcjonatéow linjowych okre$lonych w E nazywamy przestrzenia
sprzezong do E. Przestrzen sprzezong z E oznacza¢ bedziemy
przez E.

Oczywiscie E jest rowniez typu {B).

a) Jezeli przestrzenie E i EM typu {B) sa izomorficzne (wzgL
rownowazne), wowczas przestrzenie sprzezone E i E* sg izomorficzne
(wzgl. réwnowazne).

Dowdd. Jezeli bowiem istnieje operacja linjowa y= U {x),
odwzorowujgca w spos6b jedno - jednoznaczny i obustronnie cig-
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gty E na £, wéwczas kazdemu funkcjonatowi linjowemu Y, okre-
Slonemu w , przypisa¢ mozemy funkcjonat linjowy

X{x)" YU{x),

okre$lony w E. Poniewaz operacja odwrotna m= U~" {y) Jest lin-
Jowa, wiec kazdemu funkcjonatowi linjowemu X, okre$lonemu w
odpowiada funkcjonat

Y{y) =XU-"(y),

okreslony w E”. Zatem przestrzenie i £'sg izomorficzne.
Gdyby pola E i E* byty rédwnowazne, wowczas dla odpo-
wiednich funkcjonatéw linjowych X oraz Y mielibySmy \X\*\Y\,

gdyz
\X \= gorny kres X (x) =

VX \<1

= gbrny kres Y U (x) = gorny kres Y(y) = \ Y\
1L< 1 <1

b) Jezeli przestrzen E typu (B) jest osrodkowa i jezeli z kaz-
dego ciggu elementéw {Xi) o normach wspélnie ograniczonych da
sie wyrwaé cigg stabozbiezny do pewnego elementu x, woéwczas

przestrzen E jest rownowazna z przestrzenig sprzezong do E.
Dowo6d. Oznaczmy przez H zbiér funkcjonatéw linjo-

wych okre$lonych w E, postaci
F (X) —X (Xo), dla kazdego X (jj E,

gdzie XqglJest pewnym elementem E zaleznym tylko od F.
Mamy oczywiscie | |<!V|X |.]af|, a zatem |Fj <;|m,]|
Na mocy twierdzenia 3 rozdziatu IVA istnieje taki funkcjo-
nat Xo (Z E, \z
i Xqgoin

Fooo - i lczyli RN I

i wobec poprzedniego |F|=]| |.

a zatem

Zbior H Jest zbiorem pelnym w E {E oznacza przestrzen
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funkcjonatéw linjowych okre$lonych w E). Jezeli bowiem mamy,
dla pewnego E,
F{X") =0 dla kazdego E (2 H,
wowczas Xq(n) = 0 dla kazdego x (2 E, a wiec X" = 0.
Pokazemy teraz, ze H jest zbiorem stabozamknietym.
Niechaj  bedzie dowolng liczbg graniczng pozaskoo6czona,
i niech (1< 8< oznacza cigg funkcjonatow zbioru H o nor-
mach wspélnie ograniczonych; istnieje zatem liczha M >0 taka, ze

\EM\<M 1< 6< 0)
Kazdy funkcjonat E jest ksztattu
ENX) = X{x") (1<4<'39-).

Zbioér E jest osrodkowy, istnieje zatem ciag {n/} wszedzie-
gesty w E. Niechaj n oznacza liczbe naturalng dowolng. Oznaczmy
przez xi™ dowolny element ciggu spetniajacy nieréwnosc

—, 1< - (i< a<N. (1)

AN

Niechaj
FAMA{X) = X ((r'>) dla C E-

Przypusémy, ze jest liczbg porzadkowa spotkofncowa z w

Istnieje zatem ciag przeliczalny {6/} liczb porzadkowych,
mniejszych od i zdazajacych do Z ciagu da sie wyrwac
ciag stabozbiezny do pewnego elementu

Oczywiscie mamy dla kazdego X

lim 9") (X) > Umn S (X) = UmX (n) > AT

i funkcjonat A") (AN = X jest przeto funkcjonatem gra-
nicznym ciggu

Jezeli S nie jest liczbg spétkoncowa 2z w, \vdwczas
z uwagi, ze ciag zawiera tylko przeliczalng liczbe réznych
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elementéw, wynika istnienie takiego elementu ze do
dej liczby porzadkowej 9 < @ istnieje liczba porzadkowa
i N taka, ze

aro ~ e

Oczywiscie
lim A«) (X) = lim X{xW) > X(x('™) = (AN.

jest wiec funkcjonatem granicznym ciaggu

kaz-

Z ciagu da sie wyjaé cigg stabozbiezny do pewnego

elementu Niech X (Xg = (x).
Oczywiscie Fq(™ H oraz

lim A7) (x) >- Fq(x)
[2->-00
Na mocy (1) mamy:
X{xi)>X{x[~))- - (A",
n

lim Ft () = lim X (x)  lim X —— 181 =

= lim A«) (X) - — jXj-> A) - — AT
N «) (X) — X (A) -

A wiec, na mocy (2),

lim FA () lim (X) >- P (x).
n)-00

(2)

Funkcjonat F* jest wiec funkcjonatem granicznym ciggu
{Fe} i nalezy do zbioru H, ktory jest tedy zbiorem stabozam-

knietym.

Poniewaz H jest jednak réwniez zbiorem peinym, wiec na
mocy twierdzenia 2 rozdziatu VIIIA zawiera wszystkie funkcjonaty

linjowe okreslone w E.
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Kazdemu tedy funkcjonatowi F linjowemu okreSlonemu w E
odpowiada element x speiniajgcy warunek

F{x) = X{x) dla X(ZE,
\F\ = \x\.
Jezeli wiec przyjmiemy
F=- U(x),

to operacja U (x) jest operacjg iinjowa, odwzorowujgcg E na E
w sposOb jedno-jednoznaczny, przyczem

LF/(x)t = iA].

Przestrzenie fmi fm sg zatem réwnowazne.

Uwaga. (EF) [ ((») (p>t) sa przestrzeniami rdwnowaz-
nemi z przestrzeniami sprzezonemi do przestrzeni swoich fun-
kcjonatow linjowych.

8 6. Wiasnos$¢ A pewnej przestrzeni nazywamy izomorficzng,
jezeli kazda przestrzen izomorficzna z pewnga przestrzeniag, posia-
dajacg wiasnos¢ A, posiada réwniez wiasnos$¢ A.

1. Moc zbioru jak i wiasnos¢, ze zbior jest osrodkowy, sg
wiasnosciami izomorficznemi.

2. Wiasnos¢: z kazdego ciggu elementéw {x,,} o normach
ograniczonych da sie wyjac cigg stabozbiezny, jest witasnoscia izo-
morficzna.

Wiasnosé powyzsza maja (@) (“c»>1); wiasnosci tej
nie posiadajg {L), (C), (/), (c).

3. Wiasnos¢; jezeli dla pewnego ciagu {x,}

lim/ (x,,)

istnieje dla kazdego funkcjonatu linjowego, wowczas istnieje element
X"\ do ktorego ciag {xn} jest stabozhieiny, jest witasnoscig izo-
morficzna.

Powyzszg wiasnos$¢ posiadaja {EgY), {¢p" D; (C) i (c)
nie posiadajg tej wiasnosci.
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4. Wiasnos$¢: jezeli cigg {Xn) jest slabozbiezny do elementu
wowczas jest mocndzbiezny {t. zn. wedle normy) jest wiasnoscig
izomorficzna.

Wiasno$¢ powyzszg posiada przestrzen (/), nie posiadaja Je]
przestrzenie {Uei) (p'*1), (E> {p>)\),

5. Wiasnos$¢: przestrzen posiada baze jest wilasnoscig izo-
morficzna.

Przestrzenie {p "™ D? (C), (c) posiadajg baze.

6. Wtiasnosé: przestrzen sprzezona jest osrodkowa Jest wia-
snoscig izomorficzna.

Wiasnos$¢ powyzsza posiadajg przestrzenie {UPY, (/7>1),
(c); nie posiadajg tej witasnosci przestrzenie (Z), (/), (C).

7. Wiasnosé: przestrzen jest izomorficzna z przestrzenig
sprzezong Jest wiasnoscig izomorficzna.

Wiasno$¢ powyzszg posiada przestrzen i po-
siadajg JeJ {c), (@, (1).



ROZDZIAL IX A

Roéownania funkcjonalne linjowe.

8 1. W rozdziale tym zajmiemy sie réwnaniami typu
V= U (m),
gdzie operacj'a U jest linjowa, dziedzina n:-0w tworzy prze-
strzei E, przeciwdziedzina — przestrzed E' M.

O przestrzeniach E i E' zakladamy, Jak zwykle, Ze sa
typu {B).

Funkcjonaty linjowe, okreslone w E oznacza¢ bedziemy lite-
rg X, za$ okreslone w E' literg K

Jezeli odwzorowanie okre$lone przez operacje linjowa
y" U (x)
Jest Jedno -Jednoznaczne, to oczywiscie operacja odwrotna

X )

Jest addytywna. +tatwo widaé, ze warunkiem koniecznym i wy-
starczajagcym na to, by istniala operacja odwrotna. Jest warunek

U(x) = D pocigga za sobg x = 0,

b Twierdzenia § 1 tego rozdziatu znajdujg sie w pracy cytowanej na
str. 26 pod b (p. 234—238).
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Jezeli operacja odwrotna jest ciggta, wowczas istnieje m>0

takie, ze
hnl< mjyll

Jezeli, odwrotnie, istnieje liczha m> 0 o tej wlasnosci, ze

mial< I (m)]],

to istnieje operacja odwrotna ciggta.

Jezeli operacja odwrotna jest ciggta, to przeciwdziedzina jest
zamknieta.

Jezeli bowiem (!L%yn:y, to przyjmujgc U{Xn)=yn, mamy

lim i mlim|J»— L& o0,

17,(/->00 0,9'—>0=>
i przyjmujac lim =,

o
mamy

U{X) =y.
Jezeli Yqgjest funkcjonatem granicznym ciggu typu

wowczas funkcjonat = U(Vq jest funkcjonatlem granicznym ciggu
{ ={"7(KY} typu

Jest to oczywiste, gdyz dla kazdego 5 mamy
Xr(x)=Yi_[U(x)] O <$<{m).

Lemmat. Niechaj operacja X = U {Y) posiada odwrotnosé
ciaggta. Jezeli L! oznacza dowolng przestrzen wektorjalng Y-6w,
a U (1) odpowiedni zbiér X-6w, wowczas, jezeli L’ jest przestrzenig
stabozamknietg. to zbior U {L') jest réwniez slabozamkniety.

Dowdd. Z zatozenia wynika, ze istnieje liczba m > O taka, ze

I~(K)Il milKI dla kazdego Y.

Jezeli wiec dla 1 A mamy

Xi_ CU(L% Nnel<A-,
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i jezeli X» —U (K", wowczas dla 1<; 1<~ zachodzi

linir<™A " nci'-

Cigg { posiada funkcjonat graniczny YqCl gdyz zbidr L'
jest stabozamkniety. Oczywiscie X* = O {Y") nalezy do U {U) i jest
funkcjonatem granicznym ciggu

Twierdzenie 1. 1. Jezeli operacja sprzezona X=U{Y) ma
odwrotnos¢ ciggta, wowczas réwnanie y = U{x) ma dla kazdego y
rozwigzanie.

2. Jezeli operacja X*U (Y) ma dla kazdego X rozwigzanie,
wowczas:

a) operacja y = U (x) ma odwrotno$¢ ciagila,
b) przeciwdziedzinajej jest zbiorem y-6w, spetniajgcych warunek

V(y)"0, jezeli U(Y) " 0.

Dowo6d. 1. Niechaj y* bedzie dowolnym elementem zbio-
ru E'. Niechaj L' bedzie zbiorem wszystkich funkcjonatéw linjo-
wych Y, takich, ze Y (y*) —0.

Oznaczmy przez L zbiér funkcjonatdw
X=U{Y) dla Y(ZE.

Poniewaz E jest zbiorem stabozamknietym, wiec na mocy lem-
matu poprzedniego zbior L jest réwniez stabozamkniety. Zbidr
L nie zawiera funkcjonatu X" —U{Yj), gdzie Y jest funkcjonatem
linjowym takim, ze Ko(ko = 1- Na mocy wiec twierdzenia 2
rozdziatu VIIIA istnieje element Xq taki, ze:
N (o) —I? N ()= o jezeli X (2 L
Niech
y, = U (JTo).
Mamy

K (K)="0#9=1, ~(Ki)=0 jezeli K(jL.
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Niechaj v bedzie dowolnym funkcjonatem linjowym i niech
v'= K-(I(yo)). n
Zatem

y'(yi) =0, czyli Y(®1)- ¥Y®M)=0  wiec Y(¥Y1~Yo0)"0.
Poniewaz Vv jest dowolnym funkcjonatem linjowym, wiec
Yi-Yorr, czyli yr-rU{x").

2a) Gdyby twierdzenie 2a) bylo nieprawdziwe, to istniatby
ciag elementéw { } taki, ze

lim I Xn 1= + lim fjsk 1= 0, yn= U {Xn).
JHD JHD

Niechaj x bedzie dowolnym funkcjonatlem, a y funkcjona-

tem takim, ze
X=T1{Y).
Mamy:
lim x {Xn) = lim vy (yn) = 0.

Poniewaz X jest dowolnym funkcjonatem, przeto z ostatniej
réwnosci wynika, ze cigg {x,} ma normy ograniczone, co jest
sprzeczne z zatozeniem.

2b) Niechaj element yo spetnia warunek

A(ah) = o jezeli U{Y)="0. (1

Przeciwdziedzina G' operacji U () jest zamknieta. Jezeli
zatem przypusScimy, ze Yo nie nalezy do G', wdwczas na mocy
twierdzenia 2 rozdz. IVA istnieje funkcjonat Y" taki, ze

Yeo=1 Xw=0 da yc G
Jezeli Xgq= U{Yq, vy (Z G, y —u {x), wowczas:

XM (o) = Po(y) = 0o, zatem u {YN) " 0,
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co na mocy (1) jest niemozliwe. Zatem

n G
Naodwrot, jezeli

U(v) = X=0,
woéwczas dla y ClI G
V(y) = X(x) = 0.

Twierdzenie 2. 1. Jezeli operacja y = U (a) ma odwrotno$¢
ciggta, wowczas réwnanie X = U{Y) ma dla kazdego X rozwig-
zanie.

2. Jezeli operacja y = U {x) ma dla kazdego y rozwiagzanie,
wowczas:

a) operacja X — U {Y) ma odwrotno$¢ ciagta,

b) przeciwdziedzina jej jest zbiorem X-6w, spetniajagcych waru-
nek X (m) =0, jezeli U (a)= 0.

Dowo6d przeprowadza sie analogicznie jak poprzedni; nalezy
tylko litery x,y, X, Y, U, U zamieni¢ odpowiednio na VY, X,y, x. U, U,

Jezeli w dowodzie uzyto twierdzenia o elementach, nalezy
obecnie oprze¢ sie na twierdzeniu analogicznem o funkcjonatach,
i naodwrot.

Z twierdzen 1, 2 wynikajg tatwo twierdzenia:

Twierdzenie 3. Jezeli réwnanie y — U (&) ma dla kazdego y
zawsze jedno jedyne rozwigzanie, woéwczas rdwnanie X * U {Y)
ma dla kazdego X takze zawsze jedno jedyne rozwigzanie, i na-
odwrot.

Twierdzenie 4. Jezeli operacjey = U {x) i X * U{Y) maja
odwrotnosci ciagte, wéwczas dla kazdego y i X istnieje doktadnie
jedno odpowiednio x oraz Y takie, ze

yr U {x), XrU{Y).
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Twierdzenie 5 Jezeli operacje y ~ U{x) i X U{Y) maja
dla kazdego y i X rozwiazanie, to doktadnie jedno.

Twierdzenie 6. a) Jezeli przeciwdziedzina operacji linjowej
U {x) jest zamknieta., wowczas przeciwdziedzina operacji U {Y) jest
zbiorem X spetniajacych warunek: X (x) = Q skoro U (x) = 0. b) Jezeli
przeciwdziedzina operacji linjowej U {Y) jest zamknieta, to prze-
ciwdziedzina operacji U (x) jest zbhiorem vy, spetniajgcych warunek:
Y(y)=0, skoro Z7(K)= 0.

Dowdéd. Niech G oznacza pochodng przeciwdziedziny ope-
racji U (x); G jest przestrzenig typu (B). Oznaczmy przez Z do-
wolny funkcjonat linjowy okreSlony w G, a przez (Z2) fun-
kcjonat linjowy X spetniajacy réwnanie

ZU(KX =X () dla x(2E

Latwo sprawdzamy, ze przeciwdziedziny operacji U~"Z),
U {Y) sa identyczne. Jezeli bowiem Y jest funkcjonatem linjo-
wym okre§lonym w i takim, ze

Z{y)"Y{y) dla yCG, @)

wowczas Z U (x) —Y U (x) dla kazdego x, a zatem
C(Z)=C(F). 2

Jezeli za$ Z jest funkcjonatem linjowym okreslonym w G, wéw-
czas na mocy twierdzenia 2 rozdziatu IVA istnieje w  funkcjonat
linjowy F, spetniajgcy warunek (1), a zatem i (2). Twierdzenie a)
dostajemy z twierdzenia 2. Co do b), to zauwazmy przedewszy-
stkiem, ze, gdy C ()= to E{y) =() dlay C G, azatem Z = 0,
Poniewaz zbiory Z-6w i yF-6w sga przestrzeniami typu (Z), wiec
na mocy twierdzenia 12 rozdziatu IIIA operacja X — (Z) ma
odwrotnos¢ ciaggta. Zatem na mocy twierdzenia 1 rownanie
y = U (x) ma dla kazdego y C G rozwigzanie i przeciwdziedzina
operacji U (x) jest temsamem zamknieta.
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§ 2. Zajmiemy sie teraz ro6wnaniami typu
y "x -U {x),

gdzie U jest operacjg linjowa petnociggta, ktorej przeciwdzie-
dzina miesci sie w dziedzinie ".

Lemmat. Jezeli operacja U {x) jest pelnociggta, woéwczas ope-
racja T{x)"x — U {x) przeprowadza zbidr zamkniety ograniczony
w zbiér zamkniety.

Dowo6d. Niechaj G bedzie zbiorem ograniczonym. Przy-
pusémy, ze

XnC.G («=1,2, ...), lim T{Xn) =y". (1)

Poniewaz cigg {U (Xn)} jest zbiorem zwartym, zatem istnieje
ciag czesciowy {U zbiezny do pewnego elementu Xqg

Poniewaz
U ~ T

zatem, na mocy (1), mamy
lira Xm X0,

skad
iYo *)~ Yo

Twierdzenie 7. Jezeli operacja linjowa U {x) jestpelnociggta,
wowczas przeciwdziedziny operacyj

T{x) =x-U{x) i T{X)=X-U{X)
sg zamkniete.
Dowdd. Niechaj Q oznacza zbidr rozwigzan réwnania
TX = 0.
9 Twierdzenia tego § z wyjatkiem tych, w ktdrych wystepuje pojecie
operacji sprzezone], zostalty dowiedzione po raz pierwszy przez p. F. Riesza.

Zob.: F. Riesz (ber lineare Funktionalgleichungen, Acta Math. 41 (1918)
p. 71-98.
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Przypusémy, ze Y d ~ jest elementem skupienia przeciw-
dziedziny. Istnieje zatem cigg elementéw {Xn) taki, ze

H%T{Xn) = Yo

Gdyby ciag {!“«|} byt ograniczony, wowczas, ha mocy lem-
matu powyzej dowiedzionego, element nalezatby do przeciw-
dziedziny. Oznaczmy przez dn odlegtos¢ elementu x,, od zbioru G
Istnieje zatem element Whd G taki, ze

dn'd j njd 1 = 1)

Mamy
H_%T {x,r—Wh) = Yo. (2

Gdyby ciag {\Xy —Wn\) byt ograniczony, wéwczas w mysl
lemmatu twierdzenie bytoby udowodnione.
Przyjmijmy wiec, ze

Mo X<~ -

Przyjmujac

mamy na mocy (2)
limT@Z)=0 i \zZn\=1.
>

Na mocy wiec lemmatu z ciggu {z,,} da sie wyrwac ciag
{ Zki) zbiezny do elementu w"\, dla ktdrego zachodzi

T (®0) = 0,
a wiec

" C G

Niech Zn—Wg= 5,. Mamy

lim j A e 3)
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Zatem

czyli

Xn — Wn — Wfy \Xn — W n\~ ~n\Xn — Wn\~
Stad, na mocy (1),

[ X — wni — w~ Xy~ wni d 1.11+U1 . (4)

Na mocy (3) i (4) istnieje takie w, ze
X —wr—  {x,,. —wm !Lji< =
co jest niemozliwe, gdyz
wnt o walxnos wailc e,

za$ dm jest odlegtoscig X od Q. Stad wynika bezposrednio,
ze przeciwdziedzina operacji T jest rowniez zamknieta.

Lemmat. Jezeli zbiér linjowy zamkniety jest czedcig wia-
§ciwg zbioru linJowego G, wowczas dla kazdej liczby £> 0 istnieje
~o Cl G takie, ze

IX) 1= 1, 1M, —x 1> 1—£ dla x(jjjQ.

Dowo6d. Niechaj x' (jj G — G\ Jezeli d oznacza odle-
gtos¢ x' od Gi, a 7 dowolng liczbe dodatnig, woéwczas istnieje
element y' & taki, ze

Przyjmijmy
- Xy
X —y
Jezeli y d G wowczas
N 1 ' [ 1
XN-y X'"—y ~ \x'—y'\.y \.

X' —y'
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Poniewaz

Y+ n:'-y lyC gdyz Y CG, i YC G,
zatem
d
X, -y l> ' d >-
VAR d-\- n
Obierajac odpowiednie ~> 0, otrzymamy

y CG,.
Oczywiscie
i-.i=’\|4 /-\y:i b
~0C G gdyz CG i YCG,CG.

Twierdzenie 8. Jezeli U (m) jest operacjg linjowg petnociggta,
wdwczas réwnania x — U{x)="%, jakotez X — U (X) = 0 majg conaj-
wyzej skonczong liczbe rozwigzan linjowo niezaleznych.

Dowdd. Przypusémy, ze istnieje ciag {x«} elementéw lin-
jowo niezaleznych i spetniajagcych réwnania

xn — U (xn) = 0 («=1,2,..).

Oznaczmy przez En zbior elementéw ksztattu
n
hi Xi,
i
gdzie hi sg dowolnemi liczbami rzeczywistemi.
Oczywiscie gdy m C “n, wowczas

x — U (x) —0.

Latwo widaé, ze zbidr en jest zbiorem linjowym zamknietym,
nie zawierajagcym elementu Xn\.i, zatem bedacym czeScig wiasciwg

zbioru Eny\. Na mocy lemmatu istnieje cigg elementéw {yn},
spetniajgcych zwigzki

y« 1= 1? ynChn, ly« —y 1>+ jezeli y C Q)

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych. 13
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Lecz
Yn—U{yn) =0 czyli ¥Yn= U {yn).
Cigg {yn} powinien wiec by¢ zwartym, co sie sprzeciwia
nieréwnosci (1).
Dowdéd dla réwnania X —U{X)="% przedstawia sie ana-
logicznie; uwaza¢ mozemy zbiér "-6w za przestrzen typu {B).

Twierdzenie 9. Jezeli réwnanie y = x — U (x), gdzie U (x)
jest operacja petnociggta, ma dla kazdego y rozwigzanie, wowczas
réwnanie x — U (1) = 0 nie ma rozwigzania po za x = 0.

Dowé6d. Potézmy

) =x-"U{x)=T {x), ro {x)=T{

Oznaczmy przez En zbi6ér x-6w, spetniajgcych réwnanie

TC6 (X) - 0.

Przypus¢my, ze istnieje element 770 dla ktérego zachodzi

Oznaczmy przez Xn element, spetniajacy réwnanie
Xn-i - T {Xn) (1=23 ..).
Poniewaz
rf") (x«+i) = @ 0, ) = T {X,) =0,
wiec
azn } XA ZZ B »

Oczywiscie En Jest zbiorem zamknietym linjowym, bedgcym
czescig wilasciwg zbioru Euai .

Na mocy wiec lemmatu, istnieje ciag elementow {yn}, spet-
niajacych zwiazki

\Y n\Ay, yw&Z » lpr IMNT da XZen& (D)

Mamy
T(YN) =¥n — u (yn),
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zatem

AYp)~ 1MYR) = Yp-[Yull- T{yp) - T{ya)I"yp-x.

Jezeli p>q, wowczas z uwagi, ze yn(ZEn, wynika

x) = T(P-") (ye) + T(P) v» - MP) (y,) = 0O,
zatem X Ep'l wiec na mocy (1)
o~ 1M Ir>

\U{yp)-U(ye)\>k ip>q)>
co jest niemozliwe, gdyz z ciggu {U(y,)} da sie wyrwac ciag

zbiezny.
Analogicznie otrzymujemy

czyli

Twierdzenie 10. Jezeli réwnanie Y —X — U (X) (U (m) ope-
racja petnociggla) ma dla kazdego Y rozwigzanie, wéwczas rownanie
X - UX)=%

nie ma rozwigzania po za X = Q.

Dowdéd prowadzi sie analogicznie, uwaza¢ mozemy bowiem
zbior A-Ow za przestrzen typu (B).

Twierdzenie 11. Jezeli rownanie x — U(x) = @ (E(x) ope-
racja linjowa pelnociggta) ma jedyne rozwigzanie m —0, wowczas
rownanie

VA X—U ()
ma dla kazdego y rozwigzanie.

Dowdd. Poniewaz przeciwdziedzina operacji x — U (x) jest
zamknieta, zatem na mocy twierdzenia 2 i zatozenia wynika, ze
rownanie

A - UX)
ma dla kazdego Y rozwigzanie.

Na mocy wiec twierdzenia 10, X — U (A) = 0 ma jedyne roz-
wigzanie A = 0. Na mocy wiec twierdzenia 1, rownanie

y —x — U (x)

ma dla kazdego y rozwigzanie.
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Analogicznie udowadnia sie
Twierdzenie 12. Jezeli rownanie X — U {X) = 0 (U (x) ope-
racja petnociggta) ma jedyne rozwigzanie A = 0, wowczas rownanie

Y=X-U{X)

ma rozwigzanie dla kazdego .

Twierdzenie 13. Jezeli U (x) jest operacjg petnociagta wow-
czas réwnania

A:-17(x) =0 i x-u{x) ="
maja réwng liczbe rozwigzan linjowo niezaleznych.

Dowdd 7. Potézmy
T{x) =x-U {X, T{X) = X -U {X).
Niechaj
r(x,)-0 (/=1,2,...«), T{Xi) = % (=212, ... v, (D

przyczem zaktadamy, ze elementy {x;} wzglednie funkcjonaty
{xi) sg linjowo niezalezne, liczby za$ « i v oznaczaja najwiekszg
liczbe rozwigzan linjowo niezaleznych réwnania

T(x) = 0 wzglednie T (X) —O0.
Niechaj Wi (1L < /< v) oznacza dowolny element, taki, ze
Aj(ru) =0 dla 74=]. 2

Istnienie takiego elementu jest widoczne, gdyz zbior linjowy
typu

) w pewnych przypadkach specjalnych twierdzenie to udowodnit
p. F. Riesz w pracy cytowanej na str. 190, p. 96—98. Dowo0d tego twierdzenia
w tej ogdlnosci przy innem jego sformutowaniu podat p. T. H. Hildebrandt;
zob.; T. H. Hildebrandt, Uber vollstetige lineare Transformationen, Acta
Math. 51 (1928) p. 311—318. W sformutowaniu przez nas podanem twierdzenie
to znajduje sie w pracy p. J. Schauder a cytowanej w uwagach do roz-
dziatu VIA.
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—1
2 + 2 NiX,

j=i+

jest stabo zamkniety i nie zawiera Xi.
Analogicznie oznaczmy przez Z/ (!<!/-< n) funkcjonat lin-
iowy, taki, ze

ZI(Xy=1  Zi(xj)~ 0 dla i4=j. 3)

Funkcjonat Z/ istnieje, gdyz Xi nie nalezy do zbioru lin-
iowego zamknietego ksztattu

‘D BRI

Przypus¢my, ze v> n. Potézmy

n

R{x) = U{x) + Zi (x) Ty

Jak tatwo widaé, operacja R (a) jest petnociggta.
Zauwazmy, ze réwnanie

w{X) =X —R{x)=~

ma jedyne rozwigzanie x = 0. Przypu$¢my bowiem, ze

n
W (X,)AX0-R (%) =T (X,)-"Y " Z,(x)-n, =% (4)

2=1
Zauwazmy, ze na mocy (1) mamy (!-</<; V)
Xi T{x) —" dla kazdego (5)
zatem na mocy (4) i (2) mamy
W{x,) = Zi{x,) = 0 (K (6)

A wiec T{Xg = 0, skad na mocy (1) i znaczenia liczby n
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Xg— N Xij
w=1
sg odpowiednie liczby rzeczywiste.
Na mocy (6) i (3) mamy stale

Zi X9 = a/ =0 a wiec =0.

Na mocy wiec twierdzenia 11 réwnanie

X—R{x)» T{X) — y Zi(x) Ti= 7TpN\

i=I
miatoby rozwigzanie, lecz jak fatwo wida¢ na mocy (2) i (5) mamy

Xr+1 (X - R (X)) =0,
za$ na mocy (2)

(7P = L

Zatem nie moze zachodzi¢ nieréwnos$é v> n.
GdybysSmy przypuscili, ze v< «, wéwczas kladac

\
R{X) = " Zi (x) i
i—
mamy
Vv

R(.X) =~X(-ru)Zi.

Postepujac jak poprzednio, wykazemy, ze r6wnanie

\Y
T(X)-""X(r,,)Z, =»,
i=I
\%
sprzezone do rownania T{x) —y”" Z/(m) 4-=0 ma jedyne
=il
wigzanie X — Na mocy wiec twierdzenia 12 réwnanie

roz-
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T(X)-~X{n"rZ, =2+,

i=1
powinno mie¢ rozwigzanie, lecz to jest niemozliwe, gdyz
T(X) XHA—XT (xv-Li) = 0 dla kazdego X"
*v&i) = 0 dla i< s za$ =1

A wiec 9=V, o co chodzito.

§ 3. Zatézmy, ze operacja linjowa U (n) ma przeciwdzie-
dzine mieszczaca sie w E. Wowczas dla kazdego h rzeczywi-
stego, operacja x —h U {x) jest operacjg linjowa.

Sprzezona do niej ma ksztatt

X -ho{X\

gdzie U jest sprzezong do U. Zajmiemy sie teraz badaniem

rownan
X—h U{x) —y, (a)

0

X-hU{X)"}. (b

Jezeli dla pewnego rownanie (a) ma dla kazdego y jedno
jedyne rozwigzanie, wowczas powiadamy, ze jest wartosciag
regularng rownania (a), w przeciwnym wypadku nazywa sie
wartoscig whasciwg. Zbiér wartosci wiasciwych tworzy tak zwane
spektrum.

Na mocy twierdzenia 3 wynika, ze rownania (a) i (b) majg
ten sam zbidr wartosci regularnych, zatem i witasciwych.

Twierdzenia 1 — 6 tatwo czytelnik wypowie dla réwnan
typu (I).

Twierdzenia powyzsze pozwalajg z zachowania si¢ réwna-
nia (a) wnioskowa¢ o réwnaniu (b) i naodwrot.

Twierdzenie 14. Zbiér wartosci regularnych jest zbiorem
otwartym.
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Dowo6d. Przypusémy, ze jest wartoscig regularna.
Istnieje zatem liczba m > 0 speiniajgca zwigzki

X~  U{X)\ m\X\
\X-h,U{X)\>m\X\,
Dla dowolnego e mamy
\X—{h-{-B)U{X)\":"\X —K"M{X)\ —\B\I & (a)| > {T—\ \\U\)\X\,
analogicznie
\X-{h, + MH)U{X)\>{m-\*"\ TU\)\X\.
Wynika stad, ze dla s do$¢ matych co do modutu, operacje
x-{h”™ + B U{X),
X -iK + MU{X)

majg odwrotno$¢ ciggta, co na mocy twierdzenia 4 pocigga, ze
~0 + s jest wartoScig regularng.

1
Twierdzenie 15. Jezeli |h| ‘Wowczas h jest wartoscig
regularna.

Dowod”). Jezeli \h\< U , wowczas rozwiagzania mo-

zerny przedstawi¢ w postaci

=3+ A (y), X=Y+ V) (1)
[€/(0 (y) = U (y), {y) = U Ci(«-0 (),
U0){Y) = U(YX  'UM (Y)= UTJIY-*HY)]

Szeregi powyzsze sg zbiezne, gdyz

0 Zob. prace cytowang na str. 38, p. 161, Theoreme 7.
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MA»TI()(>) < Vo AN Uy 1M,
M

2 I/<Ne (I')K (AL 71} T].
1 =1
z (1) wynika

00 00
ux) = y)+ ™ @)=y 2 ) ~yn
=1
zatem x —h U (x) =y, analogicznie X —h U (X) — V.
Poniewaz réwnania (I) majg dla kazdego y i V rozwigzania,
zatem na mocy twierdzenia 5 jedyne, wiec h jest wartoscig regu-
larna.

Jezeli X wzglednie X spetnia rdéwnania
X-YhU(x) =%
@

wowczas 1 wzglednie X nazywa sie elementem wzgl. funkcjonatem
whasciwym.

(M

X+hU(X)

Twierdzenie 16. Jezeli
X —h U {x) —0,
{ho h)
X-1V U{X) =%
wowczas X (x) ~ 0.
(Innemi stowy; Element wiasciwy wartosci h jest ortogonalny
do kazdego funkcjonatu witasciwego wartosci h\ jezeli h @ h).
Dowo6d. Mamy

X{x) = hXU{x) =h U{X)x.

Poniewaz

u{x) » ~lx
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zatem
N
x).
W (x)

Z uwagi na to, ze A® h\ otrzymulemy
Nox) = 0.

8 4, Jezeli U (x) jest operacja peinociggta, wowczas dla
réwnan () mozna wypowiedzie¢ nastepujace twierdzenia, ktdre
sg uogodlnieniem twierdzen Fredholma dla rownain catkowych.

Twierdzenie 17. a) Réwnania (Il) majg te samg skonczong
liczbe d {h) rozwigzan niezaleznych;

b) Jezeli d (h)~ 0, wowczas h jest wartoscig regularna;

c) Jezeli d{h)> 0, za$

X3, {Xi) {i=12 ... d{h)

sg niezaleznemi rozwigzaniami roéwnan (1), wéwczas réwnanie (la)
ma rozwigzanie dla kazdego y, spetniajgcego warunki

Xi{y)"0 {inrl, 2, ... d{h)),

rownanie za$ (Ib) ma rozwigzanie dla kazdego Y spetniajgcego
warunki
K(xxO =0 (/-1,2, ... d{h)).

Dowdd. N a) jest to inna wypowiedz twierdzenia 13,

b) wynika z twierdzenia 11 i z a),

c) wynika z twierdzenia 6 i twierdzenia 7.

Twierdzenie 18. Jezeli U (x) jest operacja petnociggla, wow-
czas zbior wartosci wiasciwych réwnania (la) jest zbiorem izolo-
wanym.

Dowo6d?. Przypus¢my, ze

lim hn = h, (i~ hk dla /3=Kk)

«-»0C

0 Zob. prace p. J. Schaudera cytowang w uwagach do rozdziatu VIA.

0 Zob. prace cytowang na str. 190, p. 90, Satz 12.
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i ze hn sg wartoSciami wiasciwemi réwnania (la). Niechaj
Xfi—hnU Xty  Xn 3+ (@)

Zauwazmy, Ze elementy Xn sg linjowo niezalezne.
Przypusémy bowiem, Ze elementy x" ~2 ... Xn~\ sg linjowo
niezalezne, za$

44
5
mamy n—l
X)i —nhfi U (™M) — hn  LI{X)y
i=l
zatem
n—I
Xn—M_lhn hi Xi,
i— :
skad

a poniewaz T_CD 1 {n>1i), zatem elementy Xi {i=1 2,... n—1)
i

bytyby linjowo zalezne.

Oznaczmy przez zbior linjowy elementéw y ksztattu

y:2 al Xi\

oczywiscie Gn jest zbiorem zamknietym i jest czeScig wilasciwg
zbioru Gn+ie Jezeli y d G, wdwczas

Y —hnU @(Z Gn-i.

Mamy bowiem, na mocy (1),

y—hnU {y) =2 a-Xi—2 hnoi® =2 a/ N Xi,
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Na mocy lemmatu § 2, istnieje cigg elementéw {yn}, spet-
niajacy zwiazki
IMil=1 > C G« Ily«—YI>1t jezeli yC Gn-i. (2)
Poniewaz [hn] jest ciggiem ograniczonym, zatem ciag
{U{hnyn))
jest ciagiem zwartym. Lecz dla p> g mamy
1U {hpX) - U (hey,) \=\yp-(yp-hpU(Vp) + U (hey)\.
Poniewaz
vp Z ypo hpu PP d G, hgu {yn d Z b
zatem na mocy (2)
I" {K¥p)- " Bgyq) 1>+ dla p>q.

A wiec cigg U {bnyY) nie jest ciggiem zwartym.
Wynika stad, ze wartosci wasciwe nie maja punktu skupie-
nia w skonezonosci.



ROZDZIAL 1X B.

Rownania funkcjonalne linjowe.
(Ciag dalszy).

8§ 1. Do réwnan typu x-—hU {x)—y w przestrz*eniach {Up"

sprowadzajg sie t. zw. réwnania catkowe Fredholm a, ksztattu
1

x{s) —h " K(s,1t) x {1y dt—y (5), 1

gdzie K(s,t) spetnia odpowiednie warunki.
Rownanie
X-hU {X)=Y

przedstawia sie w postaci

X{t)-h | K{s, )X(s) ds = Y{t). 2)

Czytelnik z tatwos$cia zinterpretuje twierdzenia rozdziatu IX A
w odpowiedni spos6b dla réwnan catkowych.

Jezeli K {St) speiniajg odpowiednie warunki, woéwczas ope-
racja linjowa

K{s, t)x{t) dt

jest petnociggta i stosujg sie do réwnan (1), (2) twierdzenia § 2
i § 4 rozdziatlu IX A
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W szczegélnoSci twierdzenia 17 przyjmujg postac t. zw.
twierdzen Fredholm a.

Oczywiscie twierdzenia te pozostajg prawdziwe nietylko dla
rownan catkowych.
§ 2. Rownania typu

X (5) —I" K{s, t) X{t)ydt=y (s), ()

gdzie K{s,t) jest funkcja ciaggta, nosza nazwe réwnan Volterry.
Operacja

A K {s, 1) X (t) dt

jest petnociggta w przestrzeniach {p>\) i (C).
Wykazemy, ze réwnanie

U('A)-3 K{s, t)x{t) dt=0 2

ma tylko jedno rozwigzanie x (5) " 0.
Przypus¢my, ze x (5) speinia powyzsze réwnanie.
Oczywiscie x (s) jest funkcjg ciggta. Niechaj

m=max | (" M = max IK (s, 1)

0<Cs,

Na mocy (2)
a

X(s) ImMJI' IX Idt, 3

zatem
IX0) I< mb5 O< 5< .

Stad na mocy (3), wstawiajgc Mms zamiast x{t), otrzymamy

iXG)|< Xem .
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Postepujagc tak dalej dostajemy
nee MY =2,
n

Oczywiscie wiec x (5) 0.
Poniewaz réwnanie (2) ma tylko jedno rozwigzanie a(s)” o,
a operacja

V(s)= j K{s, t)x(t)dt

0
jest petnociggty dla
NC PC (M0 oraz aC (C), 3*C (Q,
zatem rdwnanie (1) ma dla kazdego y ClI rozwigzanie jedno
jedyne x (C
8 3. Jezeli y = U {x) jest operacjg linjowg dla x (C
y (C woOwczas operacja sprzezona
XATI{Y)
uwazang by¢ moze za operacje linjowg dla Y ClI X (C
Wynika to stad, ze wszelki funkcjonat linjowy w jest
ksztattu

1
J Y{t)x{t)dt, gdzie
0

Mozemy zatem funkcje Y {t) uwaza¢ za reprezentanta powyz-
szego funkcjonatu.
Jezeli
1 1
\yU(x)= [ xU{y) 4&.iaxC{L<V), yC(LC®), (D
0 0

wowczas operacje linjowg U (&) nazywamy symetrycznag.
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Poniewaz

Jyuw =] xup,

zatem operacja symetryczna réwna Jest swojej sprzezonej.
Jezeli K{s, t) Jest funkcjg symetryczna [t. zn. K{s, t) = K{t, 5)]
i ponadto

11
J 3 K{s,t) X{t)y (5)ds dt
0O
istnieje dla kazdego x ClI iJZ wowczas operacje

1

U{x)= " K{st)x (0dt=y (5),
0]
1

V{x) = x{s) —h" K{st) xit) dt =y {s), (2)

sg operacjami linjowemi symetrycznemi, gdyz spetniajg warunek (1).
Roéwnania typu (2) nosza nazwe rdéwnarn catkowych syme-
trycznych.
Jezeli U (x) Jest operacjg symetryczng, woéwczas do réwnan

typu
X—hU(x) =y )
odnoszg sie nastepujgce twierdzenia.
Twierdzenie 1. Warto$S¢ parametru h jest regularng jezeli,
albo réwnanie (I) ma odwrotno$¢ ciagty, albo jezeli réwnanie (1)
ma dla kazdego y rozwiazanie.

Dowdéd wynika z uwagi, Zze rownanie sprzezone Jest
identyczne z danem.

Twierdzenie 2. Réwnanie (I) posiada zawsze przynajmniej
jedna wartos¢ wihasciwg. Najmniejsza wartoScia witasciwg jest
jedna z liczb:



AANTTERY
Jak tatwo wida¢, Jest najmniejszg liczbg, spetniajaca nie-
réwnosé
1

1
J (m) IUI\] dla kazdego &

Dowdd opiera sie na nastepujgcej uwadze.
Jezeli

1 1 1
lim [ Xnyn " 1, I it <1, I W<1 h=12.)
J J J

wowczas

3

Xn —yny = 0.

:

Mamy bowiem
1 X I I
lim {Xn—YnY =Ilim_ xI+ lim jyl~ 2lim XnYn< 0.
/0 «— 1 v «0 t/

Niechaj k- oznacza najmniejszg liczbe, spetniajagcg nieréwnos¢

\

3)
to znaczy
A2-ii ¢/)|2.
Istnieje zatem, taki cigg {n«}, ze
I 1
lim i A=
; A eI =k @
0 (@)

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych. 14
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Mamy

im [~ [upmt =1im T Upo U o =

n—03 J " 2—><3 ]

= lim  xi Uu{Xn) 1. )

Poniewaz, na mocy (3) i (4),
1IN
J M ouxy) ® 0

zatem, na mocy uwagi uczynionej poprzednio, mamy

lim j \Xn—"y UUDN) =0, (6)
skad, ktadac

Xi c U (XIr) —ixn} a)

lim ( {yn+ y U(yn)Y =0.

Wynika stad, ze albo h:?l, albo h—----i—-jest wartoscia

wiasciwa. Przypus¢my bowiem, ze h:—: i h—? s war-
tosciami regularnemi. Woéwczas réwnanie (I) posiada odwrot-

no$¢ ciggta dla A= % Zatem istnieje liczba /M > Q taka, ze

k

;Ci (X) I> ne2 X I_7K2 n3.
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1
Stad, na mocy (7), J yl~> ¢ a wiec
0

1 1

 PH\n(yn)y >SN y1>
0 0
to za$ sprzeciwia sie (8).

Na mocy twierdzenia 15 rozdziatu IX widzimy, ze jezeli

1
U\

woéwczas h jest wartoscig regularna.
Przypus¢my, ze

k I<

jest wartoscia wiasciwa i ze
g, , Ph—KU =0, =1 (1)
0]
Kiadgc Yn= Xn—K U (n«> mamy
W V!0 @
oraz
1 1

lim " Xn U (Xn) :«I_i>r&)tJ [Yn+ K U (Xn)] U (Xn)

1 i

—lim 3" ynU {Xn)-\r K ~ (U {Xmy (©)

Na mocy (2),

lim , oy U{xn) =0,

na mocy (1),

lim K {[UQ@)]~=lim [ x" =
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stad na mocy (3)

lim 1 U{X) = 4

Zauwazmy, ze Jezeli =1 to

AxU (x)\< Y =11 U

Stad, na mocy (4), widzimy, ze:
Gorny kres wyrazenia
1
XU{XN\ T (xr< 1

jest rowny bezwzglednej wartosci najmniejszej co do modutu war-
tosci wiasciwej.



ROZDZIAL X.

Przestrzenie typu (G).

8 1. Niechaj E bedzie przestrzenig (D) zupeing.

Przypusémy, ze kazdej uporzadkowanej parze elementéw vy
przestrzeni E przypisany jest jednoznacznie element r tej prze-
strzeni; oznaczmy go przez xy, nazywajac iloczynem elementéw Xx,y.

Zatézmy, ze E jest grupa ze wzgledu na powyzszy ilo-
czyn, t. zn.:

- {"y)z"x{yz)]

L. Istnieje element jednostkowy 1, taki, ze

\ . X —X.\ —x dla kazdego m;

13. Kazdemu elementowi m odpowiada element odwrotny

X-1 spetniajgcy réwnanie
nox-"" =1,

Z aksjomatéw, powyzszych wynika tatwo, ze:

a) Istnieje doktadnie jeden element jednostkowy;

b) Elementem odwrotnym wzgledem x~" jest n;

C) Xy =Xz pocigga za sobg y ~ z

Zatdzmy ponadto, ze spetnione sg aksjomaty nastepujace:

I HI:U:D = iql_i)@yn"y
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pociggajg za sobg
lim Xnyn = ~y\
200

ll2. \\Tayn~y pociaga lim y~"
th a0 -

Przestrzenie, spetniajagce powyzsze aksjomaty, nazywaé be-
dziemy przestrzeniami typu (G).
Przypus¢my, ze E jest przestrzenig typu (G),
Jezeli x("E, a H jest zbiorem zawartym w E, wdwczas
przez
XH (wzgl. Hn)
oznacza¢ bedziemy zbidr wszystkich elementéw y ksztattu
y =Xz, z(2H (wzgl. y =zx, z(ZH).
Oczywiscie, ze stale
(IMXAHN = XHA-\-XH2,
X{H*—H.) = XHi —XH. dla H"™Hi,
X {Hi .H2) = {XHi) .{XHb2).

tatwo mozna pokazac¢, ze jezeli H jest zbiorem zamknietym
(wzgl, otwartym, nigdziegestym, pierwszej lub drugiej kategorji,
mierzalnym {B)), wdwczas zbiér n H jest réwniez zamkniety
(wzgl. otwarty, nigdziegesty i t. d.).

Jezeli y jest punktem wewnetrznym zbioru //, woéwczas Xy
jest punktem wewnetrznym zbioru xH.

Zbidr niepusty H (2 E nazywa sie podgrupa, jezeli warunki
X(2H i y2*H pociggajg xy (2H i x"22H.

Oczywiscie, ze wowczas \ 21 EI

8 2, Przypu$émy, ¥Q E i El sg przestrzeniami typu (G).

Operacja U (), okreslona w E, ktorej przeciwdziedzina mie-
Sci sie w El, nazywa sie multyplikatywnag, jezeli

U{xy) = U(x).U{y).
Mamy U U(x.1)=U().U(1), azatem U (1) =1
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Mamy rowniez
1= 77(1) = U{x.n-i) = U{x). U{x-"),

i tem samem
U{x-")M{U{x)y-K
Operacja multyplikatywna ciggta nosi nazwe potegowe;j.
Twierdzenie 1. Jezeli operacjay = U{x) multyplikatywna jest
ciggta w jednym punkcie, wowczas jest potegowa.
Dowdd. Przypusémy, ze x" jest punktem ciggtosci ope-
racji y = U(x). Niechaj x E.

Jezeli lim x,, = wowczas

lim Xn x—Xq= Xo

i tem samem
lim U (xn x-" XN = U (X9g.
Stad
lim [U(xn) U(x-y U(x,)]" U{Xj),
czyli
lim U{Xn) U{"") = 1,
wiec
}ﬂ U{Xn) U{x-") U{x) - U{x).
Poniewaz
U{x-") U{x) = U{1) = 1,
wiec

lim U{xn) ~ U (Y).

Twierdzenie 2. Operacja multyplikatywna mierzalna (B) jest
potegowa.

Dowo6d. Na mocy twierdzenia 4 rozdziatu I, operacja U (x)
jest ciggta w zbiorze H, przyczem E —H jest zbiorem pierwszej
kategorji. Przypusémy, ze

li =1
>
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Zbiér Xn H Jest zbiorem drugiej kategorji, przyczem
E~ XnH=Xn{E—H)

Jest zbiorem pierwszej kategorji. Zatem zbio6r

(£-9) +'Y Xn(E~H)
1

nie wyczerpuje przestrzeni E.
Oczywiscie mamy

(x,H)(ZE-H + ~ {E-XnHy,

«=1 n—1
Istnieje zatem punkt x', taki, ze
x'd 4, x’erXnH (n=1,2, ...);

a wiec- stale

Poniewaz

lim xr™ x’ = x'.

zatem
lim U{x~"x") = U(x%
skad
lim U {x-*) UX) = U {x%

i tern samem

lim U(x~") = 1,

i «>00

czyli

lim U {Xn) ~ 1.

A wiec punkt 1 Jest punktem ciggtosci, zatem operacja
U {x) Jest ciagta.

§ 3. W ustepie tym zaktadaé bedziemy, ze E Jest przestrze-
nig typu (G) spdjng t. zn.,, ze E nie Jest sumg dwdch zbioréw
zamknietych roztgcznych.



217

Przestrzenie typu (G) spljne nazywac¢ bedziemy przestrze-
niami typu (G*).

Jezeli H E jest rownocze$nie zbiorem otwartym i zamknie-
tym, wowczas H=E. W tym wypadku bowiem E —H jest row-
niez zbiorem zamknietym.

Twierdzenie 3. Jezeli podgrupa L (2 E mierzalna (B) jest
drugiej kategorji, wowczas L = E.

Dowdd. Wobec zatozenia, istnieje kula otwarta K (ktérej sro-
dekyoCnJ?, jak oczywiscie mozemy przyjac), w ktérej L jest wszedzie
drugiej kategorji. Poniewaz L jest zbiorem mierzalnym (5),
wiec K — KL jest zbiorem pierwszej kategorji.

WezZzmy pod uwage zbidr y~" K.

Poniewaz y* jest punktem zbioru K, zatem punkt yr=1
jest punktem zbioru K.

Istnieje zatem kula otwarta Ki o $rodku 1, nalezaca do zbio-
ru y-~ K.

Mamy widocznie

y-"[K -KL ~ (yyi K)- (y-"K).LZJKi-KiL.

Poniewaz K — KL jest zbiorem pierwszej kategorji, wiec

zbidr
Ki~ KiL jest zbiorem pierwszej kategorji. 1)

Wykazemy, ze kula K\ nalezy do L.

Niechaj x bedzie punktem kuli Ki.

Oczywiscie punkt x .l1—x bedzie punktem zbioru x Ki, gdyz
1 jest $rodkiem kuli Ki.

Poniewaz zbiory otwarte Ki i x Ki majg punkt m wspdélny,
zatem istnieje kula otwarta K* (o $rodku x), taka, ze

K,c  Ki).Ki (2)
Na mocy (1) i (2) zbior

Kz — Kz jest zbiorem pierwszej kategorji. (3
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(na mocy (2), wiec na mocy (1)

Poniewaz x 2&Z72d
(N AT — [<2) L jest pierwszej kategorji, 4
A wiec zhior
()

X Kr) - Kr) K.- Kr(xL)
jest zbiorem pierwszej kategorji.

Na mocy (3) i (5) iloczyn
{Krnx 1)].[KrL

nie jest pusty.
Istnieje zatem punkty (ZL taki, ze xy (Z L.

A wiec punkt
Ax(ZL

Wykazalismy wiec, ze 1 jest punktem wewnetrznym zbioru L.
Poniewaz y L"L jezeli YCZA wiec punkt y ~y .1 jest
punktem wewnetrznym zbioru L.
Zbior L jest wiec otwarty.
Przypusémy teraz, ze stale

1
<

ynz” i liniyn

I
-

Poniewaz
limyy-i -y

wiec istnieje takie n, ze yyzZ CZA-
Z uwagi na to, ze y,i Z * otrzymujemy

Zbidr L jest wiec rownocze$nie zbiorem zamknietym i otwar-
tym, wiec L = E,

Twierdzenie 4. Jezeli {Un{x)) jest ciggiem operacyj potego-
wych, wowczas zbiér x~6w, dla ktorych

lim Un () istnieje,

jest zbiorem pierwszej kategorji albo zbiorem E.
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Twierdzenie 5. Niechaj {Upg (x)} bedzie ciggiem podwdjnym
operacyj potegowych. Jezeli istnieje ciag {Xp} taki, ze

gI_iAror3i Upg {Xp) nie istnieje dla p=1,2, ...,
wowczas istnieje element x' {niezalezny od p), dla ktérego

lim Upg (x) nie istnieje {p — 1,2, ...).

Dowody poA~yzszych twierdzern sg analogiczne do dowodow
odpowiednich twierdzen rozdziatu Il A (twierdzenia 7 i 8).

AMBLIOT ‘A F.D.A.

Warszawa, Ft. Naratowicza 5

Nr. Into.
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Rozdziat I.

88 2, 5 7. Twierdzenia 1, 3, 4 i 5 zostaly ogtoszone w pracy: S. Banach,
Theoreme sur les ensembles de premiere categoric, Fund, Math, XVI (1930)
p. 395—398. W przypadku, gdy przestrzen E jest o$rodkowa, twierdzenia te
byty znane juz dawniej.

Twierdzenie 3 mozna uogo6lni¢, okazujac, ze kazdy zbiér (A) spetnia 'wa-
runek Baire’a dowdéd mozna prowadzi¢ jak w przypadku przestrzeni eukli-
desowych, uwzgledniajac twierdzenie 1, Zob.: O. Nikodym, Sur une propriete
de Popcration A, Fund. Math. VII (1925) p. 149—154 oraz E. Szpilrajn, O mie-
rzalnosci i warunku Baire’a, C. R. du Premier Congres des Mathomaticiens
des Pays Slaves, Warszawa, 1929, p. 297—303.

Rozdziat I1.

§ 2. Przy pomocy pewmika wyboru tatwo wynika, ze w kazdej prze-
strzeni wektorjalnej istnieje funkcjonat addytywny, jednorodny i nieznikajacy
identycznie. Przestrzenie wektorjalne nazywamy rowniez linjowemi.

Rozdziat 111 A.
§ 1. Wedtug tw'ierdzenia, ktére udowodnit p. S. Mazur, w kazdej prze-
strzeni typu (") spetniony jest warunek: Gdylim/?,= 0 (J1,— liczby), |jm,r,,=G
li =
CE), to}_|_|>rI)10 0

§ 2. TAvierdzenie 2 mozna uogd6Ini¢ nastepujgco: Przestrzen w”ektorjalna
LQE, spetniajgca warunek Baire’a oraz drugiej kategorji, jest identyczna z E.
Dowdd jak w tekscie bez zmian.

Zalozmy, ze E jest przestrzenig (F) o nieskonczonej liczbie wymiaréw.
Nie wiadomo jest, czy istniejg przestrzenie wektorjalne LQE, mierzalne (S)
lecz dowolnie wysokiej klasy przy klasyfikacji Borela (bedace zbiorami {A)
lecz niemierzalne (), spetniajace warunek Baire’a lecz nie bedace zbiorami (J1)).
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Wiadomo tylko, ze w kazdej przestrzeni  typu {B) istnieje przestrzen

wektorjalna LQE, bedgca iloczynem pewnego zbioru i pewnego zbioru Gs,
lecz nie stanowigca przytern zbioru przestrzen taka jest tedy jednocze$nie
zbiorem ['gS oraz G3a, nie bedac ani ani Gs- Jezeli przestrzen wektorjalna

L jest zawarta w jakiej$ przestrzeni E typu {F) i jest G3, wowczas jest zam-
knietg. Rezultaty te bedg ogtoszone w pracy pp. S. Mazura i L Sternba-
cha w IV tomie czasopisma Studia Mathematica.

Zauwazmy jeszcze, ze mozna skonstruowaé przestrzen wektorjalng za-
wartg w (G), ktéra jest zbiorem F~i~, nie bedgc zbiorem F~i.

§ 3. Przy dodatkowem zatozeniu, ze przestrzen E jest oSrodkows, twier-
dzenie 10 stanowi bezposredni wniosek z twierdzenia p. F. Hausdorffa, we-
dle ktdrego, obraz ciggty czesci mierzalnej {B) przestrzeni metrycznej zupeinej
osrodkowej jest zbiorem (J1) (Zob.: F. Hausdorff, Mengenlehre, 1927, p, 269);
wystarczy uwzgledni¢ uwagi do twierdzenia 3 rozdziatu | oraz twierdzenia 2
biezagcego rozdziatu.

Zauwazmy pozatem, ze, wedtug supozycji p. S. Mazura, zaréwno twierdze-
nie 10 jaki wszystkie nastepne tego rozdziatu, zachowujg waznos$¢ w przypadku
kazdej przesti-zeni wektorjalnej, metrycznej i zupetnej e, spetniajgcej warunek:
Gdy Jamhn —h, lim Kk~ —«k h, k — liczby) oraz lim \imy,~=y

n~>0=
X, y | E), to lim + K, Y,n)= hx + Kky.

Prosty dowod twierdzenia 12 dla przypadku przestrzeni typu (B) zawiera
praca: J. Schauder, Uber die Umkehrung linearer, stetiger Funktionalope-
rationen, Stud. Math. Il (1930) p. 1—eé.

Z Uvierdzenia 6 wynika oczywiscie, ze gdy O jest przestrzenig wektor-
jalng zamknietg zawartg w E, to kazda operacja addytywna oraz mierzalna (B),
okre$lona w G, o wartosciach nalezacych do Ex, jest linjowa. Istniejg funkcjo-
naly addytywne mierzalne (B) nieciagte, jednak okreslone w zbiorach wektor-
jalnych niezamknietych mierzalnych (B).

Neen¥laboto jednak, czy w przypadku gdy zbiér wektorjalny nie jest
zamkniety, mogg istnie¢ w niem operacje addytywne dowolnie wysokiej klasy
przy klasyfikacji Baire’a.

Gdy operacja linjowa u{x) odwzorowuje E na cze$¢ z przestrzeni E*
wzajemnie jednoznacznie, to operacja odwrotna G-i (y) jest linjowg o ile tylko
zbiér Z jest zamkniety; wynika to z twierdzenia 12. W przypadku gdy zbiér Z
nie jest zamkniety, operacja G—l (y) nie jest linjowa; o ile jednak przestrzen E
jest osrodkowa, to operacja ta jest mierzalng (8). W przypadku n. p., gdy kazda
z przestrzeni E, E* jest przestrzenig (/-(2), operacja G—L (y) jest pierAVSzej klasy
przy klasyfikacji Baire’a
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Rozdziat 11l B.

§ 1. Opierajagc sie na wyniku tego § mozna okaza¢, ze gdy operacja
linjowa u{x) odwzorowuje przestrzen osSrodkowg typu {F) na czes¢ jakiej$
przestrzeni typu {F), to przeciwdziedzina JeJ Jest zbiorem mierzalnym (B); wy-
starczy skorzystaé z twierdzenia p. F. Hausdorffa, na mocy ktorego obraz
ciggty i Jedno-Jednoznaczny cze$ci mierzalnej {B) przestrzeni metrycznej zupet-
nej osrodkowej Jest zbiorem mierzalnym (B). Por. uwage do twierdzenia 10
rozdziatu 111 A.

§ 2. Zob.: S. Banach. Uber die Baire’sche Kategorie gewisser Fun-
ktionenmengen, Stud. Math. Il (1931); L. Auerbach und S. Banach, Uber
die Héldersche Bedingung, Stud. Math. Ill (1931) oraz S. Mazurkiewicz,

Sur les fonctions non derivables, Stud. Math. Il (1931).
8§ 7. Gdy to przestrzenie (/™), ™) a podobnie K¥™M nie
sg réwnowazne, o ile tylko e; przestrzenie KY™M sga réwmowazne Je-

dynie w tym przypadku, gdy p ~q = 2.

Wedtug uwagi p. S. Mazura, przy dowolnych p ,q ~ I przestrzenie (/"™

sg homeomorficzne; zob.; S. Mazur, Uneremarque sur Thomeomorphie des
champs fonctionnels. Stud. Math. | (1929) p. 83—=85.

Zagadnienie kiedy dwie przestrzenie rozpatrywanej tu klasy sg izomor-
ficzne (wzglednie izometryczne), nie Jest rozwigzane; w kazdym razie przestrze-
nie n. p. (1, przy 1 nie sg izomorficzne.

Ciekawym przyktadem dwoéch przestrzeni typu (F), izomorficznych lecz
nierdwnowmzuych, sg przestrzenie (C) oraz {¢') (zob. §2 tego rozdziatu). Prze-
strzenie te sg izomorficzne, jak to okazat p. K. Borsuk, to za$, ze nie sa one
réwnowazne wynika z nastepujgcego ogdlnego twierdzenia. Gdy e Jest dowolna
przestrzenig metryczna, to niech E* oznacza zbior wszystkich funkcyj rzeczy-
wistych, Jednostajnie ciggtych i ograniczonych, okre$lonych w £; e+ stanowi
widocznie przy zwykiych definicjach dziatan przestrzen typu (5), gdy przez

odlegtos¢ dwdch funkcyj x{t), y{t) tego zbioru rozumiemy max \x{t)—y{t)\.
icE

Twierdzenie o ktoére chodzi brzmi: Gdy E, Ei sg przestrzeniami metrycznemi,
to na to by przestrzenie e*, e byly réwnowazne, potrzeba i ~vystarcza, by
przestrzenie E i E~ byly homeomorficzne. Omawiane tu rezultaty bedag opubli-
kowane w tomie IV-ym czasopisma Studia Mathematica.

Nie wiemy dotad, czy odwzorowanie izometryczne dwoch przestrzeni (5)
Jest odwzorowaniem réwnowaznem, a nawet czy kazde dwie przestrzenie (B)
izometryczne sg rownowazne (izomorficzne) - Nie znamy réwniez przykfadu

7~ Zagadnienie to zostato ostatnio rozwigzane przez pp. S. Mazura
i S. Ulama, ktérzy okazali, ze odwzorowanie izometryczne dwoéch przestrzeni
(B) Jest zawsze linjowe.
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dwoch przestrzeni (F) osrodkowych o nieskonczonej liczbie wymiardw, nie home-
omorficznych miedzy soba.

Przestrzen (m) posiada te wtasnosé, ze kazda przestrzen (B) osrodkowa
jest réwnowazna z jej czeScia; w tym sensie stanowi przestrzen uniwersalng
dla wszystkich przestrzeni (B) osrodkonvych, Zagadnienie, czy istnieje prze-
strzen osrodkowa (B) uniwersalna dla wszystkich przestrzeni {B) oSrodkowych,
pozostaje otwarte .

Rozdziat IV A.

§ 1. Przestrzen (s) nie tylko nie jest przestrzenig typu {B), lecz nie jest
nawet izomorficzna z zadng przestrzenig tego typu.

88 2, 3. Twierdzenia 2—5 oraz lemmat zawiera praca: H. Hahn, Uber
lineare Gleichungen in linearen Rimmen, Journ f. r. u. a. Math. 157 (1927)
p. 214—229.

Niech E bedzie przestrzenig typu (R), za§ G przestrzenig wektorjalng za-
wartg w E\ przypus¢my, ze av G okre$long jest operacja linjowa f{x), 0 war-
toSciach nalezacych do pewnej przestrzeni £* typu {B). Nie wiadomo, czy ist-
nieje nvtedy w E operacja linjowa E{x) 0 wartosciach nalezagcych do £*, taka,
ze E{x)—f{x) dla xCG.

Zauwazmy wkoncu, ze gdy el jest przestrzenig typu (£) i w przestrzeni
wektorjalnej c ce okreslony jest funkcjonat linjowy f{x), to moze nie istnie¢
w E fankcjonat linjoAvy £(x), o tej wiasnosci, ze E{x) = f{x) dla JTCc. Wynika
to prosto stad, ze w przestrzeni (5) nie istnieje wog6le funkcjonat linjowy nie
znikajacy identycznie.

§ 4. P. S. Mazur dowidd}, ze gdy E jest przestrzenig wektorjalna osrod-
kowg zawartg {ni), zasf{x) funkcjonatem linjowym w E, to istnieje tablica liczb

A

o tej wiasnosci, ze przy kazdym ciggu x — {I~)(l1E mamy/(.r) = lim " a-
/-
a ponadto /I_A1|FV*I I {i— 1>2,..). Twierdzenie to wyznacza posta¢ funkcjo-

natéw linjowych w przestrzeniach E mvazanego rodzaju.

Rozdziat VA.
§ 2. Gdy x~{t), x{t) sa funkcjami okreslonemi <C0,1>, to przez
lim asx,, {t) = x{t) rozumiemy, ze ciag {xj~{t)) jest zbiezny asymptotycznie do x{t)
n-~oo

w <0,1>; por. Wstep, § 3.

7 Zagadnienie to zostato ostatnio rozwigzane pozytywnie przez p. S. Mazura.
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Rozdziat V B.

§ 4. Metode A odpowiadajacg tablicy {A) narynya sie¢ normalng, gdy

k :0dlai<k, ~0 dlai= k (i,k= 1,2,..). Do metod tego typu naleza za-

réwno metody Cesar o jak i Eulera (ft>0). Ostatnie metody sg we-

dtug twierdzenia p. S. Mazura doskonate (zob. prace cytowang w zwigzku
z twierdzeniem 3).

Twierdzenie 3 uzupetnia uwaga: Jezeli metoda zachowa'wcza i odwracalna
A posiada te wiasnos$¢, ze gdy B jest dowolna metodg zachowalvezg niestabszg
od A, to kazdy cigg sumowmlny metodg A jest sumowmlny metodg B do tej
samej liczby, w takim razie metoda A jest doskonatls.

Rozdziat VI A.

§ 3. Zob.: J. Schauder, Uber lineare, vollstetige Funktionaloperatio-
nen, Stud. Math. Il (1930) p. 183—196.

Rozdziat VI B.

§ 4. Twierdzenie, ze ny przestrzeniach baze tworzy uktad
ortogonalny Haara zaAvarte jest w pracy: J. Schauder, Eine Eigenschaft
des Haarschen Orthogonalsystems, Math. Zeitschr. 28 (1928) p. 317—320.

Niech E oznacza zbiér wszystkich funkcyj zespolonych f{z) zmiennej
zespolonej z, okreslonych w kole jednostkowem 1Ir|<; 1, regularnych w jego
wmetrzu i ciggtych na brzegu. Przy zwyktych definicjach dziatan e stanowi
przestrzen (B), gdy przez norme funkcji f(z) rozumiemy maximum jej modutu
w uwazanym kole. Nie wnhadoino czy w tej przestrzeni istnieje baza.

Podobnie nie wiemy czy istnieje baza W przestrzeni E typu {B) tak okre-
Slonej. E jest zbiorem wszystkich funkcyj rzeczywistych f{x,y) zmiennych
rzeczywistych x,y, okreSlonych w kwadracie posiadajgcych po-
chodne czastko™ye pierwszego rzedu ciggte; dziatania zwykle a pozatem

LI Max (1] PR e [ Max| frixy).

Nie potrafimy wkoncu rozstrzygna¢ pytania, czy z tego, ze w jakiej$ prze-
strzeni E typu (B) istnieje baza wynika, ze w"kazdej przestrzeni w”ektorjalnej
zamknietej GC 4 istnieje rowniez mbaza. Zagadnienio to nie jest rozwigzane
nawet w przypadku gdy E jest n. p. przestrzenig przy p ~ 1, ={=2.

Rozdziat VII A.

§ 2. Twierdzenie 3 mozna zaostrzy¢ a mianowicie, jak to okazat p. Z
Zalcwasser, przy zalozeniach tego twierdzenia istnieje cigg wielomianow'
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{z IK, m ze stale > Q ~ = 1, zbiezny jednostajnie do x(0;
m~

zob.: Z. Zalcwasser, Sur ime propriete du champ des fonctions continues,
Stud. Math. Il (1930) p. 63—67. P. J. Schreier udowodnit przytem, ze gdy

spetnione sg zatozenia twierdzenia 3, to ciag moze nie zawiera¢ ciggu

czeSciowego 8utonyalnego metodg pierwszych $rednich jednostajnie do x{t);
zob.: J. Schreier, Ein Gegenbeispiel zur Theorie der schwachen Konw”ergenz,
Stud. Math. Il (1930) p. 58-62.

W przestrzeniach jednak (@~w), przy P>1, a podobnie w przestrze-
niach (c), (o), z kazdego ciggu elementéw {x,~} stabo zbieznego do .t mozna
wyrwaé cigg, ktorego pierwsze S$rednie zdazajg wedle normy do x; w prze-
strzeni (L), nietylko to Gvierdzenie jest lalszyw'e, ale niezachodzi nawet Gvier-
dzenie analogiczne do twierdzenia p. Zal cnyassera. Zob.: S. Banach et S
Saks, Sur la corvercence forte dans les champs  Stud. Math. L (1930)p. 51—57.

Rozdziat VII B.

§ 2. Dany ciag elementow przestrzeni E typu {B), hazywamy stabo
zbieznym, gdy przy kazdym funkcjonale linjowym f{x) w g, cigg {/(-".,)} Jjest
zbiezny; przestrzen E nazywa sie stabo zupetna, gdy kazdy ciag elementéw”
uwazanej przestrzeni stabo zbiezny jest stabo zbiezny do pewmego elementu x
tej przestrzeni.

Przestrzen (cp), i tem samem (c), (m), nie jest stabo zupeing. Staba zu-
petno$¢ przestrzeni (Z) zostata wykazana przez p. H. Steinhausa, w pracy

cytowanej na str. 83; stabg zupeino$¢ przestrzeni przy p>*l, stwierdzit
p. F. Ries z w pracy cytowanej na str. 71. W przestrzeni (/) dany ciag ele-
mentow jest stabo zbiezny, wtedy i tylko wtedy gdy jest zbiezny wedle normy;
staba zupetno$¢ tej przestrzeni jest wdec oczywista.

Rozdziat VIII A.

§ 1. Gdy R jest zbiorem funkcjonatéw linjowych okre$lonych w danej
przestrzeni o$rodkowej E typu {B), to okresSlony w tej przestrzeni funkcjonat
linjowy f{x) nazywamy stabem skupieniem zbioru R, gdy istnieje cigg fun-
kcjonatow linjowych {ffj{x)) nalezacych do /?, zij=/ oraz stabo zbiezny do
f{x). Zbior r* wszystkich stabych skupief zbioru rR nosi nazwe jego stabej
pochodnej-, analogicznie mozna okres$li¢ stabe pochodne wyzszych rzedow.

tatwo dowodzi sie, ze przy kazdym zbiorze rR, pewna jego staba pochodna
przeliczalnego rzedu jest juz stabo zamknieta. P. S. Mazurkiewicz okazal,
ze nawet w przypadku, gdy zbiér R stanowi przestrzen wektorjalng, jego staba
pochodna (pierwszego rzedu) nie musi by¢ zbiorem stabo zamknietym; zob.:
S. Mazurkiewicz. Sur la derivee faible d’un ensemble de fonctionnelles

Dr. S. Banach. Teorja oporacyj linjowych. 15
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lineaires, Stud. Math. Il (1931) p: 68—71. Dotad nie znamy Jednak przyktadu
zbioru rR wektorjalnego, o tej witasnosci, ze Jego staba pochodna drugiego
rzedu nie Jest stabo zamknieta.

Rozdziat VIII B.

§ 2. Twierdzenie 7 zostatlo udowodnione przez p. H Lebesgue’a

§ 3. Dany zbidr J elementéw przestrzeni typu (B) nazywamo stabo zwar-
tym, gdy z kazdego ciggu elementdw tego zbioru mozna wyrwac cigg stabo zbiezny.
W przestrzeniach i przy kazdy zbiér ograniczony Jest stabo
zwarty; dowdéd dla przypadku przestrzeni zawiera praca p. F. Ries za
cytowapa na str. 71. Podobnag witasno$¢ majg n. p. przestrzenie (@), (c); nie
posiadajg JeJ przestrzenie (/), {L), {C), {m).

§ 5. Wyszczegolnimy tu kilka wtasnosci izomorficznych.
@

1" Szereg N elementdw danej przestrzeni typu {B) nazywamy bez-
/1=1

warunkowo zbieznym, gdy Jest zbiezny przy kazdem uporzadkowaniu wyrazéw
co

(do tego samego elementu). Wiasnos$é: Dany szereg A_} elementdw Jest bez
n

warunkowo zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy przy kazdym funkcjonale linjo-
wym f{x) szereg A_J [/(n:,™)] Jest zbiezny, jest witasnoscig izomorficzng. Wia-
=

sno$¢ te posiadaja, wedle twierdzenia p. W. Orli cza, wszystkie przestrzenie
typu (R) stabozupeine; zob drugg z prac cytowanych na str. 144.
2° Wiasnos$é: Gdy Jest ciggiem elementéw o normie 1, to istnieje
0
cigg liczb {f,,} taki, ze szereg rozbiezny i ma sumy cze$ciowe
n=I
wedle normy ograniczone, Jest wtasnos$cig izomorficzng. P. S. Mazur okazat,
ze wiasnos$¢ te posiada przestrzen (c), nie posiadajg JeJ przestrzenie (¥,
przy p>1, (w), (M), (C).
3°. Wiasnos¢: Zbior wypukty zamkniety Jest stabo zamkniety (t. j. zawiera
kazdy element, do ktdrego mozna dobraé¢ cigg elementdw uwazanego zbioru stabo
zbiezny do niego). Jest wiasnoscig izomorficzng. Zgodnie z uwagami do § 2 Roz-

dziatlu VH A, wilasnos¢ te posiadajg przestrzenie (c), przy
(), (c), cg i nie posiada JeJ przestrzen (L).

Przestrzen (a podobnie Jest rownowazna z przestrzenia z nig
sprzezong. Niewiadomo czy witasno$¢ ta Jest dla przestrzeni @™ charaktery-
styczng w tym sensie, ze na to by dana przestrzen typu (B) o$rodkowa o nie-
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skoniczonej liczbie wymiaréw byta réwnowazna z potrzeba i wystarcza
by byta réwnowazna z przestrzenig do niej sprzezona.

P. S. Mazur postawit pozatem pytanie, czy kazda przestrzen typu (B)
osrodkowa o nieskonczonej liczbie wymiaréw, réwnowazna z kazdg przestrze-
nia w niej zawartg wektorjalng zamknieta o nieskoriczonej liczbie wymiaréw,
jest rébwnowazna z przestrzeniag

Rozdziat IX A.

§ 2. Gdy operacja linjowa u{x) odwzorowuje przestrzen () typu (B) na
jej czes¢, to réwnania x —uU{x) = Q, X —Z/(X) = (), moga nie posiada¢ réwnej
liczby tinjowo niezaleznych rozwigzan. Mozna okaza¢ jednak, ze gdy \u\—1
i p, ¢ oznaczaja odpowiednio liczby linjowo niezaleznych rozwigzahn tych
rébwnan, to p~g; przytem, gdy przestrzen e jest stabo zupeing i kazdy
zbior ograniczony w niej jest stabo zwarty, to p - q. Zob.. S. Mazur, Uber
die Nullstellen linearer Operationen, Stud. Math. Il (1930) p. 11—20.

Rozdziat IX B.

§ 1, 2, 3. Zob. artykut: E. Hellinger und O Toeplitz, Integralglei-
chungen und Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten, Enzykl. d. math.
Wiss., 1928.

Rozdziat X.

§ 1, 2, 3. Twierdzenia 1—5 zawiera praca: S. Banach, Uber die Raume
vom Typus (G), Stud. Math. Il (1931).

Zatdézmy, ze E, Ex sg przestrzeniami (G) i przytem przestrzen E jest
osrodkowa; u (m) niech oznacza operacje multyplikatywng odwzorowujgcg E na
cze$¢ £*. Przy tych zatozeniach zachodzi twierdzenie:

1. Gdy lim = o, lim (7(v/) = To Pocigga zawsze To= G(”0), to ope-
/—00 /200

racja U{x) jest potegowa.

Zaktadajgc dalej, ze operacja u{x) jest potegowg, mamy twierdzenia:

2. Przeciwdziedzina operacji u{x) jest albo pierwszej kategorji albo
identyczna z e

3. Jezeli przechvdziedzina operacji u(x) jest identyczna z g, to do kaz-
dego ciggu punktéw {t,} zbieznego do y~=u(xa), istnieje cigg punktéw {x~}
zbiezny do xq taki, ze stale u{xJ

4. Jezeli operacja u{x) odwzorowuje E na E* wzajemnie jednoznacznie,
to odwzorowanie to jest obustronnie ciggte.

W koncu zachodzi jeszcze twierdzenie:
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5. Jezeli grupa E jest przestrzenig (G) osrodkowag zaréwno przy peny-
nej definicji odlegtosci (x,y), jak i przy pewnej innej definicji odlegtosci (x, y)i
i jezeli lim (x~~x) = 0 pocigga zawsze lim {x~,x)i = 0, to i naodwrot lim {x™ x)~~0

=00

pociaga zawsze lim (x», x) = 0; pojecie granicy w obu przypadkach jest tedy
to samo.

Twierdzenia 1, 2, 3, 4, 5 sg oczywiscie analogiczne odpowiednio do twier-
dzen 14, 10, 11, 12, 13 rozdziatu Il A; zatozenie, ze przestrzen E jest o$rod-
kowg jest istotne. DoAVody tych twierdzen znajdujg sie w pracy cytowanej
powyzej.

Zob. réwniez: F. Leja, Sur la notion du groupe abstrait topologique,
Fund, Math. IX (1927) p. 37—44.
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