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P R Z E D M O W A .
Teorja operacyi, stworzona przez V. Y o l t e r r ę ,  zajmuje 

się badaniem funkcyj, określonych w przestrzeniach o nieskończe­
nie wielu wymiarach. Niema prawie dziedziny matematyki, gdzieby 
teorja powyższa nie w nikała w sposób istotny. Dość wspomnieć, 
że rachunek warjacyjny i teorja rów nań całkowych okazały się 
szczegółnemi przypadkami ogólnych działów, zawartych w teorji 
operacyj. Piękność teorji operacyj leży głównie w tern, że w niej 
łączą się w harm onijną całość metody matematyki klasycznej 
z metodami matematyki nowożytnej. Teorja operacyj pozwala często 
interpretować tw ierdzenia teorji mnogości łub topologji w spo­
sób zupełnie nieoczekiwany, Twierdzenie np. z topologji o sta­
łym punkcie daje się (jak zauważyli B i r k h o f f  i Ke l l o g g ) ,  przy 
pomocy teorji operacyj przetłumaczyć na twierdzenie klasyczne
0 istnieniu rozwiązań rów nań różniczkowych. Są działy matema­
tyki, których głębsze zrozumienie możliwe jest tylko przy pomocy 
znajomości teorji operacyj. Takiemi działami są: teorja funkcyj 
zmiennej rzeczywistej, równania całkowe, rachunek w arjacyjny
1 t. p.

Jeżeli zwrócimy uwagę na piękno, tkwiące w teorji operacyj, 
to pomijając nawet jej liczne zastosowania (które są nieistotne 
dla oceny piękna samej teorji), możemy ją słusznie zaliczyć do 
najpiękniejszych teorji matematyki.

Po tern wszystkiem nie zdziwi nas zdanie p. J. H a d a m a r  da,  
że teorja operacyj przedstaw ia najpotężniejszą metodę badań m ate­
matyki nowożytnej.

Tom pierwszy niniejszego dzieła stanowi ustęp z algebry 
teorji operacyj. W tomie tym zajmuję się badaniem t. zw. ope-
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racy] linjowych. Odpowiada to w algebrze badaniu form linjo- 
wych kształtu; x^-{-a^x^Ą-.. x^.

W odpowiednich ustępach podaję zastosowania, otrzymanych 
twierdzeń, do rozmaitych dziedzin matematyki jak np. do teorji 
funkcyj zmiennej rzeczywistej, szeregów ortogonalnych, teorji suma- 
cyj, równań całkowych i t. p. Przy twierdzeniach podaję zawsze 
autora, o ile tylko jest mi znanym.

Jest tylko kilka dzieł, poświęconych teorji operacyj. Oto naj­
ważniejsze:

1. V. V o l t  e r  r a: Leęons sur les fonctions de lignes, (Coli. 
Borel), Gauthier-Villars, Paris, 1913.

2. V. V o l t e r r a :  Theory o f Functionals, Blackie, London 
and Glasgow, 1930.

3. P. L e v y :  Leęons d ’analyse fonctionnelle, (Coll. Borel), 
Gauthier-Villars, Paris, 1922.

W książce (2) podana jest również literatura.
Przystępuję do miłego obowiązku złożenia podziękowania tym 

wszystkim, którzy służyli mi radą i pomocą przy redakcji tego 
tomu, a w szczególności:

p. Dr. H. A u e r b a c h o w i  za częściową redakcję wstępu,
p. S. M a z u r o w i  za wybitną pomoc użyczoną przy redakcji 

tej książki, a w szczególności przy redakcji uwag, znajdujących się 
na końcu tego tomu,

p. Dr. S. S a k  s o w i .  Docentowi Uniw. W arszawskiego za 
cenne uwagi i poprawki, podane w czasie druku, które przyczyniły 
się do uproszczenia i w yjaśnienia wielu kwestyj, jakoteż do usu­
nięcia wielu błędów i usterek,

K a s i e  i m.  M i a n o w s k i e g o  za podjęcie się wydania tego 
dzieła.

Stefan Banach
Lwów dn. 20. VII. 1931.



W S T Ę P .

Podamy tu pewne definicje i tw ierdzenia, z których w dal­
szym ciągu będziemy korzystać. Przyjmujemy, że czytelnik po­
siada znajomość teorji miary i całki L e b e s g u e’a )̂.

§ 1. Niektóre twierdzenia z  teorji całki Lebesgue'a'^).
Jeżeli funkcje mierzalne Xn{t) są wspólnie ograniczone, a ciąg 

jest prawie wszędzie zbieżny do funkcji x { t)  w < n , ^ > , t o
b b

lim Xn{t )  dt ~  i X  {t) d t ./2—>t=o ' '

Ogólniej, jeżeli istnieje funkcja całkowalna cp {t) > -0 , dJa 
której I Xn{t)' <  cp {t) {n = 1 , 2 , . . . ) ,  to funkcja graniczna jest rów ­
nież całkowalna i spełnia powyższy związek.

Jeżeli jest ciągiem, niemalejącym funkcyj całkowalnych
w <  a, b > , zbieżnym do funkcji л: (t), to

b b

lim j Xn{ t )  dt = ( (t) d t ,
J

a a

o ile funkcja x  (^) jest całkowalna, zaś w przeciwnym razie:

lim I Xn{t) d t ^  oo .

b Por. np. C. d e  la  V a 11 e’e P o u s s i n ,  Integrales de Lebesgue. 
Fonctions d’ensemble. Classes de Baire. Paris. G.-Villars, 1916, lub H. L e b e s- 
g n e, Leęons sur ITntegration, 2 ed., Paris, G.-Villars, 1928. 

b Рог. np. P o u s s i n ,  1. c., p. 49.
Dr. S. B anach. T eorja operacyj linjow j’ch. ^



Jeżeli ciąg {Xn{t)) funkcyj całkowalnych z p-tą potęgą {p >- 1) 
jest prawie wszędzie zbieżny do funkcji x  {t), a nadto

b

^ \ X n { t ) \ P  d t < K  ( «  =  1, 2, . . . ) ,

to również funkcja (f) jest całkowalna z /7-tą potęgą )̂.
§ 2. Nierówności dla funkcyj całkowalnych z  p-tą potęgą'^). 
Klasę funkcyj całkowalnych wraz z p-tą potęgą (p >  1), 

w przedziale < a, b >  oznaczamy przez (№^). Liczbie p  przypo-
1 1rządkowujemy liczbę q związaną z nią równaniem — 1—  =  1, k tórą
p ą

nazywamy w ykładnikiem  sprzężonym do p. Przy p =  2 jest rów ­
nież q = 2.

Jeżeli X {i) у  [t) ęf{LśP), io funkcja x  { t ) . у  {t) jest
całkowalna, a dla jej całki zachodzi nierówność następująca: 

b  ̂ i .   ̂ J_

I ̂  X  . у  d t\ ic {^^ \x \p  di^^ | j  I у  I  ̂dt^ ;
a a a

w  szczególności dla p — 2 mamy

л: у I <  I I rfn I I  у- dt
b2

Jeżeli funkcje x { t ) ,y { t)  należą do to również x{ t)-\-y { t)
należy do i

I J  \ x - ^ y \p  d i j  <  IJ"| X ip d t j  +  | j *1 у  Ip d i j .
a a a

Tym nierównościom odpowiadają następujące nierówności 
arytm etyczne:

h Por. E. W. H o b s o n .  The Theory of Functions of a real variable 
etc., 2 wyd., Cambridge, 1921/26, vol. I, p. 300.

2) For. np. H o b s o n ,  1. c., L, p. 588.
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V=1 v—l

Dia p = 2 pierwsza z nich daje znaną nierówność Schwarza:

1̂ ,  йу by I < 1̂ ,  ай ̂ i й j
V=1 V=1 V=1

Do każdej funkcji x  (t) całkowalnej z p-tą  potęgą (p >  1) 
i dowolnego s >  0 istnieje funkcja ciągła <p ( t )  taka, że

b

J X — cp j ̂  < e

§ 3. Zbieżność asymptotyczna.

Ciąg funkcyj mierzalnych w pewnym zbiorze nazywamy
zbieżnym asymptotycznie, lub zbieżnym wedle miary (en mesure) 
do funkcji л: {t), określonej w tym zbiorze, jeżeli

lim m E { \ Xn{t) — д: (г̂ ) ] >  £) =  0 

dla każdego e > 0 .
Ciąg {Xn{t)) zbieżny asymptotycznie do funkcji л: {t) zawiera 

zawsze ciąg częściowy zbieżny prawie wszędzie (w zwykłem zna­
czeniu) do tej funkcji.

Na to, by dany ciąg {Xn{t)) był zbieżny asymptotycznie 
do pewnej funkcji, potrzeba i wystarcza, by

lim m E {\ Xp( t )  — Xg{t )  | >  s) =  0
p,

przy każdem s >  0 ®).

b Por. np. H o b s o n ,  ]. c., II., p. 250.
m E { \ x^{t) — л: (b I > b oznacza miarę zbioru wartości t, dla których 

x „ ( f )  —  л :  ( b  1 >  E .  Podobnie niżej.
b Por. np. H o b s o n  1. c. II. p. 242—244.
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§ 4. Zbieżność przeciętna.

Niech będzie ciągiem funkcyj całkowalnych z p-ią
potęgą (/7 1) w przedziale < a ,b > .  Mówimy, że ciąg ten jest
zbieżny przeciętnie z p-tą potęgą do funkcji x  {t), również całko­
walnej z /7-tą potęgą, jeżeli

irn [ \ Xn{t) —li
П—

X {t)\p dt = ^ .

W arunkiem koniecznym i dostatecznym dla istnienia takiej 
funkcji X {t) jest:

lim ( ! Xi{t) — Xh{t)'p dt = {) .
/, Ä— J

Funkcja X (t) jest wówczas określona jednoznacznie, poza 
zbiorem o mierze zero.

Ciąg zbieżny przeciętnie do jakiejś funkcji jest do niej rów­
nież asymptotycznie zbieżny, zawiera zatem zawsze ciąg częściowy 
zbieżny do tej funkcji prawie wszędzie w zwykłem znaczeniu )̂.

§ 5. Całka Stieltjesa^).
Oznaczmy przez x  (t) funkcję ciągłą, zaś przez a (t) funkcję 

o wahaniu ograniczonem w przedziale <  a, b >. Jeżeli podzielimy 
przedział < a, b >  na przedziały częściowe przy pomocy liczb

t - > < ......... < t n

a w każdym z przedziałów częściowych obierzemy dowolną liczbę 
łi/, to, podobnie jak przy definicji całki R i e m a n n a, możemy 
utworzyć sumę:

n
5  =  V  -V (O,) [a (̂ ,-) -  a (t i  .)] [tl  >  -Э-/ >

Por. np. H o b s o n ,  1. c., И, p. 245.
‘0 Por. np. L e b e s g u e, Leęons, Chap. XI.



Udowadnia się, że dla każdego ciągu podziałów, dla którego 
największy przedział częściowy dąży do zera, sumy 5  posiadają 
granicę, zawsze tęsam ą, k tórą oznaczamy przez

л: (t) d  rj. { t )

i nazywamy całką S t i e l t j e s a .
Całka ta posiada następujące własności:

b a

^  X {t) d a {t) = —  ̂ x { t)  d a  {t) ,
a b

b c c

j  X (t) d a (t)-^  j  X (t) d a (t) = j X (t) d a {t) ,
a b a

b b b

I [-̂ 1( 0  +  -̂ 2(0 ] d a {t) -- j  X^{t) d a {t) H- j  X.^{t) d a {t) .
a a a

Pierwsze twierdzenie o średniej wartości w yraża się tu przez 
nierówność:

b

I j л: (0  (0  ! <  V,
a

przyczem M  oznacza górny kres bezwzględnej wartości )л;(/!̂ )1, zaś 
V  całkowite wahanie funkcji a{t)  w < a ,b  > .

Jeżeli funkcja a {t) jest absolutnie ciągła, to całkę Stieltjesa 
można wyrazić przez całkę Lebesgue’a w sposób następujący:

b b

^ X  {t) d a {t) =  J  л; (^) a \t)  d t .
a a

Jeżeli a {t) jest funkcją ściśle rosnącą [t. zn. a ( f)  <  a (^") 
dla a ^  t' <  t ” ^  b] wówczas, kładąc dla każdego s odcinka
<  a {a), a {b) >  :

ß {^) ^  górny kres wartości t, dla których s >- a {t), otrzy­
mujemy
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a(b)

X ( t )  d  a. ( t )  =  j X  [ß (5)] d s

a(a)

Dowód.
Mamy ß [a (0] — i a ^  t b . . . .  (1)
Ponieważ funkcja ß (л') jest funkcją rosnącą i przyjmuje wszystkie war­

tości przedziału <  ß [a (a)] =  a, ß [a (&)] =  b przeto funkcja ß (s) jest ciągła. 
Wynika stąd, że funkcja x  [ß (i’)] jest również ciągłą.

Utwórzmy dowolny podział (8) odcinka {a, b) przy pomocy liczb 
Й =  fo <  fi . . .  b. Połóżmy a {tj) =  ■8’̂ ..

Mamy
8'..

A- == J [ß (5)] ds =  (8̂  — 8 X (8/),

^ / - 1
gdzie 8 /  =  ß (.?/), przyczem 8 .̂_j <  5/  -< 8̂ .

Oczywiście ß (8;_^) <  ß (s/) =  8 /  <  ß (8 )̂.
Na mocy (1) ß (8,-_j) =  ß [a oraz analogicznie ß (8̂ ) =
Zatem

<  t i .
A więc

/ .  =  X ( 8 / )  [a ( f .) —  a  .
Stąd

« n

|" x  [ ß (.?) ] / i  X  ( 8 / )  [a (f.) —  a

a(a}
y _ ,  I X ,

u

Ponieważ ostatnia suma zdąża d o ( f )  a (f), gdy maximum długości

a
przedziałów, wchodzących w skład podziału (o), dąży do zera, przeto

a(b) b

I X [ß (s)] ds =  I X (f) a (r).

a{a)

Jeżeli teraz a.{t) jest dowolną funkcją o wahaniu ograniczonem, 
to możemy ją zawsze przedstawić jako różnicę <Xi(0 — gdzie

Por. L e b e s g u e, 1. c. p. 258 — 260.



“i(0  i “2(0  są funkcjami ściśle rosnącemi. Oznaczając, jak poprzed­
nio przez ßi(s), odpowiednie funkcje, otrzymamy

b b b

X {t) d CL {t) —  ̂X  {t) d a^{t) —  ̂X (t) d a.,{t) =

« l(Ö ) a. {̂b)

I ’̂  [ßl(5)]^fs - J  X [ß2(5)j ds.
â {a)«)(«)

Jeżeli ciąg {Xn{t)) funkcyj ciągłych jest wspólnie ograniczony 
i zdąża wszędzie do funkcji ciągłej x { t) ,  wówczas dla każdej 
funkcji a {t) o wahaniu ograniczonem mamy

b b

lim [ Xn{t )  d a {t)=  i X { t )  d a. {t).

Jest bowiem
a, {b) a-i(b)

lim I x„[ßi (5)] =  I л: [ßi(5)J ds,
n-^^J J

Kj(a)
a.^(b)

«1(0)
a.̂ ib)

lim ( x,z[ß2(‘S)J ds = l X  [ßsC«)] ds.

a,/a) ajo)





ROZDZIAŁ I.

Zbiory i operacje mierzalne (B) w przestrzeniach
metrycznych,

§ 1. 0  danym zbiorze niepustym  E  powiadamy, że tworzy
przestrzeń metryczną lub przestrzeń (D), jeśli każdej parze upo­
rządkowanej jego elementów у  przyporządkow ana jest pewna 
liczba {x, y), spełniająca następujące warunki^):

1) {x, X)  =  0, {x, y) >  0 przy х у ^ у ;

2) (X,  у) = {у, X);

3) (х, z) <  (А', у) +  (у, z).

Liczba ( а , у )  nazywa się odległością punktów (elementów) 
X, у. Ciąg punktów { a ,г} określam y jako zbieżny'^), gdy

lim {Xp, Xq) = 0; ( 1)

powiadamy, że jest on zbieżny do punktu x^, pisząc lim x„ =  a ,̂
/7-У&0

skoro
lim (a„, Ao) =  0. (2)

o Łatwo zauważyć, że warunki 1 — 3 możnaby zastąpić przez warunki: 
1* (j:, y) =  0 wtedy i tylko wtedy gdy x = y \  2* (x, 2)< ;  (x, y ) - | - (2, _y).

Ciągi zbieżne nazywa się zwykle ciągami spełniającemi warunek 
Cauchy’ego t. j. warunek (1).
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Punkt Xo nazywamy wtedy granicą ciągu {Xn}.
Łatwo widzieć, że relacja (2) pociąga za sobą (1); mamy 

bowiem stale
{Xp,  Xq) i.Xp, AJ(,) -|- {Xq,  Xq).

Gdy więc dany ciąg punktów jest zbieżny do pewnego pun­
ktu, to temsamem jest zbieżny; rozumie się, że niezawsze na- 
odwrót. Przestrzeń (D) o tej własności, że każdy ciąg punktów 
zbieżny jest zbieżny do pewnego punktu, nazywam y zupełną. P rze­
strzenie euklidesowe stanowią proste przykłady przestrzeni D  zu­
pełnych. Wyszczególnimy tu szereg innych ważnych przykładów 
tego rodzaju.

1. Niech {S) oznacza zbiór funkcyj mierzalnych w przedziale 
<  0,1 > . Przyporządkujmy każdej parze uporządkowanej л:, у  ele­
mentów tego zbioru liczbę

{X, y )
i  +  |x (0  - y { t )

d t .

Łatwo sprawdzamy, że spełnione są podane poprzednio wa­
runki 1 — 3. Co dotyczy warunków 1 i 2 jest to widoczne (nie 
rozróżniamy przytem  pomiędzy funkcjami różniącemi się jedynie 
na zbiorze o mierze zero); aby przekonać się o tern, że warunek 
3 jest również spełniony, wystarczy zauważyć, że przy dowol­
nych liczbach a, b

\a b\  ̂ \ a\ \b\
< -f

l~j-j<2 -|-Z?j 1 - | - | й |  l - f - | ^ i

Zbiór (5) tworzy więc przestrzeń (D); jest ona zupełna. 
Zbieżność bowiem ciągu punktów {xn] (do punktu лго) sprowadza 
się do zbieżności według miary ciągu funkcyj {Xn{t)] (do funkcji
•̂ o(O) w < 0,1 >.

0 Kładziemy x  — x {t), у  — у  {t) охяг х^ 
w przykładach 2 — 5.

Xfi (t), л-Q =  Xq (t); podobnie
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2. Oznaczmy przez (M) zbiór funkcy] m ierzalnych i ogra­

niczonych w <  0Д > . Kładąc dla każdych dwóch elementów
у  tego zbioru

{x, y )  =  max istotne | x{t) — y{t) |,
0 « 1

uzyskujem y przestrzeń (D) zupełną. Zbieżność ciągu punktów 
{л;„} (do punktu Xq) oznacza zbieżność jednostajną ciągu funkcyj 
{>^n{t)) (do funkcji х^{1)) prawie wszędzie w <  0,1 > .

3. Niech (№ ) { p  ^  1) oznacza zbiór funkcyj całkowalnych 
wraz z /7-tą potęgą w przedziale <  0Д > . Kładąc

y)  = x{t) — y{t) \P dt

widzimy, że zbiór stanowi przestrzeń (D) zupełną. N ato , by 
ciąg punktów {Xn) był zbieżny (do punktu Xo), potrzeba i wystarcza, 
by ciąg funkcyj {Xn{t)) był zbieżny przeciętnie z /»-tą potęgą (do 
funkcji Xo(0) w <  0,1 > .

4. Uważajmy zbiór (C) funkcyj ciągłych w <  0,1 >  i niech 
dla każdych dwóch jego elementów x, у

{x, y) = max I x(t) — у (^) |.о<г<1
Zbiór (C) jest przestrzenią (D) zupełną; przytem  zbieżność 

ciągu punktów {Xn} (do punktu Xq) sprowadza się do zbieżności 
jednostajnej ciągu funkcyj {Xn{t)) (do funkcji x^{t)) w przedziale 
<  0,1 > .

5. Niech (С^ '̂Д {p dowolne naturalne) będzie zbiorem funkcyj 
posiadających /»-tą pochodną ciągłą w przedziale <  0,1 > . Kładąc

(x, y)  =  max I X (t)
o « i

у  (^) I -f max I x̂ p̂> (t) — у  (t)0 < ^ < 1
uzyskujemy przestrzeń (D) zupełną. W arunkiem koniecznym i do­
statecznym  na to, by ciąg punktów {Xn} był zbieżny (do punktu Xq), 
jest to, by zarówno ciąg funkcyj {Xn{t)) jak i {xh^\t)) był zbieżny 
jednostajnie (odpowiednio do funkcji x^{t), x i" \t))  w < 0 ,1 > .



—  12 —

6. Niech (5) oznacza zbiór wszystkich ciągów liczbowych; 
połóżmy dla każdych dwóch jego elementów x, у

1
y) = 2

/г=1
2" 1 + I Sn — У]п

Zbiór (5) stanowi przestrzeń (D) zupełną. Zbieżność ciągu 
punktów {x„} (do punktu Xo) oznacza, że każdy z ciągów {in,m) 
(m =  l, 2, . . .)  jest zbieżny (do Sm), gdzie =  {S«,m} (-̂ o =  {^w}).

7. Oznaczmy przez (m) zbiór ciągów ograniczonych i niech

{x, y )  =  kres górny | S« —
n-l ,  2, ...

Zbiór (m) stanowi widocznie przestrzeń (D) zupełną.
8. Niech (/̂ ^̂ ) (p  ^  1) będzie zbiorem ciągów liczbowych

{Sn}, takich, że szereg
n = l

Sn 1̂  jest zbieżny. Kładąc dla każdych

dwóch jego elementów л;, у

(X, j/) =  [ 2 '̂ n

uzyskujemy przestrzeń (D) zupełną.
9. Oznaczając przez (c) zbiór ciągów zbieżnych i określając 

dla każdych dwóch jego elementów у  liczbę (x, y) tak jak 
w przypadku zbioru (m), wnioskujemy łatwo, że zbiór {c) stanowi 
przestrzeń (D) zupełną.

§ 2, Niech E  oznacza jakąkolw iek przestrzeń {D), zaś G 
będzie jakimś zbiorem punktów tej przestrzeni. Powiadamy, że 
punkt лГо jest pankiem skupienia zbioru G, jeśli istnieje ciąg punk­
tów {Xn}, taki, że Xn (3  G, x,i ф  x^ oraz lim Xn =  Zbiór

И—>•053

wszystkich punktów skupienia zbioru G nazywamy jego pochodną, 
oznaczamy ją przez G'; zbiór G =  G -f G' nosi nazwę domknięcia 
zbioru G. Zbiór G określam y jako zamknięty gdy G' (ф_ G, jako

9 Kładziemy a' =  у  =  podobnie w przykładach 7 — 9.
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doskonały gdy G' = G. O zbiorze G powiadamy, że jest otwarty, 
gdy dopełnienie jego jest zbiorem zamkniętym. Każdy zbiór 
otw arty nazywa się otoczeniem każdego swojego punktu.

Zbiór wszystkich punktów .v, takich, że

{x,  X, )  <  r , ,

gdzie X(, oznacza dany punkt, zaś /'o liczbę >  0, nazywamy kalą; 
Xq jest jej środkiem, promieniem. Zbiór wszystkich punktów л: 
takich, że

(x, -fo) ,

przyczem mają znaczenie poprzednie, określamy jako kulę
otwartą-, jCq nazywamy znowu jej środkiem, Го promieniem. O zbio­
rze G powiadamy, że jest wszędzie gęsty, gdy G ^  E-, mówimy, że 
jest nigdziegęsty, skoro domknięcie jego nie zawiera żadnej kuli.

Przestrzeń E  nazyлvamy ośrodkową )̂, jeżeli zawiera zbiór 
przeliczalny wszędziegęsty.

Zbiór G nazywa się pierwszej kategorji, jeśli jest sumą prze­
liczalnej mnogości zbiorów nigdziegęstych; w razie przeciwnym 
powiadamy, że zbiór G jest drugiej kategorji. Zbiór G jest pierw­
szej kategorji w punkcie л:о, gdy istnieje otoczenie O punktu x^ 
takie, że zbiór G O jest pierwszej kategorji; jeżeli żadne otocze­
nie punktu własności takiej nie posiada, to mówimy, że zbiór G 
jest drugiej kategorji w punkcie х̂ .̂

Jest jasne, że, gdy zbiór G jest pierwszej kategorji, to jest 
pierwszej kategorji w każdym swoim punkcie; co więcej — w każ­
dym punkcie przestrzeni E. Zachodzi również

T w ierdzenie 1. Zbiór G, który jest pierwszej kategorji w  każ­
dym swoim punkcie, je st zbiorem pierwszej kategorji.

D o w ó d .  Uważajmy klasę wszystkich kul otw artych К  o tej

b Klasę przestrzeni tego rodzaju badał pierwszy p. M. F r e c h e t; ter­
min „ośrodkowa" podał p. W. S i e r p i ń s k i ,  jako polski odpowiednik „sepa­
rable".
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własności, że zbiór G K  jest pierwszej kategorji; ustawmy te kule 
w ciąg pozaskończony

Ko, Ki, /Q, . . .  (I <  a).

Niech = G oraz

Qo = Po,  ̂  ̂  ̂^

Według założenia każdy ze zbiorów jest pierwszej ka te­
gorji; wobec (1) tę samą własność mają zbiory Q̂ .

Niech tedy

Qę =  y Q|">, (2)

gdzie każdy ze zbiorów jest nigdziegęsty; połóżmy

0„ =  ^ Q ^ ' ” ( H = l ,  2, . . . ) .  (3)
^<a

Łatwo widzieć, że

0  =  У "  G„; (4)
n—l

twierdzimy, że każdy ze zbiorów Gn jest nigdziegęsty. Istotnie 
w przeciwnym razie istniałoby naturalne «o, takie, że zbiór G«„ 
zaw ierałby jakąś kulę otw artą К  Niech oznacza najmniejszą 
liczbę porządkową o tej własności, że

liczba taka istnieje, bo, gdyby stale było to z uwagi na

|< a

mielibyśmy O/ C= 0 ,  co jest niemożliwe, skoro KC_ ^n,, a we­
dług (4), Gn, d  G. Oznaczmy przez K* jakąkolw iek kulę otw artą 
zaw artą w zbiorze KK^^. Mamy

JC  =  0 dla 4 <  a, 5 ^  . (5)
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Gdy bowiem i < ô, to KK^ = 0, a pozatem K* (Z К  oraz, na 
mocy (1) i (2), (Z w przypadku zaś, gdy ^>4o, dostajemy 
z (1) Qa =  0, tak, że wystarczy uwzględnić jeszcze to, że 

C % h wobec (2), C  Z (3) i (5) wynika, że

(«o)7^" Qg
oraz

(̂«o) . 
;o ’ (6)K* Gn. c  Q̂ :

z drugiej strony łatwo sprawdzamy, że

K*(Z~K*~Gn.. (7)

Relacje (6), (7) dowodzą, że kula otw arta K* jest zaw arta
w zbiorze jest to sprzeczne z tern, że zbiór jest nigdzie-
gęsty.

U w a g a  1. Gdy zbiór G je st drugiej kategorji, to istnieje 
kula К  o tej własności, te  w  każdym jej punkcie zbiór G jest dru­
giej kategorji. Istotnie, niech Gq oznacza zbiór tych punktów z G, 
w których zbiór G jest pierwszej kategorji. Na mocy tw ierdze­
nia 1 zbiór Gq jest widocznie pierwszej kategorji; temsamem 
zbiór G —Go jest drugiej kategorji. Każda kula К  zaw arta w dom­
knięciu zbioru G —Gq posiada własność żądaną.

§ 3. Załóżmy, że E  jest przestrzenią (D) zupełną. Udo­
wodnimy

Lem m at. Gdy dany jest ciąg kul [Kn], taki, te  stale Kn+i C  
i przytem  lim Гп =  0, gdzie Гц oznacza promień kuli Kn, to istnieje

punkt wspólny wszystkim  kulom Kn.
D o w ó d .  Niech oznacza środek kuli Kn. Dla p < q  mamy

f«o)

skąd
d  7(q CZ >

{Xp, Xq) P ’ (1)

CO dowodzi, że ciąg punktów jest zbieżny. Kładąc
Xq = lim X , mamy przy p < q, na mocy (1),

(Xp, Xo)  <  (Xp, Xq)  +  {Xq,  Xo) <  Гр +  {Xq, x j ) ,
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a zatem
{Xp, X q) . Гр ;

wobec tego, że p jest dowolne, punkt Xo jest wspólny wszystkim 
kulom Kn.

Prostym  wnioskiem z powyższego lemmatu jest 
T w ierdzenie 2. Przestrzeń E je st zbiorem drugiej kategorji, 
D o w ó d .  Przypuśćmy, że

Е  =  - У Е „ ( 1)
n=l

przyczem każdy ze zbiorów En jest nigdziegęsty. Istnieje widocz­
nie ciąg kul {Kn) o w łasnościach następujących:

a) K\ E^ = 0, promień kuli Ki jest <  1;
b) Kn\-\ C Kn^\ En̂ î =  0, promień kuli Knx-i jest < 1

ii -[■- i
Na mocy lemmatu istnieje punkt л:о, który należy do w szyst­

kich Kn, a więc, który z uwagi na Kn En — 0 {ti = 1, 2, . . . )  nie 
mógłby należeć do żadnego ze zbiorów En. Jest to jednak oczy­
wiście sprzeczne z (1).

§ 4. Niech E  będzie przestrzenią (D), zaś E* dowolnym nie- 
pustym zbiorem punktów  tej przestrzeni. Zachowując dla ele­
mentów tego zbioru przyjętą w przestrzeni E  definicję odległo­
ści, uzyskujem y pewną przestrzeń {D). Otóż, gdy zbiór G £* 
jest nigdziegęsty, skoro rozpatrujem y go w przestrzeni E*, to 
powiadamy, że jest nigdziegęsty względem (zbioru) E^\ jedynie 
w tym przypadku, gdy E* =  zwykło się opuszczać przytem słowa 
„względem (zbioru) E^\ Analogicznie postępujemy, gdy chodzi 
o inne określenia, które wprowadziliśmy w § 2.

Z twierdzenia 1 wynika, że gdy zbiór Q jest pierwszej kate­
gorji w każdym swoim punkcie względem zbioru E '\ to jest zbio­
rem pierwszej kategorji względem E*. Podobnie z tw ierdzenia 2 
wynika, że, gdy przestrzeń E  jest zupełna, a zbiór E* zamknięty, 
to zbiór E* jest drugiej kategorji względem siebie.
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§ 5. Niech E  oznacza znowu jakąkolw iek przestrzeń (D). 
Uważajmy najmniejszą klasę К  zbiorów w tej przestrzeni, spełnia­
jącą w arunki następujące:

1) każdy zbiór zam knięty należy do K',
2) suma przeliczalnej mnogości zbiorów, należących do K, 

należy do K\
3) dopełnienie zbioru, należącego do /С, należy do K.
Zbiory klasy /Cnazywamy zbiorami mierzalnemi {B). Pokażemy,

że zbiory mierzalne {B) spełniają t. zw. warunek Baire’a. O danym 
zbiorze P  powiadamy, że spełnia w arunek B a i r e ’a, jeżeli każ­
dy zbiór doskonały G {ф  0) zaw iera punkt o tej własności, 
że conajmniej jeden ze zbiorów PO , G — P  jest pierwszej kate- 
gorji w punkcie Xq względem zbioru G.

T w ierdzenie 3. Każdy zbiór mierzalny {B) spełnia warunek 
Baire’a.

D o w ó d .  Łatwo zauważyć, że każdy zbiór zam knięty spełnia 
w arunek В a i r  e’a oraz że dopełnienie zbioru, spełniającego w aru­
nek B a i r e ’a, spełnia w arunek B a i r e ’a. W ystarczy wobec tego 
jeszcze okazać, że suma przeliczalnej mnogości zbiorów, spełnia­
jących w arunek B a i r e ’a, spełnia w arunek B a i r e ’a, Przypuśćmy, 
że zbiory ciągu {P«} spełniają w arunek B a i r e ’a i niech G ozna­
cza dowolny zbiór doskonały Ф  0; niech ^

n=\

i f i  .Ili l i i .-
I ,,В03Т 
IRäDEMlLRlf 

.1ш. Pi*. В.
\ üarüfDwkn“ I
НШа

(1)

Jeżeli zbiór P G  jest pierwszej kategorji w zg l^ ^ m  G, to
'V-. ■-'

w każdym punkcie zbioru G jest pierwszej kategorji względem 
G. Załóżmy, że P G  jest drugiej kategorji względem G; tem- 
samem, wobec (1), jakiś zbiór GP«„ jest drugiej kategorji wzglę­
dem G. Na mocy uwagi 1, istnieje kula otw arta К  względem G, 
o tej własności, że w każdym jej punkcie zbiór GP«^ jest drugiej 
kategorji względem G. Z łatw ością sprawdzamy, że zbiór KPn^ 
jest drugiej kategorji względem К  w każdym punkcie należącym 
do К  Ponieważ zbiór К  jest doskonały (Ф  0), zaś zbiór P^„ po-

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych. 2
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siada własność B a i r e ’a, wnioskujemy tedy o istnieniu punktu 
takiego, źe zbiór K — Pn̂  jest pierwszej kategorji w tym 

punkcie względem K. Można jednak widocznie założyć, że nietylko 
X q (2  lecz, że i Xo CI temsamem zbiór G — Pn̂  jest pierwszej 
kategorji w punkcie Xę, względem G. Ponieważ G — P (Z G ~  P„̂ , 
według (1), widać więc ostatecznie, że zbiór G — P  jest pierwszej 
kategorji w punkcie Xq względem G. Każdy więc zbiór doskonały 
G ^  0 zawiera punkt taki, że conajmniej jeden ze zbiorów 
PG , G — P  jest pierwszej kategorji w tym punkcie względem G; 
oznacza to, że zbiór P  spełnia w arunek B a i r e ’a.

§ 6. Niech E  i będą dowolnemi zbiorami niepustemi. Jeśli 
każdemu elementowi x  E  przyporządkow any jest pewien 
element CI to powiadamy, że w zbiorze E  określona jest operacja; 
element odpowiadający elementowi л: nazywamy wartością tej 
operacji dla elem entu л:. Zbiór E  określam y jako dziedzinę uw a­
żanej operacji, zbiór zaś wszystkich jej wartości jako jej przeciw- 
dziedzinę. W przypadku szczególnym, gdy wartościami danej 
operacji są liczby, nazywamy ją zwykle fankcjonałem.

Załóżmy teraz, że zbiór E  stanowi przestrzeń {D), i niech U (x) 
będzie operacją, której dziedziną jest E, zaś przeciwdziedziną 
znowu jakaś przestrzeń (D). Powiadamy, że operacja U (x) jest 
ciągła w punkcie x^, jeżeli dla każdego ciągu punktów (л:«} zbieżnego 
do punktu Xq zachodzi lim U {Xn) =  U  (Xq); mówimy, że operacja U{x)

jest ciągła w E, gdy jest ciągła w każdym punkcie tej przestrzeni. 
Gdy dany jest ciąg operacyj {U,i{x)) określonych w E, i operacja 
U^{x) określona w tej przestrzeni—przyczem przeciwdziedzinami 
ich są części jakiejś przestrzeni (D)—to powiadamy, że ten ciąg 
operacji jest zbieżny w punkcie Xg do operacji U^{x), jeśli ciąg 
punktów {ć/n(-^o)} jest zbieżny do punktu ć/o(-^o); mówimy, źe 
ciąg operacyj [Un{x)) jest zbieżny w E  йо operacji Uq{x ), gdy 
jest zbieżny w każdym punkcie л; tej przestrzeni do Uq{x ). Jeśli 
ciąg operacyj {Un{x)) jest zbieżny w £" do operacji Uo(x), to tę 
ostatnią operację nazywamy granicą w E  ciągu operacyj {Un{x)}-

W przypadku, gdy wiadomo o jakiej przestrzeni mowa, uży-
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wamy często term inu „operacja ciągła” zam iast „operacja ciągła 
w analogicznie, jeśli chodzi o pozostałe terminy.

§ 7. Przypuśćmy, że E  jest jakąś przestrzenią (D). Niech 
К  będzie najm niejszą klasą operacji, których dziedziną jest E, 
których przeciwdziedziny zaw arte są znowu w pewnej danej 
przestrzeni (Z)), i k tóre przytem czynią zadość warunkom:

1) każda operacja ciągła należy do /С;
2) granica ciągu zbieżnego operacji, należących do AT, należy 

do K-
Operacje tej klasy noszą nazwę operacji mierzalnych {B).

0  danej operacji U  (л:), której dziedziną jest przestrzeń E, zaś 
przeciwdziedziną również pewna przestrzeń (D), powiada się, że 
spełnia warunek Baire’a, jeśli dla każdego zbioru doskonałego nie- 
pustego G (2.E, będącego drugiej kategorji względem siebie, 
istnieje część Gq zbioru G, pierwszej kategorji względem niego
1 taka, że operacja U (x), rozpatryw ana w przestrzeni G — Gq, jest 
w niej ciągła. Udowodnimy, że każda operacja m ierzalna (B) 
spełnia w arunek В a i r e’a.

Przypuśćmy, że w E  określone są operacje Un(x) (n ~  1,2, ..) 
oraz Uo(x); przeciwdziedziny ich niech mieszczą się w pewnej 
przestrzeni (D). Udowodnimy

Lem m at. Jeżeli ciąg operacyj {Un{x)) je st zbieżny do operacji 
^ 0   ̂ dla każdego n istnieje zbiór En ф  E pierwszej
kategorji, taki, że operacja Un(x), uważana w E — En, je st ciągła, 
wtedy istnieje zbiór Eq pierwszej kategorji, taki, że

U

2® warunki

E - E ,( Z E ^ ^  - E - ^ E n ,
n—l

(1)

Xi C  E'^ ( / = 1 , 2 , . . . ) ,  х ^ (ф Е  — Eę̂ , lim X/ =  Xq

pociągają
lim ć7o(x/) =  Go(Xo)./-̂ =>0
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D о w ó d. Dla każdej pary liczb naturalnych m, n, oznaczmy 
przez Ln,m zbiór w szystkich punktów takich, że

X (2 £■*, oraz {Up{x), Uq{x)) dla p, n. (2)

Z uwagi, że ciąg operacji {Un{x)) jest zbieżny, wynika, że
oo

E ' = 'У  L„,„ (ot = 1, 2, . . . ) .  (3)

Ponieważ, wobec (1), stale E* ę2.E — En, przeto każda z ope­
racji Un{x) jest w £■* (o ile zbiór ten jest ^  0) ciągła; ponadto 
zbiór Ln,m był określony jako zbiór tych punktów dla których 
spełnione są relacje (2), więc

Ln, m E ' Łfi, m =  1, 2, . . .}. (4)

Niech Kn.m oznacza sumę wszystkich kul otw artych, zaw ar­
tych w zbiorze Ln,m, zbiór Ln,m~ Kn,m jcst oczywiście nigdzie- 
gęsty. A zatem, jeżeli położymy

Hm — ^  Ln, m Kn, m — 1, 2, . . . ) ,  (5)
я=1

to, wobec wynikającej z (3) relacji:

E * -  H m  ( Z  У  { L n . m -  K n . m ) ,

każdy ze zbiorów E* — Hm jest pierwszej kategorji. Twierdzimy 
obecnie, że, jeżeli przy pewnem

Xi Z  0' =  1, 2, . . .), Xq z  Hm„ lim Xi =  лГд
wówczas

lim {U^{Xi), U^{xZ) <  —
iiin

(6)

Z )//Łq

Istotnie, z (5), (6) wynika przedewszystkiem, że przy pew­
nem /?o naturalnem  C Kn„m:, ponieważ Х,, C  Kn„m, i Kn̂ .m̂  
jest zbiorem otwartym, a pozatem według (6), lim X/ =  Xq, przeto
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istnieje liczba N, taka, że przy jest Kn ,̂m,. Ponieważ
dalej i XiC .E*, przeto z (4) wnioskujemy, że

X[ Lfî n̂ia dla i ^  M, (8)
Mamy

{U,{Xi), U,{x,)).<C{U,{Xi), UnlXi))^{UniXi),{Unix,))^{Unix,\ U M ) ;

stąd wobec (8) oraz uwagi, że według (2),

1
^o{x)) ^  dla Ln̂ ,mâm,

dostajemy

{ U M ,  U M )  <  ; ^ +  { U M ,  U n M )  dla i >  N;m

lecz Xq Cl U„,m,ClU* więc, wobec (6), oraz ciągłości operacji Unix) 
w zbiorze E*, ostatnie nierówności dowodzą prawdziwości re ­
lacji (7). Niech

E, = E - nil (9)

okażemy, że określony przez powyższy wzór zbiór Eq posiada 
własności żądane. Dla dowodu zauważmy przedewszystkiem , że, 
wobec (1), zbiór E  — E* jest pierwszej kategorji; ponieważ każdy 
ze zbiorów E* — Hm jest pierwszej kategorji, a pozatem — jak to 
wynika z (9) —

Е * - ( Е - Е „ ) С ' У ( Е “ - Н ^ ) ,
m—1

przeto również zbiór E'^ — {E — E^) Jest pierwszej kategorji. 
W ystarczy teraz zauważyć, że

aby stwierdzić że zbiór Ê  ̂ jest pierwszej kategorji. Przy­
puśćmy, że Xi CIE*, XqC IE  — Eq, lim Xi =  Xy; wobec (9),

■ 0̂ C Urn (m =  1, 2, ...) , a ponieważ — jak wiemy — relacje (6) impli-
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kują (7), więc lim UQ(Xi) = f/o(-^o)- Pozatem, z uwagi na (3), (5) 

i (9), mamy E — Eq E*.
Tw ierdzenie 4. Katda operacja mierzalna {B) spełnia waru­

nek Baire'a.
D o w ó d .  Jest jasne, że każda operacja ciągła spełnia 

warunek B a i r e ’a. W ystarczy zatem dowieść jeszcze tylko, 
że granica zbieżnego ciągu operacyj, spełniających w arunek 
B a i r e ’a, spełnia w arunek B a i r e ’a. Niech więc dany będzie ciąg 
operacyj spełniających warunek B a i r e ’a, zbieżny do ope­
racji Uq{x )', załóżmy, że zbiór G jest doskonały, niepusty, 
drugiej kategorji względem siebie. Dla każdego n istnieje część 
Gn zbioru G o tej własności, że jest pierwszej kategorji wzglę­
dem G i że operacja Un{x) rozpatryw ana w G — G„ jest ciągła. 
Na mocy lemmatu (przyjmując G = E  oraz G« =  En) istnieje część 
Go zbioru G pierwszej kategorji względem niego, taka, że ope­
racja Uq{x ) jest w G — Gq ciągła.

Zauważmy, że z dowiedzionego lemmatu w ynika również
Tw ierdzenie 5. Gdy operacja U^^{x) jest granicą ciągu operacyj 

ciągłych {Un{x)), to istnieje zbiór E^ pierwszej kategorji, taki, te  
w każdym punkcie x^ (jjj E — E^ operacja Uq{x ) jest ciągła.

D o w ó d .  Istotnie można przyjąć £« =  O (я =  1,2, ...); wówczas 
E* = E.

§ 8. Podamy obecnie pewien związek między zbiorami oraz 
operacjami mierzalnemi (B). Zakładamy stale, że chodzi o operacje 
określone w pewnej przestrzeni (D) — oznaczymy ją przez E  —, 
których w artościami są elementy pewnej przestrzeni E*, rów ­
nież (D).

Tw ierdzenie 6. Gdy operacja U {x) je s t mierzalna {B), to 
dla każdego zbioru G* CLE* mierzalnego {B), zbiór G tych punk­
tów  X, w których U  (x) C  O*’ mierzalny {B).

D o w ó d .  Przypnśćmy naprzód, że zbiory G* są zam­
knięte. O ile operacja U{x) jest ciągła, to, jak  łatwo widzieć, 
odpowiednie zbiory G są także zamknięte. Załóżmy tedy, że 
ciąg operacyj jest zbieżny do operacji U q{x ) i że dla każdego
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n oraz każdego zbioru zam kniętego G* zbiór tych punktów x, 
w których Un{x) (3 G*, jest mierzalny {B). Niech {£«} będzie ciągiem 
liczb dodatnich, zbieżnym do 0. Oznaczmy, dla danego zbioru 
zamkniętego Go , przez Gn zbiór tak określony: jeśli у ( ^ Е *  ~G% , 
wówczas kula o środku у  oraz promieniu e« mieści się w zbiorze 

— G't . Każdy ze zbiorów G« jest widocznie zamknięty, a przytem

g;  =  I I  g ; .
n = l

Niech Gm,n {m, n = 1,2 . . .)  będzie zbiorem tych punktów 
dla których Un{x) d  Gm ; wedle założenia zbiory Gm.n są mierzalne 
{B). Z łatwością sprawdzamy, że zbiór Gq tyciu punktów dla 
których Uq{x ) d  Go , można określić przez wzór

p—l n—l q=n
temsamem zbiór Go jest m ierzalny {B). Widać obecnie, że, gdy 
G* jest zbiorem zamkniętym, to odpowiedni zbiór G jest w każ­
dym przypadku m ierzalny (B). Lecz, gdy, dla pewnego zbioru G* 
oraz pewnej operacji L/(x), G jest zbiorem tych punktów  x, dla 
których U(x) d  G*, to zbiór punktów x  o tej własności, że 
U{x) (2 E* — G*, jest identyczny ze zbiorem E — G; podobnie, gdy 
przy pewnym ciągu zbiorów {G„} oraz pewnej operacji U(x), G„ 
jest zbiorem tych punktów  dla których U(x) d  G'n, to zbiór tych

punktów л:, dla których U(x) d  G„ , jest identyczny ze zbio-
Я—i

oo

rem У  Gn. Z poprzedniego i powyższych uwag w ynika praw ­

dziwość naszego twierdzenia.
Udowodnimy teraz
T w ierdzen ie  7. Jeśli operacje U'{x), U”{x) są mierzalne {B), 

wówczas funkcjonał {U \x), U ”{x)) jest też mierzalny {B).
D o w ó d  wynika w prost z uwagi, że, gdy operacje U ’{x), 

U"{x) są ciągłe, to funkcjonał {Ufx) ,  U"{x)) jest ciągły, oraz
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źe dla każdego punktu y<j(ZE* funkcjonał (y, Уо) =  (Уо, У) jest 
w E* ciągły.

Z tw ierdzeń 6  i 7 wynika
Tw ierdzenie 8. Jeśli {Un{x)) je st ciągiem oper асуj  mierzalnych 

{B), wówczas zbiór G tych punktów, w których ciąg ten jest zbieżny, 
jest mierzalny {B).

D o w ó d .  Dla każdych naturalnych p, q, r oznaczmy przez 
Gp, q, r zbiór tych punktów  x, dla których

r

wobec tw ierdzeń 6 , 7 zbiory Gp,q,r są mierzalne {B). Lecz

Л—1 p —l  q —p

temsamem zbiór G Jest mierzalny (B).
Zauważymy jeszcze, że zachodzi
Tw ierdzenie 9. Gdy {Un'(x)}, {Un"{x)} są ciągami operacyj mie­

rzalnych {B) i prżytem  stale lim {UJ{x), U n{x)) <  +  oo, to funkcjo­

nał lim {UJ{x), Un”(x)) jest mierzalny {B).
ra—

D o w ó d .  Niech dla każdej pary  liczb naturalnych p, q oraz 
dla każdego punktu x

Fp,q{x) =  Max {U Ą x ),U f{x )) .
n=p, p-yi. ...p+q—l

Jest widocznie dla każdego x

lim (Un'(x), Un"(x)) = lim lim />, (̂л:);
/Z—>CO q—̂CXD

w ystarczy jeszcze pokazać, że każdy z funkcjonałów Fp,q{x) jest 
m ierzalny {B ). W edług tw ierdzenia 7 każdy z funkcjonałów 
Fp,\{x) =  {Up'{x), Up'{x)) jest m ierzalny (5); ponieważ stale

 ̂̂ P> 9+1 (*̂ ) ~ Ep, q(^X) -f- FpĄ.q^\jx) “b I E p Ą .q ^ fx ) |,
przeto przez indukcję wnioskujemy, korzystając znowu z tw. 7, 
że funkcjonały Fp,q{x) są mierzalne (5).



ROZDZIAŁ II.

Ogólne przestrzenie wektorjalne.

§ 1. Niech E  oznacza jakiś zbiór niepusty. Przypuśćmy, że 
każdej parze uporządkowanej д:, у elementów tego zbioru przy­
porządkowany jest pewien element x Ą -y ,  należący do niego — 
nazwiemy go sumą elementów x, y; załóżmy dalej, że dla każdej 
liczby t  oraz każdego elementu x  zbioru E  określony jest pewien 
element t x  tego zbioru; nazwiemy go iloczynem liczby t  oraz ele­
mentu X. Niech dla tych działań, dodawania elementów i mnoże­
nia liczb przez elementy, spełnione będą następujące w arunki 
(gdzie л:, у, z  oznaczają dowolne elementy zbioru E, zaś a, b 
■— liczby):

1) x - \ - y ^ y - y x \

2) X -y (y  z) = {x y) z;

3) x - y y  = x y - z  pociąga у  = z;

4) a {x Ą- y)  ^  a X -У a у ;

5) {a Ą- b) X ^  a X -У b x\

6) a{b x ) ^  {a b) x;

7) \ x ^  X.

Przy powyższych założeniach powiadamy, że zbiór E  s ta­
nowi przestrzeń wektorjalną. Łatwo widzieć, że wtedy istnieje
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dokładnie jeden element, oznaczymy go przez 0 , taki, że stale 
X Q = x; równość a x  = b x  przy x  ^  & daje a — b, pozatem 
z równości a x  — a y ,  przy a 7 ^ 0, w ynika x = y .  Definjujemy 
dalej:

-  X =  1) л:;

X у  =  X +  ( - у ) .

Gdy X ^  у, to przez odcinek łączący elementy л:, у  rozumie­
my zbiór w szystkich elementów postaci t  x  (1 — t) y , gdzie t  
oznacza dowolną liczbę przedziału <  0,1 > . O danym zbiorze 
G C ^E  powiada się, że jest wypukły, jeśli zawiera każdy odcinek, 
łączący dwa dowolne jego elementy.

Podane w § 1 rozdziału I przykłady 1 — 9 przestrzeni (D) 
stanowią widocznie zarazem przykłady przestrzeni wektorjalnych, 
przy zwykłych definicjach dodawania elementów oraz mnożenia 
liczb przez elementy.

§ 2. Niech E, E"̂  oznaczają jakieś przestrzenie w ektorjalne; 
przypuśćmy, że f { x )  jest operacją określoną w E, której przeciw- 
dziedzina mieści się w E*. Powiadamy, że operacja f { x )  jest 
addytywna, gdy dla każdej pary elementów у  jest

f { x + y )  = f { x )  + / { y ) ;

nazywamy ją jednorodną, skoro dla każdego elementu л: oraz 
każdej liczby t

f ( t  x) =  t f { x ) .

Tw ierdzenie 1. Jeśli p{x) je s t funkcjonałem określonym w E, 
takim, że stale

p {x  y ) p  t̂ x̂  i p  (y), p tf  x'̂  — t  p dla t  0

i jeśli w pewnej przestrzeniwektorjalnej^) G f f f E  dany je st funkcjonał 
addytywny oraz jednorodny f {x ) ,  o tej własności, że zawsze

f { x ) ^ p { x ) ,

9 Zob.; S. B a n a c h ,  Sur les fonctionnelles lineaires II, Stud. Math., 
I, (1929), p. 223 — 239, w szczeg. p. 226.

9  Rozumie się, przy przyjętych w przestrzeni E definicjach działań.



— 27 —

to istnieje funkcjonał oddytywny i jednorodny F{x)  w  E, dla któ­
rego stale

F {x) K p ( x )
oraz

f ' ( x ) = f ( x ) ,  jeśli x ( ^ G .

D o w ó d .  Można założyć, że G Ф  E\ niech x^ E — G. Gdy 
x \  x ” ( f  G, to

f ( x" )  f ( x ’) =  f ( x ' '  ~  x') <! p {x" — x') —

p [(^" +  Xo) +  (~  л;' — Xo)] <  p  {x” +  +  p (— -^o),

i temsamem

- P { -  -  -̂ o) “  f ( x ' )  <  P (x" +  Xo) - f { x " ) .

Niech m oznacza kres górny liczb — p { — x  -  xj) — f  {x), zaś 
M  kres dolny liczb p (x ф Xo) — f  (x) dla x( f jG;  według poprzed­
niego m, M  są skończone i przytem m ф  M.  Weźmy jakąkolw iek 
liczbę Го, taką, że m <  r  ̂<; M; wówczas dla każdego x G

- р ф Х ~ Х о ) - / ( х ) ф Г о < р ( х  +  Х о ) - / { х ) .  (1) 

Uważajmy zbiór Oq wszystkich elementów у  postaci

у  — X 1 Xo, gdzie x  ( f  G, a t  jest liczbą; (2)

Go stanowi oczywiście przestrzeń wektorjalną. Połóżmy

9 ( y ) = f ( x )  +  t Го, (3)

gdzie element у  jest określony przez wzór (2); ponieważ Xo(f_E— G, 
przeto każdy element у  (Z Go posiada dokładnie jedno przedsta­
wienie postaci (2), skąd wynika, że funkcjonał (p(y) jest w Go 
określony jednoznacznie. Widać pozatem, że jest on addytywny 
i jednorodny oraz pokryw a się z funkcjonałem  f ( x )  w G; poka­
żemy teraz, że

?(3^) <  p {y)  przy у  C  Go. (4)

Istotnie, pisząc у  w postaci (2), można założyć, że t  ф  0.
X

Biorąc w nierówności (1) — zam iast x  oraz mnożąc prawą, wzgl.



— 28 —

lewą, jej stronę przez t, zależnie od tego czy ^ > 0  czy też  ̂<  0, 
dostajemy

f Го <  /7 (X +   ̂Xo) -  f{x)',

wobec (3) w ynika stąd relacja (4).
Widać, że wystarczy dobrze uporządkować wszystkie ele­

menty zbioru E — G, aby rozszerzając kolejno funkcjonał /  (л:) 
przy pomocy metody wyżej podanej, uzyskać w końcu fun­
kcjonał F{x)  w Ey spełniający żądane warunki.

U w a g a  1. Jeśli p  {x) jest funkcjonałem określonym w  E, przy- 
czem stale

p { x - f  y)  ^  p{x) - \ -p  (y),  p { t  x) = t p {x) dla t  >  0,

wówczas istnieje w tej przestrzeni funkcjonał addytywny i jedno­
rodny F{x),  taki, że stale

F{x) K p { x ) .

Niech bowiem CI i weźmy zbiór G w szystkich elem en­
tów postaci t  Xq, gdzie t  jest dowolną liczbą; G stanowi przestrzeń 
w ektorjalną. Połóżmy w niej

Wówczas stale
f { t  x^) = tp(Xo).  

f { t  -̂ o) < p { t  xj).

Istotnie przy t j > 0  mamy t  p (л:о) = p{ t  Xo), zaś przy t  < 0  
dostajemy kolejno 0 =  ;? ( 0 ) <  /7 -Ep{— xj), p  (л:,,) >  — /7 (— xfi,
t p ( x , )  ~  t p ( — Xq) ~ p { t  xf). W ystarczy teraz uwzględnić tw ier­
dzenie 1, aby przekonać się o prawdziwości uwagi.

3. Omówimy tu kilka interesujących zastosowań tw ierdzenia 
1 i uwagi 1.

1. Niech E  będzie zbiorem wszystkich funkcji rzeczywistych 
ograniczonych л: (5), określonych na brzegu pewnego koła o ob­
wodzie 1; s niech oznacza przytem  łuk liczony od pewnego punk­
tu tego okręgu w umówionym zwrocie. Przy zwykłych definicjach 
działań zbiór E  stanowi przestrzeń wektorjalną. Dla każdego jej
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elementu л: określm y p  (л:) jako kres dolny wszystkich liczb 
M. (x; «2, . . .  a„) postaci

M  (x; a ,̂ Kg, . . .  a„) ^  kres górny — x ( s  +  a^),
( — '=>=’ <  S  -C T I-I-O 's) f t

gdzie a^, аз,... a„ jest dowolnym układem  liczb. Funkcjonał p{x)  
spełnia wszystkie w arunki uwagi 1. Przedewszystkiem  jest wi­
docznie stale p ( t  x)  = t p  (л:) przy t ^ O .

Niech л:, у  będą elementami E, zaś e dowolną liczbą >  0. 
Istnieją układy liczb a ,̂ ol̂ , . , .  ap oraz ß̂ , ß2, . . .  takie, źe

M ( x ; a ^ , a ^ , . . . a p ) ^ p { x ) ^ e ^  (^; ßi, ß2, • ■ • (З̂ ) +  -̂ (1)

Ustawiając wszystkie liczby a* + ß ;(Ä = l, 2 , / =  1, 2, ..., q) 
dowolnie w ciąg J ,̂ J2, . . .  Jpq, mamy

p (x  + y ) < M (x  +  y; Ji, / 2» • ■ • Jpq ), (2)

przyczem łatwo sprawdzamy, źe

Л1 (x y\ J^, /2  ~̂ря) ^  '̂ 2; ••• ^p) H“ ̂  (y? ßlJ ß2? ••• ß?)* (^)

Z (1), (2) i (3) wynika, że p  (x + y )  -< у  {x) +  p  (y) +  2 s; wo­
bec dowolności liczby dodatniej e, dowodzi to, źe p ( ^ + y ) < ^  
p ( x ) + p ( y ) .  Na mocy uwagi 1 istnieje w przestrzeni E  funkcjo­
nał addytywny i jednorodny F{x),  taki, źe stale F{x)  - ^p{x) .  
Gdy Jc(5) —1, to p{x)  = l  i p ( —x ) — 1, a ponieważ F { x ) ^ p { x )
oraz F { x ) = — F{—x)' :^  — p{— x), przeto ostatecznie F { x ) ^ l .  
Gdy x{s)  >- 0, to F{x)  >- 0; mamy bowiem p л:) 0, a z drugiej
strony znowu F { x ) —— F{-—x)':y> — p{— x).  Funkcjonał F{x)  po­
siada pozatem jeszcze tę własność, źe, gdy jest dowolną liczbą, 
to P'[x (5 +  5(,)] — F[x  (5)], Istotnie, kładąc у  (5) =  x (s +  5q) — л: (5) 
oraz dp = (k — 1) Sq {k — 1, 2, ...) , mamy, przy wszelkiem m

p ( y ) <  Ж (y; a ,̂ ag, .. . a„) ^  — kres górny [x(5 +  я 5q) — л: (s)],
n +"=)

i temsamem p ( y ) <^ 0 ;  analogicznie wynika, źe p (—y )< !0 .  Lecz

9 Kładziemy л: =  л: (5) oraz 3/ = 3/(5).
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^ ( у Х р (у ) i F { y ) = - у ) > - р { — у \  więc F { y ) ^ Q .  Ozna­

czając s y m b o le m л: (5)0̂ 5 funkcjonał [F(a'(5)) +  F ( x (1 — 5))] do­

stajemy twierdzenie;

Każdej funkcji a (5) klasy E przyporządkować można liczbę 
x{s )ds ,  tak by spełnione były warunki {gd.zie а (5),з;(5) są do-

wolnemi funkcjami klasy E, zaś a, b, s  ̂ — liczbami):

1) j  [a X (5) +  by  (5)] d s  — a a (5) 5 -(- |" у (5) 5;

2) j" A (5) б/ 5 >  0 gdy A (s) >  0;

3) I A (s +  So) (i s =  j A (5) ds;

4) J a (1 — I x{s)ds;

5) j l d s  = l.

Łatwo sprawdzić, źe funkcjonał J x{s )ds ,  spełniając warunki

1 — 5, zawarty jest stale między całką dolną oraz górną funkcji 
A(5) w sensie R ie m a n n ’a; temsamem więc dla każdej funkcji 
całkowalnej (/?) pokrywa się z jej całką. Dla funkcyj całkowalnych 
(L) nie pokrywa się naogół z ich całkę (L); lecz gdy wyjdziemy 
z przestrzeni wektorjalnej G, jaką stanowi ta właśnie klasa fun­
kcji i określimy w niej funkcjonał / ( a) jako całkę (I) funkcji x(s),  
to uzyskamy przy pomocy twierdzenia 1 w przestrzeni £’ funkcjonał

E{x),  posiadający oczywiście tę własność, źe funkcjonał J x ( s ) ds  =

— [F(a(5))-f-/^(a(1 - 5))] spełnia ..wszystkie warunki 1 —5, a przy-
2
tern dla każdej funkcji całkowalnej (Z.) pokrywa się z jej całką.

Uważajmy teraz klasę К  wszystkich zbiorów na okręgu koła, 
o którem mowa, sam zaś okrąg oznaczymy przez A q. Kładąc dla



— 31

2)

3)

4)

każdego zbioru A tej klasy jx (Л) =J^x(6’) gdzie x(5) jest fun­

kcją charakterystyczną zbioru A, otrzymujemy twierdzenie:
Każdemu zbiorowi A klasy К  można przypisać liczbę [х(Л), 

tak by spełnione były warunki {gdzie A, В są dowolnemi zbio­
rami klasy K):

1) [X (Л 4- Л) =  a (Л) +  [X (B), jeśli Л i5 — 0;

[ х ( Л) >0 ;

[X (Л) =  [X {В) dla Л —

Funkcjonał |х(Л), który spełnia warunki 1 — 4, zaw iera się 
między miarą w ew nętrzną i zew nętrzną zbioru Л w sensie J  o r- 
d a n a; dla każdego zbioru mierzalnego {J) pokryw a się tedy 
z jego miarą. Dla dowolnych zbiorów mierzalnych (Z.) nie pokry­
wa się naogół z ich miarą (Z,); lecz tak  jak poprzednio można 
uzyskać i to, aby w arunek ten dodatkowy był spełniony )̂.

2. Niech E  będzie zbiorem w szystkich funkcyj rzeczywi­
stych ograniczonych x{s)  określonych w (0, +  oo); przy zwykłych 
definicjach działań stanowi on przestrzeń wektorjalną. Dla każ­
dego jego elementu л; oznaczymy przez p{x)  kres dolny w szyst­
kich liczb )̂:

^  JC (s O-k) ,lim
tl

gdzie . . .  jest dowolnym układem  liczb dodatnich. Z ła ­
twością sprawdzamy, że określony tak  w przestrzeni E  funkcjonał 
p{x)  spełnia warunki uwagi 1; istnieje więc w E  funkcjonał ad- 
dytywny i jednorodny F{x)  o tej własności, że stale F{x) ^ p { x ) .  
Oznaczając funkcjonał F{x)  symbolem Lim x(5)^) dochodzimy do 
twierdzenia:

b Por.: S. B a n a c h ,  Sur le probleme de la mesure, Fund. Math., IV, 
(1923), p. 7 — 33.

Kładziemy x  — x  {s).
Symbol „Lim“ oznacza tedy pewną „granicę“ uogólnioną; znak „lim“ 

zachowujemy natomiast dla granicy w sensie zwykłym.
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Każdej funkcji x { s ) ( f E  przypisać można liczbę Lim x  (s), tak
S’—

by spełnione były warunki {gdzie x  (5), у  (s) są dowolnemi funkcjami 
z  E, zaś a, b, Sq — liczbami, przyczem  >- 0):

1) Lim [a x  (5) +  b y  (5)] =  a Lim л: (5) +  ^ Lim (s);
s—>oe S-̂ 00 s->c>a

2) Lim л: (5) >  0, jeśli x  (s) >  0;
S—>0°

3) Lim л: (5 +  5q)
i*—>00

Lim л: (5);

4) Lim 1 =  1.
s->«

Funkcjonał Lim x(s) ,  spełniając w arunki 1 — 4, zawiera
S —

się stale między lim л: (5) oraz limA:(s); pokryw a się tedy z lim л: (5),
s->-co

O ile tylko granica ta w zwykłym sensie istnieje.
3. Niech będzie dowolnym ciągiem ograniczonym. Określi­

my w przedziale (0 ,+  cxj) funkcję x(s )  zapomocą umowy; =  
dla n — 1 <  s ^  n (n = 1, 2, ...).  Funkcja л: (5) należy do zbioru 
E, o którym  mówiliśmy w ustępie 2. Kładąc Lim 6,г =  Lim x  (5),

/1—>-00 S—>00
gdzie Limjc(5) posiada sens tam określony, dostajem y twierdzenie:

s—>-=>°
Każdemu ciągowi ograniczonemu można przyporządkować 

liczbę Lim in, tak by spełnione były warunki {gdzie {in}, {'/]«} są do-
/1—Усхэ

wolnemi ciągami ograniczonemi, a, b — liczbami):

1) Lim {ain-\- b =  a Lim in +  b Lim in,

2) Lim in >- O, gdy stale in

3) Lim inĄ-i ~  Lim in.

0;

4) Lim 1 =  1.
И—̂00

z  warunków 1 — 4 wynika z kolei, że funkcjonał 
Lim In zawiera się stale między lim in oraz lim in, dla każdego

и— n—>00
ciągu zbieżnego pokryw a się tedy z jego granicą )̂.

b Por.: S. Ma z u r ,  O metodach sumowalności, Księga pamiątkowa pierw­
szego polskiego Zjazdu matematycznego, Kraków, 1929, p. 102—107, w szczeg. p. 103.



ROZDZIAŁ III A.

O przestrzeniach typu ( F ) ,

§ 1, Niech E  będzie jakąś przestrzenią {D) wektorjalną, 
spełniającą warunki następujące:

1) { x , y ) = ^ { x - y , % )  { x , y ( Z E y ,

2) lim /г,г =  0 —liczby) pociąga l \mhnX = % {x (F E);

3) lim Xn =  0 { X n F ^ )  pociąga lim hxn=^^  {h —liczba).
fl-̂ cx3

z powyższych założeń wynikają odrazu następujące własności 
granicy:

a) Gdylimx„ =  :̂, lim y„=y, gdzie X n , x , yn , yF F,  wówczas
n—>^ /?—>oo

lim {Xn + У п )  ^  X + y .

Dla dowodu wystarczy zauważyć, że zawsze (x„ +y„, x 4-у) =  
(Xn +  Уп — X -  y,  Q) F  (Xn ~  X Уп — у,  У п -  у )  +  {Уп -  У, 0) =  
{Хп -  X, 0) +  {Уп — у, 0) = (х„, х) -f (у„, у).

b) Gdy lim hn = h {hn, h liczby), to lim hnX = h x  {x F F ) .
n n

Istotnie mamy stale {hn x, hx)  — {{hn — h) x, 0).

Kładąc dalej, dla skrócenia,

IXI =  (x, 0),
Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych.
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łatwo sprawdzamy, źe zachodzą relacje (przyczem x , y  są do- 
wolnemi punktami uważanej przestrzeni):

a) y) ^  1

b) X >  0, gdy Х ф в ;  1 0 j =  (

c) l " - ^ l  =

d) l - ^ ' l  -  b ' 1  1  i i 1  +  i 3'

Pozatem widoczne jest, że przestrzeń E  jest doskonała oraz 
spójna^ t  zn. nie jest sumą dwóch zbiorów zam kniętych roz­
łącznych i niepustych.

Gdy dany jest ciąg punktów {x„}, to powiadamy, że szereg
Сю fl

Xi  jest zbieżny, skoro ciąg ( хД jest zbieżny; mówimy, że
Jimami V 6̂атшвв1 }
i=l  I

jest on zbieżny do punktu x , albo, źe punkt x  jest jego sumą —
OO n

pisząc Xj = X, ~  gdy ciąg | .y/| jest zbieżny do x  )̂.
£=1 £ — 1

oc СХЭ

U w a g a  1. Gdy Xi ^  x, to j x  i < y  Gdy bowńem
£=1 £=1

e jest liczbą > 0 ,  to istnieje wskaźnik n taki, że [л: >  Xi < s.
£=1

n n
Temsamein j х I — Xi \ <  e oraz | л' | <  £ +  j i; ponieważ zaś

£ = 1 £̂ 1

Xi  L co wo-I Xi I <  I Xi I <  I Xi I, przeto \x  \ < в
£=1 £=1 i—1 i = l

bec dowolności liczby dodatniej s dowodzi prawdziwości uwagi. 

U w a g a  2. Gdy | 1 <  +  oo, to szereg je st zbieżny.
£=1

h Jest jasne, jaki sens należy nadać przytem symbolowi X: .
i—1
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Kładąc bowiem Sn =  "S Xi (/2 =  1,2 ...), mamy, dla p < q , \ S p  — Ą
/=1

Q Я
— : л:/1 <; 'V  I Xi I; widać stąd, że lim | Ą, — б’с; | =  O, a więc, że

' ^  ' V , g -> < ^i=̂p-\~l i=p-\-l
CO

szereg Xi jest zbieżny.
г=1

Z uwagi 2 wynika, że gdy przestrzeń E  jest zupełna, wówczas 

każdy szereg Xj, dla którego | л:, | <  +  co, jest zbieżny do
/=] t=i

pewnego punktu tej przestrzeni; pokażemy, że naodwrót zachodzi

T w ierdzen ie  1. Jeżeli każdy szereg '^ ^ Xj taki, że x,- j < + co ,
/=1 /=1

je s t  zbieżny do pewnego punktu, wówczas przestrzeń E je s t zupełna.
D o w ó d .  Niech dany będzie jakiś ciąg punktów {y«} zbież­

ny. Weźmy ciąg liczb dodatnich {s«} o tej własności, że szereg

£« jest zbieżny. Połóżmy Яо =  1 i dobierzmy ciąg liczb natu-
n = l

ralnych [tli], tak  by stale

tli >  Я/+1 , \Ур ~  Уд \ <  Е/ dla Щ. (1)
Niech

■ ^1 — Уп, , Xi — У Ul Уп1__-̂ dla i — 2, 3, . . .  ; 

wówczas wobec (1), | Х/] — | з \  1 £/-i dla / >  1, i temsamem
OO oo Co

Xi I •< \уп, I +  ^i. Szereg Xt jest zbieżny na mocy uw a­
żni £=1 /=1

СО

gi 2, ponieważ | л:/j <  +  со; niech у  będzie jego sumą. Dla 

n ^  Щ {i =  2, 3, . . . ) mamy
i i

I y У/£ I < |y — ̂  I + ' -̂y - Уп |, (2)
"PT '■=!



36 —

a ponieważ 2  przeto, według (1),
=1

i

\ ^ ^ X j —yn \ <  £/. (3)

Z (2) i (3) w ynika natychm iast, że

lim \y —уп I <  £/
W—>oo

(< =  2 , 3 . . . ) ;

lecz lim e« — 0, a więc temsamem ciąg {уп} Jest zbieżny do y,
/г->оо

w  dalszym ciągu ograniczać się będziemy stale do rozpa­
tryw ania przestrzeni E, które poza własnościami, o których mó­
wiliśmy na początku tego §, posiadają jeszcze i tę, że są zupełne; 
nazywamy je przestrzeniami {F),

Podane w § 1 rozdziału I przykłady 1 — 9 przestrzeni (D) 
zupełnych, stanowią — jak zauważyliśmy w rozdziale II — przy 
zwykłych definicjach działań, przestrzenie w ektorjalne; ponieważ 
zaś w przypadku tych przestrzeni spełnione są sformułowane 
poprzednio warunki 1 — 3, przeto są one przestrzeniam i {F).

§ 2. Niech E  będzie jakąś przestrzenią {F), i Xq jej pun­
ktem. Operacja U(x)  = x określa pewne odwzorowanie wza­
jemnie jednoznaczne przestrzeni E  na siebie; odwzorowania tego 
typu noszą nazwę przesunięcia. Łatwo widzieć, że obrazem kuli 
(kuli otw artej) przy przesunięciu jest kula (kula otwarta) o tym sa­
mym promieniu; podobnie zbiory zamknięte, doskonałe, otwarte, 
mierzalne {B), wszędziegęste, nigdziegęste, pierwszej, względnie 
drugiej, kategorji przechodzą na zbiory o tych samych odpowied­
nio własnościach. Niech teraz h oznacza daną liczbę Ф  0. Ope­
racja U{x) = h x  określa znowu pewne odwzorowanie wzajemnie 
jednoznaczne pzzestrzeni E  na siebie. Przy odwzorowaniach tego 
rodzaju również zbiory zamknięte, doskonałe, otw arte, m ierzalne 
{B), wszędziegęste, nigdziegęste, pierwszej, względnie drugiej, ka­
tegorji przechodzą na zbiory o tych samych własnościach.
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T w ierdzenie 2. Przestrzeń wektorjalna L ( ^ E ,  mierzalna {B) 
oraz drugiej kategorji, je s t identyczna z  E,

D o w ó d .  Na mocy tw ierdzenia 1 rozdziału I istnieje punkt 
_Уо d  Ц taki, źe w punkcie zbiór L jest drugiej kategorji. Niech 
у  CI ^ i przypuśćmy, źe w tym punkcie L jest kategorji pierwszej; 
istnieje zatem kula G o środku y, taka, źe zbiór L G jest pierw ­
szej kategorji. Niech Go oznacza kulę, w jaką przechodzi kula G 
przy przesunięciu U{x) ^  x  ^  (y^ — y); środkiem kuli Go jest oczy­
wiście punkt уо- Łatwo widzieć, źe przy omawianem przesunięciu 
zbiór L G przechodzi w zbiór L Go; w ystarczy zauważyć, źe, gdy 
X (jj L, to U(x)  CI Ł, bo Уо — у  CI Ł. Zbiór L Go jest więc kategorji 
pierwszej; jest to sprzeczne z tern, źe w punkcie Уо zbiór L jest 
drugiej kategorji. Pokazaliśmy w ten sposób, źe zbiór Z, jest dru­
giej kategorji w każdym swoim punkcie; aby dowieść teraz, źe 
jest on drugiej kategorji w każdym wogóle punkcie, w ystarczy 
oczywiście stwierdzić jeszcze, źe jest wszędziegęsty. Pochodna 
zbioru L zaw iera pewną kulę G; można założyć, źe środek jejj^C I^- 
Kula Go w jaką przechodzi kula G przy przesunięciu U { x ) ^ x  — y  
zawiera się w L’ i przytem 0 jest jej środkiem. Gdy x jest do­

wolnym punktem, to, z uwagi na to, źe l i m— л: =  0, istnieje na-
fl

turalne По, takie, źe — л: d  d -  Można dobrać punkty л:« d  Ł w ten
По

sposób, by l i m x „ = — л:; temsamem lim щ х п ^ х ,  co dowodzi
/г->оо fio

tego, źe л: d  Widać ostatecznie, że zbiór L jest drugiej kate­
gorji w każdym punkcie przestrzeni. Ponieważ zbiór L, jako mie­
rzalny (ß), spełnia na mocy tw ierdzenia 3 rozdziału I warunek 
B a i r e ’a, przeto zbiór E  — L jest w pewnym punkcie Уо pierwszej 
kategorji; temsamem jednak jest pierwszej kategorji w każdym 
swoim punkcie. Załóżmy bowiem, źe у  E L oraz źe zbiór 
E — L jest w punkcie у  drugiej kategorji. Niech Gq będzie kulą 
otw artą o środku у  o- Weźmy ciąg punktów {In), należących do L, 
zbieżny do Уо — у; ponieważ lim (y  +  4) =Уо, istnieje więc wskaż-
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nik «о taki, że V +  CI Istnieje dalej kula Go o środku +  
zawarta w Go; niech G oznacza kulę, w jaką przechodzi kula Gf przy 
przesunięciu U{x) = x  — Środkiem kuli G jest punkt _y, a więc 
zbiór {E — L)G  jest drugiej kategorji. Ponieważ zaś zbiór {E — L)G  
powstaje, jak łatwo widzieć, przez translację U (x) ze zbioru 
{E — L) Go , przeto i ten  ostatni jest drugiej kategorji; tembardziej 
zbiór {E — L) Go jest drugiej kategorji, co — wobec tego, że Go 
może być dowolną kulą otw artą o środku — oznacza, że zbiór 
E — L jest w punkcie drugiej kategorji, wbrew założeniu. Zbiór 
E L, będąc pierwszej kategorji w każdym swoim punkcie, jest 
pierwszej kategorji. Przypuśćmy, y^ E — L. Zbiór /.; po­
w stały przez przesunięcie U{x)  =  x-f> 'o ze zbioru L zaw arty jest 
w E — L\ zbiór L jest drugiej, zaś E — L pierwszej kategorji. Po­
w stała sprzeczność dowodzi tego, że E — L o co chodziło.

§ 3. W ustępie tym zakładać będziemy, że E, E'^ są p rze­
strzeniami (F), i zajmiemy się operacjami określonem i w E, k tó ­
rych przeciwdziedziny mieszczą się w E*. Daną operację U{x)  
nazywać będziemy linjową w przypadku, gdy jest addytyw na oraz 
ciągła )̂.

Tw ierdzenie 3. Operacja linjowa je s t jednorodna.
D o w ó d .  Widoczne jest, iż dla każdej liczby wymiernej w oraz 

każdego punktu x, U {w x) — w U{x),  gdy U{x)  jest operacją 
linjową. Jeśli t  jest daną liczbą, zaś {wn) ciągiem liczb w ym ier­
nych zbieżnym do t, to lim WnX = t x  i temsamem lim U(WnX) =

U ( tX ) ’ ponieważ zaś stale U{Wn x) ^ W n U { x ) ,  przeto lim U{Wn x)  =

lim Wn U (x) = t  U (x).
Я->оо

Tw ierdzenie 4. Operacja addytywna, ciągła w pewnym pun­
kcie, je st linjowa.

b Twierdzenia 3 — 5 w przypadku specjalnej klasy przestrzeni {F), 
a mianowicie rozpatrywanych w rozdziale V przestrzeni {B), znajdują się w pracy: 
S. В a n a c h. Sur les operations dans les ensembles abstraits et leur applications 
aux equations integrales, Fund. Math., III, (1922), p. 133—181, w szczeg. p. 152—153.
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D o w ó d .  Załóżmy, że operacja addytywna U{x)  jest cią­
gła w punkcie Niech x będzie dowolnym punktem, oraz 
{Xft) ciągiem punktów zbieżnym do x. W ówczas lim (x„ — x +  x^) —х^,

U(Xq) oraz lim L/(x„) = U(x).skąd lira U {Xn
/г—

Л T Xq)

Tw ierdzenie 5. Operacja addytywna, będąca granicą ciąga 
zbieżnego operacji ciągłych, je s t linjowa.

D o w ó d .  Na mocy tw ierdzenia 2 oraz 5 rozdziału I, operacja, 
o k tórą chodzi, jest ciągła w pewnym punkcie; w ystarczy wobec 
tego uwzględnić jeszcze tylko tw ierdzenie 4.

Ostatnie tw ierdzenie zawiera się w następującem  ogółnem 
twierdzeniu;

Tw ierdzenie 6. Operacja addytywna oraz mierzalna (B) jest 
linjowa.

D o w ó d .  Przypuśćmy, że operacja U{x)  jest addytywna 
oraz mierzalna {B). Na mocy tw ierdzeń 2 i 4 rozdziału I istnieje 
zbiór H  pierwszej kategorji, taki, że w zbiorze E  — H  operacja 
U{x)  jest ciągła. Niech {x„} będzie ciągiem punktów zbieżnym 
do e. Przyjmijmy /Д  =  / /  i oznaczmy pozatem, dla każdej liczby na­
turalnej n, przez Hn zbiór pow stały z / / przez przesunięcie Un{,x) — 
X  +  x,i\ każdy ze zbiorów H,t  jest pierwszej kategorji i temsamemOO
własność tę ma zbiór ^  / /д . Według wspomnianego już tw ierdze­

nia 2 rozdziału I zbiór E — " ^ ^ Hn jestn iepusty  (drugiej kategorji);
K=0

załóżmy, że pewien punkt х„ należy do wszystkich zbiorów E — Hn. 
Wówczas Xq (3 ^  -^0 ~  'W; C j E — H  (n — 1,2 , ...), skąd, ponieważ
lim (Xq — x„) =  Xq, mamy lim U (х  ̂ — x,j) = U (Xq) oraz lim U (.r„)=0.
H—>̂oo H—>oo Я—

Operacja U (x) jest ciągła w punkcie 0; wobec tw ierdzenia 4 jest 
więc linjowa.

T w ierdzenie 7. Zbiór punktów zbieżności ciąga operacyj lin- 
jowych je st albo pierwszej kategorji albo identyczny z E.



40

D o w ó d  wynika bezpośrednio z tw ierdzenia 8 rozdziału I 
oraz tw ierdzenia 2.

T w ierdzenie 8. Jeśli {Up,q{x)) je st ciągiem podwójnym ope- 
racyj linjowych i istnieje ciąg punktów {Xp], taki, że dla żadnego p 
ciąg {Up,q{Xp)) nie je st zbieżny, wówczas zbiór tych wszystkich pun­
któw X q, dla których choćby jeden z  ciągów [Up,q{x)) {p —1 , 2 , . . .) jest 
zbieżny, je st pierwszej kategorji.

D o w ó d ,  Dla każde] liczby naturalnej p  oznaczmy przez Hp 
zbiór punktów zbieżności ciągu {Up,q{x)). Wobec tw ierdzenia 7 
zbiory Up są pierwsze] kategorji; tę sarnę własność ma więc zbiór

2
p = i

T w ierdzenie 9. Jeśli dla ciągu {Un{x)) operacyj ciągłych jest 
lim I Un{x)\<Ą- oo na pewnym zbiorze H  drugiej kategorji, wówczas ist-

nieje kula К  oraz taka liczba N, że \ Un (л:) \-iCU w każdym punkcie
x ( j2K (n = 1 , 2 , . . . ) .

D o w ó d .  Niech Hn będzie zbiorem tych punktów x, dla
oo

których j Ui{x) I (/ =  1, 2, . ..) .  Ponieważ H  CI więc Ja-

kiś zbiór Им Jest drugiej kategorji; z uwagi na to, że każdy ze 
zbiorów Hn Jest zamknięty, zbiór H m zawierać musi pew ną kulę, 
która spełnia widocznie żądane warunki.

Tw ierdzenie 10. Przeciw dziedzina operacji linjowej je st albo 
zbiorem pierwszej kategorji, albo identyczna z  E*.

D o w ó d .  Załóżmy, że przeciwdziedzina H  operacji linjowej 
(л:) Jest drugiej kategorji. Pokażemy naprzód, że do każdej liczby 

e >  0 można dobrać liczbę >  0 o te] własności, źe obraz kuli 
otwartej IXI <  e, przy odwzorowaniu określonem  zapomocą ope­
racji U {x), zawiera kulę otw artą \y \<-n- Niech e będzie liczbą 
>  0. Dla każdego n naturalnego oznaczmy przez En zbiór wszyst-

Dla przypadku przestrzeni {B) twierdzenia 7, 9 znajdują się w pracy 
S. B a n a c h  et H. S t e i n h a u s ,  Sur les principe de la condensation de sin- 
gularites. Fund. Math., IX, (1927), p. 50 — 61, w szczeg. p. 53 — 55.
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kich punktów л: postaci x  = n x \  gdzie | л:'| <  — ; Hn niech będzie
2

obrazem zbioru En przy wspomnianem wyżej odwzorowaniu, a więc 
zbiorem w szystkich punktów  y,  takich, że у  — U  (л:), gdzie

X En. Gdy X Jest dowolnym punktem, to И т " Л := = 0 , istnieje

1 £więc naturalne w, dla którego I — л : | < — i temsamem x (3^«- Wy-
n 2

nika stąd, że E En oraz H  = Hn. Ponieważ zbiór H  Jest
n=X n—l

drugiej kategorji, przeto pewien zbiór Hn  ̂ posiada również tę w ła­
sność. Niech będzie kulą otw artą o środku y^ oraz promieniu 
7], zaw artą w zbiorze HnJ. Łatwo widzieć, że kula otw arta Gg

o środku — i promieniu — 7j zaw iera się w zb io rze / / / .  Istotnie
«0 «0

-  ,  I 1 , 1 —niech у  C_ Gg, t.J. \y — —y^ [ < — rj; w tedy «oydGg, bowiem |я„у—y j  =  

!^o(y — ~ Л )  I <  i <  V- Istnieją punkty y„ C  takie,
Лп Ял

że limy„ =  «о temsamem lim — y«Л— Tlf.
У  oraz - -  Уп C

fh
skąd у  d  Niech Ĝ  będzie dowolną kulą otwartą, za­
w artą w Gg, o środku y^ d  i promieniu p. Zbiór punktów Уь~У przy у  d  posiada tę własność, że Jego skupieniem Jest 
każdy punkt kuli otw artej |y  | <  'г\. Gdy Уз -  I /  d s), у  -  G {xy 
■̂3» d  lo I ATj — л: I d  d s I + d  I ® oraz U (Xg — x) = y^ — y. 
Udowodniliśmy w ten sposób, że pochodna obrazu kuli otwartej

— — ^|л:| < s  zawiera kulę otw artą |j/| <  7], Niech teraz (/ — 1,2...).
2̂

W edług poprzedniego dobrać można ciąg liczb dodatnich — nie 
przedstawia to ograniczenia. Jeżeli przypuścimy, że Jest on zbieżny 
do 0 — o tej własności, że pochodna obrazu kuli otwartej | x | < s  
zawiera kulę otw artą \yi \ < rii. Niech \y\ <  tj, =  określimy przez 
indukcję ciąg punktów {yĄ  w sposób następujący:
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У1 jest dowolnym punktem takim, że \ y —y i \ " ^ ^ y  ist­
nieje taki punkt iż U { x { )—y^,

b) уп Jest dowolnym punktem  takim, że |y —^  yk\'^~f]nĄ-h
k = i

istnieje punkt Хц taki, że U {Xn) — Уп, Xn \ <  s« {n — 2, 3, ...)• 
Mamy przedewszystkiem

2
n=l

У п ^ у . (1)

Ponieważ stale | -̂ « ! <  £« ™ — , przeto

-1 e
► —  =  e

2^«= 1
(2)

z uwagi 2 wynika, że szereg Xn Jest zbieżny. Oznaczając su-
/2=1

jego przez л, mamy, wobec (2) oraz uwagi 1, [xj <  s, a przy-
co 00

tern U(x)  = ^  U{Xn) ^  ^  Уп=^у,  według (1). Widać więc, że
/2=1 n—l

obraz kuli otwartej \ x \ < s  zawiera kulę \y\ <  Gdy у  CI to,

ponieważ lim ^ у  ^  istnieje naturalne n, dla którego | - - у  \ <  r̂ \
n n

1
można znaleźć więc x o tej własności, że U (x) == — у  i tem sa-

n
mem U{nx)  ^  y . Oznacza to, i e  H  = E*, zgodnie z twierdzeniem.

T w ierdzen ie  11. Jeśli operacja linjowa U{x)  odwzorowuje E 
na E j  wówczas dla każdego ciągu punktów  {y„} zbieżnego do y^= U  (Xq) 
istnieje ciąg punktów {x„} zbieżny do X q, taki, że stale U  (x„) — y,i.

Dowód, Niech {е,г} będzie ciągiem liczb>  0, zbieżnym do 0. W edług 
wyniku uzyskanego przy dowodzie ostatniego tw ierdzenia obraz kuli 
otwartej |x j <  e„ zawiera pewną kulę otw artą \y\ <  r̂ n {n =  1, 2...),
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Weźmy naturalne tak, by dla każdego wskaźnika m >  is t­
niało naturalne щ dla którego \ут — Уо\< . Przy m weź­
miemy za Xm jakikolwiek punkt, dla którego U{Xm) == Ут- 0  ile 
m >  nię̂  lub ym ^y is , to niech = -Чт Gdy w końcu n i>  
i УтфУй,  to, oznaczając przez Пт największą liczbę naturalną n, 
dla której \ Ут — Уо \ <  Щп, weźmiemy za Хщ dowolny punkt 
kuli \ x  — Xq\ <  dla którego ут = Ü {x„i). Łatwo sprawdzamy, 
źe tak określony ciąg punktów {x„} posiada własności żądane.

T w ierdzenie 12. Jeżeli operacja Linjowa odwzorowuje w spo­
sób jedno-jednoznaczny E na £*, wówczas odwzorowanie to je st 
obustronnie ciągłe.

D o w ó d  wynika bezpośrednio z tw ierdzenia poprzedniego )̂.
Tw ierdzenie 13. Jeżeli przestrzeń wektorjalna E je st prze­

strzenią (F) zarówno przy pewnej definicji odległości (x,y) , jak i przy  
pewnej innej definicji odległości ( x y ) ^ , i jeżeli

lim {Xn,x) — 0 pociąga zawsze  lim (x„, x)| =  0,
/2—̂00

wówczas także

lim (x„, x)^ =  O pociąga zawsze lim (x„, x) =  0;
/?—>oo Л—̂ cxj

inne mi słowy przy  powyższych założeniach pojęcie granicy w obu 
wypadkach je st to samo.

D o w ó d .  Dowód w ynika z poprzedniego twierdzenia, jeżeli 
za E* obierzemy E, z odległością {ху)^, zaś operację linjową 
у  ~  U{x)  zdefinjujemy przez związek у  =  л:.

T w ierdzen ie  14. Jeżeli operacja addytywna у  — U{x) spełnia 
warunek:

lim x^ =  Xo i lim U(x„) = уо pociąga у ^ =  U{xj),
гг-->оо

wówczas U  (x) je st operacją linjową.

h Dla przypadku przestrzeni {B) twierdzenie to, łącznie z twierdzeniem  
13 jako wnioskiem, znajduje się w pracy cytowanej na str. 26 pod 3 (p. 238—239). 
Podany tam dowód przebiega odmiennie.
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D o w ó d .  Wprowadzimy nowe pojęcie odległości w przestrze­
ni E, przyjmując

(л:', x ')  +  {y ' , y- ) ,

gdzie У  = U ( x ’), y"  = U{x''), a ( у ' , У)  oznacza odległość elementów 
У i y" w E*.  Łatwo sprawdzić, źe przy tak określonej odle­
głości jest przestrzenią (F); sprawdzam y w szczególności, że jest 
przestrzenią zupełną. Przypuśćmy bowiem, że ciąg punktów {Xn} 
spełnia warunek

lim (Xp, Xg)  ̂ =  0.
p,

Mamy zatem

lim (Xp, Xg) ^  lim {ур, Уд) =  0,
p, p ,

istnieją więc elem enty л:,, i y^ takie, że

lim {Xn, Xo) =  0 i lim {уп, Уо) == 0;
/I—).oo

na mocy tedy założenia ŷ  ̂— U(Xq), skąd

lim (Xn, Xo)i =  0.

Ponieważ, jak łatwo widać, stale

(x \ x")^ >  (x ’, X"),

więc lim (x„, x)^ =  0 pociąga lim (л:„, x) — 0.
«—>oo «->»=

stąd, na mocy tw ierdzenia 13, lim (Xn, л:) =  0 pociąga za sobą
/г^оо

lim {Xn, = 0, a zatem pociąga lim U {Xn) — U (x). Operacja U(x)
«—>-c>o

jest więc ciągła.

L em m at 1. Niechaj Ui{x), U^iy)  będą operacjami linjowemi, 
określonemi odpowiednio w przestrzeniach E^ i E^ typu {F), prze- 
ciwdziedziny tych operacyj niechaj się mieszczą w przestrzeni E^ 
również typu {F).

Jeżeli równanie
U , { x ) ^ U , { y )
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та dla każdego х  jedno dokładnie rozwiązanie у  = wówczas
operacja U (x) je s t operacją linjową.

D o w ó d  w ynika z tw ierdzenia 14, gdyż, jak łatwo zauważyć, 
lim Xn = Xq, lim U{Xn) — U  (Хо) pociąga za sobą Уо = U{Xq).

/2—J.CO

L em m at 2. Jeżeli у  = U (x) je s t operacją addytywną, a 
z =  V{y)  operacją linjową, przyczem V{y)  = ®, pociąga у  — wów­
czas, jeżeli V  U  (л:) jest operacją linjową, to U  (л:) je st również ope­
racją linjową.

D o w ó d .  Równanie V U { x)  — V{y)  ma dla każdego x  jedno- 
jedyne rozwiązanie у  — U  (x). Zatem na mocy tw ierdzenia po­
przedniego operacja U (x) jest linjową.

Jeżeli zbiór L operacyj linjowych V (x) [określonych w prze­
strzeni ß  typu (/^)] ma tę własność, że warunki

V(x)  = 0 dla V C ^
pociągają za sobą x =  0, wówczas zbiór L nazywa się zbiorem 
pełnym  operacyj.

Tw ierdzenie 15. Jeżeli tJ (x) je st operacją addytywną, L 
zaś zbiorem pełnym operacyj linjowych określonych w E*, i jeżeli 
wyrażenie

VU{x)

je st dla każdego operacją linjową, wówczas U  (x) jest ope­
racją linjową.

D o w ó d .  Przypuśćmy, że lim x„ =  lim уп = у Л У п = и { Х п ) \  

Mamy, dla KdZ., lim V U { X n )  — \iin. V{yn)= У(Уо) oraz lim l/ć/(x„) =Я —>̂ 00 Я —>oo
V U ( X q) ,  gdyż operacja jest linjową. Zatem VU(Xo)—V(yo)=0,
czyli K[f/(Xo) — Уо] =  O dla V  (jjj L, a więc U{xj)=yQ.  Na mocy 
więc tw ierdzenia 14 operacja U{x)  jest operacją linjową.

T w ierdzen ie  16. Jeżeli {Ui) i {Vi) są ciągami operacyj lin­
jowych, określonych odpowiednio w przestrzeniach (x-ów) i E^ 
(y-ów), i jeżeli układ równań

Ui{x)= Vi{y) {i ^ 1 , 2 , . . . )
ma dla każdego x  jedno-jedyne rozwiązanie у  = U (x), wówczas 
operacja у  = U{x) jest operacją linjową.
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О przeciwdziedzimch oper асу] Ui, Vi zakładamy oczywiście, 
że mieszczą się w tej samej przestrzeni typu {F).

D o w ó d .  Jeżeli bowiem lim =  .Vq, a dla ciągu odpo-

wiedniego {уп} zachodzi Мтуп = y^, wówczas z ciągłości operacyj
/2—>oo

{U i) i {1//} wjmika:

Vi{y,)  (/ =  1, 2, . . . ) ,

3̂0 =  U {x,).

Stąd na mocy tw ierdzenia 14 wynika ciągłość operacji у  = U (x).

czyli



ROZDZIAŁ III В.

О przestrzeniach typu (F),
(ciąg dalszy)

§ 1. Niech E  będzie dowolną przestrzenią {F), a E ^ F iE  
przestrzenią w ektorjalną zamkniętą.

Nazwiemy dwa elem enty x^, równoważnemi, pisząc
-̂ 1 =  jeśli -̂ 1 — -̂ 2 CZ Fq.

Niechaj X  oznacza dowolną klasę elementów, spełniającą 
w arunk i:

a) jeżeli CZ ^  i -̂ 2 (Z wówczas x ^ =  x ^ ;

b) jeżeli (Z i wówczas лгз (Z
Niechaj E  oznacza zbiór wszystkich klas X, spełniających

warunki a), b).
W zbiorze E  określim y dodawanie i mnożenie przez liczbę h 

w następujący sposób:
1. Jeżeli X-^(F_E i X ^ d  F, wówczas X^ +  X^ oznacza tę 

klasę X  (d_ ~F, k tóra zawiera element x  — x^^-\- -̂ 2» gdzie x^ i x^ 
są dowolnemi elementami, należącemi odpowiednio do klas X^ i X 2;

2. h Xy oznaczą tę klasę X  d  F, k tóra zawiera element 
x =  Axi, gdzie x-̂  jest dowolnym elementem klasy X^.

Łatwo sprawdzamy, że przy tych umowach Ё  stanowi prze­
strzeń w ektorjalną.

Określimy teraz w przestrzeni E  pojęcie odległości. Jeśli 
X, Y d  F, wówczas ( X , Y )  jest kresem  dolnym liczb \ x — y \ ,  
gdzie X C  У C
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Określona tak odległość spełnia zwykłe warunki:
I, Jeżeli (X, Y) =  0, wówczas X  = Y.
W samej rzeczy, jeśli {X, K) =  0, wówczas istnieją dwa ciągi 

elementów {Xn), {уп), należące odpowiednio do X, Y, takie, że

lim \Xn — Уп \ =  0. (1)

Zauważmy, że stale Xn — x^ =  уп — yi =  a zatem
Xn -  — Уп +  Ух G  ^ 0-

Ponieważ Bo jest przestrzenią wektorjalną zamkniętą, a na 
mocy (1),

lim (x„ — x^- -  y„ + У 1) =  y^ — x ,̂Л —>00
zatem J'l ~ G  skąd ^  y^, lub X  = Y.

II. (A^,Z)<(A^, F) +  ( n Z) .

Gdy £ jest liczbę > 0 , to istnieją elementy x , y , y ’, z ,  takie,
X ę ^ x ,  y, у  G  ^ •) oräz

{ X , Y ) > \ x - y \ - t ,  ( Y , Z ) > \ y '  -  z \ - B .

Ponieważ — y +  y ' G G .  więc x —y - j - y ’ CZX,  zatem 
j x - y - h y - z ; > ( X , Z ) ;  mamy ( X , Z ) < ( X ,  Y)-j-(Y, Z)  + 2 e, 
co dowodzi twierdzenia.

Mamy dalej:
a) (Â , F ) = ( ^ -  r,0),

b) lim (/?« X,  0) -= 0, jeżeli lim hn — 0 {h,i — liczby).> co  /2—>-00
W rzeczy samej, jeżeli х ( у Х ,  wówczas hn x  (y hnX,  zatem 

{hn AT, 0) I д: I, a więc lim (/г« X,  0) <; lim \hn x  \ =  0.>=<3 Я —>00
c) lim {h Xn, ^ )  =  O, jeśli lim Xn = O./г—>c?o /2 -^ 0 0
Niechaj bowiem x^ oznacza element, należący do Xn, przy- 

czem [ д:« I < 2  {Xn, 0). Zatem h Xn (У h Xn , a więc {h Xn, 0) <  | /? д:« | . 
Ponieważ zaś lim Ać« =  0, więc l imjÄx„]=0,  skąd równieżЛ —> 00 /2—>00
lim {h X,i, 0) =  O,/ 2 ^ 0 0

Pokażemy jeszcze, że E  jest przestrzenią zupełną.
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Przypuśćmy bowiem, że V i - Y , . |<  +  ^  [ |л '„ | =  № ,0 ) ] .
/г=1

Każdemu Xn przyporządkować możemy element Xn taki, że
Xn CZXn i i Xn \ >  ^\Xn\ .  M am y:

oo

Xn i <  2  I j <  i -  o o ,

/2=1 /2=1
szereg Xn jest tedy zbieżny.

Niech X =  Xn. Oznaczymy przez X  tę klasę, k tóra za-
/2=1

n n
wiera element Ponieważ ^  Xi 5«, gdzie Sn =  " X i ,

/=1 /=1
/2

zatem x — X i ( ^  X  — Sn (dodawanie i odejmowanie rozumiane
2=1

tu jest w znaczeniu wektorjalnem, określonem poprzednio). A więc

A" — А,-г 1 -< 1 л: — Xi\,  zatem lim j Â  — б"« | =  0
B̂aniaJ

Na mocy tw ierdzenia 1 rozdziału III A, przestrzeń E  jest 
tedy zupełna, jest zatem przestrzenią {F).

§ 2. Z tw ierdzenia 5 rozdziału П1А, łatwo wynika istnienie 
funkcji ciągłejf nie mającej w zbiorze o mierze dodatniej pochodnej )̂.

9 Twierdzenie to znajduje się w p racy; S. В a n a c h. Sur la conver­
gence presque partout de fonctionnelles lineaires. Bull, des Sciences math., 
2° serie, t. L (1926), p. 27 — 32 oraz p. 36 — 43, w szczeg p. 43. Zastosowaną 
tu metodę rozwinęli, używając jej przy traktowaniu różnych problemów teorji 
funkcyj pp. S, S a k s  i H. S t e i n h a u s .  Zob.: S. S a k s ,  Sur les fonctionnel­
les de M. В a n a c h et leur application aux developpements des fonctions, 
Fund. Math., X (1927), p. 186 — 196; H. S t e i n h a u s ,  Anwendungen der Fun­
ktionalanalysis auf einige Fragen der reellen Funktionentheorie, Stud, Math., 
I (1929), p. 51 — 81.

Dr. S, Banach. Teorja operacyj linjowych. 4
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Niech (С )  oznacza zbiór funkcy] ciągłych perjodycznych, 
o periodzie 1, i niech, dla każdej pary  funkcyj x  (t) Cl C  oraz
X, ( 0  c  C',

(x (t), Xi (t) ) =  max I X (0  — (0  I ■<0,1>
Jak  łatwo sprawdzić, (C)  jest przestrzenią typu (F). Niech 

h Ф  0 będzie dowolną liczbą i niech

y{ t )  = x ( t  h) — X {t) 
h

0 <  <  1. ( 1)

Przyjmijmy, że y { t )C l.{ ^ ’) [(‘̂ O oznacza zbiór funkcyj mie­
rzalnych]. Zbiór {S') jest zbiorem typu {F).

W yrażenie (1) określa, jak łatwo zauważyć, operację linjową, 
której dziedziną jest (C'), przeciwdziedzina zaś mieści się w (б"'). 

Niech lim hn ~  0, (/г„ ^  0), i niech

Un{x) =
x { t  Ą- hn) — x{ t )  

hn
(2)

Gdyby każda funkcja ciągła miała praw ie wszędzie pochodną, 
wówczas granica wyrażenia (2) istniałaby dla prawie każdej 
wartości t, a zatem, dla każdego x  CC C', istniałaby granica

lim Un (x).

będąc zarazem granicą, określoną w polu (S'), t. j. granicą we­
dług miary.

Przyjmując U (x) =  lim f/«(x), otrzymujemy operację addytywną

U{x),  k tóra nadto jest na mocy tw. 5 rozdz. IIIA — linjowa. 
Oczywiście U{x)  oznacza pochodną funkcji x{t ).
Z ciągłości operacji U{x)  wynika, że, jeżeli lim X« (0  — 0

jednostajnie, wówczas lim x „ '(0  =  0 wedle miary.
Л—>oo

\  tl t
Jeśli jednak x „ (0  =  — sin — , wówczas lim x« (0  =  0 jed-

ii 2 Tb

nostajnie,podczas gdy ciąg pochodnych / “ COS«“ |  nie dąży do
12 л 2 ЛI
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zera wedle miary. Istnieją zatem funkcje, nie mające pochodnej 
w zbiorze o mierze dodatniej.

§ 3. Niech F (x) = 0 będzie równaniem różniczkowem lin- 
jowem cząstkowem, np. równaniem rzędu drugiego

F(x) X

d iF
, X , d'̂  X , d x  , d x

OU o V o o u o V -j~ — 0* (1)

Funkcje üi niech będą funkcjami ciągłemi zmiennych u, v  
w obszarze domkniętym G, którego brzegiem jest krzyw a zam­
knięta C bez punktów podwójnych.

Może się zdarzyć, że przy pewnym charakterze warunków 
brzegowych równanie (1) ma zawsze jedno tylko rozwiązanie 
x{u , v )  ciągłe w obszarze domkniętym G, wraz z pochodnemi 
cząstkowemi aż do rzędu drugiego wewnątrz obszaru G.

W arunki brzegowe mogą być rozmaitego rodzaju. Polegać 
mogą np. na podaniu wartości funkcji na krzywej C (typ elip­
tyczny), wartości funkcji na części krzywej C (typ hyperboliczny, 
paraboliczny), wartości pochodnej wzdłuż normalnej na całej krzy­
wej C, i t. p.

Załóżmy, że, jeśli t jest param etrem  bieżącym na krzywej C, 
wówczas do każdej funkcji i {t) ciągłej wraz z kilkoma pochodnemi 
np. do rzędu r, istnieje rozwiązanie równania F {x) =  0, reduku­
jące się na krzywej C do funkcji i {t). O rozwiązaniu x {u, v) 
zakładam y, że jest ciągłe w G, o pochodnych cząstkowych (tych, 
które w ystępują w rów naniu F (x) — 0), iż są ciągłe wewnątrz 
obszaru G.

Pokażemy, że, jeżeli ciąg (6« (^} spełnia warunki wyżej podane 
(dla i (ł)) i jeżeli lim in (t) =  0 oraz lim (t) =  0 (г =  1,2, . . ,  r) (gra-

fl—̂oo /2—>oo

nice powyższe oznaczają zbieżność jednostajną), wówczas, ozna­
czając przez {Xn{ii,v)) ciąg odpowiednich rozwiązań równania (1),

=  0,— 0  ̂JCmamy: lim X n { u , v )  — 0 jednostajnie w  G, oraz lim--—^
/!-><= «-»oo Ó iF

lim — ^=^0-. . . i t .  d, jednostajnie w każdym obszarze domknię-
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tym zawartym wewnątrz krzywej C. Stosuje się to do tych pochod­
nych cząstkowych, k tóre w ystępują w rów naniu (1)).

D o w ó d .  Oznaczmy przez E  zbiór wszystkich funkcyj x  (a, v), 
spełniających rów nanie (1), ciągłych w G i posiadających pochodne 
cząstkowe (te, które w ystępują w równaniu (1)) ciągłe wewnątrz G. 
W polu E  określim y odległość w następujący sposób: Niechaj
{()„} będzie ciągiem obszarów domkniętych, położonych wew-

oo

nątrz G i takich, źe Gn = G (gdzie GJest wnętrzem C).
n—l

Jeżeli x{u,v)  (jjj E, y{i i ,v)  (2 wówczas określam y (x ,y ) Jako

\ X уoo
max IX (a, v) — у  {u, v) \ +  -
u , v r G n—\

max I
a,vCÖn\ д u'̂  д

1 +  max
It.VQGn

X  

d ii^
у

d
+  . . .

We wzorze powyższym znajdują się różnice tych pochodnych, 
które w ystępują w równaniu (1).

Łatwo można sprawdzić, że E  Jest przy takiem  określeniu 
odległości przestrzenią typu {F), związek lim x„ = x  (wedle odle-

głości) oznacza, że ciąg {Хя} zdąża w G jednostajnie do x,
Xpochodne cząstkowe

d a ‘
. . (występujące w równaniu (1)) zdą­

żają jednostajnie do odpowiednich pochodnych cząstkowych fun­
kcji X  w każdym obszarze domkniętym Gn.

Oznaczmy przez E^ zbiór funkcyj i{t )  {t param etr bieżący na 
krzywej C) ciągłych wraz z pochodnemi aż do rzędu r. Jeżeli 
i {t) (Z El i {t) d  E^, to połóżmy

(6, ri) — max I $ (G — (0  I +  niax ] (t)
n^l

Oznaczymy teraz przez  ̂= U{x)  operację, k tóra każdej fun­
kcji X X ( u , v )  E przyporządkowuje funkcję i  = i { t ) ,  do jakiej
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redukuje się funkcja x{u , v)  iia brzegu C. Określona tak  operacja 
U{x)  jest oczywiście addytywna i ciągła.

Ponieważ, na mocy założenia, istnieje operacja odwrotna 
л: =  i ponieważ przeciwdziedzina operacji U{x)  jest prze­
strzenią typu (F), zatem operacja x jest operacją ciągłą
(na mocy tw ierdzenia 12 rozdziału ША). Z ciągłości operacji 
U~^{i) wynika wyżej wypowiedziane twierdzenie.

UWAGA. Gdybyśmy nie założyli jednoznaczności rozwiązania 
rów nania (1), wówczas, opierając się na tw ierdzeniu 11 roz­
działu III, otrzymujemy wniosek, że, jeżeli {^«(0} znaczenie 
poprzednie, to istnieje ciąg { X n { u , v ) )  funkcyj, spełniających rów ­
nanie (1) i redukujących się na C do i n { t ) ,  przyczem lim X n { i i , v )  =  0

jednostajnie w G, lim Xn =  0, i t. d. — jednostajnie w każdym
Я->оо  ̂ -̂ /2

obszarze domkniętym wewnątrz C
§ 4. Niech {щ) będzie dowolnym ciągiem elementów pew­

nej przestrzeni typu (F). Niech F  oznacza zbiór wszystkich cią-СЮ
gów liczb {I/}, dla których szereg jest zbieżny. Zbiór F

г=:1
jest przestrzenią wektorjalną.

Jeżeli X oznacza ciąg {̂ /} F, a _y ciąg {гц} (2  F, wówczas 
niech

n
(x,y) = kres górny | — t]/) щ \ .

/1=1,2 /■=]

Jeżeli щ И= 0 (i =  1,2, . . .), wówczas łatwo można pokazać, 
że F  jest przestrzenią zupełną.

Jeżeli bowiem lim (л:;,, л:̂ ) =  0 (a:„(3 F ,  wów-
РуЯ—

czas: lim | | =  0, zatem lim 1 1 =  0, a więc
p,q~>'=o

istnieje lim .
Л->оо

Przy pomocy indukcji udowodniamy łatwo, że istnieją ogól­
nie w szystkie granice lim =  6/ (/ — 1,2, . ..). Jeżeli e >  0,
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wówczas, dla p,, q >  mamy {Xp, Xq) <  e, czyli

n

I 1 { n ^ l , 2, . . .),
i=l

skąd
n

(n =  l , 2 ,  . . . ) .  (1)

oo

Ponieważ szereg i p  at jest zbieżny, przeto istnieje taka
.̂ аажяА/=1

liczba TVg, że, dla r s >  N^,

i Cß) a.i\< e . (2)
= S

Lecz, dla г >- s >  1,

Й,- | <  I >  I +  I >  ai | <

1
, <  I X  (6/ -  ę))a i I +  ! >  ! +  I >   ̂ ai

/=1

Zatem dla r ^ s >  N — max (N^, N^), wobec (1) i (2),

ii Ö; I -< 3 E

Szereg ii щ jest tedy zbieżny, a więc {ii} E . Łatwo
/=1

już można sprawdzić, że E jest przestrzenią typu (F). M am y:

X I — kres górny | ii ai2, ...
i= l .
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§ 5. Niech (ß;*) {i, k = \ , 2 ,  . . .) będzie dowolną tablicą liczb 
rzeczywistych. Niech będzie przestrzenią typu (F ), której 
elementami są ciągi liczbowe.

Jeżeli dla każdego ciągu у  =  {т]/} CZ układ równań

Uik h  =  (/ =  1 , 2, . . . ) (I)
/£=1

ma zawsze dokładnie jedno rozwiązanie {£*}, wówczas istnieją fu n k­
cjonały linjowe w polu

^-k=fk{y)  (Ä =  1, 2, . .  .),

spełniające związki

cńkfk iy )  = dla у  (Z El (/ =  1 , 2 , . . . ) .

D o w ó d .  Oznaczmy przez E  zbiór wszystkich ciągów л: =  
spełniających w arunk i:

a) szereg ^  atkik jest szeregiem zbieżnym dla / =  1,2, . . . ;
k = l

b) ciąg {t]/} =  I üik h  I należy do E i .
I k—i . j

Jeśli x' — {6Z} ( f E  ’f =  {|Z'} d  E , wówczas przyjmiemy

n

{x\ x ”)i =  kres górny j П/ä {h' — h ”) | , 
n = r , 2 , . . .

k = l

a przez (jc', oznaczymy odległość w d  ciągów I5 ..dnBMd I

Uik
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Określimy teraz odległość elementów x ’ i x" przez wzór

^  2^1 +  (x',x'%

Zbiór E  jest przestrzenią w ektorjalną i, jak łatwo z poprzed­
niego ustępu wynika, przestrzenią typu (F).

Zauważmy, źe, Jeżeli Xn =  d  E  i lim x„ =  0, wówczasЛ —
lim =  0 =  1, 2, . . . ) .  Na mocy bowiem jednoznacznościЛ -> ов
rozwiązań system u równań (I) w kolumnie Ä-tej jeden przynaj­
mniej wyraz üik Ф  0. Przypuśćmy więc, że Ф  0 {i = 1,2, ...). 
Ponieważ lim Xn ~  0, więc lim {Xn, 0)/i =  0, zatem lim ~  ^ ,/ г-» о о  я-> = о л —̂ »=>
gdyż , i d  0 •

Przez indukcję można teraz pokazać łatwo, źe ogólnie 

lim K”) =  0 {k = \ ,2 ,  . . . ) .Л -> оо
Jeżeli ciągi x  =  {^4 d  ^  i У {'̂ «} CI spełniają rów na­

nia (I), wówczas przyjmiemy
U { X ) .

Mamy, jak łatwo zauw ażyć,

(^, 0) =  (X, 0), <  { X ,  0) (1)

Oczywiście (y , 0) oznacza tu odległość w E^, (x, 0) — odle­
głość w E.

Na mocy (1) lim Xn = Q pociąga lim U(Xn) = 0. OperacjaЛ — Л —
y  = U{x) jest zatem operacją linjową. Ponieważ operacja lin- 
jowa y =  U{x) odwzorowuje w sposób jednoznaczny zbiór E  na d»  
przeto, na mocy tw ierdzenia 12 rozdziału IIIA, operacja odwrotna 
X =  (y) jest również linjowa.

Jeżeli X  =  (y), wówczas niech: ik ~  fk  (y) (^ — 1,2, .. .)•
Z tego, co wyżej było powiedziane, wynika, że, jeżeli

limy„ ^
Л о̂о

lim
rZ->c>o

a Xn = и~'^{уп) =  wówczas lim x„ =  0, a więc
Л->-оо

= 0 .
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Funkcjonały addytywne f k { y )  są tedy funkcjonałam i linjo- 
wemi w .

Z twierdzenia powyższego wynika następujące tw ierdze­
nie )̂.

Jeżeli układ równań (I) ma dokładnie jedno rozwiązanie dia 
każdego ciągu {'/]/}, należącego d o :

a) przestrzeni ciągów zbieżnych do zera,
b) „ (5),
c) „ (0»
d) . {l(P)\ p > l -

wówczas istnieje tablica {bkĄ taka, że

bki ГЦ {k = 1,2, . . .),
i—]

gdzie  ({̂ л} i {'/]/} są ciągami, spełniającemi równania (I), przyczem  
w przypadkach a), b), c), d) mamy odp.

Oo

a) (ft =  1 , 2 , . . . ) ;X I
i=\

b) tablica {bki) tna wiersze skończone, t. zn. istnieje ciąg liczb 
Nk taki, że bki =  0 dla i >  Nk;

c) I bki \ <  Mk {k =  1, 2,...), gdzie {Mk} jest pewnym ciągiem liczb;

d) 1 ^ 1  <  +  00 { k ^ l , 2 ,  . . . ) .

UWAGA. Jeżeli założymy, że dla każdego ciągu zbieżnego 
istnieje dokładnie jedno rozwiązanie równań (I), wówczas istnieje 

ciąg ograniczony {C*} i tablica spełniająca warunki pod a),
przyczem :

00

ik =  Ck Hm i\i +  bki r\i { k = l , 2 ,  . . .).
i— в̂яшшл

b Pominąwszy przypadek d), twierdzenie to było dotąd nieznane (por. 
F. R i e s z, Les system es d’equations lineaires a une infinite d’inconnues, 
Paris, 1913).
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Twierdzenia powyższe wynikają z tw ierdzenia, podanego na 
początku tego ustępu i z odpowiedniego przedstawienia funkcjo­
nału linjowego w poszczególnych przestrzeniach (ob. tw ierdze­
nie 1 § 6, oraz ustępy 3 i 4 § 4 rozdziału IV).

§ 6. Podamy tu szereg własności przestrzeni (5) (ob. roz­
dział I, § 1) oraz przestrzeni (cj). Przestrzeń (a) jest to zbiór 
w szystkich ciągów liczbowych л: — {!«} skończonych w tym sen­
sie, że prawie wszystkie wyrazy ich są równe zeru. Przy zwy­
kłych definicjach działań zbiór ten stanowi pewną przestrzeń 
w ektorjalną. Określimy w przestrzeni tej nie pojęcie odległości, 
lecz jedynie pojęcie granicy w sposób następujący: powiadamy, że 
lim x„ = X (Xn =  X ^  {ъг}), gdy spełnione są warunki:
/7—>00

1) istnieje N  takie, że =  0 dla i >  N, n — 1,2,  . . . ;
2) = (/ =  1 , 2 , . . . ) .

n—̂03
Łatwo spostrzec, że uzj^^skujemy w ten sposób pewną prze­

strzeń (L) w sensie Frechefa. P ozatem :
1) Jeżeli lim Xn = x ,  limy« = y , to lim {Xn -f У«) ^  x  Ą- y,

ł l—yc>o f i— r̂*o fi— Ĉx3

2) Jeżeli lim Xn = x  , lim t n ^ t  (ż̂ «—liczby), to lim tnXn—tx\
« —>■ 00 Л—>=0 rt—

3) Jeżeli lim {Xp — х^) — O, to istnieje x  takie, że lim Xn =  a:.
><30 n-> 00

W ychodząc z definicji granicy, można oczywiście określić, 
jak w § 2 rozdziału I, zbiory zam knięte, otwarte i t. d.

T w ierdzenie 1. Każdy funkcjonał linjówy f ( x )  w przestrze­
ni (s) je st postaci:

f ( x )  =  ^  aii i ,
/=1

gdzie N  je st liczbą naturalną zależną od f .
D o w ó d .  Niechaj {xn} — , gdzie ifó =  O dla i Ф  n,

oraz — 1. Przyjmijmy /  {Xn) =  a«. Ponieważ, dla każdego ciągu

x =  {$«}, mamy л: =  i,. Xn Więc
Я—1

f i ^ ) f  (,Xn) — ^  t«Л=1
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Ponieważ szereg ten ma być dla każdego ciągu {6«} zbieżny, 
więc istnieje liczba naturalna N  taka, że o-n =  0 dla n >  N .  Zatem

iV

f { x ) =  у  Щ i i .
/±=1

Lem m at. Jeżeli G Cl (s) przestrzenią wektorjalną zam­
kniętą, a do G nie należy, wówczas istnieje funkcjonał
linjowy f{x) ,  określony w przestrzeni {ś) i spełniający warunki:

f {x f )  Ф  0 , oraz f { x )  =  0 dla x C f G .

D o w ó d .  Jeżeli x̂  ̂ nie należy do G, wówczas istnieje liczba 
Л />  0 taka, że

N

dla {I,} C G -  (1)

W przeciwnym bowiem razie istniałby ciąg {x„} =  Щ ф , spełnia­
jący w arunki;

n
' V  I i f )  -  I =  О (л =  1, 2, . . .),
/= 1

i mielibyśmy lim Хп — х^ .̂ То zaś jest niemożliлve, gdyż G jest
«—>■00

zbiorem zamkniętym, a x^ nie należy do G.
Na mocy (1) istnieją zatem liczby otj, • • • ^n -, dla których

N N

ЩI/ =  O, jeśli {£/} C  G .^  a-i i C  — 1 , oraz
/=1 /=1

Jeżeli więc /  (л:) oznacza funkcjonał, określony przez rów ­

ność f  (x) — у  a.iii, wówczas f { x )  = 0 dla x C ^ j i / ( - ^ o)  =  1  •

Tw ierdzenie 2. Każda przestrzeń wektorjalna zamknięta G <C (•5) 
je s t zbiorem wszystkich ciągów x  =  , spełniających nieskończe­
nie wiele równań:
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2  =  о (/ =  1 , 2 , . . . ) ,
А=1

gdzie {aik) zależą od zbioru (G), przyczem istnieje ciąg liczb {M} 
taki, że aik =  0 dla k >  Ni (i =  1, 2, . .  .).

D o w ó d .  Niech H  oznacza zbiór w szystkich ciągów skoń­
czonych {«/}, spełniających w arunek

=  o

dla { Ц С О .
Przypuśćmy, że ciąg Xq =  nie należy do G.
Na mocy lemmatu istnieją zatem liczby a°, a^, . . .  a°̂ , dla 

k tó rych :
N  N

a] ii =  0 jeśli {Ц C G ,  V  =  1 .
/=1

Mamy więc {a°.} / /  i widzimy, że zbiór G jest zbiorem
wszystkich ciągów {i,}, spełniających związki

a / |/  =  0 dla

Niech Hn oznacza zbiór ciągów {a,-} C  ^ d l a  których 
oraz a; =  0 dla i >  n.  Zbiór Hn zawiera conajwyżej n linjowo nie­
zależnych ciągów {«/}. Oznaczmy je symbolami •••

Oczywiście każdy ciąg {a/} CZ ^  linjową kombinacją cią­
gów AfK Wypisując ciągi kolejno w postaci {aik) widzimy, 
że G jest zbiorem rozwiązań nieskończenie wielu równań

oo

aikik =  0 (/ =  1, 2, . . .),
, ̂ \immk=i

gdzie [Uik] jest dla każdego i ciągiem skończonym.



61

T w ierdzen ie  3. Jeżeli w przestrzeni G (Z (s) wektorjalnej 
zamkniętej, określony jest funkcjonał linjowy f  {x), wówczas istnieje 
funkcjonał linjowy F (x), określony w całej przestrzeni (s) i spełnia­
jący warunek

/  (x) =  F  (x) dla X ( f G .

D o w ó d .  Oznaczmy przez H  zbiór wszystkich ciągów x, 
spełniających w arunek

f { x ) ^ 0 ,  x C G .

Niech XoCf G i f{Xo) — 1. (1)

Zbiór H  jest zbiorem linjowym zamkniętym, jest tedy zbio­
rem wszystkich rozwiązań pewnego nieskończonego układu rów­
nań linj owych:

2  a,k =  0 (/ =  1 , 2 , . . . ) .
A=1

Ponieważ x^ nie należy do H, istnieje taka liczba j ,  źg

N:
2  (gdzie =  Xo).
Ä=1

Niech teraz, dla każdego ciągu x =  {^/},

Ni
F{x)  = ~  ajk ik 

a
k = i

Mamy f { x f )  = F{xf)  = l,  oraz F{x) = t) йЫ x  (f_ H . 
Jeżeli x ( f j G ,  wówczas, przyjmując x —f { x ) x Q = y ,  m amy:

x - ^ y F f { ^ ) x Q ^

Ponieważ f { y ) = f { x ) - f { x ) f { x ^ )  = 0,  więc у C  
zatem F {y) =  0 .

Przeto, na mocy (2),

F{x)  = F { y ) + f { x )  F{x, )  = f { x ) .

(2)
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T w ierdzenie 4. Każdy funkcjonał linjowy w przestrzeni (a) 
jest ksz ta łtu :

/ W  ^

D o w ó d  przedstaw ia się podobnie, jak dla odpowiedniego 
tw ierdzenia w przestrzeni (5).

Tw ierdzenie 5, Każda przestrzeń wektorjalna G (fj (a) jest 
przestrzenią zamkniętą.

D o w ó d  wynika z następującej u w ag i: Jeżeli lim x,t —

{Хп d  (а), Xq d  (‘̂ ))r wówczas Xn i Xq uważać możemy za we­
ktory pewnej przestrzeni Л^-wymiarowej. Ponieważ łim x„ =  Xo,

zatem Xq jest kombinacją linjową pewnych N  wektorów  ciągu 
{Xn}. Zatem d  ^ .

T w ierdzenie 6. Każdy funkcjonał addytywny i jednorodny, 
określony w przestrzeni (a), je st linjowy.

D o w ó d  wynika w prost z uwagi podanej przy dowodzie 
tw ierdzenia poprzedniego.

T w ierdzenie 7. Jeżeli w przestrzeni wektorjalnej G d  
określony je st funkcjonał linjowy f { x ) ,  wówczas istnieje funkcjonał 
linjowy F  (x), określony w  (a) i spełniający warunek:

f { x )  = F (x) , jeśli X (Z G,

D o w ó d ,  Niech x^ nie należy do G. Oznaczmy przez G zbiór 
elementów л: kształtu  л: =  л '+  (ХлГо, gdzie x ' d ^ -  Połóżmy 

d )  = /(л :') +  Funkcjonał cpd) jest addytywny w G, i spełnia 
warunek <p(Äл:) =  Äcpd), oraz ^ { K ) —f { x )  dla x Z ^ -

Rozszerzając w powyższy sposób stopniowo funkcjonał f  {x), 
otrzymamy w końcu funkcjonał addytywny F {x), określony dla 
w szystkich elementów zbioru (a) i spełniający w arunk i:

^ d ) = / d )  dla X d  G, F{hx)  = hF{x) .

Z ostatniego związku wynika, na mocy tw ierdzenia 6, cią­
głość funkcjonału (л:). - _
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Niech teraz dany będzie układ rów nań:
СХ5

aik ik = (i ^ 1 , 2 ,  . . .) (I)
k—i

{ciik, 'Tji — dane, i* — niewiadome), z których każde posiada jed­
nak skończoną tylko liczbę M  spółczynników różnjmh od zera. 
(Liczby Ni mogą oczywiście w zrastać nieograniczenie wraz z /).

Tw ierdzenie 8. Na to, aby istniał ciąg liczb {8*}, spełniający 
równania (I), konieczne je st i wystarcza, by dla każdego skończo­
nego układu liczb . . .  hr warunek

hiUik =  0 (Ä =  1, 2, . . .)
i = l

pociągał za sobą

hi тц =  0 .
i^l

D O W ó d )̂. Konieczność w arunku wynika w prost ze związku:
r r =>o oo r

hi y\i =  hi Uik ik =  hi U ik .
rfwwrJ Лишлм

2=1 k = l Ä=1 i= l

W ystarczy pokazać tedy tylko, źe podany w arunek jest 
wystarczający.

Oznaczmy przez Xi ciąg skończony {aik). Elem enty Xi uwa­
żać możemy za elementy przestrzeni (a).

Niech G oznacza zbiór linjowy w szystkich elementów x  typu

л: = 2 ’ (1)
2=1

gdzie h ^ ,h 2 , . . .  К  oznacza dowolny system  skończony liczb.

b Twierdzenie to udowodnił po raz pierwszy p. O. T o e p 1 i t z. Ob. O. 
T o e p l i t z ,  Über die Auflösung unendlichvieler linearer Gleichungen mit unen- 
dlichvielen Unbekannten, Palermo Rendiconti, 28 (1909), p. 88 — 96.
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Jeżeli ^  h i X i — ^  hi X i , wówczas у  hi Щь = ^  hi Uik̂
т№ш\ят ^ ra n î  .̂ aaasA

i = l  i—l  /=1  /=1

zatem Ы r̂ i =   ̂hi  tj/ .
i = l  i = l

Niech teraz, dla elementów л  postaci (1),

r

f  {x) =  " V  hi ГЦ .

(2)

(3)
/=1

Funkcjonał f  (x) jest w ten sposób (jak to wynika z (2)) 
jednoznacznie określony w zbiorze G, addytywny i jednorodny.

Zatem, w myśl tw ierdzenia 6, funkcjonał /  (x) jest linjowy, 
a na zasadzie tw ierdzenia 7, istnieje funkcjonał linjowy F (x), 
określony w (a) i taki, źe

^  /W »  jeśli X  (2 G .

Na mocy więc tw ierdzenia 4, istnieje ciąg liczb taki, 
że dla każdego elementu x (a) spełniona jest równość

oo

F (x) ^  ak ik . Ponieważ F{xi) ~  f{xi )  =  , zatem

toc
У  Uik U = r̂ i (/ =  1, 2, . .  .),

Ä=1

Ä = ]

СО należało udowodnić.
T w ierdzenie  9. Jeżeli układ równań

ctik ik ^  rii {i = 1,2,  . . .) ( 1)

posiada dla każdego ciągu {tj/} dokładnie jedno rozwiązanie, wów­
czas dla każdego i istnieje liczba Ni taka, że

cLik =  0 dla k >  Ni {i = 1,2,  . . .).
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D o w ó d .  Oznaczmy przez у  ciąg {tj/} , i niech Сл=Л( у) ,
O o

jeżeli Uik ik = r̂ i {i = 1 , 2 , . . .).
Ä=1

Na mocy tw ierdzenia § 5, funkcjonał fk (y) jest funkcjonałem 
linjowym w przestrzeni (s). Istnieje zatem, dla każdego k, skoń­
czony układ liczb  ̂ , «3,  ̂, .  . . ,  -̂Nf, , k ,

Nh
f k { y )  =  a / Ä  = =  •

г=1
(2)

Układ (1) jest linjowo niezależny.
Przypuśćmy bowiem, że istnieje skończony ciąg liczb {/г*} 

(^ =  1 , 2 , . . .  r), taki, iż

У  hi aik -- 0 (/ =  1, 2, . . .).
k=i

Mamy wówczas, w myśl (2),

r r

(3)
k=\

dla każdego ciągu у  =  Przyjmując rf. =  ац , gdzie ] jest do­
wolnie ustaloną liczbą naturalną <; r, stw ierdzam y natychm iast, 
iż dla odpowiedniego rozwiązania układu (1 ) mamy

1  ̂ =  0 dla h ^ j ,  oraz 1  ̂ =  1 .

Podstaw iając wartości te w (3), otrzymujemy hj — 0, skąd 
wynika, iż w szystkie spółczynniki h  muszą żnikać, a więc, iż 
układ (2 ) jest niezależny, i temsamem, iż w myśl tw ierdzenia 8 
dla każdego ciągu {6*} istnieje ciąg liczb spełniających
równania (2 ).

W ynika stąd, że szereg

2
Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych.

Clik
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jest dla każdego ciągu {?*} zbieżny, a więc, iż dla każdego i 
istnieje liczba M  taka, że

üik =  0 dla k >  Ni.

U w a g a . Jeżeli w twierdzenia powyższem nie założymy, że 
istnieje tylko jedno rozwiązanie, wówczas twierdzenie przestaje być 
prawdziwe.

Jeżeli bowiem {v];} jest dowolnym ciągiem, wówczas istnieje
Сю

szereg potęgowy o spółczynnikach rzeczywistych ik, У  hk speł-
k—\

niając w arunki:

Ä=0
i j  =  1. 2, . . .).

Układ powyższy ma zatem dla każdego ciągu {y]/} rozwiąza­
nie — oczywiście nie jedno, gdyż istnieje szereg potęgowy różny 
od zera taki, że

^ « * /  =  0 (( =  1 , 2 , . . . ) .

§ 7. Dwie przestrzenie E  i typu {F) nazywają się izo­
morficzne, jeśli istnieje operacja linjowa у  = U {x) [x E, 
у CI f j ,  odwzorowująca w sposób jedno-jednoznaczny i ciągły 
E wsl E^.

Na mocy tw ierdzenia 12 rozdziału III, operacja у  = U {x) 
odwzorowuje w sposób jedno-jednoznaczny i obustronnie ciągły 
E na E^.

Przestrzenie E, E^ typu {F) nazywamy równoważnemi, jeżeli 
istnieje operacja linjowa у  ^  U (x), odwzorowująca w ten  sposób 
jedno-jednoznacznie E пз. E^, iżу  \~ \ X jeśli у  = U (x)

Oczywiście dwie przestrzenie równoważne są izomorficzne, 
niekoniecznie wszakże dwie przestrzenie izomorficzne muszą być 
równoważne.
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P r z y k ł a d y .
1. Zbiór funkcjonałów linjowych w przestrzeni {p ^  1)>

/ (— ) \jest równoważny przestrzeni \L  p~  ̂ \ dla p > l ,  oraz prze­
strzeni (M)  dla p =

2. Zbiór funkcjonałów linjowych w (p 1) jest równo-

I {--) \ważny przestrzeni 11 I dla p > l ,  oraz p rzestrzen i(m) d la p — 1.



ROZDZIAŁ IVA.

Przestrzenie unormowane.

§ 1. Przestrzeń w ektorjalną £ 'nazywamy unormowaną, leżeli 
istnieje dla nie] funkcjonał— który nazywamy normą, oznaczając 
go przez jx| lub też ;|л:|1 — spełniający warunki następujące:

1) | x | > 0  gdy X 4= 0 ,  | 0j  —0;

2) I I I  ! "b I I »
3) I  ̂XI =  I I IXI {t — liczba).

Jeśli odległość dwóch elementów x, у  przestrzeni E  okre­
ślimy przez wzór

(x , y)  | x - y | ,

wówczas otrzymujemy oczywiście pewną przestrzeń metryczną. 
W przypadku, gdy przestrzeń ta jest zupełna (t. j. gdy w arunek 
lim j Xp — x^ i =  0 pociąga za sobą istnienie elem entu x, takiego,

że lim 1 Xp — XI =  0), przestrzeń tę nazywamy przestrzenią (B) )̂.

Jest jasne, że każda przestrzeń typu (B) jest p rzestrzenią (F); 
tw ierdzenie odwrotne byłoby fałszyw e, jak widać choćby na przy-

b Ta klasa przestrzeni traktowana była ogólnie poraź pierwszy w pracy 
cytowanej pod na str. 38.
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kładzie przestrzeni (s). Określone w § 1 rozdziału I przestrzenie, 
z wyjątkiem przestrzeni (5) oraz (S),  są oczywiście typu (B).

§ 2. W ustępie tym zajmiemy się narazie przestrzeniam i 
unormowanemi, niekoniecznie jednak zupełnemi. Przez E  oznaczać 
będziemy rozważaną przestrzeń unormowaną.

Tw ierdzenie 1. Warunkiem koniecznym i wystarczającym  
na to, by funkcjonał addytywny, określony w przestrzeni wektorjal- 
nej Q(ff_E, był linjowy, je st istnienie takiej liczby M, że

|/(л:) j < ; /И"! л: I, jeśli л: O.

D o w ó d  )̂. W arunek jest k o n i e c z n y .  Przypuśćmy bo­
wiem, że niema liczby M, spełniającej powyższy warunek; 
istnieje wówczas ciąg {л:„} taki, że

I /  {Xn) I >  Mn \Xn\ i lim Mn =  ,-f- co .

1 , I 1
Kładąc Y„= - -Xn,  mielibyśmy P« =  , a więc

Mfi I Xfi I Mn
lim Ул =  0 ; zatem l im /(P i)  =  0 , co jest niemożliwe, gdyż

/2-^00

1
f (Vn)

Mn I Xn

W arunek jest w y s t a r c z a j ą c y .  Jeżeli bowiem lim л:« =
/2—>00

gdzie Xn (Z E , x  (ff E , wówczas lim [ x  — л:« ] =  O, zatem

lim I /  {Xn) — f  {x)\ — lim \ f  {x — Xn)
n->=x>

lim /(x „ )  = / ( x ) .

lim M  I
Л->оо

I =  o oraz

Jeżeli funkcjonał linjowy /  (a:) określony jest w przestrzeni 
wektorjalnej G, wówczas normą funkcjonału /  (a:) w zbiorze G 
nazywamy najm niejszą liczbę M, spełniającą nierówność

I / ( a:) I -< Ж I a; I dla x  (fj G .

9 Praca cytowana pod 9  na str. 38 (p. 51 — 53).
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Normę funkcjonału f ( x )  w zbiorze O oznaczać będziemy 
symbolem

l / l o .

Jeżeli G =  E, wówczas zam iast \ / \ е  piszemy w prost | / | .
Mamy więc | /  (-̂ ) | <  | / 1 o • 1 1 dla x  (2  G .
Łatwo zauważyć, że

l / l  G =  kres górny j / (x )  |.

Nasuwa się pytanie, czy w każdej przestrzeni w ektorjalnej, 
unormowanej istnieje funkcjonał linjowy nieznikający tożsa- 
mościowo.

Aby na pytanie to odpowiedzieć, zauważmy, że z tw ierdze­
nia 1 rozdziału II w ynika tw ierdzenie następ u jące :

Tw ierdzenie 2. Jeżeli w zbiorze G określony jest funkcjonał 
linjowy f  {x), wówczas istnieje funkcjonał linjowy F{x)  określony 
w E  taki, że

E {x) =  f  (x) dla X ę fG
oraz

E i / i

D o w ó d  )̂. Twierdzenie powyższe wynika z tw. 1 roz­
działu II, jeżeli przyjmiemy tam

yt? (x) =  I X  I . I /  I G .

Łatwo stąd otrzymujemy

T w ierdzenie 3. Dla każdego elementu x^ ( f f E istnieje funkcjo­
nał linjowy E {x) taki, że

E { x f ) ^ \ x \ ,  |/^I =  1.

D o w ó d  )̂. Twierdzenie powyższe wynika z poprzedniego,

0 Zob.: S. B a n a c h ,  Sur les fonctionelles lineaires, Stud. Math. I. 
(1929) p. 211—216, w szczeg. theoreme 2.

1. c., uwaga po Theoreme 2.
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jeżeli za zbiór G uważać będziemy zbiór elementów postaci h 
{h — dowolna liczba) i przyjmiemy

f { h x ^ )  = h . \ x ^ \ .

Otrzymujemy stąd, w szczególności, że w każdem polu we- 
ktorjalnem  i unormowanem istnieje funkcjonał linjowy niezni- 
kający tożsamościowo.

T w ierdzenie 4. Jeśli f  (x) je s t fankcjonałem, określonym 
w pewnym zbiorze W, wówczas na to, by istniał funkcjonał lin­
jow y F {x), określony w E i spełniający warunki

1° f { x ) = ^ F { x )  dla x ( Z W ,

2° I FI -< УИ, gdzie M  je s t daną liczbą dodatnią, 
konieczne jest i wystarcza, by nierówność

hif(xi)\  ^  M l ' y  hi X,
!~1

spełniona była dla każdego skończonego układu elementów x^,X 2,..., 
Xr zbioru W  oraz każdego skończonego układu liczb rzeczywistych
Äj , Äg 5 • • • , hr .

D o w ó d  )̂. W arunek jest k o n i e c z n y .  Jeżeli bowiem 
istnieje żądany funkcjonał linjowy F (x ) , wówczas

/=1 (=1
zatem

' ^ h i F ( x i ) \ < M . \ ^ h , X i \ .

1. c. p. 214. W przypadku pewnych przestrzeni specjalnych udowod­
nił twierdzenie to p. F. R i e s z. Ob.: F. R i e s z, Untersuchungen über Syste­
me integrierbarer Funktionen, Math. Ann., 69, (1910), p. 449—497. Ogólniejsze 
uzyskał p. E. Н e 11 у : E. H e 11 у, Über lineare Funktionaloperationen, W ie­
ner Berichte 121 (1912), p. 265 — 297.
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Jeżeli Xi (2 wówczas F (Xi) — f  (xi), a stąd otrzymujemy 
podany w arunek.

W arunek jest w y s t a r c z a j ą c y .  Oznaczmy przez O prze-
r

strzeń w ektorjalną elementów z  kształtu z  = hi Xi, gdzie 

Xi (2 W, hi —liczby, r — dowolna liczba naturalna, i przyjmijmy

( 1)? (^) =  X  •
/^1

Jeżeli ^ =  ^ A , - , v,.=  2  hi Xi, wówczas, na mocy założenia,

hi f  (x) — /г/ /  (x/)  <  уИ . I 2  hi Xi — hi x i  =  0 .
ł=i /=1 /=1 ;=i

Funkcjonał cp {z) jest zatem jednoznacznie określony w G 
i jest przytem, jak łatwo widać, addytywny. Ponieważ zaś

r r

I 9 (2) I = I hi f  {x-i) I <  Af I hi Xi I ,
/=1

zatem
cp I G

i na mocy tw ierdzenia 2 istnieje żądany funkcjonał linjowy
F( x ) .

W szczególności, jeżeli W  będzie ciągiem elementów {x„}, 
a wartości funkcjonału /  (x) oznaczymy odpowiednio przez C«, 
wówczas otrzymamy

T w ierdzenie 5. Na to, aby istniał funkcjonał linjowy F {x), 
spełniający warunki:

1) F{Xn) = Cn ( / г - 1 , 2 ,  . . . ) ,

2) 1 F  | <  уИ
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{Xn — dany ciąg elementów, Cn —dane Liczby rzeczywiste, M  — dana 
liczba dodatnia), konieczne jest i wystarcza, by nierówność

2  *<■ G I <  ж  1 ^
/=1 •/=1

Spełniona była dla każdego skończonego układa liczb rzeczywi­
stych h ,̂ h ,̂ ... hr.

§ 3. Zajmiemy się teraz zagadnieniami, które w teorji prze­
strzeni unormowanych grają podobną rolę, jak tw ierdzenie W e i e r-  
s t r a s s’a o przybliżaniu funkcyj ciągłych przez wielomiany, w teorji 
funkcyj zmiennej rzeczywistej,

Lem m at. Jeżeli G jest przestrzenią wektorjalną, odległość 
zaś elementu y^ od G je st d > a ,  wówczas istnieje funkcjonał lin­
iowy f  (x), określony w E i spełniający następujące warunki:

1)  —  ^

3) \ f \ = ^

2) /(3^o) =  l ,

D o w ó d  )̂. Niechaj Ĝ  oznacza zbiór x-ów  kształtu  

X =  x' +  ауо, gdzie x' d  G, a —dowolna liczba. (1)

Oczywiście jest zbiorem linjowym, a ponieważ <7 >  0, zatem 
przedstawienie (1) elementu x jest jedyne.

Określamy w G  ̂ funkcjonał addytywny F (x), przyjm ując 
F(x) = a, jeżeli x  jest postaci (1).

M am y:

\ x  \ — \x ' +  a уо I =  I a j . I —
a

zatem

Уо\ ' ^  \ '̂ \ • d',

F(x) 1a <  — IX
' d

b 1. c. Theoreme 4. Twierdzenie 6 —tam również jako Theoreme 6.
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W ynika stąd, że

F\g. < d
(2)

Zauważmy teraz, że, jeżeli

Xn Cl G i lim \ Xn — Уо\ = d ,

wówczas 

a więc
F ( x n -Уо)  \ =  1 <  k «  -3^0 i • \ F \ g,

1К  fi?. |/='| lub
d

< \ F \ Gt j

skąd, na mocy (2), | /^ | g .
1

W myśl więc tw ierdzenia 2 istnieje funkcjonał linjowy f ( x ) ,  
określony w E  taki, że

1
f [ x )  — F{x),  jeśli Jc C l Gi ,  oraz | /  | =  \ F \ g , ~

d

W szczególności więc f { x )  = 0 dla x  CI G, oraz /  (_Уо) =  1. 

Jeśli dane są jakieś elementy x^,  Х2 . . . . Xn, wówczas każdy

element л: postaci x 2k=i
CkXk, gdzie fil, fi2 , . • . Cn są liczbami,

nazywamy kombinacją linjową elementów x^ , Х2 , . . .  Xn.

T w ierdzenie  6, Jeśli W  je st dowolnym zbiorem elementów, 
oraz у  o dowolnym elementem, wówczas na to, by istniał ciąg {w„} 
kombinacyj linjowych elementów zbioru W  takich, że

lim Wn— Уа,

konieczne jest i wystarcza, by dla każdego funkcjonału linjowego 
f ( x )  warunek f { x )  =  0 dla л: Ц  ItZ pociągał za sobą /(У о) =  0 .

D o w ó d .  Konieczność w arunku jest oczywista.
Jeżeli bowiem lim Wn=ya  i /  (- )̂ =  0, CI W,  wówczas

f{Wn) =  0, a zatem /(Уо) =  0.
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Dostateczność wynika z poprzedniego lemmatu, jeżeli przez G 
oznaczymy zbiór wszystkich kombinacyj linjowych elementów 
zbioru W.

Zbiór elementów G nazywa się podstawowy, jeżeli zbiór 
wszystkich kombinacyj linjowych elementów zbioru G jest 
wszędziegęsty w E.

Zbiór elementów G nazywa się pełny, jeżeli dla każdego 
funkcjonału linjowego f  {x) warunek / ( x )  =  0 dla x  (Z G pociąga 
za sobą /  (x) = 0 dla każdego x  (Z E.

T w ierdzenie 7. Na to, aby zbiór G był podstawowy, konieczne 
je st i wystarcza, aby był zbiorem pełnym.

D o w ó d  wynika łatwo z tw ierdzenia poprzedniego.

Powiadamy, że funkcjonał linjowy /  (x) jest ortogonałny 
względem elem entu jeżeli /  (x,,) =  0. Z lemmatu, podanego na 
początku tego §, wynika: jeżeli zbiór G linjowy zam knięty nie 
obejmuje całej przestrzeni, wówczas istnieje w tej przestrzeni 
funkcjonał linjowy ortogonalny do G (t. zn. ortogonalny do każ­
dego elementu zbioru G).

§ 4. Zajmiemy się tu ustaleniem  postaci ogólnej funkcjona­
łów linjowych w poszczególnych przestrzeniach {B).

1. Przestrzeń  (C). Przypuśćmy, że w przestrzeni (C) dany 
jest funkcjonał linjowy /  (x). Ponieważ norma, określona w prze­
strzeni (A4), pokryw a się w przypadku funkcyj ciągłych z normą 
w przestrzeni (C), przeto (C) uważać można za przestrzeń wektor- 
jalną w (A4).

Z twierdzenia 2 w ynika więc, że istnieje funkcjonał linjowy 
F (z), określony w (A4) i spełniający związki

F ( z ) = f ( z )  dla z ( Z C ,  \F\ = \ f \ ,  

gdzie [/̂ 1 oznacza normę F (z) w (A4), a | / |  normę f ( z )  w (C)/
Niech

^t(u)
1 dla 0 <  M <  t, 

0 dla <  u <  1.
(1)
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Oznaczając, dla skrócenia, przez ht funkcję it{u), przyjmijmy

F{it) = g{ t ) .  (2)

Pokażemy, że funkcja g  {t) jest funkcją o wahaniu ograni- 
czonem.

W rzeczy samej, niechaj . . .  tn oznacza ciąg punktów
{a = . . . <tn  = b) i niech

=  sign. {ti) -  g  {ti-i)] ( / - 1 , 2 ,  . . .  n).

Mamy

г—1/=1

-  F

Ponieważ, jak łatwo zauważyć, norma powyższej sumy jest 
równa 1 i l/^l =  l / l ,  zatem

w ahanie g{ t )  ^  \ f \ .
a</<b

Niechaj x{ t )  C i  niech

. „ ( « ) = 2 x ( f ) [ e  N - e / l
/•=1

(3)

(4)

Funkcja Z n { u )  jest więc funkcją, która w przedziałach

r — 1 , . r-------<  w <  —
n n

przyjmuje odp. wartości л:
■ n

Ponieważ л: (м) jest funkcją ciągłą, zatem

lim \\x — Zn\\ = 0, skąd lim F(z„) = F(x)  = f{x) .  (5)
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Na mocy (2), (4) mamy;

g  I—) - ^ r  ( -  —n \ n

zatem
L

lim F { Z n )  = \ x { t ) d g ,
«—>=>= , /

gdyż x{ t )  ę2.C, a g  {t) jest funkcją o wahaniu ograniczonem. 
Z (5) wynika, że

1
f { x ) ^ ^ x { t ) d g  dla x { t ) C . C .

o
Ponieważ

1
\ f ( x ) \ ^ \  x { t ) d g \  wahanie jg(2f) . max I Л'(0 I , (6)

J a^i^b a^t^b0
zatem, na mocy (3) i określenia symbolu \ f \ ,  dostajemy

wahanie g  (t) — \ f \ .
a^l^b

Otrzymaliśmy więc twierdzenie )̂:
Każdy funkcjonał linjowy f  (x), określony w przestrzeni (/), 

jest kształtu

f ( x ) =  ( x ( t )  dg,

gdzie g  {t) jest pewną funkcją, niezateżną od x ( t) ,  o wahaniu rów- 
nem I / 1.

Odwrotnie, jeżeli g{t )  jest funkcją o wahaniu ograniczonem, 
to oczywiście

b Twierdzenie to w tej formie udowodnił pierwszy p. F. Riesz. Zob.: 
F. R i e s z ,  Sur les operations fonctionnelles lineaires, C. R. 149 (1909), 
p. 974 — 977.
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f ( x ) =  j x{ t )  d g  dla x ( t ) ( 2 C
o

jest funkcjonałem linjowym, jak to wynika z (6).
2. Przestrzeń {r 1), Załóżmy, że w przestrzeni

określony jest funkcjonał linjowy f  {x). Niech:

{u)
1 dla 0 <  M  ̂,

0 dla /  <  и <  1.

Oznaczając, dla skrócenia, przez U funkcję it {u), przyjmijmy

Pokażemy, że funkcja g{t)  jest funkcją bezwzględnie ciągłą. 
W rzeczy samej, niechaj 5^, §2 > • • • oznacza zbiór prze­
działów, nie zachodzących na siebie, o końcach odpowiednio 
{ti <  t i ) . Kładąc e, =  sign, [g (t/) — g  (ti) ], mamy

n n

2  i g  ip )  -  g {ti) 1 = 2 ^ ^   ̂ ^   ̂ ^
/=1 /=1

=/ (2 < i /1 ■ I' 2  ̂ *'' I' •г=1 i= l

W yrażenie oznacza funkcję, która w przedziale 3/
przyjmuje wartość e/ =  ±  1, a pozatem zero. Z uwagi więc na to, 
że przedziały o/ nie zachodzą na siebie, otrzymujemy

n i n2 /̂|l = 1/
i—l f  l=l

gdzie I 5/1 oznacza długość przedziału 5;. 
Z (1) wynika więc

n / n

j=i f  1=1
0 ,-
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Funkcja g{t) jest przeto bezwzględnie ciągła. Przyjmijmy =  a.{t). 
Funkcja c/-{t) jest funkcją całkowalną. Mamy oczywiście

/(£/) = j -̂{t)dt,
o

gdyż 60 =  0 » a więc 1
/  î t)  ̂ j  ̂̂ (2)

Niechaj Q < t^  . . . < tn = \   ̂ . Cn niech będą
dowolnemi liczbami, i niech

X (t) =  Ci dla ti- i < t i  (t = 1, 2 . . ., 11). 

Oczywiście

zatem, na mocy (2 ),

f { x ) =  I x { t ) a { t ) d t . (3)

Widzimy więc, że dla każdej funkcji a (/)  schodkowej speł­
niona jest relacja (3).

Jeżeli teraz л: {t) jest dowolną funkcją mierzalną, ograni­
czoną, wówczas istnieje ciąg {Xn { t )} funkcyj schodkowych w spól­
nie ograniczonych, zdążających praw ie wszędzie do л: (f). 

Temsamem
1

lim ę  \xn{t) — x{t)\ ' '  d t  ^  ,
0

a więc lim |i Хя — x || =  0 i, na mocy (3),

1 1

/  (x) =  lim [ Xn {t) a. {t) d t l x  (t) a { t ) d t .
n —>.00 J ]
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Związek (3) zachodzi więc dla każde] funkcji x{ t )  m ierzal­
nej ograniczonej.

Załóżmy teraz, że a >  1.
Przyjm ijm y:

Xn (0
I a(^) [ sign, a (^), jeżeli \ ^-{t) ^  n ,

n sign, a {t), jeżeli | a (0  1 ^  >

gdzie — -f- — =  1.
r s

M am y:

1 / {x„) 1 = I j" (̂ ) a (г") żf I < I / 1 I \ xn{ t ) \ ^d t .

Ponieważ

(0  (0  =  1 (0  M (0  i >  i  ( ^ )  1 •  1  {t) 1
Więc

(0

skąd, ponieważ
5 -  1 =  r,

X

j" \ x n ( t ) \ ’' d t

V  i

1— ^

Xn (t) d t .

I/!-
Ponieważ nierówność powyższa spełniona jest dla każdego n 

i ponieważ

a) | ^ : « ( 0 K <  la (O i” " " =  h (O i'%

b) lim I л:я (/") I =  1'X (O ! praw ie wszędzie,

więc

a(t) l ^dt  \ f \  . (4)
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Funkcja a.{t) jest tedy całkowalna w potędze s.
Jeżeli więc x  {t) jest dowolną funkcją mierzalną całko­

walną w r-tej potędze, to oczywiście iloczyn x{ t )a{ t )  jest funk­
cją całkowalną.

Określimy teraz ciąg {Xn{t)), przyjm ując:

Xn (t) =
i X I sign л: (t), jeżeli | л: (f) | <! я , 

я sign л: (^), jeżeli \ x { t ) \ >  n\
(5)

wówczas

^  —

/  ^
J/ IX (f) ~  Xn{t) dt - ^ 0 (6)

a więc
1 i

J  x{t) a{t) d t — f{Xn) i =  I [-̂  (O — (01 ^ { t ) d t  \ C

i / i

^ \ x{ t )  ^  X n { t ) \ ’' d t . J/ ^ \ a . { t ) \ ^  d t

i na mocy (6),

/  (x) =  lim /  (x„) — i  x{t )  a { t ) d t ;

skoro tedy / (x) I =  I J  X{t) a ( t ) d t  \ J /  j \ a{t)\  ̂d t  . W X
zatem, na mocy (4),

\ / \ = y
o

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych.
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Udowodniliśmy więc tw ierdzenie )̂:
Wszelki funkcjonał linjowy f {x ) ,  określony w  ( r > l ) , / ^ s ^  

kszta łtu 1
f { x )  =  I X { t ) a { t ) d t ,

o

gdzie a {t) (ff przyczem

\ f \  = ] /  ł \ a . ( t ) \ ‘ dt .
O

Przypuśćmy teraz, że r ~  1. Niechaj +
i niech

1

x{ t )  - h
, jeśli M <   ̂<  tó +  /г,

O, jeśli t) ^ t  < u  lub u h < t  ь<Л. 

Mamy, na mocy (3),

u-̂ k
/ ( j c )  I =  I J  X  { t )  a { t )  d t  \ ^  \ ^  a.{t)dt\  ,

ponieważ zaś 

przeto
u-\-h

I j  ^ {t) d t  \ - ^ f f \  . h.
U

U

Funkcja g  {u) — j  a ( t ) d t  spełnia więc w arunek L i p s c h i t z ’a,

b Dla p =  2 twierdzenie to udowodnił pierwszy p. M. F r ё c h e t. Zob. 
M. F r e c łi e t, Sur les ensembles de fonctions et les operations lineaires, Pa­
ris, C. R., 144 (1907), p. 1414 — 1416. W przypadku ogólnym znajduje się 
w pracy p. F. R i e s  z’a cytowanej na str, 71 (p. 475).
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a ponieważ praw ie wszędzie =  więc

I / 1 praw ie wszędzie. (7)

Jeżeli teraz x  (t) jest dowolną funkcją całkowalną, wówczas, 
określając ciąg {xn{t)) tak jak w (5), mamy

skąd

gdyż

II a: — |j =  \x{t) — X n { t ) \ d t  - ^ 0 ,

o 1 1
/(л:) =  lim /(x„) =  lim i  Xn{t) a.{t) d t  = i x  {t) a.{t) d t ,

«—>-<>o d Jo o
I Xn { t )  a (г̂ ) I <; I X {t) a. (t) I.

Zauważmy jeszcze, że

1 1
I I X (^) a  (^) I < ;  I \ x { t )  \ d t  . max istotne \ a ( t ) K  
J J o<Ki

Na mocy więc (7)

I /  j =  max istotne | a ( t )  | .
0</<l

Udowodniliśmy w ten sposób twierdzenie )̂:
Każdy funkcjonał Linjowy określony w  (Z.) je st postaci

= j=  \ X { t )  . a {t) dt,

gdzie a {t) jest funkcją prawie wszędzie ograniczoną, przyczem

I / 1 =  max istotne | л: (Z) | .
о<г“<1

b Twierdzenie to udowodnił pierwszy p. H, S t e i n h a u s .  Zob.; 
H. S t e i n h a u s, Additive und stetige Funktional-operationen, Math. Zeitschr., 5, 
(1918), p. 186—221.
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3. Przestrzeń {с).  Przypuśćmy, że w (<:) określony jest 
funkcjonał linjowy /  (x). Niech

1 dła n — i ,

0 dla п-ф i.

Oznaczmy przez Xn ciąg {!"}, przez x' — ciąg }. Niechaj 

f { X n ) =Cn ,  f{x') = C’,

i niech л: oznacza ciąg {!«} G  oraz a =  lim in .
Zauważmy, że

X — a x ’ — {in — y)Xn II =  górny kres j in —
jättam aJi ТРф>Т

Zatem

X — ax'  Ą- lim (c„ — a) x„ , czyli/■->СХЭ /г=1
со

X =  а х'  +  {in — а )  Хп.

П=1
М ату  więc

skąd

f ( x )  = а /(л :') +  (с„ ^  a.)f(x„) ,

/ ( х )  = а . С + У  ( £ „ - а ) С„ .
П = 1

Niechaj teraz х oznacza ciąg {!«}, gdzie

sign Cn, dla <  /*,

0, dla n >  r .

a = lim in
Л—>oo

=  0,
r

/ ( а:) =  У
n=X

Cn
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У  i С

ponieważ zaś |/(-^) 1-< | / 1 • Ü-̂  | | , więc
Г

п=\

i z uwagi na to, że r jest liczbą dowolną, szereg

jest zbieżny.
Niech

C ' - ^ C „  =  C.
n—\

Mamy ogólnie
c o

/ ( x )  =  a C + yЯ= 1
Jeśli tu przyjmiemy

sign Cn dla n r, 

sign C dla n >  r ,

w ów czas: || л: || =  1, a =  lim =  sign C oraz/Z—> oo
r C o

f{x) = I C| + 2 I C I + C„sign C < l/l.
n—l n=rĄ-l

Ponieważ ostatnia nierówność zachodzi dla każdego r, zatem

IC | +  y  1 C „ K I / 1 .
Л—1

GO

Z drugiej strony, f  (x) -< { | C l +  | C« 1} j  a: i , a więc,
/2=1

łącznie z poprzednią nierównością, mamy
c o

ic i  +  y  ic„i =  i / | .
n=l
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Udowodniliśmy więc tw ierdzenie:
Wszelki funkcjonał linjowy f  {x) określony w (c )  ma kszta łt

f { x ) =  C lim H- Cn hn« -> C O  tklllJ/2=1
przyczem

C +  \ Cn \ — \ f \
/2=1

{in są tu wyrazami ciągu x).
4. Przestrzeń {P'^) {r 1). Oznaczmy, jak poprzednio, przez 

Xn ciąg {6?}, gdzie
1 dla n = i ,

0 dla n Ф  i.

Jeżeli л: oznacza dowolny ciąg {£/} d  wówczas

n

X — ii Xi II =  J/
/=1

0 ,
/■=/2-j-l

a zatem

^  2̂ 2̂ (1)2=1
Przypuśćmy, że w określony jest funkcjonał linjowy

f  {x). Niech

f { X i )  =  G .

Mamy na mocy (1)

f { x )  =  ^  ii Ci (2)2=1
Przypuśćmy najpierw, że r = \. 
Niech

in = sign C„,

ii — 0 dla i Ф  n .
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Mamy wówczas / ( x )  =  I C„ 1 1 /  i .
Z drugiej strony, dla każdego ciągu л: ^  {£/} C  (0,

oo
1 / ( x )  I <  llz I j . górny kres I Ci L

a zatem

\ f \  = górny kres I G i .
i=l, 2, , , ,

Udowodniliśmy tedy tw ierdzenie:
Każdy funkcjonał linjowy f  (x), określony w  (/), postaci

oo
/(л :) =  Ci ii,

г=:1
edzie I / 1 — górny kres {1 G  i }  ( I /  są wyrazami ciągu x).

г =  1, 2, . . .
Przypuśćm y teraz, że r >  1. Niechaj х'  ̂ =  {̂ °}, gdzie I G 1 sign. G  dla i ^ n

0
Mamy

dla i >  n
r /
/

i—l

Zatem, na mocy (2),

G

г=1
skąd

] / ' ^ \ Q V < \ f \
г=1

a Że Л jest liczbą dowolną, więc

i=l
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Z drugiej strony, dla każdego ciągu x =  {̂ /} (3

/=1
G

a więc ostatecznie 1 / 1 = ; / 2 G H -

Udowodniliśmy przeto twierdzenie:
Wszelki funkcjonał linjowy f {x ) ,  określony w {l(''>) {r>  1), jest 

kształtu

f ( x )  =  y ' c , i ,  (a: =  {4,}),

przyczem \f\ = y ± O H .
/=1



ROZDZIAŁ IVB.

Przestrzenie unormowane
(Ciąg dalszy).

§ 1. Ciąg funkcyj {Xn{t)) (0  ̂ 1, Xn{t) (2  r 1)
nazywamy zamkniętym  w jeżeli dla każdej funkcji x { t ) ( ^ { Ü ’'̂ ) 
istnieje ciąg {Wn} wyrażeń postaci:

К
Wn ( 0  =  2  ( 0  ,

1=1

zdążający przeciętnie w potędze r do х {t), t. zn. taki, iż

1
lim I \x{t)  — Wn{t) \ ’' d t =^ 0 .

o
Ciąg funkcyj {Xn{t)) nazywamy zupełnym  w jeżeli dla

każdej funkcji y{ t )  

niczonej i mierzalnej, gdy r = \ ,  warunki

-  +  -■ =  1 r 5 > gdy r >  1, wzgl. ogra-

i

j" Xn {t) y { t ) d t  = (rt =  1, 2, . . . ) ,
o

pociągają у  (f̂ ) =  o prawie wszędzie. Pojęcia powyższe w ystępują 
w teorji szeregów ortogonalnych.
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Łatwo zauważyć, iż na to, aby ciąg funkcyj w przestrzeni 
był zamknięty, w ystarczy i jest konieczne, by był pod­

stawowy w sensie definicji § 3 rozdziału IV A; podobnież, na to, 
by był zupełny, konieczne jest i w ystarcza, by był pełny {ibid). 
W rzeczy samej, w ystarczy przypomnieć, że każdy funkcjonał 
linjowy w {L(’'>) jest postaci

I a { t )  X  (t) d t ,

gdzie a (t) (2  (jeżeli r > 1), wzgl. a {t) A! (jeżeli r =  1). 
Analogiczne definicje ustalić można w przestrzeni (C).
Ciąg {Xn (t)} {xn (t) C  C, 0 <   ̂ 1) jest w (C) zamknięty,

jeżeli dla każdej funkcji x (^) (^  (C) istnieje ciąg kombinacyj linjo-

wych ofA Xi {t) i , zdążających jednostajnie do a: {t).
/=1

Ciąg {Xn{t)) jest zupełny w (C), jeżeli dla każdej funkcji 
g{t )  o wahaniu ograniczonem, warunki

1
( X n { t )  =  0 (я =  1, 2, . . .  )

pociągają za sobą ^  (/̂ ) =  const., z pominięciem conajwyżej prze­
liczalnej mnogości punktów.

Z tw ierdzenia 7 rozdziału IV A wynika natychm iast, iż na to., 
aby ciąg {Xn{t)) byt zupełny w  (Z.̂ ''̂ ), wzgi. (C), konieczne je st 
i wystarcza, by był zamknięty w {L ’̂’'*), w zgi. (C).

Postępując analogicznie, przenieść można definicje ciągów 
zamkniętych i zupełnych na przestrzenie (/W), {c) i (m).

§ 2. Twierdzenie 6 rozdziału IV A interpretow ać można 
w rozmaitych przestrzeniach; np.

a) na to, aby istniały kombinacje linjowe utworzone z  wyra­
zów ciągu {Xn (Z)} (0 <; Z <; 1, Xn (Z) (2  (Я''^)), przybliżające prze­
ciętnie w  r-tej potędze funkcję x{t )  {Ld^), konieczne je s t i wystar-
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cza, by dla każdej funkcji у  {f) d  {'wzgl, — ograniczonej, mie­
rzalnej, gdy r — 1) warunki

1
J  у  {t) Xn {t) dt = 0 (я =  1, 2, . . . )
o

pociągały za sobą
1

j ' у  (t) X(t) d t — 0.
o

b) Na to, aby istniały wielomiany utworzone z  wyrazów ciągu 
{Xn{t)) (O t  1̂  Хц ifj  ̂ przybliżające jednostajnie funkcję
x { t ) ( f f { C )  konieczne je st i wystarcza, by dla każdej funkcji o w a­
haniu ograniczonem g ( t )  warunki

1J Xn{t)dg -^0 (я =  1, 2, . . .)

pociągały za sobą

x ( t )  dg 0 .

§ 3. Załóżmy, że dana jest tablica {a/̂ } i ciąg liczb {сг}. 
Zajmiemy się ustaleniem  warunków na to, aby istniał ciąg liczb 
{Zi), spełniających nieskończenie wiele równań

a/Ä Zk = Ci {i = 1 , 2 ,  . . . ) .
k—\

Rozwiązanie tego zagadnienia podamy w niektórych przy­
padkach.

a) Przestrzeń (/). Niechaj Xi oznacza ciąg {<y-ik), przyczem niech

X aik I <  +  oo (/ =  1,2, . . .).
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Jak wiemy, wszelki funkcjonał linjowy w (/) ma kształt

/  (->c) -  2  ’

gdzie X oznacza ciąg {C/}; mamy wówczas | / |  =  k res górny Zi.
i — l ,  2. . . .

Z twierdzenia 5 rozdziału IVA wynika tedy natychm iast:
Na to, by istniał ciąg ograniczony {zk), spełniający równania

oraz warunek

<r.ikZk Ci {i =  1,2, . .  .)

kres górny i 2:̂  j Ж,

konieczne je s t i wystarcza, by dla każdego układa skończonego 
liczb h ^ ,  . . .  h r  spełniony był związek

r CX3 r

\ h i  1 <  уИ ^  1 h i  a ik  1. 
г=1 k = \

b) Przestrzeń { c ) .  Niechaj X i  oznacza ciąg {<^ńk) zbieżny do 
zera, t. j. taki, iż lim щи — 0. Funkcjonał linjowy w (c) ma kształt

/e—

gdzie

/ ( x )  =  a lim ^  Zii i ,
i—l

=  l/ l  =  1̂ 1 +  y ,
/=1

z  uwagi na to, że lim Щк — 0, otrzym ujem y z tw ierdzenia 5
Ä—

rozdziału IVA:
Na to, by istniał ciąg liczb {zĄ, spełniających równania

Ĵ-ik Zk =  Ci {i =  1, 2, , .
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z  i I <  M,

konieczne jest i wystarcza, by dla każdego układa skończonego 
liczb /tg? • • • hr zachodziła nierówność

^  hi Ci j -< iM.kres górny ! hi щи
J ^=1. 2 . . . ‘г=1 г=1

§ 4. Problem em momentów nazwano następujące zagadnie­
nie: Dany jest ciąg funkcyj {f/} i ciąg liczb {cĄ. Jakie są warunki 
na to, aby istniała funkcja / ,  spełniająca nieskończenie wiele 
równań

J  f t^i d t =  Ci {i =  1,2, . . .)•

Podamy rozwiązanie tego zagadnienia w niektórych przy­
padkach.

a) Przestrzeń  (C). Niechaj Xi oznacza funkcję ciągłą Xi {t)
(0 <  <  1).

Ponieważ wszelki funkcjonał linjowy f { x )  w (C) daje się 
przedstawić w postaci

f { x )  = ^ x{ t )  dg,

gdzie w ahanie jg (0  — 1/1? przeto z tw ierdzenia 5 rozdziału IVA
0 < t < l

otrzymujemy )̂;

9  Twierdzenie to znalazł pierwszy p. F, R i e s z w pracy cytowanej 
na str. 77; zob. również pracę p. E. H e 11 y ’ego, cytowaną na str. 71. Twier­
dzenie pod b) udowodnił pierwszy również p. F. R i e s z w pracy cytowanej 
na str. 71.
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Na to, by istniała funkcja g  (t) o wahaniu ograniczonem, speł­
niająca równania

oraz warunek

Xi {t) dg  = Ci (/ =  1 , 2 , . . . )

wahanie ^  (/) M,0 < ^ < 1
konieczne jest i wystarcza, by dla każdego układu skończonego 
liczb h^, h^, . . .  hr zachodziła nierówność

>
/=1

С/ 1 yw . max | 7  hiXi{t)
i= i

b) Przestrzeń {r >  1). Postępując analogicznie, otrzy­

mujemy twierdzenie:
Na to, by istniała funkcja af t )  (0 /  <! 1), spełniająca równania

1f X,- (t) a (O dt = Cl (г =  1, 2, . . . ) {X i  (t) C

oraz warunek
1

( 7  +  7 = ' ) ’
0

konieczne je st i wystarcza, by dla każdego skończonego układu 
liczb hy, //2, . . .  hk zachodziła nierówność

1 k
hi C i \ ^  M  У  ( \ hi Xi (/) \'‘ dt.

г=1

Jeżeli r = 1, wówczas Xi{t) są funkcjami całkowalnemi, poszu­
kiwana zaś funkcja a{t) ma być ograniczona i prawie wszędzie
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spełniać w arunek

max istotne | a (^) | <; УИ.
0 « 1

W arunek wówczas jest następujący:

k  1 A

У  А.-ОКЛ1 I \ '^h,x, ( t )\dt
/ = 1



ROZDZIAŁ VA.

Przestrzenie typu (В),

§ 1. Podamy tu pewne tw ierdzenia, k tóre związane są 
istotnie z przestrzeniam i unormowanem i zupełnemi, a więc — 
przestrzeniam i typu {B).

T w ierdzen ie  1. Jeżeli F{x)  je st operacją mierzalną {B) oraz 
u (x) operacją addytywną, spełniającą warunek

\F{x)\  j U t̂ x"̂  I dla każdego x^

wówczas U {x) je s t operacją linjową.
D o w ó d .  Istnieje zbiór H  pierwsze] kategorji taki, że 

w zbiorze E  — H  operacja F {x) jest ciągła.
Niechaj x^C j^E — H. Istnieje zatem takie r  >  0 i liczba 

M >  0, że

1 I <  I А(л:) j ■< Af, jeżeli I л: — л:о I -< r, x ( j j E — H ,  (1)

Niechaj \ x ' \ < — , oraz niech O oznacza zbiór wszystkich 
2 *

punktów kształtu

x' у  X, x ( Z E  — H,

Zbiór G jest zbiorem drugiej kategorji, gdyż zbiór elemen­
tów л:, spełniających związki
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— -̂ 0 I ■< — ■ 2 ■
x ( Z E — H

jest zbiorem drugiej kategorji_
W zbiorze G istnieje zatem element

x' +  ę _ E  — H , x ^ ( Z E -  H .

Ponieważ | | <; — r <  r, | — л:о j r ,
2i

zatem, na mocy (1),

I U ( x ' ) ! <  I U {x’ +  I +  I U(x, )  | <  2 Ж .

W kuli więc | -̂  | <  ̂— norma elementu U (x) jest ograni- 
2

czona, operacja U  jest zatem ciągła (tw, 1 rozdziału IV A).
T w ierdzenie  2. Jeżeli, dla operacji addytywnej U (x), limx„ =  л:

Л—>oo

pociąga za sobą zawsze lim | U (лг„)\ ' ^ \ U { x ) \ ,  wówczas Operacja 

u  (л;) je st linjowa.

D o w ó d  )̂. Oznaczmy przez Gn zbiór elementów л:, speł­
niających nierówność \ U {x)\ n.

Zbiór Gn jest, jak wynika z założenia, zamknięty. Ponie­

waż E  =  Gn, zatem jeden ze zbiorów G„ zawiera kulę, w któ-
n—l

rej operacja U(x)  jest ograniczona według normy.
Na mocy więc tw ierdzenia 1 rozdziału IV A operacja U  (x) 

jest linjowa; z ograniczoności bowiem operacji U (л:) według normy 
w pewnej kuli wynika oczywiście ograniczoność jej w każdej kuli.

T w ierdzen ie  4. Jeżeli ciąg operacyj linjowych {Un{x)) je s t  
zbieżny w zbiorze H, wszędzie gęstym w  newnej kuli K, i jeżeli 
ciąg norm {\Un\) je s t ograniczony, wówczas ciąg {Un {x)} je s t  
zbieżny w całej przestrzeni.

9 Praca cytowana wyż. na str. 38. Theoreme 3.
Dr. S, Banach. Teorja operacyj linjowych.
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D o w ó d  О- Niechaj Xq będzie dowolnym elementem kuli/C  
Istnieje ciąg {Xn} C  Д  którego granicą jest лГд.

Mamy, dla każdej trójki liczb n, p, q,

i ( - ^ o )  ~  ( - ^ o )  I 1 ( - ^ 0  ^>t)  \ i +  i Ц р  {Xn)-^Uq{Xt,)  | ,
zatem

lim [ Up (Xq) ^  Uq (X(,) | <  2 Л11 ^0 i (Ж =  lim \Up\).
p^q^aa я—>oo

Ponieważ lim \Xq — Xn \ =  O, więc

lim I Up (Xo) — Uq {Xq) 1 = 0 ,

skąd wynika zbieżność ciągu Un (-̂ o)*
Jeżeli teraz a: jest dowolnym elementem, x'  zaś środkiem kuli 

K, wówczas istnieje taka liczba e >  0, że +  ex /С, a zatem że 
lim U(x'  4" istnieje.
я->оо

s tąd  oczywiście wynika, że również granica lim Un {x) istnieje, 

gdyż ciąg Un {x') jest zbieżny.
T w ierdzenie 4. Jeżeli {Un{x)) jest ciągiem funkcjonałów lin- 

jowych, wówczas zbiór H  wszystkich elementów x , dla których

lim I Un (a:) j <  -]- c>o
/г—>OQ

je st całą przestrzenią E albo zbiorem pierwszej kategorji.
D o w ó d .  Zbiór H  jest zbiorem linjowym, a na mocy tw ier­

dzenia 9 rozdziału I mierzalnym {B). Z tw ierdzenia 2 rozdziału IIIA 
wynika nasze twierdzenie.

T w ierdzen ie  5. Jeżeli, dla Ciągu operacyj linjowych {Un{x)), 
mamy w każdym punkcie x  przestrzeni

lim I Un (a:) | <  oo ,
Л—>-co

wówczas ciąg norm { | ] } je st ograniczony.

9 Praca cytowana wyż. na str. 40 (p. 53). Tam również twierdzenia 4 i 5.
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D o w ó d .  Na mocy tw ierdzenia 9 rozdziału III A, istnieje 
kula К  i liczba N  taka, źe

\Un{x) \ ^  N  dla x ( 2 K  (я =  1, 2, . . .).

2 NZatem, jak łatw o widać, mamy | ć/« [ <; - — , gdzie r ozna-
r

cza prom ień kuli K.

Tw ierdzenie 6. Jeżeli zbiór L  operacyj linjowych ma tę wła­
sność, że dla każdego elementu x  istnieje liczba skończona M  (x) 
taka, że

jć /(A :) |< M (Jc ), jeśli U C . L ,

wówczas normy operacyj zbioru L tworzą zbiór ograniczony.
D o w ó d .  W przeciwnym bowiem przypadku istniałby ciąg 

{Un{x))^ \U n {x )(jjL \, taki, że lim 11/« 1 =  схэ. Na mocy zatem

twierdzenia 5, istniałby element taki, źe

lim I Un (Xq) i =  +Л—>óo
wbrew założeniu.

Z tw ierdzenia 4 i 5 wynika bezpośrednio 
Lem m at. Jeżeli dla ciągu {Un{x)) operacyj linjowych

wówczas nierówność
lim I ć/n I =  +  »

lim I Un 1 <  +  oo

spełniona być może conajwyżej tylko w zbiorze I-ej kategorji.

Tw ierdzenie 7. Jeśli dla ciągu podwójnego {Upq(x})  fu n ­
kcjonałów linjowych

lim I Upq I =  -t- oo ( / 7 =  1,2, . . . ) .

wówczas istnieje element x  (niezależny od p), dla którego

l im I Upq (x) I =  +  oo (/> =  1 , 2 , . , . ) .
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D o w ó d  wynika z tw ierdzenia 4, gdyż zbiór Hp pun­
któw X, w których

lim 1 Upg  ( x )  I <  oo

oo
Jest zbiorem pierwszej kategorji. Zbiór H  =  ^ " Hp Jest zatem

zbiorem pierwszej kategorji, a zbiór E — H  Jest zbiorem drugiej 
kategorji (nie jest tedy pusty). Jak  łatw o widać,

lim I Upg (x) I =  oo przy X E — H  (/7 =  1,2, . .  .).g'->oo
U w a g a . W tw ierdzeniu 7, przeciwdziedziny Ep ciągów {Upg) 

(/7 =  1, 2, . . .) nie muszą być Jednakowe. Oczywiście dla każdego p 
przeciwdziedzina ciągu [Upg{x)) musi być ta sama, gdyż w prze­
ciwnym przypadku nie możnaby mówić o zbieżności.

§ 2. Jeżeli { /;} Jest ciągiem funkcjonałów linjowych, okre­
ślonych w E , przyczem |/ / |  <! Л4 (/ =  1, 2, . . .)  (УИ— niezależne 
od n), Jeżeli [yi] Jest ciągiem elementów zbioru E, przyczem 
|y/j Л1' (/ =  1, 2, . . . ) (M'  — liczba niezależna od n), i jeżeli

Co

I af I <C oo ,

/=1
wówczas wyrażenie

U (x) =  ^  aifi (x) у  i
i—1

Jest operacją linjową; mamy bowiem

l / f W!
1=1 i=l

= \ x \ . M M '  у  |g,- 
/=1

0 Praca cytowana wyż. na str. 40., Theoreme 1.
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Niechaj elementami zbioru E  będą funkcje, określone w prze­
dziale <  0Д >  i spełniające warunki następujące:

1) jeżeli lim II =  0, wówczas lim as (0  =  0;
Л->оо

2) jeżeli lim Ц Ц =  0, wówczas istnieje ciąg częściowy
Я—

{Xn^ i element x  taki, że

1 X.. {t) t <  I X {t) I

dla każdego i oraz dla prawie każdego  ̂ (1 | oznacza tu  w artość 
bezwzględną);

3) jeżeli lim as x „ (0  =  x  (^), wówczas

lim II 11 >  II X II.

w  w arunkach powyższych zakładamy, że {x„} C . E  oraz 
x ( Z E .  Przestrzenie (C), (M)  spraw dzają powyższe w łasno­
ści; jeśli chodzi o sprawdzenie w arunku 2), to funkcję x  (ł) okre­
ślimy jako sumę szeregu

oo
JC (t) =- 1 Xni (01 założeniu, że Ц x„. || <  oo.

T w ierdzenie 8. Niechaj E  i spełniają warunki 1), 2), 3) 
wyżej podane. Jeżeli K ( s , t )  je st funkcją określoną w kwadracie 
<  0Д; 0Д > , jeśli dla każdego x  (Z E całka

y { s ) =  ( K { s , t ) x { t ) d t (1)

istnieje dla prawie każdej wartości s, oraz jeśli y { s ) ( Z ^ i y  wów­
czas wyrażenie (1) je st operacją linjową.

D o w ó d Д. Niechaj lim 1 x„ -  x  1 =  0 oraz niech {x„} będzie

dowolnym ciągiem częściowym ciągu {x„}. Ponieważ I

1) Praca cytowana wyż. na str. 38; Theoreme 2.



—  102 —

przeto, na mocy warunku 2), w zbiorze E  istnieje ciąg częściowy 
{x„. — л:} i element 2: taki, źe 1 Xn^it) — x( t ) \  ^ z ( t )  praw ie wszę­
dzie dla każdego L Ponieważ lim as {/C(s, (O — (01} =  0,

К (s,t) (x„. — x) I <  I /C(s, 1 2: (t) i całka
X

f K ( s , t ) z ( t ) dł  istnieje

w zbiorze H  o mierze 1, gdyż г  CI zatem

1
Ига f  K{s, t) (xn, (t) -  л: (t)) dt =  0;
/->oo Jo

1
temsamem, lim j K{s, t )  Xn^it) dt — j K{s, t )  x { t )  dt  dla s ( ^ H .  

J Jo o

Ponieważ z każdego ciągu częściowego ciągu {y«(5)} można 
wyrwać ciąg zbieżny praw ie wszędzie doy(5), zatem lim asy«(s)=

у  (5); wynika stąd już, że operacja j K { s , t ) x { t ) d t  jest linjowa

Przestrzeń (L). Jeżeli К  (s,t) jest funkcją m ierzalną dla 
spełniającą w arunek

C(s)ds ^  К  < ^  (C(s) =  max istotne | К (s, t) I),
0<^<1

wówczas wyrażenie
1

U (x) =  j '  К  {s, t) X {t) dt

jest w polu (Z,) operacją linjową, której przeciwdziedzina mieści 
się również w (Z.).
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Mamy bowiem

] 1 1 1
К  {s, t) x{ t )  dt \ds ^  j" \ x  (t) \ d t . C (s) d s .

Przestrzeń (M). Jeżeli K{s , t )  jest funkcją m ierzalną dla 
i jeżeli

1
J  I I <  yw <  oo dla każdego 5,

wówczas w yrażenie

U { x ) =  K { s , t ) x { t ) d t

jest operacją linjową określoną w (M),  której przeciwdziedzina 
mieści się także w (M).

Przestrzeń  (C). Jeżeli К  {s,t) jest funkcją ciągłą w kw a­
dracie 0 <  л: 1, 0 1, wówczas wyrażenie

1

U { x ) ^  j ‘ K ( s , t ) x ( t ) d t

jest operacją linjową określoną w (C), przyczem przeciwdziedzina 
mieści się również w (C).

Podobnie, wyrażenie

U ( x ) ^ x  (t) -  j  K { s , t ) x  (t) dt

jest operacją linjową.
Przestrzeń  Jeżeli К  {s, t) jest funkcją m ierzalną dla

0 5, <; 1 i jeżeli

1 1
j  К  (s, t) X (t) у  (s) I ds d t <  oo (1)
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■\Q-ihdla każdej pary  funkcy] x( t ) (2(UP^) ,  y ( s ) ( Z ( L ^ ~ ^ ) { p , q > l ,  
wówczas w yrażenie

1
(2)

o

U{x) ^  К  {s, t) X {t) dt

jest operacją linjową określoną w przestrzeni przyczem
przeciwdziedzina mieści się w polu ^

Obierzmy dowolne x ( ^ { U p̂ ). Dla każdego у  CI mamy

J ̂  K{s , t )  X {t) у  (s) ds dt  = J  у  (s) J  К  (s, t) x  {t) dt
0 0 0 0

wynika stąd, że
1Г K{s, t )x( t )dt(Z(L(4>),

0

a zatem — że Z/ (x) jest operacją linjową.
Aby w arunek (1) zachodził, wystarczy założyć, że

ds\

1 1
K{s, t)''-'^\ dsdt  <  oo, gdzie r jest mniejszą z liczb p,

q -  1

(w szczególności — iż К  {s, t) jest ograniczone, gdy  ̂=  1, lub całko­
walne połowo, gdy p = q = -\- oo).

Mamy bowiem na mocy nierówności R i e s z ’a

1 I
К (5, t) X {t) у  (s) ds d t \ <

1 1 1 ( 1
< J j ' \ K { s . t y  ' ds dt j  I X (5) C I \  j J" I у  j '■ ßfZ
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W szczególności, jeżeli p = q = 2, wówczas w arunek (1) 
można zastąpić warunkiem

1 1
К  {s, t)\^ ds dt <  Ą- oo , (3)

Z w arunku (3) w ynika wówczas, że operacja (2) jest linjowa 
w przyczem у  (5) Q

U w a g a . To, co wyżej powiedzieliśmy, ważne jest również 
w przypadkach p, q ~  1, oo.



ROZDZIAŁ VB.

Przestrzenie typu (В)
(Ciąg dalszy).

§ 1. Jeżeli Ci. (t) je s t funkcją mierzalną w  0  ̂ 1 i jeżeli
dla każdego x{t )  (fj {L(p>) (/? >> 1) istnieje całka

X { t )  a { t )  d t ,

wówczas dla p > \  mamy
X
r , ,\a{t ) \P-^ < oo, a dla p =  1 istotny kres

górny 1 a (^) j je s t skończony.

D o w ó d  )̂. Niechaj dla n naturalnego

««(0

Mamy

a {t), jeżeli | a (ż̂ ) | <; n,

n sign a {t), jeżeli | a {t) \ >  n.

x{t )  a . { t ) \ : ^ \ x  {t) a.n (t) j ,

a więc, ponieważ lim a„(^) =  a(t),

Dla p 1 twierdzenie to znalazł p. F. R i e s z. Ob. pracę cytowaną 
na str. 71 (p. 457).
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1 i

lim Г л: (t) a„ (t) dt = i x  {t) a {t) d t .
Jo o1

W yrażenie j'  x{ t )  o.n{t) dt jest funkcjonałem  linjowym w

i^n{t) jest funkcją ograniczoną), I x{ t )  a{t) dt  jest tedy, na mocy

twierdzenia 5 rozdziału IIIA, również funkcjonałem linjowym. W myśl 
przeto tw ierdzenia o postaci ogólnej funkcjonałów linjowych

w {LW) dla >  1, istnieje funkcja a (г?) taka, że

1 1
(  x ( t )a  (t) dt = ę  x{t)<3. {t) dt dla x  {t) d

kJ tJ
0 0

Przyjmując

x{ t )

mamy J a (7)dt

1 dla t ) < t < t ^ ,

0 „ t ^ < t < l ,

a {t) dt  dla każdego 0 <  ^  1 >

skąd prawie wszędzie
a — a {t) .

Analogicznie postępuje się dla /? =  1.

§ 2. Jeżeli dla każdego ciągu zbieżnego x  — {8,} szereg
Oo oo

a/ ii jest zbieżny, wówczas | a/1 <  +  oo .
i—l /=1

n
D o w ó d .  W yrażenie a, jest funkcjonałem linjowym

i—l
W przestrzeni (c), ponieważ zaś
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lim a-i ii =  ai if
/7—>c-o ш̂яшшА

f = l  i = l

przeto z tw ierdzenia 5 rozdziału III A wynika, że wyrażenie
c o

^ , a,-1/ jest także funkcjonałem linjowym. Istnieje więc liczba
/=1

Al >  0 taka, że

l y  a-i I / 1 <  Al II X II =  M . kres górny 1  ii
i=l

Przyjmując tu
ii — sign a-i, jeśli i <  n, cli ф  0,

otrzymujemy

skąd

ii — 0, jeśli i~> n lub a; =  0,

n
2  1 a,- I <  Af (Я =  1, 2, . . .  X
i=l

Jeżeli dla każdego ciąga x  = { i i }  (2 {1Щ ( p > l )  szereg
C o

' У  Щ ii je st zbieżny, wówczas, jeśli p > l ,  mamy
i = l

a/1 <C co,
/■=1

jeśli zaś p  — 1, wówczas ciąg {a,} je st ograniczony. 
Dowód analogiczny do poprzedniego )̂.

0 Ostatnie twierdzenie znalazł p. E. L a n d a u .  Zob. E. L a n d a u ,  
Über einen Konvergenzsatz, Gott. Nachr. 1907. p. 25—27.
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§ 3. Twierdzenie 8 rozdziału III A, oraz 7 rozdziału VA przed­
staw iają funkcjonalnie t. zw. zasadę zagęszczania osobliwości. 
W yjaśnimy to na paru  przykładach )̂.

Niechaj {gk{t)) będzie ciągiem ortogonalnym, unormowanym 
funkcyj całkowalnych wraz z kwadratem w przedziale <  0Д > .  
Jeżeli X {t) jest funkcją całkowalną w przedziale <  0,1 > , wówczas 
szereg oo 1

2  г  ^
k—1 o

nazywa się rozwinięciem funkcji x  (t) wedle ciągu {gk (t)}, o ile
1

oczywiście istnieją całki J gk(s) x(s )  ds {k — 1,2,  . . .).
o

a) Jeżeli dla każdego punktu tp pewnego ciągu przeliczalnego 
{tp) punktów przedziału  <  0,1 >  istnieje funkcja ciągła Xp {t), któ­
rej rozwinięcie jest w  punkcie tp rozbieżne {wzgl. rozwinięcie dla tp 
jest nieograniczone), wówczas istnieje funkcja x  (t), której roz­
winięcie je st dla każdego punktu tp rozbieżne {wzgl. której rozwi­
nięcie je st w każdym punkcie tp nieograniczone).

D o w ó d  wynika z tw ierdzenia 8 rozdziału IIIA oraz 7 roz­
działu VA, jeżeli przyjmiemy

gk {tp) I gk{s) X{S) ds
k ~ \  o

i w yrażenia Upq (x) uważać będziemy za funkcjonały linjowe 
w przestrzeni funkcyj ciągłych.

b) Jeżeli dla każdego przedziału <Up,  >  pewnej rodziny 
przeliczalnej przedziałów odcinka <  0,1 >  istnieje funkcja całko-

0  Zob. pracę cytowaną na str. 40.



—  110 —

walna Xp(t), której rozwinięcie ma własność

ßp n 1
lim (* I 5« {t) \d t = o^, gdzie Sn {t) = 'S ^  (t) ( gp (t) Xp {t) dt,
n-J-oo I

0 .p

wówczas istnieje funkcja x  (t) całkowalna, posiadającą powyższą  
własność dla wszystkich jednocześnie przedziałów powyższej rodziny.

D o w ó d  opiera się na twierdzeniu 7 rozdziału VA; w ystarczy 
przyjąć

r
^pq (-̂ ) (0  I gk (t) X (t) dt ( a p < t <  %)

k=i ó

i wyrażenia Upq uważać za operacje linjowe, określone w prze­
strzeni funkcyj całkowalnych przedziału <  0,1 > ,  których przeciw- 
dziedziny mieszczą się w przestrzeni funkcyj całkowalnych w prze­
dziale <CCp, ^p> .

U w a g a . Jeżeli punkty o spółrzędnych (a^, ß̂ ) tworzą zbiór 
w szędziegęsty w kwadracie <  0 Д ; 0,1 > , wówczas powyższa wła­
sność zachodzi dla każdego odcinka <  a, ß >  przedziału <  0,1 > .

Opierając się na tej uwadze, można udowodnić dla szeregów 
F o u r i e r ’a istnienie funkcji całkowalnej x{t ) ,  dla której

lim
n—

(f) I =  +  CXD

W każdym podprzedziale przedziału  (0,2:r).
§ 4. Niech dana będzie tablica nieskończona liczb

) ^02 j • • •

(Л) 2̂,1 , Ö2J2 > • • •

Jeśli dla danego ciągu liczb x każdy z szeregów

Ui,kik Jest zbieżny i ciąg ich sum {Ai{x))  Jest także zbieżny
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{do А (х)), wówczas mówimy, że ciąg x  jest samowalny metodą A 
odpowiadającą tablicy (A), lub krótko metodą A {do A {x}).

O metodzie A mówimy, że jest zachowawcza, jeśli każdy ciąg 
zbieżny jest sumowalny tą metodą do swej granicy.

T w ierdzenie  1. Na to, by metoda A była zachowawcza; ko­
nieczne je st i wystarcza, by spełnione były warunki

1) 2  i 'k=i

2) lim üî k =

3)
Co

lim ^  а
A=1

D o w ó d  )̂. W arunki są k o n i e c z n e .  Dla każdego ciągu zbież-
СКЭ

nego a: =  oraz każdego i, szereg aî k %k jest zbieżny; wo-
k = i

co
bec wyniku uzyskanego w § 2 szereg 0/,  ̂ jest temsamem bez-

względnie zbieżny. Określone więc w przestrzeni (c) funkcjo­
nały Л/(х) są linjowe, ponieważ zaś ciąg ich jest zbieżny, przeto 
z tw ierdzenia 5 rozdziału VA wynika konieczność warunku 1.

Niech teraz (г =  1, 2, . . . ) ,  =  0 dla
=  1 =  1» 2, . . , i niech Xn oznacza ciąg Щ ф

co
{n = 0,1, . .  .). Ponieważ Л/(Хо) — Ai{Xn) — dla n>0

{i =  1, 2, . . .), widać więc, że spełnione są w arunki 2 i 3, bowiem

0 Twierdzenie to znalazł p. O. T o e p 1 i t z. Zob.: O. T o e p l i t z ,  Über 
allgemeine lineare Mittelbildungen, Prace mat.-fiz. XXII, (1911), p. 113—119.
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A (Xq) = 1, A (xn) =  0 dla n >  0. W ystarczalność podanych wa­
runków wynika łatwo z uwagi, że ciąg określony powyżej {Xn} jest 
w przestrzeni (c) zupełny.

L em m at 1. Niech A będzie metodą zachowawczą oraz 

ciągiem zbieżnym. Jeśli dla każdego ciągu {щ} warunki [a/|<-fco,

ОЭ oo

Uî k = 0  {k = 1,2,...) pociągają za sobą ^ ' a/ 7j(o)= 0, wówczas
/=1

dla każdej liczby £ >  0 istnieje ciąg zbieżny x  taki, że\ A t ( x ) - r i f ) \ < s  (/ =  1,2, . . . ) .

D o w ó d .  Niech G oznacza zbiór tych ciągów zbieżnych ("г];}, 
którym  odpowiadają ciągi zbieżne x, takie, że rii=Ai(x) {i—1,2,...). 
Zbiór G stanowi oczywiście przestrzeń w ektorjalną (rozpatrujem y 
go w przestrzeni (c)). Jeżeli Уо =  nie jest punktem  skupie­
nia zbioru G, wówczas, jak wynika z lemmatu do tw ierdzenia 6 
rozdziału IVA, istnieje w (c) funkcjonał linjowy f  (y)  taki, że

f { y )  = 0 dla у  C G ,  /(Уо) =  1. (1)

Z uwagi na ogólną postać funkcjonałów linjowych w (c)

istnieje tedy ciąg liczb {a/} taki, że szereg c/=1
<Xi jest bezwzględ­

nie zbieżny oraz
СХЭ

a/ Tji -f- a lim r]i =  0 dla (t];} C  G,
/—>oo (2)

2г=1
 ̂ “ lim =  1 (3)

Ponieważ metoda A jest zachowawcza, przeto z (2) dostajemy

"N a^Ai (x) -b a lim — 0, jeśli X =  C  (^)-
/=1

(4)



— 113 —

Na mocy tw ierdzenia 1 istnieje liczba M  taka, że

1 aî k i <  Af (/ =  1 , 2 , . . . ) ,  zatem
A=1

t>c co co

2  2  '  ̂  ̂ 1 1 ^   ̂ ' 
(=1 Ä=1 i—1

(5)

Z (5) dostajemy
oo co oc

a; A i (x) =  СС/ fl/,A .
/=1 k=l i=i

(6)

Przyjmując, dla ustalonej liczby naturalnej n, i„ = 1, 
Sä =  0 jeśli k Ф  n, mamy z uwagi na (4),

oraz

2  a/ aî n = 0  (/г =  1, 2, . . .).
/=1

(7)

Przyjm ując dalej |* =  1 {k = l ,  2, ...), dostajem y z (4), (6) 
a =  0, i temsamem, z uwagi na (3),

i (7

Co
^ a /T jjo )  =  1,
f=i

co wobec (7), sprzeczne jest z założeniem.
L em m at 2. Jeśli je st ciągiem ograniczonym, sumo- 

walnym metodą zachowawczą A, wówczas dla każdej liczby e >  0 
istnieje ciąg zbieżny x  taki, że

1 Ai{x) -  Ai {xj) 1 <  e (/ =  1, 2, . . . ) .
D o w ó d .  Niech

7](0) =  ( / = 1 , 2 ,  . . . ) , (1)
i niech {a/} oznacza dowolny ciąg, spełniający warunki

co Oo
1 a/ ! <  +  o o  , a.i ai k̂ =  0 (Ä =  1, 2, . . .). 

1=1 г=1
(2)

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych. 8
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Z uwagi na (1)

i=l i=l

A jest metodą zachowawczą, istnieje więc pewna liczba M  taka, iż

OO

^  I i <  Ж (/ =  1, 2, . . . , n),
Ä=1

i temsamem

^  I  аЛ I й/,й I I К  ^  j а; I . kres górny [ ],

skąd, zważywszy na (3),

fcl &=1 /=1

i, w myśl (2),

N T  a/ Tjj®) =  0.
/■̂1

Lemmat nasz wynika tedy natychm iast z lemraatu poprzed­
niego.

Lem m at 3. Jeśli A jest metodą zachowawczą i warunki

^  I a/1 <  H- a/ Ui^k =  0 (fe =  1, 2, . . . )
1=1

pociągają za sobą a/ =  0 (/ =  1, 2 , . .  .), wówczas, dla każdego ciągu 
zbieżnego i każdej liczby e >  0, istnieje ciąg zbieżny x  taki, iż

|Ж (х )- '# |< в  (/ = 1 ,2 , . . . ) .

D o w ó d  — natychm iastowy wobec lemmatu 1.



— 115 —

Metodę A nazywamy odwracalną, jeśli każdemu ciągowi 
zbieżnemu {'/]/} odpowiada dokładnie jeden ciąg x  (zbieżny, lub 
nie), dla którego Ai (л) =  т], (/ = 1,2,  . . .). Powiadamy, że metoda 
B, odpowiadająca tablicy

(B) b.,,i , 2̂ł2 ł • • •

jest niesłabsza od metody A, jeśli każdy ciąg sumowalny metodą 
A jest również sumowalny metodą B.

L em m at 4. Jeśli jest ciągiem samowalnym metodą zacho­
wawczą i odwracalną A i jeśli dla każdej liczby e >  0 istnieje ciąg 
zbieżny X, taki, iż

I Ai (x) -  A i (Xo) j <  £ (/ =  1 , 2 , . . . ) ,

wówczas ciąg Xq je st sumowalny każdą metodą zachowawczą B, nie- 
słabszą od A, do te j samej liczby.

D o w ó d .  Metoda A jest odwracalna, na mocy przeto tw ier­
dzenia, udowodnionego w § 5 (uwaga) rozdziału IIIA istnieje tablica

, *̂1,2 > • • ■

*̂2,1 , , • • •

oraz ciąg {a/} o własnościach następujących:

a) [ a.i,k I <  +  oo {k = 1,2, . . .)\
/=1

b) jeśli, dla ciągu zbieżnego у  =  przyjmiemy

«А =  Л  (y) =  ^  +  “A lim y\i {k = l , 2 ,  . . .),
i=l
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wówczas

î,h •

Określone w przestrzeni (c) funkcjonały fk (y) są linjowe. 
Dla każdego ciągu zbieżnego у  ciąg odpowiedni л: == 

jest, w myśl założenia, sumowalny metodą a więc każdy z sze-
oo

regów ^ bj k̂ ik jest zbieżny i ciąg ich sum {Bi{x)) jest zbieżny.
A=1

Niech teraz, dla у  d  {c),
СХЭ

Fi {y) =  ^  fk {y) {i =  1 ,2 , . . .), F{y)  = lim d  (y);

widzimy, że funkcjonały Fi{y)  są linjowe, tę samą własność ma 
więc także funkcjonał F {y).

Niech X(, będzie dowolnym ciągiem, spełniającym w arunki 
założenia, oraz £ — liczbą >  0. Istnieje ciąg zbieżny л:, taki, że

\ A i { x ) - A i { x , ) \ < ^  0  =  1,2, . . . ) .  (2)

Przyjmując % =  У =  {Äi(x)} mamy y^ , y  С  (О oraz
II-V ~-Vo li d  ^ ; temsamem

\ F ( y ) ~ F { y , ) \ < \ F \ e .  (3)

Ponieważ A (л:) =  В (л), przeto

|Л(л:о)-Л(л:о)| <  |Л(л:о)-Л(л:)| +  |ö (a:) - 5 (X o)|,

i z (2), (3) dostajemy

j Л (Xo) -  ß  (Xo) | <  I F | . £ +  s ,

skąd oczywiście wynika, iż Л (Xo) = В (Xq), о со chodziło.
T w ierdzenie 2. Jeśli metoda zachowawcza В jest nieslabsza 

od metody zachowawczej i odwracalnej Л, wówczas każdy ciąg ogra­
niczony sumowalny metodą A je s t sumowalny metodą В do tej 
samej liczby.
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D o w ó d  opiera się na lemmatach 2 i 4.
Nazwiemy daną metodę A doskonałą, jeśli jest zachowawcza, 

odwracalna oraz, jeśli dla każdego ciągu {a,} warunki

I a/ I <  +  oo , a,- aî k ^ 0  (ft =  1, 2, . . .)
1=1 /=1

pociągają za sobą щ =  0 (/ =  1, 2, . . .)• Wobec lemmatów 3 i 4 
dostajem y

Tw ierdzenie 3. Jeśli A je st metodą doskonałą, a В metodą 
zachowawczą nie słabszą od A, wówczas każdy ciąg sumów alny me­
todą A je st sumowalny metodą В do tej samej liczby.

b Dla specjalnej klasy metod odwracalnych, a mianowicie t. zw. metod 
normalnych, znalazł to twierdzenie p. S. M a z u r .  Zob.: S. M a z u r ,  Über 
lineare Limitierungsverfahren, Math. Zeitschr. 28 (1928) p. 599—611, Satz VII.

‘̂ ) Dia metod normalnych zob.: S. M a z u r ,  Uber eine Anwendung der 
Theorie der Operationen bei der Untersuchung der Toeplitzschen Limitierungs­
verfahren, Stud. Math. II (1930) p.



ROZDZIAŁ VIA.

Operacje pełnociągłe i stowarzyszone.
Ciągi b iortogon aln e.

§ 1. Zajmiemy się klasą t. zw. operacyj pełnociągłych 
(linjowych) w przestrzeniach typu (B).

L em m at 1. Każdy zbiór zwarty je st ośrodkowy.
D o w ó d .  Niech G będzie zbiorem zwartym; udowodnimy, 

że jest ośrodkowy, t. j. iż posiada część przeliczalną wszędzie- 
gęstą.

Niechaj (3 G i niech Xn {n >  1) oznacza element, spełnia­
jący warunki;

a) X n ( Z G  f
b) jeżeli л: G, wówczas d ^ 2 d n ,  gdzie d, wzgl. dn, ozna­

cza odległość elementu x, wzgl. Xn, od zbioru , ^ 2 , . . .  x„^i).
Ciąg {a:„} jest w szędziegęsty w G. Gdyby bowiem istn iał 

element x  (2  G taki, że

I a: — I > a > 0 (я = 1, 2, . . .), 
wówczas mielibyśmy, na mocy b), dla każdego p, q,

Xr X q i ^

co jest niemożliwe, gdyż z ciągu {Xn) daje się wyrwać ciąg zbieżny.
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D e f i n i c j a .  Operacja U {x) linjowa nazyw a się pełnociągła, 
jeżeli każdy zbiór ograniczony przekształca na zbiór zwarty.

Przykład: jeżeli Xi {i ^  1, 2, . . .  л) są funkcjonałami linjo-
wemi, a Xi (/ =  1, 2, . . .  n) — elementami, wówczas operacja

U { x ) ^ ^  Xi{x)x ,
/=1

jest operacją pełnociągłą
T w ierdzenie  1. Przeciwdziedżina operacji U (x) pełnociągłej 

je st zbiorem ośrodkowym.
D o w ó d .  Oznaczmy przez Kn zbiór wszystkich elementów 

U  (л:) dla I X I <  /2.
Zbiór Kn jest zwarty, zatem na mocy lemmatu jest ośrod­

kowy. Temsamem jednak ośrodkowy jest również zbiór Kn,

t. j. przeciwdziedzina operacji U.
Tw ierdzenie 2. Jeżeli {Un{x)) je st ciągiem operacyj linjowych 

pełnociągłych i jeżeli dla pewnej operacji linjowej U (x) zachodzi

lim [ — ^71 =  0,

wówczas U (x) jest również operacją pełnociągłą.
D o w ó d .  Niechaj ciąg {л:,} będzie ciągiem ograniczonym. 
Metodą przekątni łatwo można wyjąć z ciągu {л:,} ciąg czę­

ściowy {л:,}, tak, by dla każdego n istniała granica lim Un(Xi)
/—>oo

Mamy, dla każdego «,

I ^  ^  (- ?̂) I ~  I ^  i^p) (-^p) I “b i łJn (-̂ p) ł~Jn i-^g) I “h

+  \Un(^g)  -  U0Cę)\,
a zatem

I ^  (-̂ p) ^  i^ę) I ^  i [ I -̂ p I "ł" I -̂ 9 I ] “b I (-̂ p) (-^ę) [j

skąd oczywiście __
lim I U{Xp) — U {Xq) I =  0.

p,q-^^
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Ciąg U (Xi) jest tedy zbieżny, a więc operacja U (x) jest 
pełnociągła,

§ 2. Jeżeli K(s,t)  jest funkcją ciągłą dla 0 -< 5, if-< 1, wów­
czas wyrażenie

y (s )  =  J K { s , t ) x { t ) dt ( 1)

je st funkcją ciągłą zmiennej s dla każdej funkcji x{ t )  całkowalnej. 
Jeżeli w yrażenie (1) uważać będziemy za operację, której dzie­
dziną jest jedna z przestrzeni (C), {L), (M),  a przeciw-
dziedzinę uważać będziemy za część tej samej przestrzeni lub 
innej z wyżej wymienionych, wówczas łatw o udowodnimy, że ope­
racja (1 ) jest pełnociągła.

Dowód opiera się na znanem tw ierdzeniu A r ż e l i :
Warunkiem wystarczającym na to, aby z  ciągu funkcyj ciągłych 

{yn(t))  dal się wyrwać ciąg jednostajnie zbieżny, je s t to, by dla 
każdej liczby e >  0  istniała liczba t] >  0 taka, że jeżeli \V — t'’ \<  y\, 
wówczas

\yn{t ' )- у п { П  | <  e (Л =  1 , 2 , . .  .).

Przypuśćmy, że Ц Xn (t) |[ <^ 1, i niech w przedziale <  0,1 >  
zmiennej s 1

y„{s) = j  K ( s , t ) x„ ( t ) d t .
0

Ponieważ K(s , t )  jest funkcją ciągłą, zatem każdej liczbie 
£ >  0  odpowiada taka liczba y], że nierówność | | <  pociąga
za sobą j K{Si, t) — K{s^, )̂ | <; e dla 0 <   ̂ <  1 .

Zatem:
1

I J {K{ s ^ , t ) ~  K{s^yt)) X ń { t )  d t \ ^

<  £ ( \ X n { t ) \ d t (2)
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Można łatwo sprawdzić, że w przestrzeniach (C), (I),
(M)  mamy zawsze

J  I Xn (t) I dt  <  ||л:„1|.

Stąd, na mocy (2),
|V«('5i ) - > ( 5 2 ) |  < E ,

\
i na mocy wspomnianego wyżej tw ierdzenia A r  ż e l i  wyjąć mo­
żemy z ciągu {уп (-s)} ciąg jednostajnie zbieżny. Ponieważ zaś 
ciąg jednostajnie zbieżny funkcyj ciągłych w przestrzeniach (C), 

(L), (M)  jest również zbieżny wedle norm y ustalonej w tej 
przestrzeni, przeto udowodniliśmy temsamem, że operacja (1 ) jest 
pełnociągła.

Przestrzeń (C). Aby operacja (1) była pełnociągła w (C) 
w ystarczy założyć, że dla każdego zachodzi

1
lim f  ! K{s,, t) -  K(s,  t ) \ d t  =  0.  (3)

o
Łatwo bowiem z w arunku (3) wynika, że dla każdej liczby 

s > 0  istnieje taka liczba >  O, że, jeżeli 15̂  — 5 3 1<! чг), wówczas
1J \ K ( s , , t ) -  K(S2, t ) \ d t ^ ^ e .

Stąd podobnie, jak poprzednio, wynika łatwo, że operacja (1) 
jest w (C) pełnociągła.

W arunek (3) jest spełniony np., jeżeli K{s, t )  jest funkcją 
ograniczoną i jeżeli dla każdego zachodzi

\\m K{s, t )  = K{Sü,t) dla praw ie każdego t.

Operacja

/  K{s, t) x{ t )  dt
o

jest operacją pełnociągłą, jeżeli K{s , t )  spełnia w arunek (3).
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Przestrzeń {UP). Niech K{s, t )  będzie funkcją m ierzalną dla 

O <; s, <; 1, a Z' niech oznacza mniejszą z dwu liczb p,  —- — { p > \  ,
q - l

q >  1). Wówczas, jeżeli

1 1J ̂ \ K { s , t ) y - ^  ds dt  <  +

operacja (1) jest pełnociągła dla x  {UP), a przeciwdziedzina 
jej mieści się w {UP).

D o w ó d .  Niechaj {Kn {s, Z")} oznacza ciąg funkcyj ciągłych, 
przyczem niech

1 1
ds d t = 0lim f

_ J J ’o 0
Ponieważ operacja

1
у  =  U n { x ) ^  ^  Kn {s, t) X {t) dt

o
jest operacją pełnociągłą dla x  d  {UP), у  d  zatem

(4)

1 1
C /„ W -  J l  { ( K n - K ) x ( t ) d t \ « d s  <

' 1 /■* 1\ r —  1 Q(r-1) )
< 1 ds \ K n - K V ~ ^ d t

. 0 _ J 0 ) x{t)\^ dt
o

1

Ponieważ г <  p, więc J  | jc(^) | ' ' |  J  1-^(0
o o

ponieważ dalej r  < — wi ęc — ^ ^ 1 ,  zatem

Pdt \  P

q - l

U n { x ) - U { x ) \ \ P  ^

1 1
J  J  \ K n - K \ ^ ~ ^ d t d s

\Q O

q ( r - 1 ) X H
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czyli

Stąd na mocy (4)

1 1
ds dt

lim \ \ U n - U \ \  = O,

1
^  K{s, t )  x { t ) d t  jest pełnociągła przy у  C
o

U w aga. Z poprzedniego wynika, przyjm ując p  = q ^  2, 
że, jeżeli

1 1

wówczas operacja

{s, t) ds dt <-{■ oo,

i

у  =  j  K{s, t )  X {t) dt

jest pełnociągła przy ^  У C

§ 3. Niechaj y = U { x )  będzie operacją linjową, określoną 
w E, przyczem przeciwdziedzina jej niechaj mieści się w O prze­
strzeniach E  i E^ zakładam y, jak zwykle, że są typu {B).

Funkcjonały linjowe, określone w £", oznaczać będziemy 
literą X, określone w E^ — literą Y.

Weźmy pod uwagę wyrażenie

Y U{ x ) , (1)

gdzie Y  jest dowolnym funkcjonałem określonym w Ê .
W yrażenie (1) możemy oczywiście uważać jako funkcjonał 

określony w E.
Niech

X { x )  =  Y U (x).
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Funkcjonał X  jest addytywny i ciągły. Mamy bowiem

V U ( x ) \ ^  \ V\ \ U \ \ x \ ,

i ^ | < | r i | { / | .  (2)

Związek między X  oraz Y  jest nową operacją

U(V).

Dziedziną jej jest zbiór funkcjonałów linjowych, określonych w E^, 
przeciwdziedzina zaś mieści się w zbiorze funkcjonałów, okre­
ślonych w E.

Operacja ta jest wreszcie addytywna i ciągła, jak to wynika 
ze związku (2).

Operację U { Y )  nazywamy operacją stowarzyszoną lub sprzę­
żoną z operacją U  (л:).

T w ierdzenie 3. Jeżeli U (Y )  je s t operacją stowarzyszoną  
z  operacją Linjową U (x), wówczas

skąd 

a więc

\U \  = \ U \ ,

D o w ó d .  Mamy, dla każdego x  E ,

I Y U{ x )  \ <  I К | . |  ^ | . j A : | ,

|Z7(K)I = I ŷ \<\ 
\ U \ < \ u \ .

(1)

(2)

Niech, z drugiej strony, Xq będzie dowolnym elementem 
przestrzeni E. Istnieje, w myśl tw. 3 rozdz. IVA, funkcjonał 
określony w przestrzeni E^ taki, iż

n i  =  1, r,U(x,)\ = \U{x„)\.

skąd

Zatem

|Ł/(a:o)| = \ Y ,U (x , ) \  <  | ( 7 | . |  К,1.|л„| =  | łT | . |a:„|, 

| ü ( ^ „ ) K | Z 7 | . | x „ | ,
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a więc
\ U\ <\ Ü\ ,

со, łącznie z (2), daje (1).

T w ierdzenie 4. Jeżeli operacja linjowa U (x) je s t pełnociągła, 
wówczas operacja sprzężona Ü (Y )  jest również pełnociągła.

[t. zn. jeżeli | F« | <v4 ,  wówczas istnieje taki ciąg {Уп^) 
oraz funkcjonał X ,  źe lim | U(Vn^) — X j  = 0].

f—̂СХЗ

D o w ó d .  Ponieważ przeciwdziedzina operacji U (x) ma część 
przeliczalną wszędziegęstą, przeto z ciągu funkcjonałów {Yn}  
( [ Y n \ < A )  można wyjąć ciąg częściowy { Кл,-} zbieżny dla każ­
dego y,  należącego do przeciwdziedziny operacji U (x).

Niech zatem
lim y«. U {X)  =  lim Xn^{x) =  ^  {x).

Niechaj będzie elementem takim, że

i X,-1 =  1 ,  I X{Xi) ~  Xn, (Xi) I >  i- [ . (1)

Gdyby istniała liczba a >  0 taka, że \ X  — A"«, j >  a dla każ­
dego i, wówczas mielibyśmy, na mocy (1),

У/ U { X i )  -  lim Yi U { X i )  I >  i  a, gdzie Y( =  . (2)

Ponieważ | a:/| =  1, istnieje więc ciąg wskaźników ki taki, że 
lim U {Xkj) ~  у o. Zatem, jeżeli £ >  0, wówczas dla i >  N,

\ y ^ ~  u{Xkj)  1 <  £ i I Yk! (У о) -  lim П /  ( у о )  | <  £.
Mamy więc, dla N,

I n ; u{x,,) -  lim К»; u(x,,)\<.\n ; [u(x,,) - y . i [ + 1 п;.(уо)- 

-  lim n ;  (y„) I +  I lim n ;  [ U(x,;) - y „ ]  | <  л  e +  e +  л  e,
f—>Ocs /—

co wobec dowolności liczby £ >  0 sprzeczne jest z (2).
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§ 4. Przestrzeń  (С). Jeżeli K{s, t )  Jest funkcją ciągłą dla 
O s, 1, wówczas w yrażenie

1J K{ s , t ) x { t )  d t =  U{x) (1)

jest operacją ciągłą.
Niech V(y)  d  (C*)] będzie dowolnym funkcjonałem linjo- 

wym w (C), a więc, w myśl § 4 rozdz. IVA, postaci

1
У ( у ) =  f y ( t ) d V ( t ) ,

gdzie V(t)  jest pewną funkcją o wahaniu ograniczonem,—i niech

X { x )  = V U (x).

Funkcjonał X  (x) jest również linjowy w (C), a więc jest 
także postaci

X{ x )  = j' x{ t )d X { t ) , ( 1)

gdzie X{ t )  jest znowuż pewną funkcją o wahaniu ograniczonem. 
Przyjmując zatem

1
y ( s ) = = U ( x ) =  f  K i s , t ) x { t ) d t ,  (2)

0

mamy, dla każdej funkcji x { t ) C i C ) ,

1 1 
J  x{s )  d X  {s) ^  ^  y { s ) d Y  (5). (3)

Niech Xu,n (5) oznacza funkcję równą 1 w przedziale (0, u),

zeru — w przedziale (и +  — , 1), oraz linjową — w przedziale
n
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(tó, tt +  — ). Podstawiając tę funkcję zamiast x  (5) w (2) i (3), 
n

otrzym ujem y
1 1

J  Xu,n{s)dX{s)= j  I  K{s, t )  Xu.n{t)dt dV{s)
o o 

1

=  f K ( s , t ) d Y ( s ) dt  i)

i przechodząc do granicy, gdy w — c o ,  mamy w każdym pun­
kcie u, w którym  funkcja X  (s) jest ciągła — a więc w każdym 
punkcie przedziału <  0,1 >  z wyjątkiem conajwyżej przeliczal­
nej mnogości punktów —

0 Korzystamy tu z twierdzenia „o przemiennośei całkow ania“ dla 
całek wielokrotnych S t i e l t j  e s  a funkcji ciągłej. Twierdzenie to formułujemy, 
jak następuje: jeśli F {s , t)  je s t  funkcją ciągłą w kwadracie /С =  0Д; 0Д >>,
gif) ,  h{t) są funkcjami o wahaniu ograniczonem w przedziale wówczas

1 1
F {s, t) dg {s) dh (0 / f

F (s, t) dg  (5) dh (̂ ) =

± i

f  [ / F (s, t) dh (t) dg {s).

Pierwszą („powierzchniową“) z trzech powyższych całek należy rozu­
mieć jako granicę sum postaci

2г=о
F is / , t / )  [ g  — F (5/) ] [ h — h {tj) 

/■ =0
(gdzie: 0 =  to <  1̂ <  -  <  „̂4.1 =  1 , 0 =  Sq< s^ < . . .  <  =  1 , s{ ,  wzgl. f / ,

są dowolnemi punktami przedziału <js^, > ,  wzgl. < C g d y  dłu­

gość największego z przedziałów <jSi, 5̂ 4,5̂ > ,  <C ;̂4-i ^  dąży do zera. Do­

wód twierdzenia „o przemiennośei całkowania“ dla całki S t i e l t j  e s  a jest 
identyczny z dowodem analogicznego twierdzenia dla całki R i e m a n n a.
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и 1
Х { и ) ^  j  ^  K { s , t ) d Y { s ) ^  dt; (4)

ponieważ jednak w artość całki S t i e l t j e s a  (1) nie ulega zmia­
nie, jeśli wartość funkcji X  {t) zmienić w conajwyźej przeliczalnej 
mnogości punktów (por. § 1 rozdz. IV B), przeto przyjąć można, 
iż funkcja X{a)  określona jest przez wzór (4) w całym przedziale 
<  0,1 > , a — temsamem — iż jest ciągła.

W yrażenie (4) uważać tedy możemy za przedstawienie 
operacji sprzężonej U { Y )  = X.  Należy to tak  rozumieć, że, jeżeli
Y {s) jest funkcją o wahaniu ograniczonem, reprezentującą fun- 

1
k c i o n a n i „ i o w y j ; , ( . ) r f r ( s ) .  wówczas odpowiednia funkcja

0

X  (5) o w ahaniu ograniczonem (w naszym wypadku przytem
1

ciągła) reprezentuje funkcjonał linjowy J  x { t ) d X  {t).
o

Dla operacji linjowej

1
U(x)  = X ( s ) ~  ^  K { s , t ) x ( t ) d t  \K{s, t ) ,  j.w .]

0

mamy
t 1

U { Y )  =  Y { t ) -  J d t J  K(s,  t) dY{s)  -  X{t).
o o

Przestrzeń {V'P). Jeżeli K{s , t )  jest mierzalne dla 0 < 5 ,i^ < l 
i jeżeli

1 1
J* J" \K{s , t )  X {t) у  (s) \ds  dt <-{-

dla każdej pary  x  {t) {L^P^),y{s) Q  ) { p > \ ,  q >  1), wów­
czas operacja
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Ц(^х)=у{8)= j ‘K { s , t ) x ( t ) d t

jest operacją linjową dla x  C  У C
Funkcjonał linjowy Y  w przestrzeni jest kształtu

j.

Y ( y ) =  j Y(s)y ( s )ds ,

gdzie Y (s) jest pewną funkcją należącą do .

Mamy

 ̂  ̂ \ \
V ( y ) =  j  F ( 5)^^s J  K ( s , t ) x ( t ) d t ^  j  x ( t ) d t j  K { s , t )  Y{s )ds .

Niech

wówczas

1
X{t )  = j  K(s , t )  F(5) ds;

o
1 1 I’ Y {s ) y  (s) 5̂ -  J X { t ) x  (t) dt

(1)

(2)

W yrażenie (1) uważać możemy za przedstaw ienie operacji 
sprzężonej U (Y)  — X ,

Jeśli p ^  q > \ ,  wówczas dla operacji linjowej

1
U ( x )  = x ( s ) -  ^ K(s,  t )  X  ( t )  d t

o
operacja sprzężona ma kształt

1
w =  Z 7 (F )=

o
9

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych.
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U w a g a . Poprzednie uwagi odnoszą się również do prze­
strzeni {L).

Jeźeii
1 1

К  (s, t) X {t) у  {s)\ ds dt <  cś

dla л: {L), у  CL wówczas w yrażenie

у  ^  U {x) j  K(s , t )  X (t) dt

jest operacją linjową przy л: C  У C  (^)- 
Operacja stowarzyszona ma postać

X  = U ( Y ) =  j K(s,  t) Y{s) ds,
o

gdzie Y  (5) C  reprezentuje funkcjonał łinjowy

1

o
podczas gdy X  (t) C  reprezentuje funkcjonał łinjowy

1
j  X { t ) x ( t ) d t  [ x ( t ) C i ^ ) l
0

Dla pary  odpowiedniej X, Y  oraz x , y  mamy

1 1
I  X { t ) x { t ) d t =  1̂* P (5 )y  (s) ^/5.
o o

§ 3. W dalszym ciągu korzystać będziemy wielokrotnie 
z tw ierdzenia następującego:
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Jeżeli {x,i} jest ciągiem elementów przestrzeni E typu (B) ta­
kim, iż, dla każdego funkcjonału f  (x) w E,

lim sup 1 /  {Xn) i <  03, (1)

lim sup I Лл 1 <  oo (2)
wówczas również

(t. zn. iż  ciąg {Xn) je st ograniczony według normy).
D o w ó d .  Niech E  będzie zbiorem funkcjonałów linjowych 

określonych w E. Zachowując zwykłą definicję normy funkcjo­
nału, uważać możemy E  za pewną przestrzeń {B) .  Określimy 
w przestrzeni tej ciąg funkcjonałów linjowych Ф«, przyjmując 
dla każdego funkcjonału f (Z E,

( / )  =f(Xn) .

W myśl (1) mamy dla każdego f  (Z.E  

lim sup 1 Фл ( / )  I  < C  CSD ,

a więc (rozdz. VA, twierdz. 5) istnieje taka liczba M, iż

l ^ « ( / ) l < v W . | / | .  (3)

Na mocy tw ierdzenia 3 rozdz. IVA istnieje dla każdego n 
taki funkcjonał linjowy fn (^) w przestrzeni E, iż

1 fn I  ~  1 5  \ 1 ~  I 1 •

Otrzymujemy tedy z (3), dla każdego n,

\Xn\ = \fn (Xn) I =  I Ф/2 (Л ) \ ^  M  . \ f n \ =  M,

skąd oczywiście wynika związek (2).
§ 4. Ciąg elementów {.Х/} i funkcjonałów linjowych {//} 

nazywamy biortogonalnym, Jeżeli spełnione są warunki

1 dla i =  j
f i  i^j) =

0 „ i ^ j .
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Jeżeli л: jest dowolnym elementem, wówczas szereg
co

У  Xt f i i x )
i=z\

nazywamy rozwinięciem elementu x  wedle ciągu biortogonalnego
W ,  {//}•

Jeżeli ciąg { //}  jest ciągiem pełnym i jeżeli szereg (1) 
jest dla pewnego elementu x  zbieżny, wówczas л: jest sumą 
tego szeregu. Mamy bowiem:

/у Л '~  у  X i f i  {х) 
/=1

=  f i  (^) =  0 (;■ =  1, 2, ...) .

T w ierdzenie 5. Jeżeli szereg Xj f i  (x) je s t dla każdego
i—l

elementu x  zbieżny, wówczas szereg

i= \

jest dla każdego funkcjonału f  zbieżny w każdym punkcie x. 
D o w ó d .  Niech

Sn = ' y ^ f i . f ( x , ) .
/—1

Mamy

{x) =  у  f i  { X )  f  { X i )  = f Xif i  (x)
i—l

zbieżność ciągu {Sn (ус)} jest widoczna tedy w każdym punkcie x. 
T w ierdzen ie  6. Jeżeli sumy częściowe szeregu

У /z./(yc,-)
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są ograniczone, wówczas szereg

Xi f i {x)
i = l

je st zbieżny dla każdego elementu x, który je st granicą jakiegoś 
ciągu kombinacyj linjowych utworzonych z  wyrazów ciągu {x;}. 

D o w ó d .  Niech

(л:) =  X i  f i  { x ) .X I
i—l

Mamy

gdzie

f  Sn {x) =  ^  /  { X i )  f i  (.v) =  Sn (x),
i=]

n
s„ = y '

Ponieważ [ | ■<! Л1 (A4 — niezależne od n), więc

\ S n { x )  \ M \ x \ ]

temsamem (§ 3), dla każdego lim J 5„ (л:) | <  +  co, i na mocy
/Z—

twierdzenia 6 rozdziału V В istnieje liczba M,  niezależna od n 
oraz x),  taka iż

\ Sn (x) \ <  M  \ X  \ .

Ponieważ zaś lim Sn{Xi) = Xi (/ =  1 ,2 , . . .) ,  przeto zwy- 

kłe już rozumowanie prowadzi do wniosku, że granica lim 5« (л:)
Л—>-оо

istnieje dla każdego л:, spełniającego w arunki założeniu. 
T w ierdzenie  7. Jeżeli sumy częściowe szeregu

^  X i f i { x )

i—l
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mają normy ograniczone dla każdego funkcjonału, linjowego, wów­
czas szereg

C<3

je st zbieżny dla każdego funkcjonału / ,  który jest granicą ciągu 
kombinacyj linjowych utworzonych z  wyrazów ciągu {fi).

D o w ó d  przebiega analogicznie do poprzedniego. 
Tw ierdzenie 8. Jeżeli {x,} je st ciągiem pełnym i jeżeli szereg

Xi f i{x)

ma sumy częściowe według normy ograniczone dla każdego ele­
mentu X, wówczas szereg powyższy je st dla każdego elementu zbieżny. 

D o w ó d .  Niech

Mamy

ponadto

s,i{x)=  >  Xif i{x) .  

lim I Sn (л:) ] <  +  oo dla każdego л:,«—>oo
lim Sn {xi) = Xi (i =  1, 2, . , .),

skąd na mocy tw ierdzenia 3 rozdziału VA wynika nasze twierdzenie.



ROZDZIAŁ VI В.

Operacje pełnociągle i stowarzyszone.

Ciągi biortogonalMe.
(Ciąg dalszy)

§ 1. Niechaj {x/(^)} będzie ciągiem funkcyj przestrzeni

(P >  1) oraz {y/(0} ciągiem funkcyj przestrzeni przy-
czem niech

I 1 dla i = j ,

I  0  „ i Ф ] .
Xi (t) yj (t) dt ( 1)

Założymy dalej, że ciągi i są zupełne (lub zam­

knięte) w ( ) ,  wzgł. ).

Przy założeniach powyższych można wypowiedzieć nastę­
pujące

T w ierdzenie 1. Jeżeli szereg

oo *

л:/ {t)  ̂у  i {t) X {t) dt
/ =  1 /Ч

je st zbieżny przeciętnie w  potędze p dla każdej funkcji x  {t) (f_ {Lfpt), 
wówczas szereg
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yi {t) j  X i  {t) y{ t )  dt
Z=1 n

(2)

je s t zbieżny przeciętnie w potędze ——— dla każdej funkcji у  (t)
p - 1

przestrzeni (L .
D o w ó d .  Niech

1
f i  {x) =  I у  i (t) X  (t) dt dla л: {t) C

o
Na mocy założenia szereg

X j  f i  (x)
i=l

jest dla X ( f  zbieżny przeciętnie w potędze p  t. zn. wedle
normy, stąd, na mocy tw ierdzenia 7 rozdz. poprzedniego szereg

oo oo ] p

/=1 /=1

jest wedle normy zbieżny w (t. zn. przeciętnie w po­

tędze —- — ) dla każdego funkcjonału linjowego /  w przestrzeni
p - 1
temsamem więc zbieżny jest szereg (2) dla każdej funkcji

{t) c
Załóżmy teraz, że Xi{t) = yi{t)  gdzie s jest w iększą

z liczb p,
p - 1

Przy założeniu tern w ynika z tw ierdzenia poprzedniego: 
Jeżeli szereof

Xi {t) ( Xi {t) X {t) dt
n
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jest dla każdego x CI zbieżny w potędze p, wówczas szereg 

ten jest dla każdego ^:CI(^'^“ ^^)zbieżny przeciętnie w potędze
/7 -1

Można tu  założyć w szczególności, że {x,} są np. funkcjami 
ograniczonemi.

§ 2, Niechaj {Xi{t)) będzie ciągiem funkcyj całkowalnych 
oraz {yi{t))  ciągiem funkcyj ograniczonych w przedziale < 1 ,
spełniających warunki (1) § poprzedniego. Niechaj nadto {x/(f)} 
będzie ciągiem zupełnym w przestrzeni (Z,).

^  1
T w ierdzen ie  2. Jeżeli szereg Xj {t) |  yi {t) x{ t )  dt je st

/—1 o
dla każdego x { t ) ( j 2L  zbieżny przeciętnie, wówczas szereg

2 /=1

±

у  i (t) I  X/ (t) у  {t) dt

je s t ograniczony prawie wszędzie dla każdego x { t ) ( j j ( M )  {i na- 
odwrót).

D o w ó d  przeprow adza się analogicznie jak poprzednio: л:; 
uważa się za elem enty pola L, a yi za reprezentanty  funkcjo­
nałów linjowych i korzysta się z tw ierdzenia 8 rozdziału VIA.

U w a g a  1. Jeżeli Xi{t) — yi{t) (jjj{M) i jeżeli szereg

Xi{t) ę  Xi{t) x{ t )  dt
г=1 n

( 1)

jest dla każdego x  (t) (jj (L) przeciętnie zbieżny, wówczas szereg 
ten jest dla każdego л: (t) (jj (M)  ograniczony, i odwrotnie.

U w a g a  2. Jeżeli Xi (t) — yi (t) Cl (C) i jeśli ponadto {л:/} 
jest ciągiem zupełnym w (C), wówczas zbieżność jednostajna sze­
regu (1) dla każdego x  (t) (C (C) pociąga za sobą zbieżność prze­
ciętną dla każdego x  (t) (C Щ,  i naodwrót.

Pierw szą część dowodu otrzymujemy, uważając Xi za ele­
menty pola (C), a yi  — Xi za reprezentanty  funkcjonałów, drugą
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część dowodu otrzymamy, uważając Xi (t) za elem enty pola (L), 
a yi ~  Xi za reprezentanty funkcjonałów linjowych w polu (I).

§ 3. W  każdej przestrzeni ośrodkowej E  istnieje układ biorto- 
gonalny {//(л:)}, pełny i).

W rzeczy samej, niechaj {yi) będzie ciągiem wszędziegęstym 
w E  oraz {фг} — ciągiem funkcjonałów, z którego do każdego fun­
kcjonału 9  da się wyrwać ciąg zbieżny.

W ciągu {ф/} istnieje funkcjonał nieortogonalny do Przy­
puśćmy, że 9 i (У1) 7 ^ 0 .

Przyjmijmy: x^ f^ = 1 9 i .  M am y / 1  (,x:i) =  1.
?i {Ух)

Utwórzmy ciągi

{3 /̂ -  /1 (y/)} =  {У i), {?/ ”  /1 (^d) =  {?/'}■

Mamy

/ 1  (3^) ^  0. ? / (- î) =  0 (/ =  1 , 2 , . .  .).

W ciągu {9 /} istnieje funkcjonał różny od zera.
Niechaj 92' będzie pierwszym różnym od zera. W ciągu {y/) 

istnieje element nieortogonalny do 92'. W przeciwnym bowiem 
wypadku mielibyśmy

czyli
Ъ' (y ö  =  0 (/ =  1 , 2 , . . .), 92' (X,) =  о,

92' (У/) =  0 ( / - 1, 2 , . . . ) ,

со jest niemożliwe. Przypuśćmy, że

ъ '  (У2) Ф  о .
Niech

f i  — T2̂  -̂ 2
1
{ у i )

- 3 2̂'.

b t. zn. iż w przestrzeni E pełny jest zarówno ciąg elementów  
(§ 3 rozdz. IV A), jak i ciąg funkcjonałów {//(x)J. {§ 3 rozdz. III A).
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Mamy:
/2(-^i) =  0, / 2 0 ^2) =  !, / 1 ( :̂2) =  0.

Utwórzmy ciąg

{y i  - -^2/2 (з '/)} == { у П  {?/ “ /2 ф/Ч-^з)} =  {?/'}■

Obierzmy teraz w ciągu {y/ '} pierw szy elem ent nie znikający 
i oznaczmy go przez x^.

Do elementu dobierzmy pierw szy funkcjonał ciągu {cp/'} 
nieortogonalny. Postępując tak  dalej otrzym amy ciąg biortogo- 
nałny {Xi}, {fi}. Ponieważ każdy element ciągu {yi) i każdy fun­
kcjonał ciągu {cp/} daje się linjowo wyrazić przy pomocy wyrazów 
ciągów {Xi} i {//}, zatem łatwo zauważyć, iż otrzymany ciąg bior- 
togonalny Jest pełny.

Metoda powyższa biortogonalizacji Jest analogiczna do po­
stępow ania stosowanego zwykle w przestrzeni

§ 4. Ciąg elementów {x/} nazywamy bazą Ч? Jeżeli dla 
każdego elementu x  istnieje Jeden i tylko Jeden ciąg liczb {7]j} 
taki, że

rii Xi.
/= 1

Niechaj ciąg {л:/} będzie bazą. Oznaczmy przez zbiór cią­
gów у  =  dla których szereg

7]/ Xi

Jest szeregiem zbieżnym. 
Niech

у  I =  kres górny %  tj/
n—\, 2, .. (=1

9 Pojęcie to wprowadzone zostało w przypadku ogólnym przez p. J. 
S c h a u d e r  a. Zob. J. S c h a u d e r ,  Zur Theorie stetiger Abbildungen in 
Funktionalräumen, Math. Ztschr., 26 (1927), p. 47 — 65.
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Łatwo wykazać, że jest przy powyższej normie przestrze­
nią typu (B).

Niech teraz dalej, dla każdego ciągu у  =  {т]/} С! E^,

x =  U{y)  ^  ^  '/]/Xi.

Operacja U (y),  w ten sposób określona, jest linjowa, gdyż

I ^ O ^ ) K | y | ,

ponieważ zaś odwzorowuje w sposób jedno-jednoznaczny zbiór 
E^ na E, zatem odwrotność tej operacji у  = (x) jest
również operacją linjową.

Niech
oo

fi  (x) =  rii dla X =  X ' '  Xi.

/=1
Ponieważ

|7]/X/|< 2 |y I, |//(л:)| == h/| 1̂ U-̂  \ |Л:|,
Xi X i

więc funkcjonał f i  jest także funkcjonałem linjowym. 
Mamy zatem

X =  % Xi f i  {x) dla X (f fE,
/=1

a ponieważ rozwinięcie powyższe jest jedyne, zatem

1 dla i == j ,
f i  i^i) 0  ̂7^7*

Ciąg {Xi} i {//} jest zatem ciągiem biortogonalnym . 
Zauważymy, że dla każdego funkcjonału linjowego / ,  okre­

ślonego w E, szereg
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i=l

Jest zbieżny do f  (x). Mamy bowiem dla x  E

OO , n
^  f i  (- )̂ /  (-^0 =  Hm /  ^  X/ f i  {x)
.^^впшв^ JT— ^яяяш л

Nie wiadomo, czy w każdej przestrzeni typu (B) ośrodkowej 
istnieje baza.

W przestrzeniach {Lp) p~ ^  \  bazą Jest system ortogonalny 
H a a r a .  W polu (C) bazę podał p. J. S c h a u d e r  )̂.

W przestrzeniach (/p) (p' y>l)  bazą Jest układ elementów

Xi — {1^}, gdzie £(;■> =
1, i — n

; wówczas f i  {x)=ii dla x =  {£̂ }
0, i ф n

W polu {c) bazą jest tensam  układ z dołączeniem elementu 

-̂ 0 -  gdzie a f  =  1 (/г -  1, 2, . . .);

mamy wówczas:
/o (л:) =  Hm li dla л: =  {£/} C  (<̂ )-

1—>oo

§ 5. Niechaj ciągi {x/}, {fi)  i {y/}, {cp,} będą ciągami bior- 
togonalnemi. Jeżeli równania

f i (x)  =  cp, (y) (i = 1,2,  . . .)

mają dla każdego elementu x  jedno dokładnie rozwiązanie y =  U (x),
c o

wówczas zbieżność szeregu hi Xi pociąga za sobą zbieżność sze- 

regu ^ ' hi у  i dla każdego ciągu liczb [Ы].
Z=1

S c h a u d e r, 1. c., p. 48 — 49,



142

D o w ó d .  Jak łatwo zauważyć, lim i Ит_У/г=Уо
/г—>.öo /I—>.00

\уп — U {ХпУ\ pociąga Уо = U  (Хо). Na mocy więc twierdz. 14 roz­
działu ША operacja у  ~  U (x) jest operacją linjową.

Przyjm ując zatem \ U\ ^  M, mamy

Ponieważ

zatem

! 7̂ (X) I <  Ж I .r i .

U (л;,.) ^  {i 1, 2, . . .).

n n
u  [ hi Xi \ = hi у  i {hi dowolne liczby rzeczywiste),

' /= 1 ' i=i

skąd wynika nasze twierdzenie.
U w ag a . Jako wniosek z powyższego tw ierdzenia wynika: 
Jeżeli (л:/ (^)}, {у/ (ü̂ )} są ciągami ortogonalnemi iinormowanemi 

fiinkcyj ciągłych, i jeżeli dla każdej funkcji ciągłej x  {t) istnieje jedna 
jedyna funkcja ciągła у  {t), spełniająca warunki

1 1J Xi {t) X {t) d t j у  i {t) у  {t) dt,
o o

wótsDCzas zbieżność jednostajna szeregu

hi Xi {t)

pociąga za sobą zbieżność jednostajną szeregu

У  h i  У i (0  .
/=1

Analogiczne tw ierdzenie można otrzymać w innych prze­
strzeniach funkcyjnych )̂.

Zob.: S. B a n a c h ,  Sur une propriete caracteristique des fonctions
orthogonales, Comptes Rendus, t, 180 (1925), p. 1637 — 1640. Por.: H. S t e i n ­
h a u s ,  Sur quelques applications du calcul fonctionnel ä la theorie des series 
orthogonales. Stud. Math. I (1929), p. 191 —-200.
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§ 6. Niechaj {л/}, {fi) będzie układem biortogonalnym , przy- 
czem {/,} niechaj będzie ciągiem pełnym.

Jeżeli ciąg [hi] ma tę własność, że, skoro {a/} są spólczyuni­
kami pewnego elementu x  {t. zn. a.i — fi  (x ) ) ,  to [hi a/} są również 
spólczynnikami pewnego elementu y, wówczas, jeżeli ß/ są spółczyn- 
nikami pewnego funkcjonału linjowego f  {t. zn. ~  f  {Xi)), lu^i są 
również spółczynnikami pewnego funkcjonału linjowego o.

D o w ó d .  Z założenia wynika, że układ równań

f i ( x)  ^  h i f i ( y )  {i = 1 , 2 , . . , )

ma dla każdego x dokładnie jedno rozwiązanie, które oznaczymy 
przez у  = U {x).

Związki lim x„ =  , lim у,г =  Уо« ^  i-^n) pociągają za
/г— я—>»=

sobą oczywiście Уа = U (Xq); na mocy tedy tw ierdzenia 14 roz­
działu ША, operacja U  (x) jest ciągła.

W szczególności, łatwo sprawdzamy, iż, dla każdego i,

U {Xi) = hi Xi , (1)

Niech teraz ß/ {i =  1, 2, . . .) będą spółczynnikami pewnego 
funkcjonału / ,  t. j. niech

f { X i ) ^ h  (/ =  1,2, . . . ).

Mamy wówczas, w myśl (1),

/  U (Xi) =  hi f  (x/) =  hi ß/,

t. zn. iż liczby hi ß; są spółczynnikami operacji /  U.
U w a g a . Ponieważ, w myśl (1), U{xj) = hiXi,  zatem, jeżeli 

X jest granicą ciągu {x/}, wówczas U  ( x )  jest granicą kombinacyj 
linjowych wyrazów ciągu {x/}.

Jako zastosowanie tej uwagi otrzymujemy łatwo twierdzenie 
następujące:

T w ierdzenie  3. Niechaj {x/ (t)] będzie ciągiem ortogonalnym, 
unormowanym funkcyj ciągłych, zamkniętym w przestrzeni funkcyj 
ciągłych.
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Jeżeli ciąg czynników {hi) przeprowadza zawsze dowolny ciąg 
spółczynników 0.1 funkcji ograniczone] w ciąg spólczynników {hi oi) 
funkcji ograniczonej, wówczas przeprowadza zarazem ciąg spół­
czynników  рг dowolnej funkcji ciągłej w  ciąg {hi ß/} spółczynników  
funkcji również ciągłej.

Twierdzenie odwrotne jest także prawdziwe.
Mamy wreszcie:
Tw ierdzenie 4. Niechaj (t)) będzie ciągiem ortogonalnym, 

unormowanym i zupełnym w
Jeżeli ciąg czynników {hi) przeprowadza ciąg spółczynników 

{a/} dowolnej funkcji x  { t )  ( U p )̂ w  ciąg spółczynników {hi  a/}

pewnej funkcji у  {t) (ff {Ш),  wówczas ciąg {Ы) przeprowadza do­

wolny ciąg spółczynników  {a;} funkcji x  (t) ( f  (L^p-'^^) w  ciąg spół­

czynników {hi Oi) funkcji у  {t) {L^p~^^). Jeżeli p = oo, wówczas
{Up)) =  {M) )̂.

Zob.: W. O r 1 i c z, Beiträge zur Theorie der Orthogonalentwicklun- 
gen, Stud. Math. I (1929), p. 1—39 oraz tegoż Autora, Beiträge zur Theorie der 
Orthogonalentwicklungen II. Stud. Math. I, (1929) p. 241 — 255.



ROZDZIAŁ VII A.

Ciągi słabo zbieżne.

§ 1. Definicja. Ciąg elementów {x„} zdąża słabo do elementu 
X, jeżeli dla każdego funkcjonału linjowego /  spełniony jest 
w arunek

lim /(x „ ) = / ( x ) .

T w ierdzenie 1. Na to, by ciąg {x„} zdążał słabo do x, ko­
nieczne je st i wystarcza, aby

a) ciąg { I x„ 1} był ograniczony:

b) lim /(x „ )  =  / ( x )  dia każdego funkcjonału f  (ff E ’, gdzie E '
«->oo

oznacza zbiór wszędzie gęsty w zbiorze E  wszystkich funkcjonałów  
łinj owych.

D o w ó d .  Konieczność a) wynika z tw ierdzenia § 3 rozdz. VIA. 
Konieczność b) jest oczywista.

Załóżmy, z kolei, iż w arunki a), b) są spełnione i niech u 
będzie dowolnym funkcjonałem  linjowym w E. Istnieje wówczas, 
dla każdej liczby e >  0, funkcjonał f  C jE ' taki, iż

£1 / - И

gdzie M  jest górnym kresem liczb | x„ | , [ x  | . Wówczas

Dr. S, Banach. Teorja operacyj linjowych. 10
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u {x -  Xn) I < \ f {x — I ̂
2M

\ <  \ f (X — Xn) \ + £ ,

a więc, ponieważ s jest dowolną liczbą > 0  oraz

Vi mf ( Xn) =f ( x ) ,
П~><̂

zatem również
lim ii{Xn) ^  u (л:),

Л—>CX3

t. j. ciąg {Xn} jest słabo zbieżny do

U w a g a . O zbiorze E ' wystarczy założyć, że kombinacje 
linjowe utworzone z funkcjonałów, należących do tw orzą zbiór 
wszędziegęsty w E.

T w ierdzenie 2. Jeżeli ciąg elementów {Xn} zdąża słabo do x, 
wówczas istnieje taki ciąg kombinacyj linjowych {Wn} elementów 
tego ciąga, że

lim Wn =  X.

D o w ó d  wynika z tw ierdzenia 6 rozdziału IVA i z definicji 
słabej zbieżności.

§ 2. Przestrzeń  (C). Z tw ierdzenia o postaci ogólnej fun­
kcjonałów linjowych w (C) M ciąg fankcyj ciągłych {Xn{t))
zdąża słabo w  te] przestrzeni do pewnej funkcji x  {t) (ff (C) wtedy 
i tylko wtedy, gdy dla każdej funkcji g  {t) o wahaniu ograniczonem

X. X

lim ( Xn {t) dg = i X {t) dg.
/г->оо j  j

Stąd:
Na to, by ciąg funkcyj {Xn (^} pola (C) był słabo zbieżny 

w tern polu do funkcji x  {t) (fj_{C), konieczne je s t i wystarcza, by
a) lim Xn (t) =  л: (t);

ti—y^

b) ciąg {x,i (0} był wspólnie ograniczony.
D o w ó d .  W arunek jest k o n i e c z n y :  a) wynika z uwagi,

że, jeżeli t^ jest dowolnym punktem przedziału <  0,1 > , wówczas
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funkcjonał f  {x) ~  X {t^) jest linjowy, zatem lim /  {Xn) = /  {x), czyli
/г—

lim Xn (fo) =  (^).
n—>oo

Konieczność warunku b) wynika z tw ierdzenia § 3 roz­
działu VIA.

W arunek jest w y s t a r c z a j ą c y :  Jeżeli bowiem g{ t )  jest fun­
kcją o wahaniu ograniczonem, a {Xn (t)} ciągiem funkcyj ciągłych 
wspólnie ograniczonych, zmierzających wszędzie do funkcji cią­
głej X (f), wówczas (por. wstęp, § 5) mamy

lim ( Xn (t) dg{t)  =  { x { t )  dg {t).

z  tw ierdzenia 2 oraz powyższych uwag wynika bezpośrednio:

Tw ierdzenie 3. Jeżeli ciąg funkcyj ciągłych {xn (f)} (O f •< 1) 
je s t ograniczony i zbieżny wszędzie do funkcji ciągłej x  {t), wów­
czas istnieje ciąg wielomianów, utworzonych z  wyrazów danego 
ciągu, zdążających jednostajnie do x  {t).

Jest to ciekawa własność przestrzeni funkcyj ciągłych, któ­
rej nie posiadają np. funkcje pierwszej klasy B a i r e ’a.

Przestrzeń {r >  1). Ciąg {Xn (f)} zdąża słabo do x  {t)
{Xn (O C  ^  (O C  jeżeli dla każdej funkcji a {t) (ff

[ 5 — - 5ti ] zachodzi

1 1 
lim [ Xn (O o-it) dt = l X (t) a (t) d t .

o o
stąd:

Na to, aby ciąg funkcyj {Xn {t)) pola zdążał słabo do
funkcji X {t) C  konieczne je st i wystarcza, by

Ł i.

a) lim I Xn (u) du = j x  (u) du (O <  f <  1);
n - ^ J  J
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b )  ciąg I J  \Xn{t)\^dt
l o

był ograniczony ^).

W arunki są konieczne. Określmy funkcję a {u, t)

1 0 < ^ < 1.
0 „ u > t .

Dla każdego t, a {a, t) d  zatem

a  {u, t) =

i 1
l im  I Xn {t) a  {u, t) da =  I л: a  (a, t) dii ,

czyli

l im  I Xn (n) du =  i X (u) du.
j  J

Konieczność w arunku b) w ynika bezpośrednio z tw ierdze­
nia § 3 rozdz. VIA.

W arunki są wystarczające. Zauważmy, że każda funkcja 
schodkowa a (u) da się przedstawić w postaci

n
a (u) =  ^  hi . [a {u, ti') — a (tt, Ц’)].

i=l
Ponieważ wedle a)

1 1 
l im  I Xn {u) a. {u, t() d u =  i X {u) a. {u, ti) du,

0 0

przeto dla każdej funkcji schodkowej a {u)
1 1 

l im  I Xn {u) a{u) d u =  j a: {u) a {u) du.

h Twierdzenie to udowodnił p. F, R i e в z. Zob. pracę cytowaną na 
str. 71 pod h (P- 465 — 466).
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Niechaj teraz a(^) będzie dowolną funkcją klasy
Istnieje ciąg funkcyj schodkowych {a« (/?)}, dążących prze­

ciętnie w potędze ^  do a {t).

Zbiór funkcyj schodkowych jest zatem wszędziegęsty w 
skąd na mocy w arunku b) otrzymujemy słabą zbieżność ciągu 
{Xn {t)\ do л: {t).

Przestrzeń {c). Na to, aby ciąg { }  zdążał słabo do elementu 
X [Xn — {i' l) (2. } C  (^)] konieczne je st i wystarcza, by

1) ciąg { I л:я 1 } był ograniczony’,

2) lim = i i , lim {lim = lim i i .
Л— г—

D o w ó d  jest natychm iastowy, jeżeli oprzemy się na tw ier­
dzeniu, że każdy funkcjonał linjowy w (c) ma kształt:

f  (л:) =  Clim ii +  Ci ii,
i=l

gdzie

/=1

1 zauważymy, ze przyjmując

/o (л:) =  lim f i { x ) ^ i i ,

możemy powiedzieć, że kombinacje linjowe utworzone z funkcjo­
nałów fn(x)  («==0,1 . . . )  tworzą zbiór wszędziegęsty w zbiorze 
funkcjonałów.

Przestrzeń {bP'>) {p >  1). Na to, aby ciąg {л:„} zdążał słabo do x  
[Xn =  CZ ^  ( Z  konieczne je s t i wystarcza, by
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1) ciąg liczb byt ograniczony;
i = l

2) lim ą;«) =  6; ( / - =1 , 2  . . .)■

D o w ó d .  K o n i e c z n o ś ć  warunków w ynika z tw ierdzenia 
§ 3 rozdz. VIA, ponieważ dla x ^  {t / } mamy

XI =  I 2  I a,-1
/=1

oraz z uwagi, iż funkcjonały

=  dla x  =

są linjowe w przestrzeni (p >  1).

D o s t a t e c z n o ś ć  jest bezpośrednią konsekw encją tw ier­
dzenia 1, oraz uwagi do tego tw ierdzenia (str. 146); wystarczy 
zauważyć, iż kombinacje linjowe określonych wyżej funkcjona­
łów f i  (x) stanowią zbiór wszędziegęsty w przestrzeni wszystkich 
funkcjonałów w polu

Przestrzeń ( / ). Na to, aby ciąg {x„} zdążał słabo do x  
[ Xn  =  C  ( O j }  C  ( 0 ] j konieczne je st i wystarcza, by

lim I x„ — X I =  0, t. zn. lim | — 6/1 =  0
г=1

W  przestrzeni (/) słaba zbieżność je st tedy równoważna zbież­
ności wedle normy.

D o w ó d .  Przyjmijmy =  (̂”) — I,-. Załóżmy, że ciąg {x„} 
zdąża słabo do x. Oczywiście ciąg {уп} {yn = if^-~ii] zdąża sła­
bo do 0. Zatem dla każdego ciągu ograniczonego {c/} zachodzi
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lim Ci 7]("> =  O;
Л->оо ( 1)

2=1

przyjm ując Ci = O dla i ф  Cr = 1, otrzymamy:

lim 7](") -  0 (r =  1, 2, . . .)• (2)

Przypuśćmy, że

lim ^  I Tj( : >  £ >  0. (3)

Określamy przy pomocy indukcji ciąg liczb naturalnych {rik) 
i { f k )  w sposób następujący:

1) jest najmniejszą liczbą n, dla której

Cc

^  I I >  £ ;2=1
2) /*1 jest najmniejszą liczbą, spełniającą związki

2=ri-}-l

3) rik jest najmniejszą liczbą większą od spełniającą
warunki

a) I Tj("A)2=1
' k - i

b) 2  hS"*>!<-5 ;

4) fk jest najm niejszą liczbą >  Ck-i, spełniającą nierówności

2
2=Âf_l +1 i=r,̂ Ą-l
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Istnienie ciągów {fik) i {rk) wynika ze związków (2) i (3), 
Niech teraz

Ci

sign '/]f A+i) dla rk <  i <  rk^\, 

sign „ 1 <  / <  Tl,

Mamy 1 cy 1 =  1 { j  = 1 ,2 ,  . . . ) .  Zatem, na mocy (1),

(4)

l i m  Q .
n->os (5)г=1

Lecz, w myśl (4),

Ч ’'k - i  0=,

^  Ci I >  I 7]("A)j — 1 ' i fH)\  — I '/](«*) I .

'=1 -̂=1 г=гд-1-1

Zatem, na mocy warunków (3) i (4), określających ciągi [fik] 
i [rk], mamy:

£ E e

2 5 ~  5 ~  10
(Ä =  1, 2, . ..) ,

-co jednak sprzeczne jest z (5) i z w arunkiem  3), na mocy któ­
rego rik >  rik~i, więc lim =  +  с<г.

Ä—>°o

Przestrzeń  (L). Ciąg [Xn (Ol zdąża słabo do {t) [x„ CI 
Xq CI ^5 O  ̂ 1], jeżeli dla każdej funkcji ograniczonej a {t)
zachodzi

1 1
lim [ Xn {t) a (/) dt = l Xq (t) a (ł) dt. (1)
n -^  j  Jo o

Stąd:
Na to, aby ciąg funkcyj ( )̂} pola {L) był słabo zbieżny do 

funkcji X {t) (C (Z,), konieczne je st i wystarcza, by 
1

1) ciąg I \x n { t) \d t  był ograniczony:
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2) dla każdej liczby s >  O, istniała odpowiednia liczba tj taka, 
że dla każdego zbioru H, zawartego w  <  O, 1 > , o mierze < v], 
zachodziła nierówność

I J  X n  { t )  I <  s (/z =  1, 2, . . . ) ;

H

ł i

3) lim [ Xn {u) du=  ( x^ (u) da (O <  -< 1) )̂.
J J

D o w ó d .  Konieczność warunku 1) w ynika z tw ierdzenia § 3 
rozdz. VIA. Udowodnimy teraz lemmat następujący:

1
Jeśli lim Г Xn (t) a {t) dt = 0 dla każdego a {t) (jj (M) [x„ (t) L],

n-^^J
o

wówczas w arunek 2) jest spełniony.
Przypuśćmy bowiem, że warunek 2) nie jest spełniony.

Istnieje zatem s >  0 takie, że do każdego >  0 istnieje zbiór 
H (-/j) o mierze <  ■/] i liczba naturalna n (т]) taka, że

ij* X n y r ^ ^ { t ) d t \ > z . ( 1)
//(■̂ )

Niechaj {a„} oznacza ciąg liczb, spełniających warunek:

J  X n { t )  d t  \ <  ^   ̂ dla każdego zbioru H  o mierze < a„ . (2)
H

Określamy ciąg zbiorów {G,}, liczb przy pomocy indukcji 
w następujący sposób:

h Warunek 1) jest zresztą konsekwencją warunku 2).



■ I
154

G, = H { t) , n, = n (l) , N , = 0,

Gi =  H 1
/ ’ Hi = n 2^i ’

(3)

gdzie Ni jest dowolną liczbą naturalną, spełniającą w arunek 

2N 2

A więc miara zbioru ^  Gją-i jest mniejsza niż

'ST'^  ------<  CCn ■ .
j=i

Niech

Hi = Gi — Ri, gdzie Ri =  Gi Gy+i.
}=i

Mamy oczywiście Hr Hk ~  0 przy r ф  k, oraz

I Xn^ {t) d t ^  ^ X n . { t )  — j  X n ^ ( t )  d t .

H; O; Ri

Ponieważ miara Ri jest <  zatem na mocy (1), (2), (3)

i J d t \ ' ^   ̂ ---  E = - — E
2 2

(4)
Н,-

Niech

(O dt {n =  1, 2, . . .),
H;

i niechaj {d i} będzie dowolnym ciągiem ograniczonym. 
Określamy funkcję a {t) w sposób następujący

a {t) =
di dla t  (2 Hi,

0 dla pozostałych t.
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Mamy
1 Со

J  а (t) Хп (t) dt =  di .
o '—1

Widzimy zatem, że

lim 'N^' di =  O dla {di) Q  {ш)./Z -> o c
Uważając więc ciągi {i(”̂} jako elem enty przestrzeni ( / ) ,  wi­

dzimy, że dąży słabo do ©. Zatem
oo

lim j j =  0.n - > o o
/=1

A więc lim — 0, co jest sprzeczne z (4), gdyż

H;

Opierając się na powyższym lemmacie, z uwagi, że

lim \ [ X n { t ) - x ^ { t ) ] a . { t ) d t  = {) dla o . { t ) ( Z { M ) ,

mamy

I X n  { t )  — { t )  \ d t  <  В

H

dla każdego zbioru H  o mierze mniejszej niż tj. 
Obierając dość małe, mamy

J  1^0 (0 d t < \ ^ ,
H

o ile tylko miara zbioru H  jest mniejsza od r\.
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Zatem

j  I (t) d t < j s (n = l ,2 ,  . .  .).
H

Widzimy zatem, że ciąg {x„ ( )̂} spełnia w arunek 2). 
W arunek 3) jest oczywiście konieczny.
Przyjmując bowiem

a (k) =  1 dla K u < t ,

a{u) = 0 dla t < a  <  1,
mamy

1 1 
lim Xn {u) a {a) da = Xq {a) a (u) da.
«->oo J Jo o

Przejdziemy teraz do dowodu, że w arunki podane są w y ­
s t a r c z a j  ą c e .

Niechaj a (t) będzie dowolną funkcją mierzalną mniejszą 
bezwzględnie od уИ w przedziale <  0, 1 > . Niechaj e będzie 
dowolną liczbą, a >  0 odpowiednią liczbą, w ynikającą z wa­
runku 2).

Istnieje funkcja schodkowa ß (t), ograniczona bezwzględnie 
przez M  i spełniającą warunek: zbiór H  wszystkich punktów, 
spełniających nierówność

I a (O -  ß (^) I >  s,

ma miarę mniejszą od т]. Na mocy warunku 3), mamy

1 1

lim [ Xn (t) ß (t) dt = (  Xq (t) ß (t) d t .
J J

(6)

Zauważmy, że

1
< 1  г [ a ( t ) - ^ ( t y \ x „ ( t ) d t \Ą -

H’
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+  1 J [ a ( 0 - P W ]  x „ ( t ) d t \ ,
H

gdzie H' oznacza dopełnienie zbioru H  do przedziału <*0, 1 > . 

Zatem

1 1
I ^ { '^ ^ .t)-^ { ty \X n { t)d t\.■ C E  ę  \x„(t)\cU +  2 M  ^  \X n{l)\dt.

Jeżeli przez Hn oznaczymy zbiór tych punktów zbioru H, 
gdzie Xn (t) >- 0, wówczas, na mocy w arunku 2),

j  j (0 I = 1 j" ^n{t) ^̂ 1 + 1 j Xn(t) dt \ -^  2 в ,
H

a więc

i

J [a {t) -  ß (t)] Xn {t) d t\~ ^ B Xn (0  I  dt H- 4Ж (7)

Mamy na mocy (6) i (7)

• 1 1 
J  Xn (t) a (t) ~  j  -̂ 0 a (7) l I <lim

<
1 ^

ito  I f x „ ( t ) [ ^ ( t ) - ß ( i ) ] d ( l  +  ij'x,(t)l‘̂ (0 -ß(0]dfl <

lim s
/г->с>о

1J I (0 d^ -l- 4 M

1
+ s I Xq (^) j d t  -j- 2 M  j  1 -̂0 (0 I

o //



— 158

Na mocy w arunku 1) ciąg ( j Xn {t) \ dt jest ograniczony,

dt zmierza do zera wraz z miarą zbioru H, a zatem
H

lim Xn (0  (0  dt = i Xo (0  (^) dt



ROZDZIAŁ VII В.

Ciągi słabo zbieżne.
(Ciąg dalszy)

§ 1. Jeżeli ciąg {Xn(t)) zdąża słabo do x { t)  w  przestrzeni 
{L(P'̂ ) {p >  1) [Xn (t), X (t) C  /? >  1] ł jeżeli

i 1

lim [ I Xn {t)\p dt = ( \ x  (t) jP dt,
o o

wówczas ciąg {Xn (/)} zdąża wedle normy do x  {t), t. zn.

1
lim [ 1 Xn {t) ~  X {t)\P dt =  0 )̂.

0

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla przestrzeni {UpI) { p ^  1), 
mianowicie:

Jeżeli ciąg {xn) =  zdąża słabo do =  w {Î p̂ )
[Xn, X C  i jeżeli

lim
Jimami/=1 /=1

t . \ p

)̂ Twierdzenie to udowodnione zostało po raz pierwszy przez R a d o n  a 
(Sitzgsb. Ak. Wiss. Wien, t. 122 (1913), Abt. Ila, pp. 1295 — 1438). Również: 
F. R i e s z, Acta Litt, ас Scient. Szeged, t. 4, (1929), pp. 58—64, oraz 182—185.



160

wówczas

lim I  ̂=  0 ,
/2->̂ oo

D o w ó d .  Mamy
lim =  r̂, (1)

/ c o  /  N —1 /  oo

/ / V 1 у ' ^ \ Ц"’ (2)
г=1 i = l  i= N

gdzie N  jest dowolną liczbą naturalną. 
Lecz

i=̂ r i= N i= N

skąd, na mocy założenia i związków (1), (2), otrzymujemy:

p  ________oo / oo I P oo
lim 2  i I  ̂ ■ 2 ^  2  I I  ̂ j = ^ 2 P ^ ^ \ i i \P .

i = l  i —N  j i ^ N

Ponieważ N  jest dowolną liczbą naturalną i ponieważ

lim ^  I ii\P = 0,JV'—>oo
i—N

Więc

lim ^  I 1 ̂  = 0 .
[->.00

i—1

§ 2. Jeżeli ciąg elementów {xn) pewnej przestrzeni typu {B) 
ma tę własność, że dla każdego funkcjonału linjowego f { x )  istnieje

lim /  {Xn),
n->oo
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to nie koniecznie istnieć musi element , do którego ciąg { }  
jest słabo zbieżny, t. J. taki, że

lim /(x « ) = / ( ^ o )

dla każdego funkcjonału linjowego.
Przykład taki można podać w przestrzeni (C).
Niechaj {Xn (0} (0 <   ̂ 1) oznacza ciąg funkcyj ciągłych

wspólnie ograniczonych i zdążających wszędzie do funkcji z {t) 
nieciągłej.

W ynika wówczas z tw ierdzenia § 2 rozdziału VIIA istnienie 
granicy

lim 1 x,i {t) dg
n -^  J

dla każdej funkcji g  o w ahaniu ograniczonem.
Ciąg {Xn {t)) nie jest jednak słabo zbieżny do żadnej funkcji 

ciągłej.
W  przestrzeniach  (/?>■ 1), jeśli, dla pewnego ciągu

{Xn), lim /  {Xn) istnieje dla każdego funkcjonału f  linjowego, wówczas
/г->оо

ciąg {л:«} zdąża słabo do pewnego elementu x^.

D o w ó d  dla {L), Niechaj ciąg {Xn (0} (Z (^) ma powyższą 
własność, t. zn. niech

1
lim j Xn (t) a (t) dt

0

istnieje dla każdej funkcji a {t) (ff_ (M ).
Mamy oczywiście

1
lim [ [Xp {t) — Xq (if)] a {t) d t == 0 dla a (t) (M).

J

Łatwo zauważyć, że dla każdej liczby e > 0  istnieje taka para 
liczb ri>  0 i Л ^>0, że

Dr. S. Banach. Teorja operaeyj linjowych. 11
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j  I xn ( О  —  ( О  I (1)
я

dla N  i dla każdego zbioru Н  о mierze mniejsze] niż у\.
W przeciwnym bowiem przypadku istniałby ciąg liczb {pn) 

i {hn), dążących do csd i ciąg zbiorów {//«} o miarach dążących 
do zera, takich, że

CO sprzeciwiałoby się lemmatowi § 2 rozdziału VIIA (str. 153), gdyż

1
lim ( [ X p ^ { t ) - x ,^ { t ) ] a { t ) d t  = 0 dla a . { t ) C m .
n~><=o J  

0

w  szczególności, dla 7j dość małego, mamy

\ X i { t ) \ d t < \ ^  ( i  =  l , 2 ,  . . .  yV),
я

o ile miara zbioru H  jest mniejsza od т].
Zatem na mocy (1)

i  \ X n { t ) \ d t < ^ B  ( « - 1 , 2 , . . . )  
, / 2
я

dla każdego zbioru H  o mierze <  r̂ .
Niech

i

lim Xn («) dli =  ̂ (t).
o

Pokażemy, że funkcja ß (t) jest funkcją absolutnie ciągłą. 
Jeżeli bowiem e jest dowolną liczbą dodatnią, wówczas istnieje 
7] >  0 takie, że

j  \x n { t) \d t <■ s (« =  1 , 2 , . . .) dla każdego zbioru H  o mierze < tj. 
я
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w  szczególności, jeżeli zbiór H  składa się ze skończonej 
liczby odcinków {5,}, niezachodzących na siebie, o krańcach ti, ti\ 
wówczas

lim Г x„ (t) d t =  lim V  Г x„ (0  Л  ='V [P (<,') -  P

a więc

co oznacza ciągłość bezwzględną funkcji ß (t).
Przyjm ując ß 4 0  =  -^o(0? widzimy, że ciąg Xn{t) zdąża słabo 

do Xo(t).
Czytelnik łatwo udowodni analogiczną własność dla prze­

strzeni (/), t. zn.:
Jeżeli ciąg ma tę własność, że

oo
2  I I < + ^  (Л = 1, 2, . . . )
i—1OO

i l i m ^  istnieje dla każdego ciągu {d i}  ograniczonego,
1=1

wówczas istnieje ciąg taki, że
co oo co

I 6 /1 <  +  OD, lim di ij/b =  di hi.
1=1 1=1 1=1

Udowodnimy teraz dla przestrzeni { p >  1) w łasność
podaną na początku tego ustępu, mianowicie następujące tw ier­
dzenie:

Jeżeli [Xn (0} C  (P ^  Л) i jeżeli
1

lim I Xn {t) у  {t) dt
H—yoo

0

istnieje dla każdego у  {t) d  wówczas istnieje Xq {t)
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takie, że

lim f Xn (t) у  [t) d t = i {t) у  {t) dt dla у  {t) C
Я->с«э J Jo o

D o w ó d .  Niech dla у  (Z

1
f n ( y ) =  X n{t)y(t) dt.

o
Fankcjonał fn ( y )  jest funkcjonałem linjowym określonym 

Ponieważ lim /«(j^) istnieje dla każdego у  zatem
/г—>oo

funkcjonał f { y )  =  lim fn ( y ) ,  Jako granica funkcjonałów linjowych,
Я—>c>o

Jest również linjowy. Z tw ierdzenia o przedstaw ieniu funkcjona­

łów w przestrzeniach (rozdz. IVA, § 4) w ynika istnienie
takiej funkcji x^ (t) ( f  że

1
f ( y ) ^  J  Xo (t) у  (t) d t dla

o
Mamy więc

1 1 ^
lim ę  Xn{t) у  [t) dt = { Xę^{t)y{t)dt dla 3̂  C
Л—><>=> fo o
U w a g a , Analogiczne tw ierdzenie i dowód można podać 

dla przestrzeni {p >  1).

§ 3. Niechaj у  ^  U {x) będzie operacją linjową, określoną 
w przestrzeni E  typu {B), której przeciwdziedzina mieści się w prze­
strzeni El również typu {B).

Jeżeli ciąg {x„} zdąża słabo do Xq, wówczas ciąg {U{Xn)) zdą­
ża słabo do U {xf).
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D o w ó d .  Niech F  będzie dowolnym funkcjonałem linjowym 
określonym w . W yrażenie

Y U {x) = X {x )

jest oczywiście funkcjonałem addytywnym w £■ i, jak łatwo 
widać, ciągłym.

Mamy bowiem:

\X {x ) \  =  I Y U { x ) \ ^  1 Y\ I U { x ) \- ^  \Y \ \ U\ | x | .  

Ponieważ {Xn} zdąża słabo do Xf, więc

lim Y U {Xn) =  lim X{x,i) — X  (aTq) — Y U (x^).

Zatem ciąg { U  (x„)} zdąża słabo do U ( x j .
Jeżeli założymy, że operacja у  — U (x) jest pełnociągła, wów­

czas, skoro ciąg {x„} zdąża słabo do {Xq}, to ciąg {U{Xn)) zdąża 
wedle normy do U (х^), t. j.

lim I U {Xn) — U (Xo) I =  0.

Przypuśćmy, że ciąg U  (x„) nie zdąża (wedle normy) do 
U  (Xo). Istnieje zatem £ >  0 i ciąg częściowy {x„.} taki, że

U ( x „ ; ) - U { x , ) \> e  (i = 1,2, ...), (1)
przyczem ciąg {i/(Xni)} jest zbieżny wedle normy do pewnego ele­
mentu у . Ponieważ ciąg (х„Д jest słabo zbieżny do Xq, więc ciąg { U  (Xn)} jest słabo zbieżny do U  (Xq), co jest niemożliwe, 
gdyż ciąg {I/ (x„.)} dąży do y', a na mocy (1) y ' ф  U  (Xq).



ROZDZIAŁ VIII A.

Funkcjonały linjowe w przestrzeniach (В).

W rozdziale tym zakładać będziemy, że rozważana prze­
strzeń jest typu {B) )̂.

Niechaj będzie dowolną liczbą porządkową graniczną 
(t. zn. nie mającą poprzedniej).

Jeżeli {Q} (1 < “ I <  J-) jest ciągiem ograniczonym liczb rze­
czywistych typu 11, wówczas przez

lim Ct (limes superior)

oznaczamy dolny kres liczb rzeczywistych K, spełniających nie­
równość

począwszy od pewnej liczby porządkowej zależnej od K. 
Określamy dalej:

lim Q  =  — lim (— Q ) (limes inferior).

Por. pracę cytowaną pod*) na str. 26 (p. 228—234), gdzie znajdują się 
wszystkie twierdzenia tego rozdziału.
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T w ierdzenie 1. Jeżeli dla ciągu {Ą  (;c)} (1 -< I <  ^) funkcjo­
nałów linjowych typu ^  mamy

| Д 1 < уИ (k k o -),

wówczas istnieje funkcjonał linjowy f  (jc), spełniający warunki:

I / 1 -< УИ, lim Ą (x) -< /  (л:) <; lim Д  {x) {dla każdego x). (1)

Twierdzenie powyższe wynika z tw ierdzenia 1 rozdziału II, 
jeżeli przyjmiemy tam

p {x) =  lim Ą (x).
^̂ ■0’

Funkcjonał p (x) spełnia w arunki twierdzenia, a ponadto 

p (x) M \ x \ .

U w a g a . Każdy funkcjonał Irnjowy /  (x), spełniający wa­
runki (1), nazywamy funkcjonałem granicznym  ciągu { Д (а;)}. 

Jeżeli lim |Л  —/ |  =  0, wówczas /  jest oczywiście funkcjo-
/г—>03

nałem  granicznym ciągu {/«(^)}, mamy bowiem

lim fn (x) =  /  {x)
Л—

dla każdego
Definicja. P rzestrzeń L w ektorjalną funkcjonałów linjowych 

nazywamy słabozamkniętą, jeżeli dla każdego ciągu funkcjona­
łów {Д} (8 <  D) tej przestrzeni, ograniczonych według normy,
istnieje zawsze funkcjonał graniczny, należący również do L.

U w a g a . Definicja słabej zam kniętości wymaga liczb poza- 
skończonych. Przekonam y się później, że w zbiorach ośrodko­
wych można ich jednak uniknąć.

Tw ierdzenie 2. Jeżeli L jest przestrzenią wektor jalną słabo­
zamkniętą funkcjonałów linjowych i jeżeli funkcjonał linjowy ^ do L 
nie należy, wówczas, oznaczając przez M  liczbę, spełniającą warunek

O <  M <  I /  — cp I dla każdego f  

możemy znaleźć element x^ taki, że
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f  (л:̂ ) =  О dla każdego f  (Z Ц

? (-̂ o) =  1,

1<
M

D o w ó d .  Obierzmy dowolny ciąg liczb {MĄ — ro ­
snący nieograniczony. Niechaj К oznacza największą liczbę kar­
dynalną, spełniającą warunek: Jeżeli moc dowolnego zbioru H  ęĄ E  
Jest < K ,  wówczas istnieje funkcjonał lin jo w y /(x ) , taki, że

/ С А  \ f { x ) - r ^ { x ) \ ^ M , . \ x \  ( x C I d ) .  (1)

Oczywiście moc zbioru E  Jest ^  Ж. Gdyby bowiem istniał 
funkcjonał linjowy f ( x )  taki, iż

wówczas
| / ( x ) - 9 (A :) |< M J .v i dla x  C  

\ f — Ф | <  A fi  =  Al,

co Jest sprzeczne z założeniem.
Pokażemy teraz, że ^  Jest liczbą skończoną.
Przypuśćmy bowiem, że К nie Jest liczbą skończoną.
Niechaj G będzie dowolnym zbiorem elementów mocy K. 

Uporządkujemy elementy zbioru G w ciąg pozaskończony

{ K i <  i>).

gdzie ^ Jest najmniejszą liczbą porządkową mocy K. Oczywi­
ście D’ Jest liczbą graniczną.

Jeżeli r i< ll, wówczas moc zbioru wyrazów ciągu

{xĄ ( 1 <  6 <  T̂)

Jest mniejsza od K; istnieje zatem funkcjonał linjowy Д ,  spełnia­
jący związki

I / y] — 6<7] .  (2)

Ponieważ zbiór L Jest słabo zam knięty, istnieje zatem fun­
kcjonał linjowy / ,  należący do L i będący funkcjonałem  granicz-
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nym ciągu
{ fr ^  { K ^ q < n

Na mocy (2) mamy

I / -  <p I <  М^, f { x 0  -  cp (x^) | <  iWi I ( 1 <  e <

W ynika stąd, źe dla każdego zbioru G mocy ł? istnieje fun­
kcjonał linjowy f ,  spełniający w arunki (1).

A zatem К nie jest liczbą kardynalną nieskończoną.
Istnieje zatem zbiór Ki,  zaw ierający skończoną liczbę ele­

mentów, taki, źe żaden funkcjonał / ,  spełniający w arunki

I /  “  ? I Alg i i /  (x) — cp (x) I •< Ali I X I dla Kx 

nie należy do L.

Postępując podobnie przy pomocy indukcji z n na «-f-1, 
łatwo pokazać, źe istnieje ciąg zbiorów skończonych { K i } taki, 
źe, dla każdej liczby n naturalnej, jeśli

/  ~  cp К  Ж« /  (x) — cp (x) j  ■< УН/1 X I dla X CI Ki {i <  n),

wówczas /  nie należy do L.
Jeśli tedy

I /  (x) — cp (x) I <  УН/ ] X  I dla X  C  АГ/ (/ =  1 , 2 ,  . . . ) , (3)

wówczas /  nie należy napewno do L.
Możemy przyjąć, że elem enty zbiorów {Ki )  mają normy

równe w ystarczy w tym celu elementy zbiorów {Ki}  po-
УН/

mnożyć tylko przez odpowiednie liczby.
Porządkując wówczas elem enty zbiorów К  w ciąg {x „ } 

i w ypisując najpierw  elem enty zbioru Ki,  następnie elementy zbio­
ru K-i i t. d., mamy

lim Хл =  0 , Хл I 1 {n =  1 , 2 , . . . ) , (5)
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f{Xn) ~  ? {Xn) 1 <  Ml {n = 1,2,  . . .) (6)
wówczas /  nie należy napewno do L.

Oznaczmy przez L zbiór w szystkich ciągów {/(x„)} dla 
Oczywiście L ę2{c)  [zbiór ciągów zbieżnych] i (л:«)} d  (̂ )̂-

Na mocy (6) odległość ciągu (fp(-^n)} od zbioru linjowego L 
jest d  M l. Istnieje zatem, na mocy lemmatu do tw ierdzenia 6 
rozdziału IVA, ciąg liczb {C„} i liczba {C} taka, że

C lim /  (Xn) Cn f  ( X n )  = 0 dla /  C
n = i

C lim cp (Xn) +  Cn Ф (Xn) =  1 ,
n = l

C | + V | C „ | < 4 r -
/г==1

Jeżeli teraz przyjmiemy

(V)

■̂0 — /  C/i Xji,

wówczas na mocy (7)

/(л:о) =  0 dla f d C ,  

Ф (x) = 1,

•>̂̂0 I < i : Cn Xn
Mx M

Definicja. Jeżeli l jest przestrzenią wektorjalną zamkniętą, 
wówczas zbiór L wszystkich funkcjonałów linjowych, spełniających 
w arunek

/ ( x )  =  0 dla x ( f2 l ,  

nazywamy zbiorem regularnie zamkniętym.
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Definicja. Ciąg {/«} funkcjonałów linjowych zdąża słabo 
do funkcjonału /(p iszem y  wówczas lim Д  = / ) ,  jeżeli dla każdego л:

lim fn (л:) =  /  (x).

Funkcjonał f  (x) nazywamy słabą granicą ciągu { f n )  (mówi­
my często w prost zbieżny w sensie słabo zbieżnym).

Fkinkcjonał f  {x) jest funkcjonałem  addytywnym B a i r e ’a, 
jest zatem linjowy.

Na mocy tw ierdzenia 5 rozdziału V A, ciąg norm { | / « | } jest 
ograniczony.

Jeśli

wówczas

zatem

czyli

lim fn {x) == /  (л:),
/7—̂00

lim \ fn { x ) \ = ^ \ f { x ) \ ,  

lim |/„1 I a:| >  | / ( л )  i,
тг—>oo

l / K  lim j / „ | .

Z tego, cośmy wyżej powiedzieli, wynika łatwo
Tw ierdzenie 3. Na to, aby ciąg funkcjonałów linjowych 

{/« ( -^)} był słabo zbieżny do funkcjonału f  ( x ) ,  konieczne jest 
i wystarcza, aby

1) ciąg { \ f n \ )  był ograniczony,
2) lim fn (x) =  /  (x) dla elementów x  pewnego zbioru wszędzie-

;г->оо
gęstego  ( lub podstawowego).

T w ierdzenie 4. Jeżeli zbiór E  je st ośrodkowy, wówczas z  każ­
dego ciągu { f n ) funkcjonałów, których normy są wspólnie ograni­
czone, da się wyrwać ciąg słabo zbieżny.

D o w ó d .  W ystarczy w tym celu z ciągu {/«} wyrwać ciąg 
częściowy, zbieżny w pewnym zbiorze przeliczalnym wszędzie- 
gęstym. Uczynić to można łatwo przy pomocy metody przekątni.
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T w ierdzen ie  5. Jeżeli E jest przestrzenią ośrodkową, wów­
czas każdy zbiór L funkcjonałów linjowych zawiera podzbiór prze­
liczalny R  wszędziegęsty słabo w L {t. zn. dla każdego f C f L  istnieje 
ciąg [f n]  d R  zdążający słabo dó f ) .

D o w ó d .  Twierdzenie powyższe wystarczy udowodnić przy 
założeniu, że funkcjonały L mają normy wspólnie ograniczone. 
Każdy bowiem zbiór jest sumą przeliczalnej liczby zbiorów, m ają­
cych powyższą własność. Niechaj {л:«} będzie zbiorem wszędzie- 
gęstym  w E.

Niechaj Zn oznacza zbiór punktów przestrzeni n -wymiaro­
wej o współrzędnych

/  {Xn)) dla /  C

Istnieje oczywiście zbiór przeliczalny Kn d  L taki, że punkty

f { X n ) )  dla

tworzą zbiór wszędziegęsty w Z„. Niechaj R=^ Kn ■ R jest
n = l

zbiorem przeliczalnym. Jeżeli f  (Z wówczas istnieje ciąg {fn}, 
spełniający warunki:

1) fr.CK„, 2) ! / „ ( x , ) - / ( x , ) ! < — (i =  1 ,2 ,... И).
n

Ciąg [f n]  zdąża więc słabo do / ,  gdyż normy funkcjonałów 
{fn),  jako należących do L, są w myśl założenia wspólnie ogra­
niczone.

Tw ierdzenie 6. Jeżeli E je s t przestrzenią ośrodkową, wów­
czas na to, by przestrzeń L wektorjalna funkcjonałów linjowych była 
słabo zamknięta, konieczne je st i wystarcza, by granica każdego ciągu 
słabo zbieżnego funkcjonałów, należących do L, należała również do L.

D o w ó d. Konieczność w arunku jest oczywista. Pokażemy, 
że w arunek jest wystarczający.

Niechaj {Д} (1 <   ̂ 9) będzie ciągiem typu przyczem niech

h C L 11д||<ж (1<е<э-).
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Niechaj [xn]  będzie zbiorem wszędziegęstym  w E.
Dla każdej liczby naturalnej istnieje liczba hn, spełniająca 

warunki

lim inf f t { X i ) — i- < {Xi) <  lim sup f i  ( Xi) +  — ( ! - < / • <  n). (1) 
n ' |̂ -8- ' n

Z ciągu {/|„} wyrwać można ciąg częściowy słabo zbieżny 
do / ,  k tóry  oczywiście będzie funkcjonałem granicznym ciągu {Д} 
i w myśl założenia należeć będzie do L.



ROZDZIAŁ VIII В.

Funkcjonały łinjowe w przestrzeniach (B).
(Ciąg dalszy)

§ 1. Przestrzeniam i typu {B) ośrodkowemi są przestrzenie 
{L(p̂ ) (p  >  1), (C), (m ) {p  >  1), (c).

w  przestrzeniach (C) wielomiany o spółczynnikach
wymiernych tw orzą zbiór przeliczalny wszędziegęsty.

W przestrzeniach {Up̂ ) ( / 7 ^ 1 )  zbiór przeliczalny wszędzie­
gęsty tworzą ciągi o w yrazach wymiernych, posiadające tylko 
skończoną liczbę wyrazów różnych od zera.

W przestrzeni {c) należy do poprzedniego zbioru dołączyć 
ciągi, z których każdy ma, począwszy od pewnego miejsca, 
wszystkie wyrazy równe jakiejś liczbie wymiernej.

§ 2. Słaba zbieżność funkcjonałów w niektórych przestrzeniach 
ośrodkowych.

a) Przestrzeń {L(p>) { p > \ ) .  Ponieważ każdy funkcjonał 
linjowy /  (x) określony w {Up̂ ) jest kształtu

/ X { t )  a  ( t )  d t ,  gdzie a ( t )  C  ( Ć P \

zatem ciąg funkcjonałów

{ f n  { ^ ) }

i

f
X  ( t )  a„ ( t )  d t gdzie a„ (f) (3  {Óp- ^ \ ,
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zdąża słabo do funkcjonału

1
f {x)  = ^ x  {t) a {t) dt

0

wtedy i tylko wtedy, jeżeli dla każdego x  (t) (2  zachodzi

1 1
lim I л: (t) an {t) dt — \ x  {t) a {t) dt.

J J
0 0

Widzimy stąd, że słaba zbieżność funkcjonałów linjowych

w sprowadza się do słabej zbieżności elementów w
b) Analogiczne uwagi stosują się do słabej zbieżności 

w { p >  1).
c) Przestrzeń {L). W przestrzeni {L) każdy funkcjonał lin- 

jowy /  {x) jest postaci

1
f  {x) = ^  X {t) a (t) dt, gdzie a {t) d  (M).

o

Ciąg funkcjonałów linjowych

1
{fn (x)} =  ■ j  x { t )  an (t) dt

. o
zdąża zatem słabo do funkcjonału linjowego

1
f { x ) ^ ^ X  {t) a {t) dt,

o
jeżeli dla każdego x {t) (I) zachodzi

1 1
lim [ a: {t) an {t) dt  = i  x{t )  a {t) d t . (1)



— 176 —

T w ierdzenie 7. Na to, by związek (1) zachodził dla każdej 
funkcji X (t) całkowalnej w  < 0Д > , konieczne je s t i wystarcza:

1) by funkcje {a„ (^)l i a. {t) były wspólnie ograniczone poza  
zbiorem miary zero,

i  i

2) by lim j {u) dli — l a  (u) du (O <  ■< 1).

D o w ó d .  Konieczność w arunku 1) wynika z tw ierdzenia 3 
rozdziału VIIIA; mamy bowiem

fn II =  istotny kres górny | a„(t)o <̂  < 1
przyjmując zas

X i  (u) =

mamy

0 dla

1 „ 1 > ^ > и > 0 ,

t
j  Xt {u) an (u) dli =  J  an {u) dli.

Dostateczność warunków wynika z uwagi, że zbiór funkcyj 

{Xt{u)) ( 0 < 7 < 1 )

jest zbiorem pełnym w {L), gdyż 

1J xt (u) a (u) du = 0 (0 < 7 < 1)
o

pociąga za sobą a(u) = 0 praw ie wszędzie.
d) Analogiczne w arunki odnoszą się do przestrzeni (/). 
Łatwo można udowodnić następujące twierdzenie:
Na to, aby dla każdego ciągu {8;} (^  {l) zachodził związek

limA—)-C>0 rfrininit /=1
*̂г'А — XT'

konieczne je s t i wystarcza,
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by istniała liczba М >  О, spełniająca warunek 

I aik \<  М, \ a i \ <  М  ( /,^  =  1 , 2 , . . . ) ,
oraz

2) by lim a,Vi =  cLi {i =  1, 2, . . .).
Ä->oo

§ 3. a) z  każdego ciągu funkcy] (0} d  
spełniających w arunek

1
\ Xn{t)\P dt < M { M — niezależne od n),

o

da się wyrwać ciąg słabo zbieżny do pewnej funkcji Xo{t) d  
inn. słowy, istnieje taki ciąg wskaźników {«, } dążących do +  że

lim Г . (t) у  (t) dt = [ л:о (t) у  (t) dt dla у  d
Z->oo J   ̂ f

O O

D o w ó d  w ynika z tw ierdzenia 4 rozdziału VIII A, i z uwagi, 
że elem enty przestrzeni {L^p )̂ ( p > l )  można uważać za reprezen-

tanty funkcjonałów linjowych określonych w )̂.
b) Z każdego ciągu funkcyj Xn{t) wspólnie ograniczonych 

(poza zbiorem miary zero) da się wyrwać ciąg słabo zbieżny do 
pewnej funkcji x^ {t) ograniczonej (poza zbiorem miary zero), 
t, zn. istnieje taki ciąg wskaźników {/г,} dążących do +  co, że

1 1
lim i х,ц {t)y{t)  dt = I Xo ( t ) y  (t) dt dla у  d  Щ-  

J  J

D o w ó d  w ynika znowu z tw ierdzenia 4 rozdziału VIIIA, 
i uwagi, że funkcje ograniczone uważać możemy za reprezentan- 
ty funkcjonałów linjowych w (L).

b Twierdzenie to udowodnił pierwszy p. F. R i e s z. Zob. pracę cyto­
waną na str. 71 pod b (p. 466 — 467).

Dr. S. Banach. Teorja operacyj Hnjowych. 12
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Analogiczne tw ierdzenia i dowody w ystępują w przestrze­
niach ( / ? > ! )  i {m).

§ 4. Jeżeli przestrzeń funkcjonałów uważać będziemy za 
przestrzeń elementów typu (5), wów^czas słaba zbieżność elem en­
tów tej przestrzeni może nie być równoważna słabej zbieżności 
funkcjonałów.

Przestrzeń np. (/) uważać możemy jako przestrzeń funkcjo­
nałów linjowych określonych w (Co) (t. j. przestrzeni ciągów 
zbieżnych do zera).

W przypadku tym ciąg d  (0 dąży słabo do { } (Z (0>
jeżeli

lim =  ii. ^  I <  M  (gdzie M  jest niezależne od n).
i=l

Na str. 150 zaś udowodniliśmy, że jeżeli przestrzeń (/) uw a­
żamy jako przestrzeń elementów, wówczas na to, by ciąg 

zdążał słabo do {!/} konieczne jest i wystarcza, by

lim
/=1

Widzimy więc, że pojęcie słabej zbieżności zależy od tego, 
czy elem enty danej przestrzeni uważamy za reprezentanty fun­
kcjonałów linjowych, czy nie.

§ 5. Jeżeli E  jest przestrzenią typu (S), wówczas przestrzeń 
funkcjonałów linjowych określonych w E  nazywamy przestrzenią 
sprzężoną do E. Przestrzeń sprzężoną z E  oznaczać będziemy 
przez E.

Oczywiście E  jest również typu {B).
a) Jeżeli przestrzenie E  i E^ typu {B) są izomorficzne (wzgL  

równoważne), wówczas przestrzenie sprzężone E i E^ są izomorficzne 
(wzgl. równoważne).

D o w ó d .  Jeżeli bowiem istnieje operacja linjowa y =  U {x), 
odwzorowująca w sposób jedno - jednoznaczny i obustronnie cią-
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gły E na -£"1 , wówczas każdemu funkcjonałowi linjowemu Y, okre­
ślonemu w , przypisać możemy funkcjonał linjowy

X { x ) ^  YU{x) ,

określony w E. Ponieważ operacja odwrotna л: =  U~^ {y) Jest lin- 
Jowa, więc każdemu funkcjonałowi linjowemu X,  określonem u w 
odpowiada funkcjonał

Y{y)  = X U - ^  (y),

określony w E^ . Zatem przestrzenie i £" są izomorficzne.
Gdyby pola E  i E^ były równoważne, wówczas dla odpo­

wiednich funkcjonałów linjowych X  oraz Y mielibyśmy \ X \ ^ \ Y \ ,  
gdyż

\ X  \ =  górny kres X  (x) =
\ X \ < 1

=  górny kres Y U (x) =  górny kres Y (y) = \ Y \ .
I JC |<  1 l <  1

b) Jeżeli przestrzeń E typu (B) je st ośrodkowa i jeżeli z  każ­
dego ciągu elementów {Xi )  o normach wspólnie ograniczonych da 
się wyrwać ciąg słabozbieżny do pewnego elementu x, wówczas 
przestrzeń E je s t równoważna z  przestrzenią sprzężoną do Ё.

D o w ó d .  Oznaczmy przez H  zbiór funkcjonałów linjo­
wych określonych w E, postaci

F (X ) — X  (Xo), dla każdego X  (jj E ,

gdzie Xq Jest pewnym elementem E  zależnym tylko od F.
Mamy oczywiście | | <! | X | . ] aTq |, a zatem | Fj <; | л:,, |.
Na mocy tw ierdzenia 3 rozdziału IVA istnieje taki funkcjo­

nał Xo (Z E, \ż
i  - ^ 0 1  “  1  i  X q ( л ^ о )  =  i  | ,

a zatem
F ( A o )  =  i X o  I, czyli I л : о  I  <  I ^  I ,

i wobec poprzedniego | F  | =  | | .
Zbiór H  Jest zbiorem pełnym  w E {E oznacza przestrzeń
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funkcjonałów linjowych określonych w E). Jeżeli bowiem mamy, 
dla pewnego E,

F{X^) = 0 dla każdego E (2 H,

wówczas X q (л:) =  0 dla każdego x  (2 E, a więc Х^ =  0.
Pokażemy teraz, że H  jest zbiorem słabozamkniętym. 
Niechaj ^ będzie dowolną liczbą graniczną pozaskoóczoną, 

i niech (1 <  8 <  oznacza ciąg funkcjonałów zbioru H  o nor­
mach wspólnie ograniczonych; istnieje zatem liczba M > 0  taka, źe

\ E ^ \ < M  (1 <  6 <  0-).

Każdy funkcjonał Ê  jest kształtu

E^(x) =  X{x^ )  (1 < 4 < 'Э - ) .

Zbiór E  jest ośrodkowy, istnieje zatem ciąg {л:/} wszędzie- 
gęsty w E.  Niechaj n oznacza liczbę naturalną dowolną. Oznaczmy 
przez xi^^ dowolny element ciągu spełniający nierówność

— л:. I <  — 
 ̂  ̂ n

( i <  a <  ̂ ). (1)

Niechaj

F^f ^{X)  = X  (x(r'>) dla C  E-

Przypuśćmy, że jest liczbą porządkową spółkońcową z w. 
Istnieje zatem ciąg przeliczalny {6/} liczb porządkowych, 

mniejszych od i zdążających do Z ciągu da się wyrwać
ciąg słabozbieżny do pewnego elementu 

Oczywiście mamy dla każdego X

lim Я") (X )  >  Urn Я«> (X) = Ü m X  (л:^«)) >  AT

i funkcjonał Я") (Â ) =  X  jest przeto funkcjonałem  gra­
nicznym ciągu

Jeżeli S’ nie jest liczbą spółkońcową z w, \vówczas 
z uwagi, że ciąg zawiera tylko przeliczalną liczbę różnych
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elementów, wynika istnienie takiego elementu że do każ­
dej liczby porządkowej •/] <  «Э- istnieje liczba porządkowa 
i  ̂ taka, że

Oczywiście

Д.Г«) ^  д̂ («)̂

lim Я«) (X )  =  lim X{xW)  >  X(x('^^) =  (A )̂.

jest więc funkcjonałem granicznym ciągu 
Z ciągu da się wyjąć ciąg słabozbieżny do pewnego

elementu Niech X  (Xq) =  (x).
Oczywiście Fq(^  H  oraz

lim Я ”) (x) >- Fq (x)
/2->-oo

Na mocy (1) mamy:

(2)

X { x i ) > X { x [ ^ ) ) -  -  i A^i,
n

lim Ft (x) =  lim X  (xt) lim X  ------ 1^1 =
 ̂ n

=  lim Я«) (X) -  — j Xj - > ( Â ) -  — I АГ i .
^̂ •3-  ̂ n n

A więc, na mocy (2),

lim F^ (л:) lim ( X)  >- F^ (x).
n-)-oo

Funkcjonał F^ jest więc funkcjonałem granicznym ciągu 
{Fę} i należy do zbioru H,  który jest tedy zbiorem słabozam- 
kniętym.

Ponieważ H  jest jednak również zbiorem pełnym, więc na 
mocy tw ierdzenia 2 rozdziału VIIIA zawiera w szystkie funkcjonały 
linjowe określone w E.
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Każdemu tedy funkcjonałowi F  linjowemu określonem u w E  
odpowiada element x  spełniający w arunek

F{x)  = X { x )  dla X ( Z E ,

\ F \  = \ x \ .

Jeżeli więc przyjmiemy

F=- U(x) ,

to operacja U (x) jest operacją iinjową, odwzorowującą E na. E  
w sposób jedno-jednoznaczny, przyczem

I f/(x)t =  iA:|.

Przestrzenie £■ i £■ są zatem równoważne.
U w a g a . (EF)  [ (/(/»)) ( p > t )  są przestrzeniam i równoważ- 

nemi z przestrzeniam i sprzężonem i do przestrzeni swoich fun­
kcjonałów linjowych.

§ 6. W łasność A pewnej przestrzeni nazywamy izomorficzną, 
jeżeli każda przestrzeń izomorficzna z pewną przestrzenią, posia­
dającą w łasność A, posiada również w łasność A.

1. Moc zbioru jak i własność, że zbiór jest ośrodkowy, są 
własnościami izomorficznemi.

2. W łasność: z  każdego ciągu elementów {x„} o normach 
ograniczonych da się wyjąć ciąg słabozbieźny, jest w łasnością izo­
morficzną.

W łasność powyższą mają (J(p)) (^c»>l); w łasności tej
nie posiadają {L), (C) ,  ( / ) ,  (c).

3. Własność; jeżeli dla pewnego ciągu {x„}

lim /  (x„)

istnieje dla każdego funkcjonału linjowego, wówczas istnieje element 
Xf̂ , do którego ciąg {xn}  je st słabozbieźny, jest w łasnością izo­
morficzną.

Powyższą własność posiadają {Ep̂ ), {ćp'̂ ) 1); (C )  i (c)
nie posiadają tej własności.
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4. Własność: jeżeli ciąg {Xn) je st slabozbieżny do elementu 
wówczas je st mocnózbieżny {t. zn. wedle normy) jest w łasnością 
izomorficzną.

W łasność powyższą posiada przestrzeń (/), nie posiadają Je] 
przestrzenie {Uei) ( p ' ^ 1 ) ,  (l(Pi>) { p > \ ) ,

5. Własność: przestrzeń posiada bazę jest w łasnością izo­
morficzną.

Przestrzenie {p ^  1)? ( C), (c) posiadają bazę.
6. Własność: przestrzeń sprzężona je s t ośrodkowa Jest w ła­

snością izomorficzną.
W łasność powyższą posiadają przestrzenie {U'P̂ ), (/7>1),

(c); nie posiadają tej własności przestrzenie (Z,), (/), (C) .
7. W łasność: przestrzeń jest izomorficzna z  przestrzenią  

sprzężoną Jest w łasnością izomorficzną.
W łasność powyższą posiada przestrzeń i po­

siadają JeJ {c), (Z), (I).



ROZDZIAŁ IX A.

Równania funkcjonalne linjowe.

§ 1. W rozdziale tym zajmiemy się równaniam i typuV = U  (л:),

gdzie operacj'a U  jest linjowa, dziedzina л:-ów  tworzy prze­
strzeń E, przeciwdziedzina — przestrzeń E ' )̂.

O przestrzeniach E  i E' zakładamy, Jak zwykle, źe są 
typu {B).

Funkcjonały linjowe, określone w E  oznaczać będziemy lite­
rą X, zaś określone w E' literą К

Jeżeli odwzorowanie określone przez operację linjową

y ^ U ( x )

Jest Jedno - Jednoznaczne, to oczywiście operacja odwrotna

x (y)

Jest addytywna. Łatwo widać, że w arunkiem  koniecznym i wy­
starczającym  na to, by istniała operacja odwrotna. Jest w arunek

U (x) =  D pociąga za sobą x =  0,

b Twierdzenia § 1 tego rozdziału znajdują się w pracy cytowanej na 
str. 26 pod b (p. 234—238).
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Jeżeli operacja odwrotna jest ciągła, wówczas istnieje m > 0  
takie, że

II л: II <  m ||_y II.

Jeżeli, odwrotnie, istnieje liczba /и >  0 o tej własności, że

m II a: II <  II (л:) |j,

to istnieje operacja odw rotna ciągła.
Jeżeli operacja odwrotna jest ciągła, to przeciwdziedzina jest 

zam knięta.
Jeżeli bowiem lim у п = у ,  to przyjmując U{Xn)=yn ,  mamy

«—>oo

lim | j  m lim || J'/? — Ц =  0,
/ 7 , ( / - > 0 0  0 , 9 '—>o=>

i przyjmując lim =  л:,
o—

mamy
U {X) = y .

Jeżeli Yq jest funkcjonałem granicznym ciągu typu
wówczas funkcjonał = U(Vq) jest funkcjonałem granicznym ciągu

{ =  {^7(K^)} typu

Jest to oczywiste, gdyż dla każdego л: mamy 

X^ ( x ) =Yi _[ U( x ) ]  (O <$<{)■).

Lem m at. Niechaj operacja X  = U {Y ) posiada odwrotność 
ciągłą. Jeżeli L! oznacza dowolną przestrzeń wektorjalną Y-ów,  
a U  (!') odpowiedni zbiór X -ów , wówczas, jeżeli L’ jest przestrzenią 
słabozamkniętą. to zbiór U {L') je st również slab o zamknięty.

D o w ó d .  Z założenia wynika, że istnieje liczba m >  O taka, że

II ^ ( K )  II m II К II dla każdego Y.

Jeżeli więc dla 1 ^ mamy

X i _ C U ( L %  II л -ę II <Ä -,
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i jeżeli X^ — U  (K^), wówczas dla 1 <; I <  ^ zachodzi

l i n i r < ^ A ' .  n c i ' -

Ciąg { posiada funkcjonał graniczny Yq CI gdyż zbiór L' 
jest słabozam knięty. Oczywiście X^ = Ö {Y^) należy do U {U) i jest 
funkcjonałem granicznym ciągu

T w ierdzen ie  1. 1. Jeżeli operacja sprzężona X = U { Y )  ma 
odwrotność ciągłą, wówczas równanie у  = U {x) ma dla każdego у  
rozwiązanie.

2. Jeżeli operacja X ^ U ( Y )  ma dla każdego X  rozwiązanie, 
wówczas:

a) operacja у  = U (x) ma odwrotność ciągłą,
b) przeciwdziedzina je j jest zbiorem y-ów, spełniających warunek

V ( y ) ^ 0 ,  jeżeli U (Y)  ^  0.

D o w ó d .  1. Niechaj y^ będzie dowolnym elementem zbio­
ru  E'. Niechaj L' będzie zbiorem wszystkich funkcjonałów linjo- 
wych Y, takich, że Y (y^) — 0.

Oznaczmy przez L zbiór funkcjonałów

X = U { Y )  dla Y ( Z E .

Ponieważ E  jest zbiorem słabozamkniętym, więc na mocy lem- 
matu poprzedniego zbiór L jest również słabozamknięty. Zbiór 
L nie zaw iera funkcjonału Х^ — U{Yj),  gdzie Ŷ  jest funkcjonałem 
linjowym takim, że Ko ( K o)  =  1- Na mocy więc tw ierdzenia 2 
rozdziału VIIIA istnieje elem ent Xq taki, że:

^0  (-̂ o) — 1?

Niech 

Mamy

К  (Ki) = 0̂ (-̂ o) = 1 ,

^  (-̂ o) =  o jeżeli X  (2 L. 

y ,  = U  (Л'о).

^  (Ki) =  0 jeżeli К (jj L'.
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Niechaj V będzie dowolnym funkcjonałem linjowym i niech 

V ' =  К-(Г(уо)). n.
Zatem

y ' ( y i )  = 0, czyli У (У1) -  У (Уо) = 0, więc У ( У 1 ~ У о ) ^ 0 .

Ponieważ V jest dowolnym funkcjonałem linjowym, więc

У1 - У о ^ ^ ,  czyli y ^ - ^U{ x^ ) .

2 a) Gdyby tw ierdzenie 2  a) było nieprawdziwe, to istniałby 
ciąg elementów { }  taki, że

lim II Xn 11 =  +  lim |j 3/« 11 =  0, Уп= U {Xn).
Л—>00 Л—>00

Niechaj X  będzie dowolnym funkcjonałem, a У funkcjona­
łem takim, że

X = T 1 { Y ) .
Mamy:

lim X  {Xn) = lim Y  (уп) =  0.

Ponieważ X  jest dowolnym funkcjonałem, przeto z ostatniej 
równości wynika, że ciąg {x,,} ma normy ograniczone, co jest 
sprzeczne z założeniem.

2b) Niechaj element уо spełnia w arunek

^ ( 3 0̂) =  0 jeżeli U{Y)=^0. ( 1)

Przeciwdziedzina G' operacji U  (л:) jest zam knięta. Jeżeli 
zatem przypuścimy, że Уо nie należy do G', wówczas na mocy 
tw ierdzenia 2 rozdz. IVA istnieje funkcjonał Ŷ  taki, żeУо (з̂ о) =  1, У(, (у) = 0 dla у  С  O'-

Jeżeli X q = U{Yq), у  (Z G', у  — U  {x), wówczas:

X^ (jc) =  Po ( у )  =  о, zatem U  {Y^) ^  0,
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со na mocy (1) jest niemożliwe. Zatem

V o  C  G'.
Naodwrót, jeżeli

wówczas dla у  Cl G'

U ( V )  = X = 0 ,

V ( y )  = X ( x )  = 0.

T w ierdzenie  2. 1. Jeżeli operacja у  = U  (a:) ma odwrotność
ciągłą, wówczas równanie X =  U{Y)  ma dla każdego X  rozwią­
zanie.

2. Jeżeli operacja у  = U {x) ma dla każdego у  rozwiązanie, 
wówczas:

a) operacja X  — U {Y) ma odwrotność ciągłą,
b) przeciwdziedzina je j je st zbiorem X-ów, spełniających waru­

nek X  (л:) =  0, jeżeli U  (a:) =  0.

D o w ó d  przeprow adza się analogicznie jak poprzedni; należy 
tylko litery x,y,  X,  Y, U, U  zamienić odpowiednio na Y, X, y ,  x. U, U,

Jeżeli w dowodzie użyto tw ierdzenia o elementach, należy 
obecnie oprzeć się na tw ierdzeniu analogicznem o funkcjonałach, 
i naodwrót.

Z twierdzeń 1, 2 w ynikają łatwo twierdzenia:
T w ierdzenie 3. Jeżeli równanie у  — U  (a:) ma dla każdego у  

zawsze jedno jedyne rozwiązanie, wówczas równanie X  ^  U {Y ) 
ma dla każdego X  także zawsze jedno jedyne rozwiązanie, i na- 
odwrót.

T w ierdzenie 4. Jeżeli operacje у  = U {x) i X  ^  U {Y ) mają 
odwrotności ciągłe, wówczas dla każdego у  i X  istnieje dokładnie 
jedno odpowiednio x  oraz Y takie, że

y ^ U { x ) ,  X ^ U { Y ) .
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T w ierdzen ie  5. Jeżeli operacje у  ~  U {x) i X  U {Y) mają 
dla każdego у  i X  rozwiązanie, to dokładnie jedno.

Tw ierdzenie 6. a) Jeżeli przeciwdziedzina operacji linjowej 
U {x) je st zamknięta., wówczas przeciwdziedzina operacji U {Y) jest 
zbiorem X  spełniających warunek: X  (x) =  O, skoro U (x) =  0. b) Jeżeli 
przeciwdziedzina operacji linjowej U {Y ) je s t zamknięta, to prze­
ciwdziedzina operacji U  (x) jest zbiorem y, spełniających warunek: 
Y ( y ) = 0 ,  skoro Z7(K) = 0.

D o w ó d .  Niech G oznacza pochodną przeciwdziedziny ope­
racji U  (x); G jest przestrzenią typu (B). Oznaczmy przez Z  do­
wolny funkcjonał linjowy określony w G, a przez (Z) fun­
kcjonał linjowy X  spełniający równanie

Z  U (x) = X  (x) dla X (2 E.

Łatwo sprawdzamy, że przeciwdziedziny operacji U^^Z) ,  
U {Y)  są identyczne. Jeżeli bowiem Y  jest funkcjonałem  linjo- 
wym określonym  w i takim, że

Z { y ) ^ Y { y )  dla у  C G , 

wówczas Z  U  (x) — Y U  (x) dla każdego x, a zatem

C ( Z ) = C ( F ) .

(1)

(2)

Jeżeli zaś Z  jest funkcjonałem linjowym określonym w G, wów­
czas na mocy tw ierdzenia 2 rozdziału IVA istnieje w funkcjonał 
linjowy F, spełniający w arunek (1), a zatem i (2). Twierdzenie a) 
dostajemy z tw ierdzenia 2. Co do b), to zauważmy przedewszy- 
stkiem, że, gdy C  (^) =  to E { y )  = () dla у  C  G, a zatem Z  =  0, 
Ponieważ zbiory Z-ów i yF-ów są przestrzeniam i typu (Z), więc 
na mocy tw ierdzenia 12 rozdziału IIIA operacja X — (Z) ma 
odwrotność ciągłą. Zatem na mocy tw ierdzenia 1 równanie 
у  = U  (x) ma dla każdego у  C  G rozwiązanie i przeciwdziedzina 
operacji U  (x) jest temsamem zamknięta.
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§ 2. Zajmiemy się teraz równaniam i typu 

у  ^ x  - U  {x),

gdzie U jest operacją linjową pełnociągłą, której przeciwdzie- 
dzina mieści się w dziedzinie )̂.

Lem m at. Jeżeli operacja U {x) je st pelnociągła, wówczas ope­
racja T { x ) ^ x  — U {x) przeprowadza zbiór zamknięty ograniczony 
w zbiór zamknięty.

D o w ó d .  Niechaj G będzie zbiorem ograniczonym. Przy­
puśćmy, że

XnC. G  (« =  1, 2, . . . ) ,  lim T {Xn) = y ^ . (1)

Ponieważ ciąg {U (Xn)} jest zbiorem zwartym, zatem istnieje 
ciąg częściowy {U zbieżny do pewnego elem entu Xq. 

Ponieważ
U  ~  T 

zatem, na mocy (1), mamy

lira Xn̂  Xo ,

skąd
i У o *̂0) ~  Уо •

T w ierdzenie 7. Jeżeli operacja linjowa U {x) jest pelnociągła, 
wówczas przeciwdziedziny operacyj

T{x) = x - U { x )  i T { X )  = X - U { X )  

są zamknięte.

D o w ó d .  Niechaj Q oznacza zbiór rozwiązań rów nania

T (x) =  0.

9 Twierdzenia tego § z wyjątkiem tych, w których występuje pojęcie 
operacji sprzężone], zostały dowiedzione po raz pierwszy przez p. F. R i e s z a. 
Zob.: F. R i e s z, über lineare Funktionalgleichungen, Acta Math. 41 (1918) 
p. 7 1 -9 8 .
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Przypuśćmy, że Уо ф  ^  jest elementem skupienia 
dziedziny. Istnieje zatem ciąg elementów {Xn) taki, że

przeciw-

lim T {Xn) =  Уо •/7—>oo

Gdyby ciąg { ! ^« | } był ograniczony, wówczas, na mocy lem- 
matu powyżej dowiedzionego, element należałby do przeciw- 
dziedziny. Oznaczmy przez dn odległość elementu х„ od zbioru G. 
Istnieje zatem element Wn d  G taki, że

dn 'd  j '^n j “d  1 ■ (1)

Mamy
lim T {x,г — Wn) =  Уо .n->oo (2)

Gdyby ciąg {\Хц — Wn\) był ograniczony, wówczas w myśl 
lemmatu tw ierdzenie byłoby udowodnione.

Przyjmijmy więc, że

lim X« ~  •/1->СиЭ
Przyjmując

Xn Wn 
1 Xn Wn 1

mamy na mocy (2)

lim T (Zn) =  0 i \ Zn\ = l.n->-oo

Na mocy więc lemmatu z ciągu {z„}  da się wyrwać ciąg 
{ Zki) zbieżny do elem entu ŵ ,̂ dla którego zachodzi

T (®o) =  0,
a więc

^0 C  G.

Niech Zn — Wq =  5„. Mamy

lim j ^ • (3)
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Zatem
Xn — Wn 
Xn — Wn

— S,

czyli
X n  —  W n  —  Wfy \ X n  —  W n \ ^  ^ n \ X n  —  W n \ ^

Stąd, na mocy (1),

I Xn̂  — Wni — W^ I Х,ц ~  Wni

Na mocy (3) i (4) istnieje takie щ,  że

d  1 • 11 +  — 1 • (4)Ul

1 I I iI Xn̂  — Wn̂  — \ x„. — Wm 1 j <  —■,

co jest niemożliwe, gdyż

Wn^  H -  W q i  X n -  —  W n i  I  C  G ,

zaś dn̂  jest odległością Xn̂  od Q. Stąd wynika bezpośrednio, 
że przeciwdziedzina operacji T jest również zam knięta.

Lem m at. Jeżeli zbiór linjowy zamknięty je st częścią wła­
ściwą zbioru lin] owe go  G, wówczas dla każdej liczby £ >  0 istnieje 
^0 CI G takie, że

I X() I = 1, 1 X(, — x I >- 1 — £ dla x ( j j j Q .

D o w ó d .  Niechaj x' (jjj G — G .̂ Jeżeli d oznacza odle­
głość x ' od Gi, a 7] dowolną liczbę dodatnią, wówczas istnieje 
element y ' Ĝ  taki, żef l ?  1 —  у  I  +  7].

Przyjmijmy

=

Jeżeli у  d  G ,̂ wówczas 

1x ^ - у
x' —y'

x ' — у  
x' — у

x' — у  ~  \ x ' — у ' \ . у  \ .
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Ponieważ

У +  1 л : ' - у  l y C  gdyż У  C G ,  i У С  G„
zatem

х , - у 1> d >- d
' -  ̂ " d-\- r\! - y  ,

Obierając odpowiednie '̂  >  0, otrzymamy

у  C G , .

Oczywiście

i - . i = ^ 4 ^ = bI - y  i

-^0 C  G, gdyż C G  i У C G , C G .

Tw ierdzenie 8. Jeżeli U (л:) jest operacją linjową pełnociągłą, 
wówczas równania x  — U{x)=^%, jakoteż X  — U (X )  =  0 mają conaj- 
wyżej skończoną liczbę rozwiązań linjowo niezależnych.

D o w ó d .  Przypuśćmy, źe istnieje ciąg {x«} elementów lin­
jowo niezależnych i spełniających rów nania

X n  — U ( X n )  =  0 (« =  1 , 2 , . .  .).

Oznaczmy przez En zbiór elementów kształtu

n
hi Xi,

i—l

gdzie hi są dowolnemi liczbami rzeczywistemi.
Oczywiście gdy л: C  ^n, wówczas

X  — U (x) — 0.

Łatwo widać, że zbiór E n  jest zbiorem linjowym zamkniętym, 
nie zawierającym elementu Xn\.i, zatem będącym częścią właściwą 
zbioru Eny\. Na mocy lęmmatu istnieje ciąg elementów {уп},  
spełniających związki

1 y« I =  1? У п С ^ п ,  I y« —у  I >  ł  jeżeli у  С  (1)
Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych. 13
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Lecz
Уп — U {уп) =  0 czyli Уп= U {уп).

Ciąg { у п } powinien więc być zwartym, co się sprzeciwia 
nierówności ( 1 ).

D o w ó d  dla rów nania X — U{X)=^% przedstaw ia się ana­
logicznie; uważać możemy zbiór ^ -ó w  za przestrzeń typu {B).

T w ierdzenie 9. Jeżeli równanie у  = x  — U (x), gdzie U (x) 
je st operacją pełnociągłą, ma dla każdego у  rozwiązanie, wówczas 
równanie x  — U  (л:) =  0 nie ma rozwiązania po za х =  0.

D o w ó d .  Połóżmy

{x) = x - ^  U { x ) = T  {x), r { x ) = T {

Oznaczmy przez En zbiór x-ów, spełniających równanie

TCó (X) -  0.

Przypuśćmy, że istnieje elem ent 7 ^ 0 dla którego zachodzi

Oznaczmy przez Xn element, spełniający równanie 

Xn-i -  T {Xn) (я =  2, 3, ...) .

Ponieważ

rf") (x«+i) =  Ф  0, {Xn^ó) =  T {X,) =  0,

więc
CZ ^  } XnĄ~l ZZ BnĄ~l •

Oczywiście En Jest zbiorem zamkniętym linjowym, będącym 
częścią właściwą zbioru Euą-i .

Na mocy więc lemmatu, istnieje ciąg elementów {у п }, speł­
niających związki

\ У п \ ^ \ ,

Mamy

Уп CZ » I y>̂  I ^  T dla X ZZ En—1. (1)

T (Уп) =Уп — u  ( уп) ,
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czyli

zatem

^ { У р ) ~  1^{Уя) =  Ур- [УчЛ-  Т {ур) -  Т { у д ) ] ^ у р - х .

Jeżeli p > q ,  wówczas z uwagi, że y n ( Z E n ,  wynika 

( X )  = T(P-^) (yę) +  T(P) ( У р )  -  ПР) (у,)  =  0, 

zatem  х Ep-i, więc na mocy (1)

I yp ~ I ^ Ir >
\ U { y p ) - U ( y ę ) \ > k  ip>q)>

co jest niemożliwe, gdyż z ciągu { U (y„)} da się wyrwać ciąg 
zbieżny.

Analogicznie otrzymujemy
Tw ierdzenie 10. Jeżeli równanie Y — X — Ü (X ) (U  (л:) ope­

racja petnociągla) ma dla każdego Y rozwiązanie, wówczas równanie

X -  U ( X )  = %

nie ma rozwiązania po za X  = Q .

D o w ó d  prowadzi się analogicznie, uważać możemy bowiem 
zbiór A-ów za przestrzeń typu (B).

T w ierdzenie  11. Jeżeli równanie x — U( x)  = Q̂ ( E ( x )  ope­
racja linjowa pelnociągła) ma jedyne rozwiązanie л; — 0, wówczas 
równanie

V ^  X — U (x)

ma dla każdego у  rozwiązanie.
D o w ó d .  Ponieważ przeciwdziedzina operacji x  — U (x) jest 

zam knięta, zatem na mocy tw ierdzenia 2 i założenia wynika, że 
równanie

A -  U(X)

ma dla każdego Y  rozwiązanie.
Na mocy więc tw ierdzenia 10, X  — U (A) =  0 ma jedyne roz­

wiązanie A  =  0. Na mocy więc tw ierdzenia 1, równanie

у  — X  — U (x)

ma dla każdego у  rozwiązanie.
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Analogicznie udowadnia się

Tw ierdzenie 12. Jeżeli równanie X  — U {X) =  0 (U  (x) ope­
racja pełnociągła) ma jedyne rozwiązanie A  =  0, wówczas równanie

Y = X - U { X )

ma rozwiązanie dla każdego Y.

T w ierdzenie 13. Jeżeli U  (x) je st operacją pełnociągłą wów­
czas równania

д : - / 7 ( х )  =  0 i X - U { X )  =  ^,

mają równą liczbę rozwiązań linjowo niezależnych.

D o w ó d  )̂. Połóżmy

T{x)  = x - U  {X), T {X )  = X - U  {X).

Niechaj

r ( x , ) - 0  (/ =  1 , 2 , . . . « ) ,  T { X i )  =  % (/  =  1,2, . . .  V), (1)

przyczem zakładamy, że elementy {x;} względnie funkcjonały 
{ X i )  są linjowo niezależne, liczby zaś « i v oznaczają największą 
liczbę rozwiązań linjowo niezależnych rów nania

T (x) =  0 względnie T (X)  — 0.

Niechaj y\i (1 <  / <  v) oznacza dowolny element, taki, że

^ j ( r u )  = 0 dla 7 4 = / .  (2)

Istnienie takiego elementu jest widoczne, gdyż zbiór linjowy
typu

1) w  pewnych przypadkach specjalnych twierdzenie to udowodnił 
p. F. R i e s z  w pracy cytowanej na str. 190, p. 96—98. Dowód tego twierdzenia 
w tej ogólności przy innem jego sformułowaniu podał p. T. H. H i l d e b r a n d t ;  
zob.; T. H. H i 1 d e b r a n d t, Über vollstetige lineare Transformationen, Acta 
Math. 51 (1928) p. 311—318. W sformułowaniu przez nas podanem twierdzenie 
to znajduje się w pracy p. J. S c h a u d e r  a, cytowanej w uwagach do roz­
działu VIA.
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г—1
2  +  2  ^ i X ,

j=i+l

jest słabo zam knięty i nie zawiera Xi .
Analogicznie oznaczmy przez Z/ ( ! < ! / - <  n) funkcjonał lin­

iowy, taki, źe

Z/ ( X/) =  1, Zi ( x j )  ^  0 dla i 4 = j . (3)

Funkcjonał Z/ istnieje, gdyż Xi nie należy do zbioru lin­
iowego zamkniętego kształtu

“b ß/ •
=1

Przypuśćmy, że v >  n. Połóżmy

n
R{ x )  = U {x) +  Zi (x) ГЦ.

Jak  łatwo widać, operacja R  (a:) jest pełnociągła.
Zauważmy, źe równanie

w  {x) — X  — R  {x) =  ^

ma jedyne rozwiązanie x  =  0. Przypuśćmy bowiem, że

n
w  ( x , ) ^ x „ - R  (x„) = Т ( х „ ) - ' У '  Z,(x,)-n,  = %. (4)

(5)

2=1
Zauważmy, że na mocy (1) mamy ( ! - < / < ;  v)

Xi T {x) — ^  dla każdego л:, 

zatem na mocy (4) i (2) mamy

W{x,)  =  Zi{x,)  =  0 ( K

A więc T {Xq) = 0, skąd na mocy (1) i znaczenia liczby n

(6)
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Xq —  ̂ Xi j
■/=1

są odpowiednie liczby rzeczywiste.
Na mocy (6) i (3) mamy stale

Zi (Xq) =  a/ == o a więc =  0 .

Na mocy więc twierdzenia 11 równanie

X — R{x)  ^  T{x)  — у  Zi (x) Tji = 7}„̂ i
i= l

miałoby rozwiązanie, lecz jak łatwo widać na mocy (2) i (5) mamy

Хг+1 ( X -  R  (X)) =  0,

zaś na mocy (2)
(7]^+l) =  1.

Zatem nie może zachodzić nierówność v >  n.
Gdybyśmy przypuścili, że v < «, wówczas kładąc

V

R{x )  = ^ ^  Zi (x) f]i,
i—l

mamy
V

R(.X)  = ^ X ( - r u ) Z i .

Postępując jak poprzednio, wykażemy, że równanie

V

T ( X ) - ' ^ X ( r „ ) Z ,  = »,
i= l

V

sprzężone do równania T{x) — y ^  Z / (л:) tj,-== 0 ma jedyne roz-
/=1

wiązanie X  — Na mocy więc tw ierdzenia 12 równanie
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T ( X ) - ^ X { n ^ Z ,  = Z,+,
i= l

powinno mieć rozwiązanie, lecz to jest niemożliwe, gdyż 

T (X ) Xv-[-i — X T  (xv-Li) =  0 dla każdego X^

(•̂ v4-i) =  0 dla i <  я zaś =  1.

A więc я =  V, o co chodziło.

§ 3. Załóżmy, że operacja linjowa U  (л:) ma przeciwdzie- 
dzinę mieszczącą się w E. Wówczas dla każdego h rzeczywi­
stego, operacja x  — h U {x) jest operacją linjową.

Sprzężona do niej ma kształt

X - h ö { X \

gdzie U  jest sprzężoną do U. Zajmiemy się teraz badaniem 
rów nań

X — h U {x) — y,  (a) (I)
X - h U { X ) ^ } .  (b)

Jeżeli dla pewnego równanie (a) ma dla każdego у  jedno 
jedyne rozwiązanie, wówczas powiadamy, że jest w artością 
regularną rów nania (a), w przeciwnym wypadku nazywa się 
w artością właściwą. Zbiór w artości właściwych tworzy tak  zwane 
spektrum.

Na mocy tw ierdzenia 3 wynika, że równania (a) i (b) mają 
ten sam zbiór wartości regularnych, zatem i w łaściwych.

Twierdzenia 1 — 6 łatwo czytelnik wypowie dla rów nań 
typu ( I ) .

Twierdzenia powyższe pozwalają z zachowania się rów na­
nia (a) wnioskować o równaniu (b) i naodwrót.

T w ierdzenie 14. Zbiór wartości regularnych je s t zbiorem 
otwartym.
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D o w ó d .  Przypuśćmy, źe jest w artością regularną. 
Istnieje zatem liczba m >  0 spełniająca związki

\ X ~  U {x) \ m \ X \,

\ X - h , U { X ) \ > m\ X \ ,

Dla dowolnego e mamy

\x — {h^-{-B)U{x)\':^\x — к^и{х)\ — \в \ I ć/ ( a:)| >  {т — \г \ \U\)\x\,

analogicznie

\ X - { h ,  +  ^ ) U { X ) \ > { m - \ ^ \  I U \ ) \ X \ .

W ynika stąd, źe dla s dość małych co do modułu, operacje

x- { h^ +  B) U {X),

X - i K  +  ^ ) U { X )

mają odwrotność ciągłą, co na mocy tw ierdzenia 4 pociąga, że 
^0 +  s jest w artością regularną.

1
Tw ierdzenie 15. Jeżeli | h | 'Wówczas h je st wartością

regularną.

D o w ó d ^ ) .  Jeżeli \ h \ <  

żerny przedstawić w postaci
U

, wówczas rozwiązania mo-

л: =  3/ +  ^  (y), X  = Y +  V) (1)

[ć/(0 (y)  = U  (y), {y) = U  ć/(«-0 (_y),

U0){Y)  = U ( Y X  ' UM ( Y ) =  UTJY-^HY)]

Szeregi powyższe są zbieżne, gdyż

0  Zob. pracę cytowaną na str. 38, p. 161, Theoreme 7.
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^ |А » г / ( ”) ( > ) | <  V  { | Л | . |  t / | }  1^1,
П—1

2  I/г« № ( Г ) К  (|Ä|.| f/|}«j Г|.
п—1 п=1

z (1) wynika
оо оо

U{x) =. Щ у ) + ^  /г'̂  (З̂ ) =  у  2  (У) ~ У^ ’
п=1

zatem х  — h U (х) = у,  analogicznie X  — h U (X) — V.
Ponieważ rów nania (I) mają dla każdego у  i V rozwiązania, 

zatem na mocy tw ierdzenia 5 jedyne, więc h jest wartością regu­
larną.

Jeżeli X względnie X  spełnia rów nania X -У h U (x) = %,
(П)

X + h U ( X )  = (d,

wówczas л: względnie X  nazywa się elementem wzgl. funkcjonałem  
właściwym.

T w ierdzen ie  16. JeżeliX — h U {x) — 0,
{h Ф  h')

X - I V  U { X )  = %, 

wówczas X  (x) ~  0.
(Innemi słowy; Element właściwy wartości h jest ortogonalny 

do każdego funkcjonału właściwego wartości h\ jeżeli h Ф  h’). 
D o w ó d .  Mamy

Ponieważ
X { x )  = h X U { x )  = h U { X ) x .

1U { X )  ^ ^ X
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zatem
^ (x ) .

łv

Z uwagi na to, że Ä Ф  h\ otrzym u|emy

^  (X) =  0.

§ 4, Jeżeli U  (x) jest operacją pełnociągłą, wówczas dla 
równań (II) można wypowiedzieć następujące twierdzenia, które 
są uogólnieniem twierdzeń F r e d h o l m a  dla rów nań całkowych.

T w ierdzenie 17. a) Równania (II) mają tę samą skończoną 
liczbę d {h) rozwiązań niezależnych;

b) Jeżeli d (h) ^  0, wówczas h je st wartością regularną;

c) Jeżeli d {h) >  0, zaś

{X;}, { Xi )  {i = 1,2,  . . .  d{h))

są niezależnemi rozwiązaniami równań (II), wówczas równanie (la) 
ma rozwiązanie dla każdego y, spełniającego warunki

X i { y ) ^ 0  { i ^ l , 2 ,  . . .  d{h)),

równanie zaś  (Ib) ma rozwiązanie dla każdego Y spełniającego 
warunki

K(xO =  0 ( / - 1 , 2 ,  . . .  d{h)).

D o w ó d .  )̂ a) jest to inna wypowiedź tw ierdzenia 13,
b) wynika z tw ierdzenia 11 i z a),
c) wynika z twierdzenia 6 i tw ierdzenia 7.
Tw ierdzenie 18. Jeżeli U  (x) je st operacją pełnociągłą, wów­

czas zbiór wartości właściwych równania (la) je st zbiorem izolo­
wanym.

D o w ó d )̂. Przypuśćmy, że

lim hn = h,
«-»oc

(hi ^  hk dla / =i= k)

0 Zob. pracę p. J. S c h a u d e r a  cytowaną w uwagach do rozdziału VIA. 

0  Zob. pracę cytowaną na str. 190, p. 90, Satz 12.
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i źe hn są w artościami właściwemi rów nania (la). Niechaj

Xfi — hn U (Xt^y Xn —1— (1)

Zauważmy, źe elementy Xn są linjowo niezależne. 
Przypuśćmy bowiem, źe elementy x^ ^2  . . . Xn~\ są linjowo 

niezależne, zaś
Я—1

5
.мтват

mamy

zatem

skąd

n—l
X)i — hfi U (̂ Х/г) — hn LJ {Xi)y

i= l

n—l

Xn — hn Xi ,
^̂ —1 hi
i—l

hna ponieważ — Ф  1 { n>  i ), zatem elementy Xi {i = 1, 2 ,... n — l)
hi

byłyby linjowo zależne.

Oznaczmy przez zbiór linjowy elementów у  kształtu

У = 2 а/ Xi\

oczywiście Gn jest zbiorem zamkniętym i jest częścią właściwą 
zbioru Gn+i • Jeżeli у  d  G„ wówczas

У — hn U (y) (Z G n-i .

Mamy bowiem, na mocy (1) ,

у  — hn U {y) = 2  a,- Xi — 2  hn o.i ^  == 2  a/ ^  I  Xi,
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Na mocy lemmatu § 2, istnieje ciąg elementów {уп},  speł­
niający związki

I Уп I =  1, >  c  G«, I y« —У I >  ł  jeżeli у  C  G n-i. (2)

Ponieważ [hn]  jest ciągiem ograniczonym, zatem ciąg

{ U{ h n y n ) )

jest ciągiem zwartym. Lecz dla p >  q mamy

I U {hp Ур) -  U (hęy,) \ = \ y p - ( y p - h p U ( V p )  +  U (hęy,))\. 

Ponieważ

У р  CZ yp hp u  {Ур) d  Gp—i , hq U {уд) d  CZ ъ

zatem na mocy (2)

I ^  {K Ур) -  ^  ßgyq)  I >  ł  dla p > q .

A więc ciąg U {ЬпуУ) nie jest ciągiem zwartym.
W ynika stąd, że wartości właściwe nie mają punktu skupie­

nia w skońezoności.



ROZDZIAŁ IX В.

Równania funkcjonalne linjowe.
(Ciąg dalszy).

§ 1. Do równań typu x-— h U { x ) —y  w przestrz^eniach {Up )̂ 
sprowadzają się t. zw. rów nania całkowe F r e d h o l m  a, kształtu

1

x{s)  — h ^  К (s, t) X  { t )  d t —y  (5), (1)

gdzie K(s, t )  spełnia odpowiednie warunki. 
Równanie

X - h U { X ) = Y  

przedstawia się w postaci

1

X { t ) - h  j  K{s,  t ) X ( s )  ds = Y{t). (2)

Czytelnik z łatw ością zinterpretuje tw ierdzenia rozdziału IX A 
w odpowiedni sposób dla równań całkowych.

Jeżeli К  {S t) spełniają odpowiednie warunki, wówczas ope­
racja linjowa

K{s,  t ) x { t )  dt

jest pełnociągłą i stosują się do równań (1), (2) tw ierdzenia § 2 
i § 4 rozdziału IX A.
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W szczególności tw ierdzenia 17 przyjmują postać t. zw. 
twierdzeń F r e d h o l m  a.

Oczywiście tw ierdzenia te pozostają prawdziwe nietylko dla 
równań całkowych.

§ 2. Równania typu

X (5) — J" К  {s, t) X {t) d t = y  (s), ( 1)

gdzie K{s , t )  jest funkcją ciągłą, noszą nazwę równań V o l t e r r y .  
Operacja

^  К  {s, t) X (t) dt

jest pełnociągłą w przestrzeniach { p > \ )  i (C).
W ykażemy, że równanie

л:
.i

( ' ^ ) - J  K{s, t ) x { t )  dt  = 0

ma tylko jedno rozwiązanie x  (5) ^  0.
Przypuśćmy, że x  (5) spełnia powyższe równanie. 
Oczywiście x  (s) jest funkcją ciągłą. Niechaj

m =  max j (:̂ ) M  =  max I К  (s, t)
o<Cs,

Na mocy (2)

zatem

a

X (5) I ■< M  J '  I X I dt,

(2)

(3)

I X (5) I <  m 5 (0 <  5 <  1).

Stąd na mocy (3), wstawiając M m s  zam iast x{t ) ,  otrzymamy

i X (5) | <  Ж2 m •
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Postępując tak  dalej dostajemy

,  ,  I ^  { Ms yл: (5) I < --- — m
n

{n = l , 2 ,  . . .)•

Oczywiście więc x  (5) 0.
Ponieważ rów nanie (2) ma tylko jedno rozwiązanie a:(5) ^ 0 , 

a operacja

V ( s ) =  j K{s, t ) x ( t ) d t
o

jest pełnociągłą dla

^ C  3̂  C  (^^"0 oraz a: C  (C’), 3̂  C  (Q ,

zatem równanie (1) ma dla każdego у  CI rozwiązanie jedno 
jedyne x (C

§ 3. Jeżeli у  = U {x) jest operacją linjową dla x  (C 
у  (C wówczas operacja sprzężona

X ^ T J { Y )

uważaną być może za operację linjową dla Y  CI X  (C
W ynika to stąd, że wszelki funkcjonał linjowy w jest

kształtu
1

J Y { t ) x { t ) d t ,  gdzie
o

Możemy zatem funkcję Y {t) uważać za reprezentanta powyż­
szego funkcjonału.

Jeżeli

1 1
\  y U ( x ) =  [ x U { y )  ä . iaxC{L<V) ,  y C ( L C ‘>), (D

O 0

wówczas operację linjową U (a:) nazywamy symetryczną.
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Ponieważ

J  у  Ц(х)  = j  X U {у),

zatem operacja symetryczna równa Jest swojej sprzężonej.
Jeżeli K{s, t) Jest funkcją symetryczną [t. zn. K{s, t) = K{t,  5)] 

i ponadto
1 1

J  J  K{ s , t )  X {t)y (5) ds dt
o o

istnieje dla każdego x  CI i J' (Z wówczas operacje

1
U { x ) =  ^  K { s t ) x  (0  d t = y  (5),

o
1

V {x) =  x{s)  — h ^  K{ s t )  X  it) dt =  у  {s), (2)

są operacjami linjowemi symetrycznemi, gdyż spełniają w arunek (1).
Równania typu (2) noszą nazwę równań całkowych syme­

trycznych.
Jeżeli U (x) Jest operacją symetryczną, wówczas do równań

typu
X — h U (x) = у  (I)

odnoszą się następujące twierdzenia.
T w ierdzen ie  1. Wartość parametru h jest regularną jeżeli, 

albo równanie (I) ma odwrotność ciągłą, albo jeżeli równanie (1) 
ma dla każdego у  rozwiązanie.

D o w ó d  wynika z uwagi, że równanie sprzężone Jest 
identyczne z danem.

T w ierdzenie 2. Równanie (I) posiada zawsze przynajmniej 
jedną wartość właściwą. Najmniejszą wartością właściwą jest 
jedna z  liczb:
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J.
\ \ Щ \

1
и

Jak łatwo widać, Jest najmniejszą liczbą, spełniającą nie­
równość

1 1J (л:) II U 11̂ j dla każdego a;

D o w ó d  opiera się na następującej uwadze.
Jeżeli

1 1 1

lim [ ХпУп ^  1, I x,i^ < 1 ,  I Vn̂  < 1  {n = 1, 2, ...),
J  J  J

wówczas

lim (Xn — упУ =  0.
/2—>oo tJ

Mamy bowiem

1 X I I

lim {Xn —УпУ =  lim x l  +  lim i y l ~  2 lim ХпУп <  0.
/I—>00 «— tJ l/ «—>00 t/

Niechaj k- oznacza najmniejszą liczbę, spełniającą nierówność
\

to znaczy
Ä 2 - ii ć/||2.

Istnieje zatem, taki ciąg {л:«}, że

l 1

lim i [ U ( x „ ) ] ^  = k \
,J 72—>oo Jo O

Dr. S. Banach. Teorja operacyj linjowych.

(3)

(4)

14
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Mamy

lim Г ̂  [ U{xn) f  =  lim f U {Xn) U {Xrd =
n —> 0 3  J  ^  /2—>-<3c J

=  lim x,i U U { X n ) 1. (5)

Ponieważ, na mocy (3) i (4),

j I  ̂UU(x, )
3 1

zatem, na mocy uwagi uczynionej poprzednio, mamy

lim j \ Xn — ^y U U {Xn) =  0, (6)

skąd, kładąc

Xfi U (Х/г) — _Уп } 
k a )

lim ( {уп+ у U (уп)У = 0.

1 1W ynika stąd, że albo h = — , albo h — ------jest w artością
k  k

właściwą. Przypuśćmy bowiem, że h = — ^  i h — —  są. war-
k  k

tościami regularnemi. Wówczas równanie (I) posiada odwrot­

ność ciągłą dla A =  ±  — . Zatem istnieje liczba /И >  O, taka, że
k

JC ± — (x )  II3 >  Л 12  II X II3 = Ж 2 л;3.
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1

Stąd, na mocy (7), j у1~> •, a więc
o

1 1

/  {Уп + \и(уп)У >M̂  j  у1>
o o

to zaś sprzeciwia się (8).
Na mocy tw ierdzenia 15 rozdziału IX widzimy, że jeżeli

1k I <
U\

wówczas h jest w artością regularną.
Przypuśćmy, że jest w artością w łaściwą i że

=  1.lim {Xn — K U  =  0,
/1-yoo J  

0

Kładąc Уп = Xn — К  U  (л:«)> mamy

l i m  i y l  =  0,
W—Voo « /

oraz
1 1

lim Xn U (Xn) = lim [Уп +  К  U (Xn)] U (Xn)
t/ «—>oo tJ

— l i m
n—>co

Na mocy (2),

1 i

J" y n U  {Xn)-\r К  ^  (U {Хп)У

lim уп U {Xn) =  0,
J

na mocy (1),

lim К  { [ U  {Xn) ]  ̂=  lim [ x^ =
Л->оо J  J

(1)

(2)

(3)
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stąd na mocy (3)

lim I U {Xn) =

Zauważmyżmy, że Jeżeli =  1, to

^ x U ( x ) \ <  У =11 Ü

Stąd, na mocy (4), widzimy, że:
Górny kres wyrażenia

1

X U {x) \ ,  l ( x^ <  1

(4)

je st równy bezwzględnej wartości najmniejszej co do modułu war­
tości właściwej.



ROZDZIAŁ X.

Przestrzenie typu (G).

§ 1. Niechaj E będzie przestrzenią (D) zupełną. 
Przypuśćmy, że każdej uporządkowanej parze elementów у  

przestrzeni E  przypisany jest jednoznacznie element г tej prze­
strzeni; oznaczmy go przez x y ,  nazywając iloczynem elementów x ,y .

Załóżmy, że E  jest grupą ze względu na powyższy ilo­
czyn, t. zn.:

Ii- { ^ y ) z ^ x { y z ) ]

12. Istnieje elem ent jednostkowy 1, taki, że

\  . X — X . \  — X dla każdego л:;

13. Każdemu elementowi л: odpowiada element odwrotny 
spełniający równanie

л :. х-'^ == 1 .

Z aksjomatów, powyższych w ynika łatwo, że:
a) Istnieje dokładnie jeden element jednostkowy;
b) Elementem odwrotnym względem x~^  jest л:;
c) x y  = x z  pociąga za sobą у  ~  z.
Załóżmy ponadto, że spełnione są aksjom aty następujące:

III. lim =  л: i l i m y n ^ y
Л—>00 Я—>00

X - 1
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pociągają za sobą
lim ХпУп = ^ y \
/2—>oo

II2 . \ \ тауп~у  pociąga lim_y~^
tl-̂ ao Л—

Przestrzenie, spełniające powyższe aksjomaty, nazywać bę­
dziemy przestrzeniami typu (G).

Przypuśćmy, że E  jest przestrzenią typu (G),
Jeżeli x ( ^ E ,  a H  jest zbiorem zawartym  w E, wówczas

przez
X H  (wzgl. H  л)

oznaczać będziemy zbiór wszystkich elementów у  kształtu 

y  = x z ,  z ( 2 H  (wzgl. y  = z x ,  z ( Z H ) .  

Oczywiście, że stale

(/^ X-\-H<;  ̂=  XH^- \ -XH2,

X {Ĥ  — H2) =  X Hi — X H2 dla H^ę^ Hi,

X {Hi . H 2) =  {X Hi) . {X H 2).

Łatwo można pokazać, że jeżeli H  jest zbiorem zamkniętym 
(wzgl, otwartym, nigdziegęstym, pierwszej lub drugiej kategorji, 
mierzalnym { B ) ) ,  wówczas zbiór л: H  jest również zam knięty 
(wzgl. otwarty, nigdziegęsty i t. d.).

Jeżeli у  jest punktem w ewnętrznym  zbioru // ,  wówczas x y  
jest punktem  wewnętrznym zbioru x H .

Zbiór niepusty H  (2. E  nazyw a się podgrupą, jeżeli warunki 
X (2 H  i у 2^ H  pociągają x y  (2 H  i x~^  ̂22 H.

Oczywiście, że wówczas \  21 El'
§ 2, Przypuśćmy, ±Q E i El są przestrzeniam i typu (G). 
Operacja U  (л:), określona w E, której przeciwdziedzina mie­

ści się w El, nazywa się multyplikatywną, jeżeli

U {x  y) = U ( x ) . U { y ) .

Mamy U (x) ^  U (x .1) = U (x) . U  (1), a zatem U  (1) =  1.
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Mamy również

1 =  ^7(1) =  U{x  . л'- i)  =  U { x ) . U{x-^) ,  

i tem samem
U { x - ^ ) ^ { U { x ) y - K

Operacja m ultyplikatyw na ciągła nosi nazwę potęgowej.
T w ierdzenie 1. Jeżeli operacja у  = U{x)  multyplikatywna je st 

ciągła w jednym punkcie, wówczas je s t potęgową.

D o w ó d .  Przypuśćmy, że х^ jest punktem ciągłości ope­
racji у  = U (x). Niechaj x  E.

Jeżeli lim x„ =  wówczas

i tem samem 

Stąd

czyli

więc

Ponieważ

więc

lim Xn x—^Xq = Xo 

lim U (xn x -^  Xf̂ ) = U (Xq). 

lim [U(xn) U ( x - y  U ( x , ) ] ^  U{xj),  

lim U{Xn) U { ^ ^ )  =  1, 

lim U{Xn) U{x-^)  U{x)  -  U{x)./i—

U{x-^ )  U{x)  =  U{1)  =  1, 

lim U {Xn) ~  U (^).

T w ierdzenie 2. Operacja multyplikatywna mierzalna (ß) jest 
potęgową.

D o w ó d .  Na mocy tw ierdzenia 4 rozdziału I, operacja U (x) 
jest ciągłą w zbiorze H, przyczem E — H  jest zbiorem pierwszej 
kategorji. Przypuśćmy, że

lim = 1.
n—><̂
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Zbiór Xn Н  Jest zbiorem drugiej kategorji, przyczem 

E ~  Xn H =  Xn {E — H)

Jest zbiorem pierwszej kategorji. Zatem zbiór
OO

( £ - Я )  +  ' У  Хп( Е^Н)
Я=1

nie wyczerpuje przestrzeni E.
Oczywiście mamy

co OO

( x „ H ) ( Z E - H  +  ^  { Е - Х п Н у ,
«= 1  п —1

Istnieje zatem punkt x', taki, że

x' d  Я, x ’ ę ^ X n H  (n =  1,2, . . .);

a więc- stale

Ponieważ

zatem

skąd

i tern samem 

czyli

lim xr^^ x ’ = x'. 

lim U {x ~ ^ x ’) = U (x%  

lim U {x-^) U (X') = U {x% 

lim U(x~^) =  1 ,
«->oo

lim U {Xn) ~  1.

A więc punkt 1 Jest punktem ciągłości, zatem operacja 
U {x) Jest ciągłą.

§ 3. W ustępie tym zakładać będziemy, że E  Jest p rzestrze­
nią typu (G) spójną t. zn., że E nie Jest sumą dwóch zbiorów 
zamkniętych rozłącznych.
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Przestrzenie typu (G) spójne nazywać będziemy przestrze­
niami typu (G*).

Jeżeli H  E  jest równocześnie zbiorem otw artym  i zam knię­
tym, wówczas H  =  E. W tym wypadku bowiem E — H  jest rów ­
nież zbiorem zamkniętym.

Tw ierdzenie 3. Jeżeli podgrupa L (2  E  mierzalna ( B )  jest 
drugiej kategorji, wówczas L =  E.

D o w ó d .  Wobec założenia, istnieje kula otw arta К  (której śro- 
dekyoC^J^, jak oczywiście możemy przyjąć), w której L jest wszędzie 
drugiej kategorji. Ponieważ L jest zbiorem mierzalnym ( 5 ) ,  
więc K  — К L jest zbiorem pierwszej kategorji.

Weźmy pod uwagę zbiór y~^ K.
Ponieważ y^ jest punktem  zbioru K, zatem punkt .у^ = 1 

jest punktem  zbioru K.

Istnieje zatem kula otw arta Ki o środku 1, należąca do zbio­
ru y -^  K.

Mamy widocznie

y -^  [ K - К Ц  ^  (yy i K ) -  (y -^  K ) . L Z J K i - K i L .

Ponieważ K — K L  jest zbiorem pierwszej kategorji, więc 

K i~  K iL  jest zbiorem pierw szej kategorji. (1)
zbiór

Wykażemy, że kula K\ należy do L.
Niechaj x będzie punktem kuli K i .
Oczywiście punkt x . l —x  będzie punktem zbioru x  Ki, gdyż 

1 jest środkiem  kuli K i .
Ponieważ zbiory otw arte Ki i x  Ki mają punkt л: wspólny, 

zatem istnieje kula otw arta K^ (o środku x), taka, że

K, C  K i) . Ki

Na mocy (1) i (2) zbiór

K2 — K2 jest zbiorem pierwszej kategorji.

(2)

(3)
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Ponieważ x 2̂ CZ 2̂ d  (na mocy (2), więc na mocy (1) 

(л:“  ̂ АГг) — /<2) L  jest pierwszej kategorji, (4)

A więc zbiór

X [ Кг) -  Кг) K. -  Кг (x L) (5)

jest zbiorem pierwszej kategorji.
Na mocy (3) i (5) iloczyn

{ К г Л х  1 ) ] . [ К г Ц
nie jest pusty.

Istnieje zatem punkt у  (Z L  taki, że x y  (Z L.
A więc punkt

^ x ( Z L

W ykazaliśmy więc, że 1 jest punktem  w ewnętrznym  zbioru L. 
Ponieważ у  L ^ L  jeżeli У CZ A więc punkt у  ~  у  .1  jest 
punktem wewnętrznym zbioru L.

Zbiór L jest więc otw arty.
Przypuśćm y teraz, że stale

Ponieważ
y n Z ^  i lin i Уп =  у .  

l im y y - i  - y  =  1,

więc istnieje takie n, że у y Z  CZ^-
Z uwagi na to, że y,i Z  ^  otrzymujemy

Zbiór L jest więc równocześnie zbiorem zamkniętym i otw ar­
tym, więc L =  E,

T w ierdzenie 4. Jeżeli {Un{x)) jest ciągiem operacyj potęgo­
wych, wówczas zbiór x~ów, dla których

lim Un (л:) istnieje,
Л—>00

je st zbiorem pierwszej kategorji albo zbiorem E.
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Tw ierdzenie 5. Niechaj {Upg (x)} będzie ciągiem podwójnym  
operacyj potęgowych. Jeżeli istnieje ciąg { Xp } taki, że

lim Upg {Xp) nie istnieje dla p = 1,2, . . . ,
g-^oa

wówczas istnieje element x' {niezależny od p), dla którego 

lim Upg (x') nie istnieje {p — 1,2, . . .).

Dowody poA^yższych twierdzeń są analogiczne do dowodów 
odpowiednich twierdzeń rozdziału III A (twierdzenia 7 i 8).

^IBLIO T 'A F.D.A.
Warszawa, Fł. Narałowłcza 5

Nr. Into.
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R ozdział I.
§§ 2, 5, 7. Twierdzenia 1, 3, 4 i 5 zostały ogłoszone w pracy: S. B a n a c h ,  

Theoreme sur les ensem bles de premiere categoric, Fund, Math, XVI (1930) 
p. 395 — 398. W przypadku, gdy przestrzeń E  jest ośrodkową, twierdzenia te 
były znane już dawniej.

Twierdzenie 3 można uogólnić, okazując, że każdy zbiór ( A )  spełnia 'wa­
runek B a i r e ’ a; dowód można prowadzić jak w  przypadku przestrzeni eukli- 
desowych, uwzględniając twierdzenie 1, Zob.: O. N i k o d y m ,  Sur une propriete 
de Popćration A ,  Fund. Math. VII (1925) p. 149—154 oraz E. S z p i l r a j n ,  O mie- 
rzalności i warunku B a i r e ’a, C. R. du Premier Congres des Mathómaticiens 
des Pays Slaves, Warszawa, 1929, p. 297—303.

R ozdział II.
§ 2. Przy pomocy pewmika wyboru łatwo wynika, że w każdej prze­

strzeni wektorjalnej istnieje funkcjonał addytywny, jednorodny i nieznikający 
identycznie. Przestrzenie wektorjalne nazywamy również l i n j o w e m i .

R ozdział III A.
§ 1. Według tw'ierdzenia, które udowodnił p. S. Ma z u r ,  w każdej prze­

strzeni typu (/•') spełniony jest warunek: Gdy lim /?„ =  0 (Л„— liczby), l i m , r „ = GЛ—>=o
c E ) ,  to lim =  0.

Л->оо
§ 2. TAvierdzenie 2 można uogólnić następująco: Przestrzeń w^ektorjalna 

L Q E ,  spełniająca warunek B a i r e ’a oraz drugiej kategorji, jest identyczna z E .  

Dowód jak w tekście bez zmian.
Załóżmy, że E  jest przestrzenią (F )  o  nieskończonej liczbie wymiarów. 

Nie wiadomo jest, czy istnieją przestrzenie wektorjalne L Q E ,  mierzalne (S) 
lecz dowolnie wysokiej klasy przy klasyfikacji В o r e 1 a (będące zbiorami { A )  

lecz niemierzalne (ß), spełniające warunek B a i r e ’a lecz nie będące zbiorami (Л)).
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Wiadomo tylko, że w każdej przestrzeni E  typu { B )  istnieje przestrzeń 
wektorjalna L Q E ,  będąca iloczynem pewnego zbioru i pewnego zbioru G s, 
lecz nie stanowiąca przy tern zbioru przestrzeń taka jest tedy jednocześnie 
zbiorem /"qS oraz G3a, nie będąc ani ani Gs- Jeżeli przestrzeń wektorjalna 
L  jest zawarta w jakiejś przestrzeni E  typu {F) i jest G3, wówczas jest zam­
kniętą. Rezultaty te będą ogłoszone w pracy pp. S. M a z u r a  i L. S t e r n b a -  
c h a  w IV tomie czasopisma Studia Mathematica.

Zauważmy jeszcze, że można skonstruować przestrzeń wektorjalną za­
wartą w (G), która jest zbiorem F ^ i^ ,  nie będąc zbiorem F ^ i .

§ 3. Przy dodatkowem założeniu, że przestrzeń E  jest ośrodkową, twier­
dzenie 10 stanowi bezpośredni wniosek z twierdzenia p. F. H a u s d o r f f a ,  w e­
dle którego, obraz ciągły części mierzalnej { B )  przestrzeni metrycznej zupełnej 
ośrodkowej jest zbiorem (Л) (Zob.: F. H a u s d o r f f, Mengenlehre, 1927, p, 269); 
wystarczy uwzględnić uwagi do twierdzenia 3 rozdziału I oraz twierdzenia 2 
bieżącego rozdziału.

Zauważmy pozatem, że, według supozycji p. S. M a z u r a ,  zarówno twierdze­
nie 10 ja k i wszystkie następne tego rozdziału, zachowują ważność w przypadku 
każdej przesti-zeni wektorjalnej, metrycznej i zupełnej E ,  spełniającej warunek: 
Gdy lim h — h ,  lim kj^ —  k  h, k  — liczby) oraz lim \ i m y , ^ = y«->.00 n n~>o=

X, у  c  E ) ,  to lim +  k „  y„) =  h x  +  k y .

Prosty dowód twierdzenia 12 dla przypadku przestrzeni typu ( B )  zawiera 
praca: J. S c h a u d e r ,  Über die Umkehrung linearer, stetiger Funktionalope­
rationen, Stud. Math. II (1930) p. 1—6.

Z Uvierdzenia 6 wynika oczywiście, że gdy О jest przestrzenią wektor­
jalną zam kniętą zawartą w E ,  to każda operacja addytywna oraz mierzalna (B ) ,  

określona w G, o wartościach należących do E *, jest linjową. Istnieją funkcjo­
nały addytywne mierzalne ( B )  nieciągłe, jednak określone w  zbiorach wektor- 
jalnych niezamkniętych mierzalnych (B ) .

№ел¥1аЬото jednak, czy w przypadku gdy zbiór wektorjalny nie jest 
zamknięty, mogą istnieć w niem operacje addytywne dowolnie wysokiej klasy 
przy klasyfikacji B a i r e ’a.

Gdy operacja linjowa U { x )  odwzorowuje E  na część Z  przestrzeni E *  

wzajemnie jednoznacznie, to operacja odwrotna G -i (y) jest linjową o ile tylko 
zbiór Z jest zamknięty; wynika to z twierdzenia 12. W przypadku gdy zbiór Z  
nie jest zamknięty, operacja G—1 ( y )  nie jest linjową; o ile jednak przestrzeń E  

jest ośrodkowa, to operacja ta jest mierzalną ( B ) .  W przypadku n. p., gdy każda 
z przestrzeni E ,  E *  jest przestrzenią (/-(2)), operacja G—1 (y) jest pierAVSzej klasy 
przy klasyfikacji B a i r e ’a.
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R o zd z ia ł III В.
§ 1. Opierając się na wyniku tego §, można okazać, że gdy operacja 

linjowa U { x )  odwzorowuje przestrzeń ośrodkową typu {F)  na część jakiejś 
przestrzeni typu {F ) ,  to przeciwdziedzina JeJ Jest zbiorem mierzalnym (ß); wy­
starczy skorzystać z twierdzenia p. F. H a u s d o r f f a ,  na mocy którego obraz 
ciągły i Jedno-Jednoznaczny części mierzalnej { B )  przestrzeni metrycznej zupeł­
nej ośrodkowej Jest zbiorem mierzalnym (ß). Por. uwagę do twierdzenia 10 
rozdziału III A.

§ 2. Zob.: S. B a n a c h .  Über die B a i r e ’s c h e  Kategorie gewisser Fun­
ktionenmengen, Stud. Math. III (1931); L. A u e r b a c h  und S. B a n a c h ,  Über 
die H ö l d e r s c h e  Bedingung, Stud. Math. III (1931) oraz S. M a z u r k i e w i c z ,  
Sur les fonctions non derivables, Stud. Math. III (1931).

§ 7. Gdy to przestrzenie (/^^), (1̂ ^̂ ) a podobnie (к̂ ^̂ ) nie
są równoważne, о ile tylko ę; przestrzenie (k̂ ^̂ ) są rówmoważne Je­
dynie w tym przypadku, gdy p ~ q  =  2.

Według uwagi p. S. M a z u r a ,  przy dowolnych p , q ^ l  przestrzenie (/^^\
są homeomorficzne; zob.; S. Ma z u r ,  Uneremarque sur 1’homeomorphie des 

champs fonctionnels. Stud. Math. I (1929) p. 83—85.
Zagadnienie kiedy dwie przestrzenie rozpatrywanej tu klasy są izomor­

ficzne (względnie izometryczne), nie Jest rozwiązane; w każdym razie przestrze­
nie n. p. (1), przy 1 nie są izomorficzne.

Ciekawym przykładem dwóch przestrzeni typu (F) , izomorficznych lecz 
nierównowmżuych, są przestrzenie (C) oraz { € ' )  (zob. §2  tego rozdziału). Prze­
strzenie te są izomorficzne, jak to okazał p. K. B o r s u k ,  to zaś, że nie są one 
równoważne wynika z następującego ogólnego twierdzenia. Gdy E  Jest dowolną 
przestrzenią metryczną, to niech E *  oznacza zbiór wszystkich funkcyj rzeczy­
wistych, Jednostajnie ciągłych i ograniczonych, określonych w £; E *  stanowi 
widocznie przy zwykłych definicjach działań przestrzeń typu (5), gdy przez
odległość dwóch funkcyj x { t ) ,  y { t )  tego zbioru rozumiemy max \ x { t ) — y { t ) \ .

i c E
Twierdzenie o które chodzi brzmi: Gdy E ,  E i  są przestrzeniami metrycznemi, 
to na to by przestrzenie E * ,  E *  były równoważne, potrzeba i ^vystarcza, by 
przestrzenie E  i E^ były homeomorficzne. Omawiane tu rezultaty będą opubli­
kowane w tomie lV-ym czasopisma Studia Mathematica.

Nie wiemy dotąd, czy odwzorowanie izometryczne dwóch przestrzeni (5) 
Jest odwzorowaniem równoważnem, a nawet czy każde dwie przestrzenie (ß) 
izometryczne są równoważne (izomorficzne) Ü- Nie znamy również przykładu

)̂ Zagadnienie to zostało ostatnio rozwiązane przez pp. S. M a z u r a  
i S. Ul  a ma,  którzy okazali, że odwzorowanie izometryczne dwóch przestrzeni 
(ß) Jest zawsze linjowe.
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dwóch przestrzeni (F)  ośrodkowych o nieskończonej liczbie wymiarów, nie home- 
omorficznych między sobą.

Przestrzeń (m) posiada tę własność, że każda przestrzeń ( B )  ośrodkowa 
jest równoważna z jej częścią; w tym sensie stanowi przestrzeń uniwersalną 
dla wszystkich przestrzeni ( B )  ośrodkoлvych, Zagadnienie, czy istnieje prze­
strzeń ośrodkowa ( B )  uniwersalna dla wszystkich przestrzeni { B )  ośrodkowych, 
pozostaje otwarte )̂.

R o zd z ia ł IV  A .
§ 1. Przestrzeń (s )  nie tylko nie jest przestrzenią typu { B ) ,  lecz nie jest 

nawet izomorficzna z żadną przestrzenią tego typu.
§§ 2, 3. Twierdzenia 2—5 oraz lemmat zawiera praca: H. H a h n ,  Über 

lineare Gleichungen in linearen Rimmen, Journ f. r. u. a. Math. 157 (1927) 
p. 214—229.

Niech E  będzie przestrzenią typu (ß), zaś G  przestrzenią wektorjalną za­
wartą w E \  przypuśćmy, że av G  określoną jest operacja linjowa f { x ) ,  o war­
tościach należących do pewnej przestrzeni £* typu {B ) .  Nie wiadomo, czy ist­
nieje лvtedy w E  operacja linjowa E { x )  o wartościach należących do £*, taka, 
że E { x ) — f { x )  dla xCG.

Zauważmy wkońcu, że gdy El jest przestrzenią typu (£) i w przestrzeni 
wektorjalnej G C E  określony jest funkcjonał linjowy f { x ) ,  to może nie istnieć 
w E  fankcjonał linjoAvy £ (x ), o tej własności, że E { x )  = f { x )  dla Л'С G. Wynika 
to prosto stąd, że w przestrzeni (5) nie istnieje wogóle funkcjonał linjowy nie 
znikający identycznie.

§ 4. P. S. M a z u r  dowiódł, że gdy E  jest przestrzenią wektorjalną ośrod­
kową zawartą {n i) , zaś f { x )  funkcjonałem linjowym w E ,  to istnieje tablica liczb

• • •
{Ä) ...

o tej własności, że przy każdym ciągu x — { l ^ ) ( l E  m am y/(.r) =  lim ^  a,-
/—>oo

a ponadto | Я/ * I 1 / 1  { i  —  1> 2,...). Twierdzenie to wyznacza postać funkcjo- 
/г̂ 1

nałów linjowych w przestrzeniach E  mvazanego rodzaju.

R o zd z ia ł V A .
§ 2. Gdy x ^ { t ) ,  x { t )  są funkcjami określonemi <C 0,1> , to przez 

lim asx„ { t )  =  x { t )  rozumiemy, że ciąg { x j ^ { t ) )  jest zbieżny asymptotycznie do x { t )
n-^oo

w < 0 , 1 > ;  por. Wstęp, § 3.

)̂ Zagadnienie to zostało ostatnio rozwiązane pozytywnie przez p. S. Mazura.
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R ozdział V В.

k
§ 4. Metodę A  odpowiadającą tablicy { A )  пагулуа się normalną, gdy 

: 0 dla i  < k ,  ^ 0  dla i  =  k  ( i ,  k  =  l , 2 , ...). Do metod tego typu należą za­
równo metody C e s a r  o jak i E u l e r a  ( ft> 0 ). Ostatnie metody są w e­
dług twierdzenia p. S. M a z u r a  doskonałe (zob. pracę cytowaną w związku 
z twierdzeniem 3).

Twierdzenie 3 uzupełnia uwaga: Jeżeli metoda zachowa'wcza i odwracalna 
A  posiada tę własność, że gdy В  jest dowolną metodą zachowa\vezą niesłabszą  
od A ,  to każdy ciąg sumowmlny metodą A  jest sumowmlny metodą В  do tej 
samej liczby, w  takim razie metoda A  jest doskonałą.

R ozdział VI A.

§ 3. Zob.: J. S c h a u d e r ,  Über lineare, vollstetige Funktionaloperatio­
nen, Stud. Math. II (1930) p. 183—196.

R ozdział VI В.

§ 4. Twierdzenie, że лу przestrzeniach bazę tworzy układ
ortogonalny H a a r a  zaAvarte jest w pracy: J. S c h a u d e r ,  Eine Eigenschaft 
des H a a r s c h e n  Orthogonalsystems, Math. Zeitschr. 28 (1928) p. 317—320.

Niech E  oznacza zbiór wszystkich funkcyj zespolonych f { z )  zmiennej 
zespolonej z ,  określonych w kole jednostkowem 1 г | <; 1, regularnych w  jego 
wmętrzu i ciągłych na brzegu. Przy zwykłych definicjach działań E  stanowi 
przestrzeń ( B ) ,  gdy przez normę funkcji f ( z )  rozumiemy maximum jej modułu 
w uważanym kole. Nie wńadoino czy w tej przestrzeni istnieje baza.

Podobnie nie wiemy czy istnieje baza ŵ przestrzeni E  typu { B )  tak okre­
ślonej. E  jest zbiorem wszystkich funkcyj rzeczywistych f { x , y )  zmiennych 
rzeczywistych x , y ,  określonych w kwadracie posiadających po­
chodne cząstko^ye pierwszego rzędu ciągłe; działania zwykłe a pozatem

1 1 / ( л ^ , > ' ) ! ! =  Max | / ( x , y ) |  +  Max | f ^ ' { x y )  i  +  Max| f ' { x y ) \ .0<ЛГ,у<1
Nie potrafimy wkońcu rozstrzygnąć pytania, czy z tego, że w jakiejś prze­

strzeni E  typu ( B )  istnieje baza wynika, że w’̂ każdej przestrzeni w^ektorjalnej 
zamkniętej GC Я istnieje również ■ baza. Zagadnienio to nie jest rozwiązane 
nawet w przypadku gdy E  jest n. p. przestrzenią przy p ^ l ,  ={=2.

R ozdział VII A.

§ 2. Twierdzenie 3 można zaostrzyć a mianowicie, jak to okazał p. Z. 
Z a l c w a s s e r ,  przy założeniach tego twierdzenia istnieje ciąg wielomianów'
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{ Z  к ,  m  że stale >  O, ^  =  1, zbieżny jednostajnie do x(0;
m~l m—\

zob.: Z. Z a l c w a s s e r ,  Sur ime propriete du champ des fonctions continues, 
Stud. Math. II (1930) p. 63—67. P. J. S c h r e i e r  udowodnił przytem, że gdy 

spełnione są założenia twierdzenia 3, to ciąg może nie zawierać ciągu

częściowego 8итолуа1педо metodą pierwszych średnich jednostajnie do x { t ) ;  

zob.: J. S c h r e i e r ,  Ein Gegenbeispiel zur Theorie der schwachen Konw^ergenz, 
Stud. Math. II (1930) p. 5 8 -62 .

W przestrzeniach jednak (1^^^), przy P > 1 ,  a podobnie w przestrze­
niach (с), (г'о), z każdego ciągu elementów {х ,^ }  słabo zbieżnego do .t można 

wyrwać ciąg, którego pierwsze średnie zdążają wedle normy do x ;  w prze­
strzeni (L ) ,  nietylko to Gvierdzenie jest lalszyw'e, ale niezachodzi nawet Gvier- 
dzenie analogiczne do twierdzenia p. Z al с л у а з з е г а .  Zob.: S. B a n a c h  et S. 
S a k s ,  Sur la corvercence forte dans les champs Stud. Math. И (1930)p. 51—57.

R ozdział VII В.
§ 2. Dany ciąg elem entów przestrzeni E  typu { B ) ,  nazywamy s ł a b o  

z b i e ż n y m ,  gdy przy każdym funkcjonale linjowym f { x )  w  E ,  ciąg {/(-^„)} jest 
zbieżny; przestrzeń E  nazywa się s ł a b o  z u p e ł n ą ,  gdy każdy ciąg elementów^ 
uważanej przestrzeni słabo zbieżny jest słabo zbieżny do pewmego elementu x  

tej przestrzeni.
Przestrzeń (cp), i tem samem (c), (m), nie jest słabo zupełną. Słaba zu­

pełność przestrzeni (Z.) została wykazana przez p. H. S t e i n h a u s a ,  w pracy 

cytowanej na str. 83; słabą zupełność przestrzeni przy p>*l ,  stwierdził
p. F. R i e s  z w pracy cytowanej na str. 71. W przestrzeni (/) dany ciąg ele­
mentów jest słabo zbieżny, wtedy i tylko wtedy gdy jest zbieżny wedle normy; 
słaba zupełność tej przestrzeni jest wdęc oczywista.

R ozdział VIII A.
§ 1. Gdy R  jest zbiorem funkcjonałów linjowych określonych w danej 

przestrzeni ośrodkowej E  typu { B ) ,  to określony w tej przestrzeni funkcjonał 
linjowy f { x )  nazywamy s ł a b e m  s k u p i e n i e m  zbioru R ,  gdy istnieje ciąg fun­

kcjonałów linjowych { f f j { x ) )  należących do /?, zij=:/ oraz słabo zbieżny do 

f { x ) .  Zbiór R ’ wszystkich słabych skupień zbioru R  nosi nazwę jego s ł a b e j  

p o c h o d n e j - ,  analogicznie można określić słabe pochodne wyższych rzędów.
Łatwo dowodzi się, że przy każdym zbiorze R ,  pewna jego słaba pochodna 

przeliczalnego rzędu jest już słabo zamknięta. P. S. M a z u r k i e w i c z  okazał, 
że nawet w przypadku, gdy zbiór R  stanowi przestrzeń wektorjalną, jego słaba 
pochodna (pierwszego rzędu) nie musi być zbiorem słabo zamkniętym; zob.: 
S. M a z u r k i e w i c z .  Sur la derivee faible d’un ensemble de fonctionnelles

Dr. S. Banach. Teorja oporacyj linjowych. 15
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lineaires, Stud. Math. II (1931) p: 68 — 71. Dotąd nie znamy Jednak przykładu 
zbioru R  wektorjalnego, o tej własności, że Jego słaba pochodna drugiego 
rzędu nie Jest słabo zamknięta.

R ozdział VIII B.

§ 2. Twierdzenie 7 zostało udowodnione przez p. H. L e b e s g u e ’a. 

§ 3. Dany zbiór J  elem entów przestrzeni typu (B )  nazywamo s ł a b o  z w a r ­

t y m ,  gdy z każdego ciągu elem entów tego zbioru można wyrwać ciąg słabo zbieżny. 
W przestrzeniach i przy każdy zbiór ograniczony Jest słabo
zwarty; dowód dla przypadku przestrzeni zawiera praca p. F. R i e s  za
cytowapa na str. 71. Podobną własność mają n. p. przestrzenie (Cß), (c); nie 
posiadają JeJ przestrzenie (/), {L), {C ) ,  {m ) .

§ 5. Wyszczególnimy tu kilka w łasności izomorficznych.
Co

1" Szereg ^  elementów danej przestrzeni typu { B )  nazywamy b e z -  
/1=1

w a r u n k o w o  z b i e ż n y m ,  gdy Jest zbieżny przy każdem uporządkowaniu wyrazów
co

(do tego samego elementu). Własność: Dany szereg ^  elementów Jest bez
n—}

warunkowo zbieżny wtedy i tylko wtedy gdy przy każdym funkcjonale linjo- 

wym f { x )  szereg ^  |/(л:,^)| Jest zbieżny, jest w łasnością izomorficzną. Wła-
n=J

sność tę posiadają, wedle twierdzenia p. W. Or l i  cza,  w szystkie przestrzenie 
typu (R) słabozupełne; zob drugą z prac cytowanych na str. 144.

2° Własność: Gdy Jest ciągiem elementów o normie 1, to istnieje
oo

ciąg liczb {f„} taki, że szereg rozbieżny i ma sumy częściowe
n=l

wedle normy ograniczone, Jest w łasnością izomorficzną. P. S. M a z u r  okazał, 
że własność tę posiada przestrzeń (c) , nie posiadają JeJ przestrzenie (/̂ ^̂ ), 
przy p > l ,  (w), (M), (C).

3°. Własność: Zbiór wypukły zamknięty Jest słabo zamknięty (t. j. zawiera 
każdy element, do którego można dobrać ciąg elementów uważanego zbioru słabo 
zbieżny do niego). Jest w łasnością izomorficzną. Zgodnie z uwagami do § 2 Roz­

działu V łl A, własność tę posiadają przestrzenie (c),  przy
(/), (c), Cq) i nie posiada JeJ przestrzeń (L).

Przestrzeń (a podobnie Jest równoważna z przestrzenią z nią
sprzężoną. Niewiadomo czy w łasność ta Jest dla przestrzeni (Z,̂ ^̂ ) charaktery­
styczną w tym sensie, że na to by dana przestrzeń typu ( B )  ośrodkowa o nie-
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skończonej liczbie wymiarów była równoważna z potrzeba i wystarcza
by była równoważna z przestrzenią do niej sprzężoną.

P. S. M a z u r  postawił pozatem pytanie, czy każda przestrzeń typu ( B )  

ośrodkowa o nieskończonej liczbie wymiarów, równoważna z każdą przestrze­
nią w niej zawartą wektorjalną zam kniętą o nieskończonej liczbie wymiarów, 
jest równoważna z przestrzenią

R ozdział IX  A.

§ 2. Gdy operacja linjowa U { x )  odwzorowuje przestrzeń (E )  typu ( B )  na 

jej część, to równania x  — U { x )  =  Q, X — Z/(X) =  (-), mogą nie posiadać równej 
liczby łinjowo niezależnych rozwiązań. Można okazać jednak, że gdy \U \— 1 

i p ,  q  oznaczają odpowiednio liczby linjowo niezależnych rozwiązań tych 
równań, to p ^ g ;  przytem, gdy przestrzeń E  jest słabo zupełną i każdy 
zbiór ograniczony w niej jest słabo zwarty, to p ~ q .  Zob.: S. Ma z u r ,  Über 
die Nullstellen linearer Operationen, Stud. Math. II (1930) p. 11—20.

R ozdział IX  В.

§ 1, 2, 3. Zob. artykuł: E. H e l l i n g e r  und O. T o e p l i t z ,  Integralglei­
chungen und Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten, Enzykl. d. math. 
W iss., 1928.

R ozdział X .

§ 1, 2, 3. Twierdzenia 1—5 zawiera praca: S. B a n a c h ,  Über die Räume 
vom Typus (G), Stud. Math. III (1931).

Załóżmy, że E ,  E *  są przestrzeniami (G) i przytem przestrzeń E  jest 
ośrodkową; U  (л:) niech oznacza operację multyplikatywną odwzorowującą E  na 
część £*. Przy tych założeniach zachodzi twierdzenie:

1. Gdy lim =  лго, lim (7(.v,̂ ) =  To Pociąga zawsze To =  G(^o), to ope-
/г—>oo /2—>oo

racja U { x )  jest potęgową.
Zakładając dalej, że operacja U { x )  jest potęgową, mamy twierdzenia:

2. Przeciwdziedzina operacji U { x )  jest albo pierwszej kategorji albo 
identyczna z E*-^

3. Jeżeli przechvdziedzina operacji U ( x )  jest identyczna z E ,  to do każ­
dego ciągu punktów {t „} zbieżnego do у ^ = и ( х а ) ,  istnieje ciąg punktów { x ^ }  

zbieżny do X q, taki, że stale U { x J

4. Jeżeli operacja U { x )  odwzorowuje E  na E *  wzajemnie jednoznacznie, 
to odwzorowanie to jest obustronnie ciągłe.

W końcu zachodzi jeszcze twierdzenie:
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5. Jeżeli grupa E  jest przestrzenią (G) ośrodkową zarówno przy релу- 
nej definicji odległości ( x ,  y ) ,  jak i przy pewnej innej definicji odległości ( x ,  y ) i  

i jeżeli lim (x^^,x) =  0 pociąga zawsze lim { x ^ , x ) i  =  0, to i naodwrót lim {x^ ,̂ x ) ^ ~ 0Я->оо
pociąga zawsze lim (x ^ ,  x )  =  0; pojęcie granicy w obu przypadkach jest tedy 

to samo.
Twierdzenia 1, 2, 3, 4, 5 są oczywiście analogiczne odpowiednio do twier­

dzeń 14, 10, 11, 12, 13 rozdziału III A; założenie, że przestrzeń E  jest ośrod­
kową jest istotne. DoAVody tych twierdzeń znajdują się w pracy cytowanej 
powyżej.

Zob. również: F. Le j a ,  Sur la notion du groupe abstrait topologique, 
Fund, Math. IX (1927) p. 37—44.

P IB L J O T E K A  F U N D A ;
jaMI Ш0ЕН![;1'Е Im. fi ii . e. liMiltŁ



Skorowidz Terminów.
B a z a  139. M n o ż e n i e  l i c z b  p r z e z  e l e m e n t y  25.
C i ą g  biortogonalny 131; — elementów N o r m a  elementu 68;'— funkcjonału 69.

słabo zbieżny 225; — elementów sła- O d c i n e k  26.
bo zbieżny do elementu ,145; — ele- O d l e g ł o ś ć  p u n k t ó w  9.
mentów zbieżny (spełniający warunek 
C a u c h y ’ ego) 9;—elementów zbłe- O t o c z e n i e  p u n k t u  13.

żny do elementu 9; — funkcjonałów O p e r a c j a  18; — addytywna 26; — ciągła
słabo zbieżny do funkcjonału 171;-— w punkcie 18; — ciągła w przestrzeni
funkcyj zamknięty w (C) 90;— funk- 18; — jednorodna 26; — linjowa 38;--
cyj zamknięty w (7̂ ^̂ ) 89; — funkcyj mierzalna { B )  19; — multyplikatywna
zupełny w (Q  90;— funkcyj zupełny 214; — pełnociągła 119;— potęgowa
w 89;— liczb sumowalny 111, 215;— spełniająca warunek B a i r e ’a

D o d a w a n i e  e l e m e n t ó w  25. 19; — sprzężona (stowarzyszona) 124.

D o m k n i ę c i e  z b i o r u  12. P o c h o d n a  z b i o r u  12; — funkcjonałów
D z i e d z i n a  o p e r a c j i  18. słaba 225.

E l e m e n t  w ł a ś c i w y  201. P o d g r u p a  214.

F u n k c j o n a ł  18;— graniczny ciągu funk- P r o b l e m  m o m e n t ó w  93,
cjonałów 167; — ortogonalny do ele- P r o m i e ń  k u l i  13.
mentu 75;—ortogonalny do przestrze- P r z e c i w d z i e d z i n a  o p e r a c j i  18.
ni wektorjalnej 75; — właściwy 201.

P r z e s u n i ę c i e  36.
G r a n i c a  c i ą g u  elementów 10;— opera- 

cyj 18; — funkcjonałów słaba 171.
P u n k t  s k u p i e n i a  z b i o r u  12.

I l o c z y n  l i c z b y  i  e l e m e n t u  25. P r z e s t r z e ń  { B )  68; — (c) 12; — (C) 11;— 
(d ^ )) 11; — (D) 9; — { F )  36; — (G)

K u l a  13; — otwarta 13. 214; — (G=*=) 217;—(/(^ )̂ 12; — (/J^^)
L i m  inf ciągu liczb 166; — sup ciągu 11; — linjowa 220; •— metryczna 9; —

liczb 166. {rn) 12; — (Л4) 11; — ośrodkowa 13;—
M e t o d a  s u m o w a l n o ś c i  111;— doskonała słabo zupełna 225; — spójna 34; —

117; — niesłabsza od drugiej 115; — (s) 12; — (S) 10; — sprzężona do da-
normalna 224;— odwracalna 115; — nej 178; — unormowana 68; ■— we-
zachowawcza 111. ktorjalna 25; — zupełna 10; — (a) 58.



230 —

P r z e s t r z e n i e  izomorficzne 66;— równo­
ważne 66.

R o z w i n i ę c i e  e l e m e n t u  w e d l e  c i ą g u  b io -  

r t o g o n a l n e g o  132.

S k u p i e n i e  z b i o r u  12; — funkcjonałów 
słabe 225.

S p e k t r u m  199.

Ś r o d e k  k u l i  13.

S u m a  elementów 25; — szeregu elemen­
tów 34.

S z e r e g  e l e m e n t ó w  z b i e ż n y  34; — bez­
warunkowo 226; — do elementu 34-

W a r t o ś ć  operacji dla elementu 18; — 
regularna 199; — właściwa 199.

Z b i ó r  doskonały 13; — drugiej kate- 
gorji 13; — drugiej kategorji w punk­
cie 13; — funkcjonałów regularnie 
zamknięty 170; — funkcjonałów słabo 
zamknięty 167; — linjowy 220;— mie­
rzalny { B )  17; — nigdziegęsty 13; — 
otwarty 13; — podstawowy 75;— peł­
ny elementów 75; — pełny operacyj 
45; — pierwszej kategorji 13;—pierw­
szej kategorji w punkcie 13; — słabo 
zwarty 226;—wszędziegęsty 13;—wy­
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s t r . w i e r s z z a m i a s t : w i n n o  b y ć :
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