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SPIS a?EESCI

OZNACZEIIA
WSTBP

SFORMULOWANIE ZAGADHIERIA TEARSPORTOWEGO RIEJEDROROD-
REGO.

POJIUCIA UZUPELRIAJACE MODEL
ALGORYTM

celu /dotyczacymi kosztow niejednorodnych/.

PRZYHIAD 2. Zagadnienie transportowe z dwoma funkcjami
Celu dla kosztow niejednorodnych i funkcjg
czasu realizacji planu.

SCHEMAT BLOKOWY ALGORYTMU.












przy ozya
0, jesli =®

M YN N g ()

[i*2. Wtym ujeciu zagadnienie mozna sprowadzi¢ do opraco-
wania planu przesuniecia masy z m punktow nadania do n pun-

» @2L @ . )
i (5 A3* zastepujac funkcje celu (3) fiinkcjg (3)

ktow odbioru, zgodnie z warunkami (1)

8 warunkiem N3) .

2. POJSCIA UZUI=ELIJIAJACB MCIDEL

j Wychodzagc z pojecia plan dopuszczalny, tj* wyrazo-
ny przez zhi6or 1 = u 2 i spetniajgcy warunki (I) ,
(") - dodatkowo:
2«2. Titt plan optymalny = zbidr §< = i
4acy funkcje (5) pi“2y warunku [5*) e
I 2*3» Itifi w e ze + = dowolna para [/i*j/

| 2%4* Pf. fi « zbidr wiffisystkich weztow /i ,j/.

123» Df: fi at ai cuc dowolny podzbidr weztow

ze zbioru fi«

I 2*%6« fif: Cy k|l tancuch w postaci weztow
C"o” "o) » » see* ANL 3 N0)
2.7* Plan dopuszczalny ($2.1] , nie zawierajgcy cj™klu
(J 2*6J ztozonego z elementow > 0, nazywamy

acyklicznym












JesJLineset «tedy wraz s wezlanl tadEc%
«ha D twarzy on cykl oddzielny*

Zgodnie z "2*9« wyznaczmy zbiory W i W% ,
przy cdmniech z s aitn . Wzwigzkn z
niech bedzie

*H zbiér w ktorym  z s oi?az
W H) zbior w ktorym = 0O

4.2. Jesli picMBPi (@1 =i,2,...,b/ 1 /i =1,2,..n/
oznaczymy odpowiednie potencjaty» to ich wartodci
moina obliczy¢ z ukladu /m =n « 1/ réwnaé. B ~ g”s

* ®ij
Vtedy ocena wezta ('»;))*H\ Dpr~jmie postads

$.i"
1 4 i @jenai, J
4.3* ffi.ech zbiorem weztow zawierajacych
®lj * ®ij - Pi- 9] <®

4«4* Cyklami bez obcigzen bedziesy nazywali te w kto-
rych wezet (io’”o)f ~(-)» C”™le te wyznaczamy roz-
patrujac wezly i-tego wiersza i j->tej kolumny»przy
czym takie dla ktéorych *»j) f. R\ B*

J3* HLGOSITM
BLOK 1* Zapis warunkéw zgdania w postaci macierzyt

1 omz. MckteroH |aj i [*Dbjl.



BLOK 2> Opracowazile wyasciowego A)aso«egc/ planu dopusz-
czalnego ze 'wzgledu na funkcje celu /3/ oraz przy zato-
zeniu s 0* /Mozna przyjaé¢ doiwolng metode, np. ren-

ty réznicowej, “kata poinocno-zacliodniego, VAM itp/.
BLOK 5. Obliczenie potencjatéw dla planu wbloku 2*
BLOK <« Wyznaczenie zbioru weztow oraz obliczenie

dla kazdego wezta z tego zbioru wartosci

ijtij Ny
BLOK Dla kazdego /blok 4/ ci?liczy¢ "ij*® ™3
celu, zgodnie z (9)i
5*1* wybranemu c. przyporzadkowaé¢ /wg J2*9*/
min .
' S Gig
5»2. dla wybranego z*" wyznaczy¢ cyKkl;

5*5*dla wybranego cyklu obliczy¢ ] NS 1 2%H.4%2/
Dziatania od <b 5*3 wykonaé¢ dla kazdego c.

BLOK 6. jposrod wybraé posiadajagcg najmniejsza

Warto$¢ ujemna.

BLOK 7. Do wezta odpowiadajacego wybranemu w bloku

6. wprowadzi¢ witasciwe = z oratz zgodnie z jEczyjeta

reguta wykona¢ nowy plan dopuszczalny.

Dziatanie wediug blokdw i 6 przeprowadzac
dopdki:
7.1, zbhiér nie stanie sie pusty lub
7.2. wszystkie wezty tego zbioru otrzymajg nie -
ujemne.

BLOK 8. Odcigzenie wezta w ktorym

0:"Ni = 0;: o












i* WZISLJJ)

BLOK 'i. Dane wyjsciowe zasadnieiiia transpo3?1;owego przed~
stawiono wtabllcT 1« Wlewym gérnym rogu kazdej
kratki wpisano jednostkowe koszty transportu

w praTiym gorz\rm rogu - koszty state .

TABLICA 't

BLOK 2. Opracowanie wyjsciowego planu dopuszczalnego ze

wzgledu na koszty jednostkowe /c""/ przy zatozeniu

®ij “ Zastosowano metode *~ta poéinocno-zachod-
niego"* HYYynik - ‘'ak tablica 2 dla iteracjiv 1,
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liDERACIA 1 TABLICA 2

p::~~:4i
.-..*r
A9 I, E
—==N e A—— — _p
T zTMto"™ ™7 ["==[55= 'i9°rioo
|
4 70 o - H
6| 250 131 ~50 91 80 15l 70" In
90 30 -120 j
20( 100 3j 300 '.17.J 250 ZJ 180 "
a :
|
3 110 90 200 n
\doo a
70 100 140 90 X.
400
2"©aXizacNi wersji plajm dopisze ssJbaegos
Kaszty tacanspoiitu w/g (3) « 5770
Koszty state - 1330
Sazem: 7280
BLOK 3» Obliczenie pote23C3at6w i i dg dla planu otrsy-

manego w bloku 2i Warto$ci potencjatow wpisano od~
powiednio w skrajne” lewej kolumnie i goérnym wie2>-

BzU tablicy 3*



. t
af o QhEiT 8 Q"- 9;,=-6 0
Ne==m==== u
p_:0 ~i?T mirr WisT "
70 10 80 H
D = 13 : 51 T
I Rp=5 ] 9|
1 90 50 120 |
» 1 [
Il P3=15 “ST ~n 17 t 71 " H
ii i
110
90 200 ) k/l
E""v 400 1
70 I 100 mm 140 90 'f_ Y
fioo " \|
- Potessejsiy py.i en 0L-Mcza sie tylko w sto~
simku do weztow “ol>cigzoi)ych” /zbidr K» przyjmu”jac
N 0O» a pralctycznie = 0, tak shy = P» + g™
BLOK Wyzjaaczenie zbioru R™ tg zbioru weziéw
"nieobcigzonycit”* Obliczenie dla kazdego wezta z tego
zbioru?
CID = Cil5 Pi - « /wlg #2.11. 4*3/
Wyniki zawiera tablica 4.
TABICA 4
6 A 1
qr=17 q2:5 «5=A gN:i=-6 ”
i \ «
= == s=s:2rc2s:||
NP - d ~IT '
Jﬁ 5 +10 413 I}f
09 _ 6 ( 230 1l
VLT T ::
] ti
lipg = 15 20 100 5 _ v
i !
I}
1l
Nl
je

tablica 5

15
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Ad* 5*5* posréd Obliczonycli w bloku ~sybraé
o WBjrtosci na.ianie.isze.i, czylii
£22 = - 1590
BLOK 6» Wprowadzajagc do wezta (3>2] =*90, ziaie-

nt6 plan dopuszczali® /tablica 2/. Zgodnie z regiitg "kata
poinocno-zachodniego"” nowy plan dopuszczalny przyjinie

posta¢ /tablica 3/ iteracji 2t

ITESACJA 2. TABLICA 3.
r \ i a
i1
n i
ll========
17T 370 ~ i rié o ~
ﬁ/‘ T r s o i
n 70 10 «
i
230 13 1 M30 _ j.j 80 -151 70 i
1 120 s
u 120 ii
I
g JO 1 -joo _ y 300 tzJ 250 7 180 i
8 »5 200 ®
H 90 20 90 it
0 - Sl
Va0 (N
70 100 140 90
400 \I]

Koszt realizacji tej wersji planu dopuszczalnego?

Koszty transportu przy =0 3770
Koszty etsAo AN 1380
Bazem: 3150

Przejikiie do iteracji 3« Obliczenie potencjatéw i
dla planu dopuszczalnego w/g tablicy 2. /jak dziatanie

w/g blcjku 3/* ll*yniki zawiera tablica 6*



»TABLICA 5

Cfbliczeaie w zbiorze l¢ek blok 4/. Wymki zabiera.
tablica 6,

Jak blok 5.
Obliczenie;

o1 70 lub 1201 91 70|

cykl? + (2*1) o1+ 250i (1.1)

A2h = 0 . 70 + 250 - 370 120
_* - [ ] -
ma (i*.j) 5%1 31 i 6:
31 70 lub 90j z 51 70i
Cykl; + (3,1) j s, + 100) @,1; 31 5707
31 +6,7-+ 100 - 370 = + 150i
Dla (i,j 2,2) 5 99 16;
9 90 Ilub 1204 Z55 90j
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ITERACJA 5. tablica 7

Kossst realizacji tej wersji planu dopuszczalnego!

Koszty transportu przy Syg = 0 37i0

Koszty state 'id 5] 1230
Razem AOAQ

"=3858i=S=;==-"--A-5i=:S" |Astepujac zgodnie z pro-

cedurg podang w blokach 3»" i 5j otrzymamy wyniki iterac¢}i

N [patrz tablica 8/ oraz ponizej - wartosci dla

21



ITERACIA 4. TABLICA 8

r:>=T1 _ .
i\ g7 @= psin f
Y-------- . .
N = = 370= = irr"50=~19 r—i:o0 i
i: P1= 70 +6 10 +15 80 g
r-------- )
6 250 13 50 . 15 70
v P2=-5 +16 ° o 120 !
'L -6 120 +16 ﬁ
i -2 1) _ 53 300-4zJ 250 71 180 il(
i 0 100 10 o0 W _Tf
iL ==2zssl
70 10U O 90 Vo°1
‘tody li
=-6 . 70 + 250 - 370 = - 570l
= 0. 70 + 100 - 370 + 200 = - 70,
N2 =+6 + 200 - 50 = + 210,
(22 = + 16 ~ 100 + ¢150 - 500 = + 1750,
= + 15 . 10+ 100 - 50 = + 200,
(24 =+ 16 . 90+ 70 - 180 = + 1550.
Poniewaz najmniejszg spos$rdod wartosci ujemnych po-
siada "2\ - " zatym iteracja 5 "bedzie polegata na
wprowadzeniu do wezta (2»l) = 70 i odpowiedniej zmia-

nie planu dopuszczalnego w/g tablicy 8.
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ITEHACJA 5. TABLICA 9

{
|
n @ =S = 1n - 10 ili
="=[55="j3e00g5 "rﬁIT”ioo"'__”
i p-i = ° otd 0 80 +9 80 1
' f
s| 250 15 450 9 80 15 70 i
»2 =-5 70 +10 50 +10 120 j||_|
100 _sJ 300 I PSO 7\ 180 Iii
A3 =-5 +12 100 10 o0 200 |
\Aqu
70 1 \
00 140 90 400\j]
Koszty realizacji te® wersji planu wynoszaj
Koszty transportu przy Sld 3290
Koszty state [shn >0 1110
fiazem 406
Wwyniku obliczenia potencjatdw pi i A3 ora™ war-
tosci otrzymano nastepujace oceny cykli weztéw nie-

obcigzonych /tablica 9/*

+6 .70 + 370 - 250 = + 5”70,

11

51 - 12 70 + 100 - 250 + 450 = + 1140,
12 80 + 200 - 50 = + 150,

9ot 10 . 50 + 450 ~ 80 = + 8?0,

g +9 80 + 100 - 50 = + 770,

24 + 10 . 50 + 70 - 80 = + 480
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Poniewaz wszystkie sg nieujemne, to zgodnie z po-
stepowaniem aigorytmicznym dla tego zadania - wystapit bo-
wiem przypadek bloku 7*2 - nalezy przystapi¢ do odcigzenia

wezta posiadajgcego

¢- * s max s. - [/blok 7/
(iIJ)€R,

Wybrany wezet (5»2) odpowiada temu warunkowi
/[s”~2 = 300/ j a zgodnie z blokiem 8.0 wystapit przypadek
8.~. Wezta (3»2) nie mozna odcigzy¢, poniewaz wartosci

£ dla ewentualnycti odcigzajgcych go weziow bedg dodat-

nie.

Kolejny wezet, ktéry mozna odcigzy¢ /tj. 3,5 [ po-
siada* Sjj = 250 i =z % 10. Dla odcigzajagcego go
wezta  (3>1) wartosé wynosi* + 12.10 + 100 - 250 s

- 30, co oznacza, ze taka mozliwos¢ istnieje i powinna by¢
korzystna dla danego planu dopuszczalnego.
W zwigzku z tym nowy plan dopuszczalny przyjmie

posta¢ /tablica 10/:

ITERACJA 6 TABLICA 10
: -1 99= - a9 qj = =—2
- . 77 =
e TP i
46 +12 80 +21
I 6 250 15 450 9 | 60 ~ 70
li Pa=-5
" 60 +22 60 122 120 &
i 20 100 5 300 17 250 gL 1ISO
li P3=9
“ 10 100 <0 90 200 1
70 100 140 90
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Koszt realizacji plazrut
Koszty transportu przy « 0
Koszty state (Sij>0j

Nazemt

Plan optymalny na podstawie ITunkcji celu

/taT™lica 11/

Koszt realizacji tego planu wynosi:
Koszt transportu /przy s = 0/

Koszt staty [sA~ > 0)

Bazem

miatiy postaé

TABLICA 11

A zatem, plan otrzymamy jako wynik iteracji 6

/tablica 10/ nalezy uzna¢ jako optymalny, poniewaz funk-

cja celu przyjmuje imiejsza wartosé¢ /~510/ niz dla planu

optymalnego przy kryterium /3/*

25



PHZItKEAD 2» O ptralizacja planu dov?ozu w waruzikacli

ograniczonego czasu*

Warunki zadania - jak wprzykitadzie 1  zai*lera
tablica 2*1. Ponadto, “sprowadza sie ograniczenia wpostaci
najdtuzszego czasu w jakim plan i>owinlen byé zrealizowaior«
Zaktadajac, ze stan S$rodkdw transportowyclbi zapewnia prze-
suniecie Zaplanowanej masy z punktu i do punktu 3 w jed-
nym rejsie /np* kolumny samochodowej/ wtablicy 2*2 podano
brednie czasy przejazdu*

Nalezy opracowa¢ plan dowozu zapewniajagcy petne za”
potrzebowania zgtoszone przez punkty j wczasie ograniczo-
nym do 16 godzin, z uwzglednieniem lokalnego ekstremum fun-

kcji kosztéw jednostkowych przewozu masy i funkcji kosztow

statych*
TABLICA 2*1.
1}
I
N "5 I
1
. 2r°558°=irndsg N § 38= i
I ' 100 I
" i*
i« 81 ~00 10 11250 _aaJ 900 151850 6 11210 i
u 1508
] U
8 i 1700 »fij 2200 12 1000 22 970 9 870
a, 18q |
v q
i .
i - -2U 600
"o ij 2800 800 920 320 120]
__ - H
70 130 160 80 110 5518
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Uwagat w lewym goérnym rogu kratki /i» j/ wpisano

ANjednostkowe kosaty transportu » W jn?awym goérnym rogu -
- koszty state /s™j/
1?ABLIGA 2*2.
tearaaaaaa
, bj'm ¢ «
/\2 ,\3
Illr - - H
o 22 15 13 18 12 100 il
L- ;
]
RS 16 14 15 10 17 150 B
... mli.. . Sﬁ
a
" 14 19 . 190 16 14 180 1
. I
I
ay «
| = 10 12 20 15 21 120 g
70 130 160 80 110
550\]i

Uwaga* w kratkach /i,3/ wpisano czas przejazdu z punk-
tu i do j z tadunkiem okreSlonym w planie optymalnTm i wszel-
kich planach dopuszczalnych#

Uwzgledniajagc 16 godzin jako go6rng granice transportu,
z punktu i do j, dane zagadnienie przyjmie postad tablicy
2.3.
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TABLICA 2*3

ROZWIAZANIS
BLOK 1» Wprowadzone do paialeci zatozenia wyjsciowe przedsta:-
wia tat»lica 2*3*

Wezty /i,j/ wktérych czasy przesxaiigcia mas
przekraczajg X6 godzin ioie zostaty wypetnione*Stad,
macierz kosztéw tran”ortu stata sie tzw* macierzg
**dzixirawg”

BLOK 2« Opracowanie pierwszego planu dopusdczalnego /itera-
cja 1/ przy zatozeniu s.’l"s s 0.

Nalezy zauwazyé¢, ze w przypadku macierzy "dziu-
rawej” zastosowanie metody "kgta poéinocno-zachodnie-
go” moze nie doprowadzi¢ do zbilansowania rozdzielar-

nych mas* Wniniejszym przyktadzie wystepuje taki

28



witasnie przypadek. Korzystnie;5sze

natomiast zar-

stosowanie metody VAM-Z, ktéra doprowadza do euzyska-

nia planu optymalnego /przy

zonego *

0/ I*t) "bardzo zbli-

Stosujgc metode VAMLZ otrzymano plan dopuszczalny

/[tablica 2«”"/e

ITERACJA 1.

I'R >1 72
l====A

- 4 r 1000
i~

8 100 10 J1230
1 130
P

3 28007800
} N

3?20
70 130

TABLICA 2-4.
1

"3 ”’s W

R

A Ti200 123 780" §

100 |

100 |
_sSx 900 is Ibsc

150 1

20 u

12 1000 22197C 9 1870 H

180 «

60 10 110 3
lo]32C

120 %
_Jt__

An53011

160 80 110 X »

550\ I+

Koszt realizacji powyzszego planu wynosit

- koszt transportu przy =0

[

- koszty state

- 4640
N ®) ~ 1260
Razemt 13900
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|BIOK: 3»

BLOK 4.

BLOK 5»

BLOK 8.

al cykl:

30

Obliczenie potencjatd« planu dopuszczalnego
iteracji 1) zawiena l;ablica 2.17.
Obliczenie wspoiczTuniico« C*. zawiera tab->
lica 2.5. n

5ABLICA 2.5*

Poniewaz w planie dopuszczalnym (tablica 2.5) aie
wystepujg - Cij ~ 15" (Mym samym, wszystkie

sg dodatnie Jp, przechodzimy do bloku 8.

Odcigzenie wezta, wktorym wystepuje =

= max -Aj e Jest to wezet /4,i/, wktorym
i) R . . .
A.' = 2800, Wybieramy dla niego cykle i obli -

[ ]
csasQT Jnka rtosci  Cjj o

» @)2) . (2,2) , (2.1)
a s 70 /odpowiadajace min X ¢« ~ 70f






TABLICA 2.6

Koszt realizacji powyzszego planu wynosi:

- koszt transportu przy 6ij =0 4640

_ koszty stale ( > 0) 8810
Razem 1>450

Ponieyjaz wszystkie C‘a sg nieujeime, kontynuujemy
proces odcigzania weztdw wykazujagcych max
al wezet (4,1) : cykl (4,1), (2,1), (2,2), (4,2)
z =50 (odpowiadajace t M2)
=-2800 + 20 . 50 + 800 = - 1000
b/ wezet (4,1):. cykl (4,1), (3>Df (3,)» (™»"]
= 10 {odpowiadajgce weztowi 5»* } ®ktorym

N

~54

"0 jako A jagn

=4 , 10 + 1700 - 970 = + 770
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Sposrdd powyzszych wariantdéw najkorzystniejszy jest

wariant a/, wktdrym = - 1000. Po wprowadzeniu do
planu dopuszczalnego (tablica 2.6), otrzymamy kolejny plan
dopuszczalny, ktoérego koszt realizacji powinien byé o 1000

jednostek nizszy.

Nowy plan dopuszczalny zawiera tablica 2.7.

TABLICA 2.7
IE e = X ! 94=1" 15=1" I
|'|| = 141i000 ~1200 19|"780 Loo ‘
f - 15 100 +18 |
Il
400 10 1250 21 900 <15 850
ap2=-19 ° B 150
I 70 80 +36 +20 )
19 1700 12 1000 970 9 870 .
#"3:“ c cio 10 11C 180 W
Il Pa=-4 3 2800 25 800 10 520 120 i
Ijn >20 50 0
) 150 160 " 80 110
550)\7|
Koszt realizacji powyzszego planu wynosi:
- koszt transportu przy =0 5640
- koszty state (O;é 0) 6810
Razem 12450
Poniewaz wrozpatrywanej, kolejnej wersji planu wyste-
pujg dla C~ warto$ci ujemne, sprawdzamy mozliwosci popra ~
0
wienia planu, poczynajac od okre$lenia cykli dla ujemnych *

al Wezet @4,1) :CAH = - 20( cykl (4,1), (2,1), (2,4, 4,49
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pozwala na wprowadzenie do (4,1) = 70 oraz do (2,4j
Xag = 70j.'kosztem odcigzenia weztow [2,1) i (4,4) o 70
jednostek kazdy. Stad
= 20 « 70 + 2800 - 400 + (20 . 70 + 850) - 320 =
=.2220
co Swiadczy, ze wten sposob koszt realizacji planu wzros-
nie o 2930 w stosunku do poprzedniej jego wersji,
b/ wnrzet (1,2): = - 15; cykl: (1,2), (4,2)j (4,4), (3f4)
(3»5), (@,5); min = 10.
(12 *=- 15 ., 10 + 100 - 970 = - 120
c/ Wezet (1,2): cykl: (1,2), (1,5), (2,3), (2,2]

w22 = 80 .wprowadzone do (I,2) daje

N2 = "5 e + 36 . 80 + 900 - 1250 =
= + 2350
Sposrdd powyzszych wariantow zmian do planu dopusz —
czalnego (tablica 2,7 ) najkorzystniejszy jest wariant b/,
wedtug ktdrego = -120, Uwzgledniajagc go, otrzymaioy no-
Wy plan dopuszczalny (tablica 2,8]



TABLICA 2.8

Koszt realizacji powyzszego planu:

- koszty transportu /przy 47~ =0/ 5490
- koszty state [ L "q: 6840
Bazem  '12330

Poniewaz cykle dla weztéw (3]1) i posiadajacych

ujenme C;; , daja wartosci i dodatnie., nalezy

przystapi¢ do odcigzenia weztéw, poczynajac 6d wykazujacych
najwieksze
al Wezet (2,23; S22 = 1250» posiada nastepujgce cykle:

- (2,2), (2,3), (1,3), (1,2); z =10 wwezle (l,2)

A22 =+ 21 . 10 + 900 =+ 1110;
“(2.2), (2,4), (44), (42); z = 80 wwezie (2,2)
022 =- 1250 - 320 + 20 . 80 + 850 = + 880,

Cco oznacza, ze wezta (2,2) nie mozna odcigzy¢.
h/ Wezet (1,3)r = 1200.
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- oyal (1,3), (3,3), (3,5), (I,5)i » = 100;

o- 1200 + 18 . 90 + 780 a t laoOQi
-cykl: (1,3), (2,3), (2,2), (1,2), z = 80;
=+ 21 . 80 + 900 - 1250 =t 1330;

neata ['i$3) nie mozna odcigzy¢.
o/ Wezet 7 MO0} z = 20 s wezle (I»2)
- oykX: (1,2), (1,3), (3,3), (3.,4), (4.,4), (4,2).

N2 = - 1000 + 15 . 10 + 970 = * 120;
—cykll (1,2), (1,3), (3,3), (3,1), (2,1), (2,2), z=10,
02 = - 1000 - 1 . 10 + 1700 = * 690;

a zatem, wezta (1,2) nie mozha odcigzy¢.

d/ Wezet (3,5); = 1000;
- cykl: (5#5]» (N> (M95]; 2 = 60;
i55:- ooo - . 60 + 1700 +21 . 60 + 900 = + 2800
Podobnie fatwo stwierdzi¢, ze i pozostate wezly |,
tj. (5,5): = 870; (4,2); n21 = ?
4,4) : - 520 nie posiadajg cykli, wktorych wystapia
ujemne wartosci ti: W zwigzku z tym plan wyrazony w

0
tablicy 2.8 nalezy uwaza¢ jako optyiaalny. Koszt realizacji
tego planu jest bowiem mniejszy niz koszt planu przedsta *

wionego w tablicy 2.4 (15900 - 12550 = 1570j*
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