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N-g-~1  Zapozna¢ z WYbranymi pojeciami teorii grafow i pewnymi
zastosowaniami ich w praktyce

Zagadnienia:

1* Wstep

2# Pojecie grafu

5* Ciggi i1 linie wgrafie

4# Niektoi™ klasy graféw

5# Podzbiory graféw

6* Niektore liczby teorii graféow
7» Macierze graféw i ich witasnosci.
8* Drzewa i pradrzewa

Qe sieci

10* Niektdére zastosowania grafow

Czas; 10 godzin wykiaddw



1* Ws t e p

Od dawna ludzie postugujg si§8 graficznym sposobem prezen-
tacji warunkéw rozwigzah roznorodnych zagadnien: starozytny
astronom zaznaczat na pergaminie punkty przedstawiajace plane-
ty 1 linie przedstawiajgce ich trajektorie| fizyk dla okreSle-
nia pradow przeptywajgcych w obwodzie elektry%znym zaznacza na
schemacie punkty o rozitych potencjatach i wskazuje strzatkami
kierunek przeptywu pradu od jednego do drugiego punktui inzynier
konstruujac hydrauliczny agystem napedu maszyny nie moze obejsc
sie bez schematu, na ktérym za pomocg linii przedstawia prze-
ptyw ptynu od jednego urzgadzenia do drugiego itp.

Abstrahujac od konkretnego znaczenia jakie posiadajg w
przytoczonych przyktadach purikty i linie otrzymujemy prostg
graficzng prezentacje ztozong z wielu punktow i taczacych je
linii, ze wskazaniem kierunkéw przejscia od punktu do punktu*
Czy taki obraz graficzny podlega jakim$ ogoélnym prawidtowoS$ciom
I czy posiada jakie$ ogolne wiasnosci?

D# Konig w swojej monografii w 193* po raz pierwszy nazwat
wszystkie schematyczne rysunki, sktadajgce sie ze zbiorow pun-
ktow i linii ogélnym terminem g r af i rozpatrywat graf jako
samodzielny niezalezny od jego tresci obiekt matematyczny* Wis-
tocie Konig dat poczatek teorii grafow.

Wtworii grafow wyodrebniono kilka oryginalnych zagadnien:
teoria sieci trensportewych, obwodéw przytgczajacych, badanie
klasycznego zagadnienia czterech barw* Z powodzeniem teoria gra-
fow moze by¢ wykorzystana do rozwigzania w grupie zagadnien
ekstremalnych jaki zadania planowania sieciowego; probleiuy zwig-

zane z oszczednym zapisem i przetwarzaniem informacji* Warto
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podkreslic™ ze jezy]E "fceorii grardé”™ je$li bardzo wygodnyy i obra-
zowy przy wyktadaniu bakicb dyscyplin, jak; beoria gier, zasko*
sowanie metod matematycznych w ekonomii, teorii algorytméw,

teorii sieci elektrycznych, teorii automatow.

2* Pojecie grafu

Jezeli dane sg dwa zbiory A i B i okreSlona jest zasada
przyporzadkowujgca kazdemu elementowi acA element b~B, to
moéwimy, ze zostato okresSlone przyporzadkowanie miedzy elementa-
mi zbiorow zwane odw zorowahniem, oznaczamy je
T* /gamma/ z zaznaczeniem elementéw; “~wyjéciowego i odwzorowywa-

nego /lys. 1, 2, $/-

emg, S
A3 nep (b
S (5
4 S

Rys. 1.
Odwzorowanie, w ktérym kazdemu elementowi zbioru wyjscio-
wego przyporzadkowuje sie odpowiednio jeden element drugiego
zbioru nazywamy odwzorowaniem jedno -

ZnNac Znymc«

dT
— ~ {A1» A2}
\
_*b5 I /\/\2 [ {/\5* /\4*
<% / m NV ~aj N [zbior
A Rys. 2. a

Odwzorowanie, w ktérym kazdemu elementowi zbioru wyjSciowe*

go przyporzadkowuje sie podzbior elementow drugiego zbioru nazy-

wary odwzorowaniem wieloznacznym.



Otiw»orowaric ©aansagtrz sMoru X » ,a,t
/r™s. 5/ iaozQ okreisloac aastepujgcsi

Rys. 5« %

Mozna rotmiaz ros:pat2:”~wact odramioiiiu od wapomi”~5?eh
od”zoros™aa plei-woscgO stopnia, oci?isoro”™araa stoimi,
np. dla obioru X /rjB. 3/ odwBOiowaiiia

o~imoTommImié¢, odpo”sledalo 2750 5**s0

stopnia#

Mowii™t ze graf jeat okrezlon™™, Jezeli dane eat

nlepuet'” sbior X i Odw”.oroijaaia F sbiow. I 9 X.

Graf mozna wiec prr.adatawic zbior eleaeiitdis z iedi

odwsorowaniani w i;jom zbiorze 1 omaczaii™® G™X,rj# Wintorpreta-

cji geesietr;yczB0Oj grafu @IOi"en%™ X przedstawiano sg. Jslio punkty

zwane wierscbotkam, 1, a odcinki tgczgco dowolne dna
wicrzchotki x i 3, z ktor™M-c.- Jest odwzorowanion ji
lukami ANafu» lla tukacli prz;™ pomoo;™ strzatek

aie icb orkdntacJ-™:. od elei*iOntu X do Jego odwzorowania

Jezeli d'M”» Jest zbidor elesae™tofi' x N 1
odwzorowanie wsz”Nstkicli elometitow w zbiorze
N ING to zawsze mozna okreslié

gim' G (I,Fj /r™a# 4/*
Baiorcm wici™*zenotkow tego grafu Jest

“q N X BE|KNBC2EXN , a zbiorem ‘tukow

Tys» 4*
~Npidr tukéw okresla odéwsorowanie grafu i ua odwrét, odwao—
rov;arLio F olcredla ~o6ior tukow U, d6latogo rownowazne ag asplsy

grafu g(xJT) * G~X,ul



ulerX,iOtki grafu mzaB dowoliii*" na

nie i taczyc¢ linimnl nie tylkc pr™ostymi 5/
i o) 6 r n
it i

liar"erajg one te ama liczs™e v~/lerzciinZkonNs N

sg XnciXtycznBi N Iy f:;irﬁ 7ol s
3» Cigagi linii mgraf!
Dwa wlirrscnotM. ws ) L1 a il
uku* e« ii-jt je: mf a X iCaa jLuku*
sgsiednia i, jeieli sg rosne i

L adbxs WA ®  §» dwa wiersionolki sgaioimiet
rosno X xs”™xo”e luk ¢8» 1l aol o an®a
taki mecrisckolek t xuxx0a s
wiorsckotkieas e 0 iiok U “ycnoi 1 - eli
Jn jaat i nie ~oueem taku u i So tuk izi. de

X, 4eneli X jost konaem, a rOmioai™ei™e nie Jest
oku luk u 1 %cy ii %ti "ny & & we?
a wierclietsk x 1 no”~den a z A U «
Ogodlna liczba #Hikd«: inc: s wiaracliolkiem
st idorseaolka Qmxzmy P(x> p o6t b ~opniem
Wi fgiGia X "ANola Prjx g/ wiokkinyidlica x aus” aiSig/  I»»*osog lukow
m Aycti/ dc dme”o Olka. ™iorawi

n@gTwajgy poczgtkowy oacow iOli PM(x)a
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=01 PP(X)+ 0/ PMx)+ 01 P"(x) =0.lia przektad dla grafu
/rns. 47 P(x™)» P(xM)= 4, P(X2= 5, PX )« PXN =P (X =2, s3
stopniami odpowiednich wierzchotkéw, a x,, ¥ sg wierzchotkami
odpowiednio poczgtkowym, koncowym z poistopniami =01
p" (XY =4, =21 P~ « 0.

sciezka wagrafie g(x,u) nazywamy taki cigg tukéw
Uy|fu2f eefUjNi N ktérytB koniec kazdego poprzedzajacego tuku Jest
Jednocze$nie poczatkiem tuku nastepujacego po nim. Sciezke nazy-
wali® prosta gdyz zaden z tukow nie wystepuje wciggu wie-
cej niz Jeden raz 1 z4+ozongag wprzeciwnym vsypadku. Sciezka
przeciiodzgcg przez wszystkie wierzchotki tylko Jeden raz nazywa-
my $ciezkag Hamiltona.
Sciezke zawierajaca wszystkie wystepujace tylko raz tuki grafu -
sciezkg Eulera /w grafie na lys. 4 nie stepuje zadna z tych
sciezek/e

Dtugosc¢ Sciezki Jest to liczba odpowiadajgca ilosci
tukow w ciggu /] u’j .
Gatagz Jest to sciezka,w ktdrej wierzchotki poczatkowe i
koncowe sg weztami ~dla wezta P(x))>2j. Obw 6 d nazywamy skon-
czong Sciezkg rozpoczynajgca sie i konczacg w tym samym wierz-
chotku, a obwdd o dtugosci 1 - pet 13 /narys. 6 petlg Jest
tuk Obwod moze byé; p r osty - kazdy tuk wystepuje
tylko Jeden raz; ztozony-w przeciwi*ym wypadku, e 1 e me n|
t arny - wszystkie wierzchotki sg rozne z y”~atkiem poczatko-
wego I koncowego, ktore zbiegajg sie; Hamiltona - przechodzi tyl-
ko Jeden raz przez wszystkie wierzchotki /z wyjatkiem poczatkowe-
go i koncowego/; Eulera - przechodzi tylko Jeden raz przez wszy-

stkie tuki.



4. Mlektora klas™ grafow

Graf moze byttt Kor xent owau N m¢$zysvkie
ekotkl potgczona sg tukami|l nieBorlentowmn?® -
stkia wierzchotki potgczona ag kx'awedziamle /dla grafu aiezorien”
towonego uzywa sie pojfcs krawedz™ tuiicuchf cyklf z”~iast odpo-
wiadato$s tukf ~iezksf obwdd/| ml e uz mny - aklada™acy "le

z tukow i krawedzig z a r o ™ - zkozouy z aaig”cii izolowmi™ch

wierzcnotkow /dla takiego grafu /xNins u dla kazdego
XNEX|j@dBaroan”- - stopnia wez”atkiah wierzchotkéw
ag 1’"Oiia© /ryu* p/i p ot u —dowolna para merzchotkédw zwigza-

na oOest ~ednakowa Uczhg tukéw*

Fjs* 6*
/Wieioliok z ja «lerzohotkaal /i>ys. 6a/ 3®st nalproscBgys pMykta-
Oein fpjEfu pfitziBgo/* Gief pelis’y zawsze (esti jefesroacy» Oiiwrotoe

twierdzenie nie ¢est prawdziwe, bowiea graf jednorodny moze byc¢

niepetny /rye* fc b»e/ o f peinyia zawsze wystepuje seiezks
KiBtiltKa /eb ryz. Cis jest nigj| , (P2*N) * (*5RNY) * *
(*5»79) | A

Grsf» w ktdyyia co najjatiiej dwe wierzchotki potgczono sg wiecej
niz- tuSrieEi /krawedzig/ nazywi™sy rnuitis”™~""""2®N
/rys« T/«



najwieksza liczbe tukéw(kraweazi) tgczgcchi sgsiednie wierz-
chotki wmultigrafie nazywamy wielokrotnosd$ciag, sam
za$ multigraf ogolnie - p-g r a f e m, gazie p - wielokrotnos¢
tukow.

Graf, w ktéorym zadne dwa tuki nie przecinajg sie nazywamy
grafem p t+ a s ki m, wprzeciwnym vi*padku - ni e p tas ki

/rys. 8/.

/

/4

Hys. 8.

Cxraf na i™s. 3a jest ptaj™i, poniewaz jest izomorficzny
wzgindem grafu z rys* 8b. Itys. 8c pi~zedstawda graf niepttaskl*

Sci an g grafu i“laskiego nasywa;™}' obszar ptaszwzysny
ogrimicsony krawedziami i niezawierajagcy wamatrz ani wiorzcnot-
kow, ani krawedzi /na rys. 8b ptaszczyzny I, 11, 1ll, I¥ sg Scia-

naiai g3?afu, przy czym wlicza sie tez $cian.e zomaetrzng nieskon-

czong /1V/.

Liczbe $cian mozna doliczy¢ z zalezno$ci n - 2 + K - W,
gdzie K - liczba krawedzi, W- liczba wierzchotkéw. Dwie Sciany
sg sasiednimi, jezeli ich brzegi zawierajg x>rzynajimiej jednia.

wspoln.g krawedz.



1C

5#PodJEbior” Nz at b
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podi.liloru A*
rarefii £raiu k(xr*raat?5ani™ pad.rai
G(™"XtFH)t w aa”arie ag %as”stkie leiersedoiki i pa?on pod--

Eoidr tukow £3;&iu whiEdiowego, ti;* fcF e lia prhklso# £2af
cio”™j powstaje 2 »amu 9a/ poi&aatai>i€iiia 4e.-0 -i,Azy™
stklck wiertciiOlkww axa¢ tukow 2umuc”cm;”cii ¢eckig kr~aka*

daTam + a £ Dw”™ m naa?wsxs aoxNeaxtowan™ graf czeSeio—
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@&> uzyskany a gnafu wy~Sclose”™ przez i“ki~zeBie petli i tukdéw

spinajacych* ™ przyktad wytgczajagc a grafu czesctov®go tukl
zazmczone dwissa kreslraBii otrzyaujemy graf bazowy,

W ogolnyai przypadku graf eoz® byd przedstswtoiEr jako kilka
oddzielnych graféWi zwanych skiadowy®! nie posiadajacych wspot-
i“ch tukéw, W takim przypadku graf G (x,r) aazywaE™ niespojnym,
Sktadowa spojnosci grafu» to graf sktadajacy sie z wierzchotkow
X £ X i wszystkich tych wierzchotkdw» kt6j® potaczone sg z x
pewi”™ tancuchem. Skiadowa spojnosSci obrazuje rozbicie zbioru
wierzchotkow X grafu G (™»") oddzielne nie powigzane ze so-
bg podzbiory. Taki graf* ktér™ zawiera jedng skladowg spojnosSci»
tzn, jezeli kazdy wierzchotek tego grafu mozna potaczy¢ z dowol-
nym innym wierzchotkiem za pt®ocg pewnego tancucha» to graf taki
nazy\rainy s pojnym,
¥ przeciwrEys wypadku - niespéjnym,

Ba rysunku 10 graf sktada sie z czterech skiado”™eh spdj-
nosci.

ol b)

10
6. Blektore ttb FOow

Liczbe ORklosjati?7csng w multlgrafie o w ~”Niersichottecht

k BukBOh /krawedEiach”i r skia*30w;fclx spojnosci okresla roéraanies
V.s k —w 4 r

Idczba c”~kloffietr@czna V  w multicMafie réwna sie na”n*
wieksi”3 llcsibie niezmlezmych cykli /obwodéw/* Dla graféw na

rys* 10 ltcsbami cyklometrycznymi sg licsb”~t 5» 1 1 1*
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Z liczby eykloffietrycjanel wynika bezposreanio liczba lulera
dla grata spoOjnego
w~Kk 4s » 2

gdziet s = liczbe aciar»

%drogiej strony liczba skooczon??cti Scian grafu réwna sie
liczbie zawertycb ®ri!? rieraleznych cykli. TTwzglfdniajac $cia-
ne ze”snetrzng »0Osna naplcact s »V +1 lab V » s - 1. Stad pos-
rednio wynika* Se grsf spdéjny jest jednoetkowy, a jego lieaba
cykloatetryezna réwna sie

Vak. w+1*

I'odsta?siajac w aiejsc® V  wyrazenie s-1 otrzymujesry liczbe

fulera. ?"stepuje Wteorii cT™afd™ IS.cfiba ohrom -
tjcsm# ktérag ~"ost Hc2;l>a m grafut dla ktdrej
cadne dvw/a polgo™oiio wior~ehot*i nie bfdg jednakowo omsc”™ore
/pon«or0??ano /HySo "ii/* koleda wig8a

si™ roiaii™“z s sagadniante® licsib;;™ 1Mrw# Okazuje

sie bowlsmt ~ do pokolorowaBia to* polit;;?0sro5 liib admi-*
nik!trac3™*jx~; tak zadne dwa sgsiadujgce panstwa /wojewddztwa/

Bie *oy=> pokoloro”ariO jednakoi®i“m kolorent w;"8tax"cs" pi#e  ko*
lorow#
Nla frafki /rjs* 11/ licEbs obrtmiaty*
c22™ M» 38 e wlerscbolki tego gra™u
moga 'PmitmBxmmm prrsfllaclon© laa*
Otepujgcot wier™ohot®" 711 * 3t

Xj* i# 30 *2#
11
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T#Ma c 16 r Ne S af dw

WBOINT%g ¢ukow w graitie G o n wlerzcbotkacb
aaciera kwauratowg h s ] sto]”™r, b, tetfipsj elejDect
okrasla licsbe isekdw Xgeage;”eh i-Cy ’slojjaotootek a

Dla p?afu /t™* 9a/ aaoiesa tukdéw oa Doataéj

001000
OOKIOO
A * 000001
11KJO1
001101
00(X>00

Macl@r a tran on ana tukow méest
odbiciem odwaorowaoia a WH
Madera taka 3 ta?a?u P praes aamiant
oriectaeji wsz”stkioti tokd%

1 pod tatwo stopnie i pot-

etopnia wejscie i wjjScta wleyachotkOY? ~essfal pcéist'>pnieis
Scla /wyjscia/ i~tef?t» wierzchotka X* rowna aie btmi.e
j-tej koliBuny dla i=,) A-teep / riera’
ehotka aba X 0 uuaerse

N1** macters™

acier « ot)a.i Afhc
G (y.rj msclerg utworsoTia s tin&ow prias sa'
miane W3 ?2ow”oh Ba ¢eda:Niiki
na WrIum Macicrs dopetniajaca o ix.r macierzg tu*

kow BO6TO skcmotrue™nefo grafa<

Przyktad VED) dla 1111
0000 oraz
0101
0010

okresli¢ aacierz do danej nacierp’ i naryeowai od*

powiadajacy gsaf
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Macierzg olLopetniajagcg do daiaej macierzy gest

; : +— 0000
Inacierz A*= 1111

1010
1101

a odpowiadajgce macierzom A i1 A* pokazane sg m 12*

wnej przekatnej tylko wtedy™ ~dy odpoldadajgoy je™" graf
G (x»r)jest symetryczny, /Graf G » 72 ktorym dwa dowol-
ne sagsiednie wierzctiotki potaczone og dwom przeciwnie sldLo-

rowanymi lukami nazywamy grafem s ymgtry czny m/*
Dla grafa symetrycznego /rys, 13/
macierz tukdév- i je] transpozycja

sa sobie t)*

2, Ifetcierz tukdéw nazy¥/amy peingt jezeli suma dowolnej pary ole-
mentév/ macierzy syi™trycznycli wzgledem gitéwnej przekatnej
,jest dodatnia i stata N =const> O/*

Petna macierz tukéw odpowiada petnemu grafowi. Graf rys, 13
jest petny /niezaleznie, ze jest symetryczny/j a odpowiadajac

jemu macierz tukéw spetnia podang wiasnosc¢*
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StHflpied P/x/ ao podstawie !aaoi03?ay lukow
okreSla sie a aalesSoos$cl P/x/ * +a™/ /w- 1/ + a»
gdzie* a - element gléwnea”prz”~katnej, dla ktdorego i = 3 /dla

Nafu rys. 13 etopien P/x™/ » F/x™/ » /ang + ag-/ W - 1/+ a--,
« f1+1/ /5-1/ +0=4/.

5. Macierz lukéw aa jednosSci na gtownej przekatnej tylko wtedy,
gdy wierzctiolki odpowiadajgcego jej grafu aajg petle /patrz
?ys. 15 i odpowiadajacg su saeierz g z jedynkast m gidwnej

przekatnej/,

4* Macierz© lukéw réwnych stopni ®osna dodawa¢ wg ogoIn™JCh dla
algebry macierzy zasad.
Przyktad. Dane sg macierze lukow* A

Macierz A +B « |101|. Odpowiadajgce mcicrzoi? ft, B 1 A+B

grafy ilustruja odpor/iednio rjEtmkt 14a, 14b i 14c

b) <J
14 M- M
~ Bys. 14 Gy ” 62
Geooetryeznie operacja stasy mcierzy tukow odpowiada
dziataniu sumowania mnogosciowego przedstawionych za po-

mocg tych mcterzy.

5» Macierze tukow rownych stopni mosna mnozy¢ przez siebie wgy ogoél-
nych zasad dla algebry macierzy.
Przyktad. Dane sg macierz© #ufco™? jak ® przyktadzie poprzedcia.
lloczyn tych macierzy
I * Bl a odpowiadajmy

jej graf ilieteuje rys, 15,



Bys m15 tolcoWf z ktér™;ch jeden nalezy
do grafu , a drugi do grafu Ogh

. Macierd tulcow A nozna podnie$¢ do potegi X /mnozac ja przea
siebie X razy/» Jezeli graf nie m petli i dowodéw, to kolejne
podnoszenie do potegi prowadzi clo Wfzerov/3nia maciorzs? A /AN on
Podnoszenie macierzy tukow do potegi na te witasnos$é, ze w ma«
cierz3n , I1™z¢y element wskazuje liczbe mozliwych Sciezek

o dtugosci A $ prov/adzao7/cb z wierzcliDika . do wierzchotka Xj
w grafie jsciovi;Mfi*

Przj~ktad. Dla grafu /tjs. 16/ inamw;

0110 0202 0200
0000 0000 0000
0202 0200 0000
0100 0000 0000
0000
0000
0000
0000
Bysm 16
Element, np* a2 ™Noierzy prz3?jmuje ?/artosci:
Potega macierzj' X =11 X=2] X =3
L. »>i6>T<i If"Il>1nl>li1a
Wartosé _ )
elementu 12=1 Lot 2 @& 2] =g

oznacza to, ze w grafie jsciov/5™m miedzj™ wierzctiotkami
i "2 istnieje jedna S$ciezka o dtugosci 1 i po d?de Sciezki o

dtugosci 2 i b,



« HY“

Tiacierz A , 'badaca sujng ";sz:;otkich kolsjn:i;c}i m-,cierz pote';c jj
oznacza liczbe Sciezek taczaeycb -icrzchotki x, z x.,,J bez vjskaza-
nia ich dfuf~osci /olenont =5 » co 1zec5”'vdscio po -
twierdza liczbe Sciezek mirlz”™; wierzctiotkami I X-, »pcrbrz t -
belka/#
S."brzewa i predrzcv /a

Dr ze we le grax 17/ o ?7>asnoSciecti> ze
icst: epojn™? i iiiezoriento-wan”; | bez petli i cj™kli?

T>se 17

Kazda para raeiednicti wiarzc'holVéw potec?iOio-~ ;e”i talko d"dng
krawedzig; dowolna para nice;;.;icdldcK ' I:;.;:akCliotknv;, potgczona
jest tylko jednym tancuchem* ma nie liniej niz 1.7 v..-iez-lce wierz-
chotki; dotgczenie krawedzi tgczgcej tira nj.rsaeiednia vde"2cbot
ki prowadzi do’'powstania cyklu elomontarnepo*

L a Gem nazywamy nieepdjny 5XtK bez p-jtli i cykli*
Fktadowe lasu sg takze drzc.-aBii albo wiszacymi -lcrzcliotkamlI»
Las pov;st3je p3?zez usuniecie jednej z krav/edzi wraiu# Ka przy-»
ktad usuwajac z drzev/a /rys. 17/ krawedzie /x™ x™/ i fy"9 x/

otrsymujeniy las riktadajac;; sie z trzech Jrzew#
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Poiii<iwaa liczba c~klometr*czna ~1™ 7asu V. =0 lub k - M4 10
/las riio ma c”kli i hs nn tylko §ciane nieskoncsoBe/#
to aby przeksztatci® 4N N yto-trzeba usungé s nieeo

nie mniej niz u kraaeczi, gusie liczbg n Doliczamy z sa-
leznosci n - b We 1

0 zo'~ionto ero /r/- "€/

Pier\7iastl:iem £y Q. on: UL ote.~ wi-n iU ~0 rto-
pien v.-Gjacia V - /x/ /z pior™iasue- priKzs.ri tul:l jod: nie
irychodsa/ela pirzykl’ lerzcbotek v = /M W/
jego pierwiastkion»
6
O
lla. x9
e
Hys* 18
9. Si ec 3
Sieciag nazywamy graf s~ofozony 1 /7? W ecu pctlx
i cykli, zorlentoiuany w jednym kieriinka oc v/ierzcliolin * igan
nego zr 6 d + e m do v/ierschotke Zviaricgo U ;j eciem.

/
Przy czym potstopi®wejecie dla zrédta i porstopien vy”~ccla

dla ujscia se rowne r.eru /P N ’

mi e c i g trfansporto wag nanyr/ainy siec o
witasnosciach} ze ma tylko jedno zrodio 1 tyy]-co jedno ujScie
oraz, ze kazdej krawedzi przypo::'zadkovyr7ana jest rev.na catkowi-
ta i1 nieiijenina liczba /ccu/ ~ 0/ zwana OoOpuUS mMc z al —~

n g przepustowo3ci g ocnej lerawedzi* nysunen 19
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t)rz&s$8t<twla taransportowa
%pojecios sieci tPanepoPtowe” wr tjoflecie

prs P u*= pod m ts:
/ P4 iISHOSOIt HU ~G{") ora” I_i{%Uly"(Ul) - S)P(u) —7

o 4*/ ic O3 bogo pr*ptfw
prses wierscbotek whuspOiWi + * i ozmom t-empr£0ptyv#

kPswpd25i u ia iemug X callcawttaii
wartos¢ prsiept7r#m ~(u) B yrifgeni przepustu
woscl e /ti/ dapoj rum *  iptjw 6w wchodzg™
O7cb do pewjtogo ¥;iorsobotka /nie bedacego it uBI
u3;olQo/ pV* £ tego wiaBs*
cholka

wiersabotkéw 1 sitel =pi isj mozfis

li¢ m r Oflac ze o f6M Hityzy
de \ i niektdore wierzchotki om% X, sla/ Balei:?
do B i tato wiersehotki 13*¢ wchodz
do wie’ H pr Kra. elGcif a Bnmim
6opuBzczalnyoh prY%ep ivech  wedzi okresla iczala-

na praapustowoBC prsekifoju IIrf albo po prowo-4 \¥ielko3" prsckp-o-
U c/unr =S Cu) = koMe,j «esi
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pewng liczbe przekrojéw o rdéznej dopuszczalnej przepustowosSci.
Ia przektad, dla sieci transportowej /vys* 19/ mozliwe przekroje
zaznaczone zostat)' liniami przerj” wan”mi i oznaczonj™mi kolejn™mi
numerami. Wprz’\ypaq\kut jezeli maksj"mglnavwirttoéé przept,ywu y (u)
danej krawedzi rowna sie dopuszczalhej-przepustowoéci c/ii/ tej
krawedzig to takag krawedz nazywamy na'by c on g. Sposrdd
wszystkich przela?o0jév/ sieci transportowej mozna ™MyTotnld prze-*
kréj o najmniejszej sumarycznej przepustowosci eczyli

AN
przekrdj o minimalni*wartosci /patrz tabelka/*

i
* =SHiE= B
n I 3 PrzepuEto\"0$¢
ILp. P1?zeln?0j T c/it/
/X" X~NT . IXijiX27, IXp . Xj/ T 51344
IXp XN, IXp XN/, IXg>Xg/ | 5VA4-2!
IXp XML X XN X, XN X2, Xel/ } 57+ <46 22
I4 IXg ,"2/»/M0»"N3/*  »3/ » » N 4/
/x™ Xc/ N e : | 3+4+7+'10+4 23
/XN |Scl /XN XY /X2, Xal [/ Xv.Xq/,
A2\ { 4+10+744-+6 - = 51
/Xji, X2/ ./3Cj.Xg> /I Xj XM IX:] XN
| 3+ +7+10-tIN 28
//\2 »/*3 * **kGA
/XA Xj/ | 6-i-VA--5HA 25
|
/X0gXo/
IX25/ X Xg/ , N> X1,/ 67 4-4-3
IXp X2/, IXj, 3", /X] /XA #Xij /|
I X™M»Xy/ HAA+7+HO0+ 3 =27
IXaoX2/ IXji, Xl IXD » Xl AXN N,
I XgQu XN/ 3+"i-+2+l0+5
/X0.X2/,/x3,Xq/ /X Xy /X)X | 3>4+4-i-3

w tabelce podkresSlona jest przepustowos¢ minimalnego przekroju

sieci z rys. 19*
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Jbzeli wsieoi toPanspoitowe”™ wszystitte krawedsis prsefcpoiu ialni~
mlnego sg nasycone» to najwieksza mrto” na
wiekszy praep>yw nie posi™la* okreslana jost wielkoscig mint®al-
nego pr™ptywtt sioci, dopuszczalna przepustowos$¢ JBinlsaliisiio

przekroju, jest wiec =C

Przy rozpatJ*yranlu sieci transportowej usy-iia sie pojecia
rzad wierzchotka» ktory wskazuje m kolejnosc
przeptywu przez kasdy wierzchotek. Ingfisi stowy rzad i”ierzcholka
wskazuje na to. Se w fconctrukeji przeptywu pi’Z0Z pewien wierzcho~
lek mzeelmiczg etrundasie przechodzac© przez wszystkie iderzchol>
ki nalezace do rzedow o nizszych »jirasrach. Rzad wierzchotkow za-
zsaczaey wzrastajgcym ciggiem liczb od srodta do ajcscis. tzs.» Se
kazdy nastepie wierzchotek m rzad wyzszy co do wartosci od rzedu
mTOzystkich wierzchotkéw poprzedzajacych*

Rozwazmy sie¢ /rys, 19/» ® ktdiej «ierzohotek jako Zzrdédto
laa rzad 0* a wierzchotki 3" i wWijs 1. poniewaz przeptyw
przez te wierzchotki nie moze byC utworzei™ bez u.'®glednienla
przeptywu z wierzchotka m”™* Wiarztoiotek ma rzad 2, gdyz kon-
strtifccja ppsK!ply%du praoelwsdzaeego przezen musi uwzglednia¢ prze-
ptyw rzedu O + 1, imlogiczsie wierzchotkis 1~ —rzad 5»

rzad 4 1'wreszcie 3wnv- rzad 5,

Rzad wierzchotka ao&na okreslic wg grafu bszow”o. utworzo-
nego z danej sieci transportowej przez usuniecie z niej tukow
zamykajacych» ktore w sieci /rys, 19/ zaznaczone sa po&”™Gjn™ai
kreskaaai. Z grafu bazov?ego /rys, 20/ wyraznie wida¢ rzedy .ierz-

cbotkow.
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20
10* Niektore zastosowania grafoéow

A# Wykorzystanie grafow do identyfikacji infor™"cji*

Graf informacyjny /rys, 21/ ilustruje uktad ruchu informacji
w dowol3m systeinie od chwili jej wejScia do systemu /dane wej**
sciowe/ do momentu jej wyjtia /wyniki koncowa/* Wierzchotkami
grafu infori]™cyjnago sa dane wejsciowet posrednie v;yniki opraoo*?

oraz i/"™niki koncowe# huki zas wskakuja na wzajemne powigzania
tych elementow# Graf taki tm sSciezki o skonconej dtugosci jako#
Se proces ruchu informacji nie jest nieskonczony i jest zorien**

towany w okreslonym kierunku jej przeptywu#

/0

Bys* 21
Liczba taktow s Bzad wierzchotka
Wgrafie infomacyjnym /rys# 21/ wierzchoiki i N2
dajg tylko v#”/jécia * sg danymi wejsciowymi* wierzchotek BB

tylko wejscie - jest rezultatu koncowym* ~wierzchoiki

sg rezultatami posrednimi 1 petnig funkcje ?/ierzchotkow ??ejsclowo**
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jsciowyctif np« wierzctioiok (lesti wyjsciem wzgledem wierzctiot—
kow I "2» e we”sciein wzgledem wlerzctiolkéw I. XO» w ktor;ychi
tworzeniu bierze udziat#
Miedzy wierzchotkami grafu informacyjnego zachodzg relacje wska-
zujgce liczbe taktéw w ruchu informacji - liczbe niezbedng dla
I7i.vorzenia takiego czy innego wierzchotka# ktorg okresSla rzad tego
wierzchotka* Ha przyktad, 'wierzcho#tki [ twovzy sie w wyniku
trzech taktéw /patrz rys, 21/,

Bzagd 'grafu okreslamy jako maksymalng liczbe taktow
przeptyvm informacji wcelu otrzymania rezultatu koncowego /graf
rys, 21 ' jest rzedu 4/*

Ogodlna liczba taktéw konieczna do utworzenia wierzchotka Xy
a wiec i jego rz”™lu, jest réwna liczbie takow tgczacych najdtuz-
szg Sciezka wierzchotek z dowolnym sposrod wierzchotkow wej-
sciowych, Ha przyktad, \"erzchotek /rys, 21/ ma rzad 4 i wy-

znaczony jest diugosScig jednakowych liczcbowo S$ciezek:

/1/ /2/ % X7
/5/ 22 " /4/ X5 X,7*
Poniewaz rzad dowolnego wierzchotka wyznaczany jest naj-

dtuzszg Sciezkg wchodzacg do tego wierzchotka, to mozna te licz-
be v/yzn3czy¢ przez odpowiedni wykladnik potegi Boacierzy tukow
grafu informacyjnego. Mianowicie, przy kolejnym podnoszeniu ma-
cierzy tukéw A do potegi A w dov?olnej j-tij kolumnie elementami
bedg same zera, co oznacza, ze w grafie nie ma ani jednej Sciezki
o dtugosci X , wchodzacej do wierzchotka x.. Najdtuzszg wiec

Sciezkg wchodzacg do tego v/ierzchotka jest Sciezka o diugosci

A-1.
Wierzchotki dla ktérych (Z = O sg wierzchotkaail rzedu O»
tzn. wejSciowymi danymi grafu inforaiacyjnego. Wierzchoiki dla

ktorych ajYr «0O sg rezultatami koncowymi.
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Z macierzy /patrz wiasnos¢ 6 macierzy tukéw/ grafu informa-
wynika# ze elementy jej w j-tej kolumnie wskazujg z ja-
kiego wierzchotka powstaje wierzchotek Xb I ile razy kazdy
wierzchotek uczestniczy poprzez rozne Sciezki wkorzeniu Xj’
Elementy macierzy w i-tym wierszu wskazujg jakie wierzchot-
Ki powstajg z wierzchotkéw i ile jest mozliwych Sciezek#
z ktorych moze powsta¢ x * Nie trudno jest przekonaé sie o po-
wyzszych wiasnosciach ma/::ierzy A N graf in-

formacyjny /rys* 21/ z odpoviiednimi macierzami tego grafu*
E* Wykorzystanie graféw do okresSlenia pojemnosci informacji

Grafy mozna \7ykorzysta¢ rowniez do okres$lenia pojemnosci in-
formacji danego dokumentu. Zadanie polega na okresSleniu liczby
znakow literowych 1 cyfrowych dokumentow z uwzglednieniem tekstu
okresSlajgcego forme dokumentu danych zrédtowych, niezbednych dla
obliczen pojemnos$ci informacji*

Dla przyktadu przedstawmy konstrukcje drzev?a informac 3i
/rys. 22/, w ktorej informacja | skiada sie zg zbiorow i,
oraz zawiera cze$¢ opisowy, skidajacg sie z materiatu literowego

I cyfrol?wego 0™

Zkolei, zbiér informacji 1”™dzieli sie na zbiory Ij i
oraz zaw'iera cze$SC opisowag Ly|* Analogicznie skonstruowane sg
zbioi?y informacji oraz zbiory lc;, Ip /rys. 22/.

Wcelu okresSlenia pojemnosci informacji nalezy przeksztat-
ci¢ drzewo w sieé transportowg przez ¥”ro?/adzenie dodatkowego
wierzchotka 0, potaczonego tgkami z koncowymi wierzchotkami drzewa
LA, itd. /rys. 22/. Nastepnie przypisanie tym takom /incydent-
nym z v;ierzchotkiem 0/ dwdch parametréow I w”, gdzie d™-diugosé
przedstawienia zbioru informacji /liczba znakéw/; w™ - liczba
okreSlajgca wartosC¢ drugiego zbioru infont”~cyjnego, tj. liczba

mowigca ile razy zbidér informacyjny poziomu nizszego miesci sie w
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$clozka JT Hloczyn parame "E2ii§i"S$4-jiSESES2.SA L,
Iy | $ciezek | literowejjcyfrowegjrasem
O Loty { 20.1.1
10 C.T, | 10.1.1
Uohhh {15111
i 0 II 10.10.1.1.1
I| o /\3h h h I 5101*11

j 6.10.1.1.1

lohW o } 5*25*%1 *1*1
ioHhhh | 5.8.1.1.1
Ho <”ehhh | 5.-~1.1.1
i O 5.10.1.1.1
i~ ~21270 1.50.1*1 50

Hasem: 530

X

Informacja wejsciowa wprowadzana do pamigci maszyny moze
byé ilustrowana przy pomocy macierzy tukéw wymiaru mx 4, gdzie
m - liczba #tukow w grafie /liczba wierszy w macierzy/. WpieTO-

szej kolumnie wystepujg wierzchotki poczatkowe tukowj w drugiej

wierzchotki koncowe, w trzeciej - parametry I m wreszcie w
czwartej - parametry /patrz macierz danych z grafu rys. 22/*
O 1 20
0 |r0 1 O
OL21 30
L2 121 O
12 171 O

C. Wykorzystanie grafow do obliczania najkrotszej Sciezki

Jednym z podstawowych zadan teorii grafow jest wyszuki-
wanie /obliczanie/ najkrétszej Sciezki# taczacej dwa wierzchotki
grafu# Algorytm tego zagadnienia rozpatrzymy na przyktadzie sie-
ci transportowej /rys. 23/# Kazdej krawedzi u sieci przyporzad*

kowujemy liczbg 1 /u/ ~ O# zwang ditugos$cig krawedzi; Halezy



0id?#sli6 /0bllesyc/ takg Sete”™e /] ~pmmMaca oa i™ierscboktte
N0 /indata/ do MiaMcebtitka koneowiigh /onN-NN/ S:ip isla-
el sct#~ki 1 /11 / Sﬁ:i(u) b~ ta »0
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Sciezki od do a ;N ={No»Nk»N N * ~n)
3eat najkrotsza Sciezka.
Prawdziwos¢ koncowego stwierdzenia wykonuje sie nastepu-

jaco. Riech s i Xp,s™N ,,N = bedzie dowolna

sciezkg od x™ do x”; jej diugosSC oznaczmy przez 1 //< /; wowczas:

k™ - 0
k2 1 K™ 7]
n k. 1% » >

Dodajac stronami pow”rzsze nierownoscit otrzymamy™™ dla do®

wolnej $ciezki U Ajj - oMi(=A)
Poniewaz dla sciezki many n 1G@Ug f “iobec
tego Sciezka jest najkrotsza*

bm Wiykorz®stanie grafobw do okreslania maksymalnego przeptywa

Rozpatrzymy nastepujacy przyktad. Pewne porty
I =1t2f..*t5/ rozporzadzajg okreSlonymi zasobami wiloSci
/4, 4, 6, 7f 1/# na KktOore porty /] =1,2,...,5/ zgtaszajg
zapotrzebowanie P, /2,5f5t5f5/* Mozliwosci przewozowe statkow )
/przepustowosc tukow/ (W - patrz graf. Graf tego zadania

pokazany jest na rys. 24.

yo

Algorytm okresSlania maksymalnego przeptywu:
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1. Przesuwajac sie od x /zrodto/ zawsze najbardziej lewg
Sciezka /jezeli nie jest ona Slepa - ma tuk o zerowej prze-
pustowos$ci/ do Uq /ujsScie/ wybieramy i skreSlamy na niej tuk o
najmniejszej przepustowosci » ktérej wartos¢ odejmujemy od
wartosci przepustowos$ci pozostatych tukow rozpatrywanej Sciezki.
Postepujemy tak, az wszystkie sciezki /// grafu od do
zostang poprzerywani#

2. Ta kazdej ze Sciezek /¢i grafu wyjSciowego okreslic
przeptyw Cu) rom~” przepustowosci () skre$lonego #tuku,
Przeptyw catej sieci roiraa sie sumie przeptywow ‘P dla kaz-

dej Sciezki. Tak okreslany przeptyw jest maksymalny.

*Fmax = = 2+2+1+3+2+444+3+1 = 22 jednostki medium.
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