






-  2 -Temat; WIBEAKE BLEMBtlTY T IO S II GEAFbW^ -g-^1 Zapoznać z WYbranymi p o jęciam i t e o r i i  grafów i  pewnymi zastosowaniami ic h  w praktyceZagad n ien ia:1* Wstęp2# P o ję c ie  g ra fu5* C ią g i  i  l i n i e  w g r a f ie4# N iek tó i^  k lasy  grafów5# Podzbiory grafów6* N iektóre lic z b y  t e o r i i  grafów7» M acierze grafów i  ic h  w łasności.8* Drzewa i  pradrzewa 9• s i e c i10* N iektóre zastosow ania grafów C zas; 10 godzin wykładów



-  5 •1* W S t  ę pOd dawna lu d zie  p o słu gu ją  s i§  graficznym  sposobem prezen­t a c j i  warunków rozwiązań różnorodnych zagadnień: starożytny astronom zazn aczał na pergam inie punkty p rzedstaw iające plane­ty i  l i n i e  p rzed staw iające ic h  tr a je k to r ie |  f iz y k  d la  ok reśle­n ia  prądów przepływ ających w obwodzie elektrycznym  zaznacza na%schemacie punkty o różiłych p o te n c ja ła ch  i  wskazuje strzałkam i kierunek przepływu prądu od jednego do drugiego punktui in ż y n ie r  konstruując h ydrauliczny ąystem napędu maszyny n ie  może obejść s ię  bez schematu, na którym za pomocą l i n i i  przedstaw ia prze­pływ płynu od jednego u rządzenia do drugiego i t p .A bstrahując od konkretnego znaczenia ja k ie  p o sia d a ją  w przytoczonych przykładach purikty i  l i n i e  otrzymujemy p rostą g r a fic z n ą  p re zen tację  złożoną z w ielu punktów i  łączących  je  l i n i i ,  ze wskazaniem kierunków p r z e jś c ia  od punktu do punktu*Czy ta k i obraz g ra ficz n y  podlega jakim ś ogólnym prawidłowościom i  czy posiada ja k ie ś  ogólne w łasności?D# König w sw ojej m onografii w 193^ po raz pierwszy nazwał w szystkie schematyczne ry su n k i, sk ła d a ją ce  s ię  ze zbiorów pun­któw i  l i n i i  ogólnym terminem g r a f  i  rozpatryw ał g r a f jako samodzielny n ieza le żn y  od jego  t r e ś c i  ob iekt matematyczny* W i s ­to c ie  König dał początek t e o r i i  grafów .W tw o rii grafów wyodrębniono k i lk a  oryginalnych zagadnień: te o r ia  s i e c i  trensportew ych, obwodów p r z y łą c z a ją c y c h , badanie klasycznego zagadnien ia cz te re ch  barw* Z powodzeniem t e o r ia  gra­fów może być wykorzystana do rozw iązania w grupie zagadnień ekstrem alnych ja k i zadania planowania sieciow ego; probleiuy zwią­zane z oszczędnym zapisem i  przetwarzaniem  in fo rm a c ji*  Warto



-  4- -
p od kreślić^  ze języ]£ "fceorii graró^ jeśli bardzo wygodn;y i  obra­zowy przy wykładaniu bakicb d y sc y p lin , ja k ; beoria g ie r , zasko* sowanie metod matematycznych w ekonom ii, t e o r i i  algorytmów, t e o r i i  s ie c i  e le k try cz n y c h , t e o r i i  automatów.
2* P o j ę c i e  g r a f uJ e ż e l i  dane są dwa zbiory A i  B i  określona je s t  zasada przyporządkowująca każdemu elementowi a ć A  element b ^ B , to mówimy, że zo sta ło  określone przyporządkowanie między elementa­mi zbiorów zwane o d w z o r o w a n i e m ,  oznaczamy je  T* /gamma/ z zaznaczeniem elementów; ^wyjściowego i  odwzorowywa­nego / l y s .  1 , 2 , $/•
^3 •■a, s

^ «2 ( b
s ( ^54 s:R y s. 1 .Odwzorowanie, w którym każdemu elementowi zbioru w yjścio­wego przyporządkowuje s ię  odpowiednio jeden element drugiego zbioru nazywamy o d w z o r o w a n i e m  j e d n o -  z n a c  z n y m «dT — ~ {^1» ^2}\— *b5 I ^^2 “  {^5* ^4*■ ^ V  ̂ a j  ^  /zb ió ra<*% /

A R y s. 2 .Odwzorowanie, w którym każdemu elementowi zbioru wyjściowe* go przyporządkowuje s ię  podzbiór elementów drugiego zbioru  n azy-wamy o d w z o r o w a n i e m  w i e l o z n a c z n y m .



OtiW»orowa»ic ©aansątrz sM o ru  X » , a , t  / r ^ s . 5/ iaożQ okreisloac a a stę p u ją csiR ys.  5« %
Można rotm iaż ros:pat2:^waćt o d ra m io iiiu  od wapomi^5?eh 

od^zoros^aa plei-woscgO s to p n ia , oći?isoro^araa s to im i,

n p . d la  obioru  X / r jB . 3/ odwBOiowaiiiao^imoTommlmić, odpo^sledalo 2^so^ 5**so
stopnia#

Mówii^t że  g r a f  je a t  okreżlon^^, J e ż e l i  dane eąt 

nlepuet'^ s b ió r  X i  0dw^.oroi;aaia F  sb io w . I  ’si X.

G r a f  można w ięc prr.adataw ić z b ió r  eleaeiitó is z  ieJi

odwsorowaniani w i;jrm z b io r z e  i  om aczaii^ G^X,,rj# W in to r p r e ta -  

c j i  geesietr;yczB0j g ra fu  @l0i^en%  ̂ X p rzed staw ian o są. Jslio punkty 

zwane w i e r s c b o ł k a m ,  i ,  a o d c in k i łą c z ą c o  dowolne dna 

w ic r z c ń o łk i x  i  3-’ , z któr^ -̂c.- J e s t  odwzorowanion ji: 

l u k a m i  ^^afu» lla  łu kacli prz;^ pomoo;  ̂ s t r z a łe k  

a ię  ic b  orŁdntacJ-^: od elei*i0ntu x  do Jego odwzorowania

J e ż e l i  d̂ m;̂  J e s t z b ió r  elesae^tófi' x   ̂ 1
odwzorowanie wsz;̂ ’s t k ic l i  elometitów w z b io r z e  

^  ”̂*^5 to  zawsze można o k r e ś l ić

g im ' G ( l , F j  /r^a# 4/*

Baiorcm  wici^zenołkow te g o  g ra fu  J e s t  

^  X 5Ł|k^,5C2fX^f ,  a  zbiorem  łuków

Tys» 4*
^ b ió r łuków o k r e ś la  oówsorowanie g ra fu  i  ua odw rót, odwao— 

rov;arLio F  olcreóla ^ ó ió r łuków U , ó la to g o  równoważne aą a s p ls y  

g ra fu  g (x JT) *  G ^ X ,u l

“4 W6



u le r2X ,i0ł k i  grafu  m żaB  dowoliii*^ nan ie  i  łą cz y ć  lin im n l n ie  ty lk c  pr^ostymi 5/

-¡r^i f - j ) 6  r  ^
it̂  i-J

lia^^erają one tę am ą liczs^ę v^lerzcii^Zkó^s ^są xnciXtycznBi ^ -l "r  ~r ~T^ *» •* ^ -r¥̂ ■* <» ♦6i3 » C i ą g i  l i n i i ■ g r a f !Dwa wli^rscnołM. ■̂ >> id) n 1 au k
¿ q 4 b x ś

u *’ • ii-jł je: mf a X. ¡11iCaa jLuku*s ą s i e d n i a  i ,  j e i e l i  są rośne i
Wfi ’ ■£% i i»rośno X x s^ x o ^ e  lu k  t a k i m crisckolek t

dwa w iersionolki są a io im ie t ¿8» I  a o I  o a n ^ axuxx0a swio r  s ck o łk ie a ♦ i't»i .0 iiok U .1  z
Jhm j a a t i  n ie ^oueem^ycnoiłaku u i  śo łu k ;e l iizi. deX , 4e^;eli X ¿o st końaem, a róm ioai^ei^e n ie  J e s t

o k u lu k  u 1 %i c y ii % ti '‘̂  n y & & wx e^a w ier^cliełsk x  1 n o ^ d e n a z  ^ u «

Ogólna liczba łiikó'«:: inc: s w iaracliolkiem
s t ¡dorseaolka Q m x z m y  P(x> p ó ł  b  ̂ o p n i  e mWiii fcjfC-i. a X’ "^^^¿¿oia P* jx j/  wiox*<inĥ Xi.olica x  aus^ aiSią/ l»»*osoą lukówml ^ycłi/ dc dm e^o .O lk a . ^ io r4.»Wina ĝTwająy p o c z ą t k o w y o a c o w ¡O li P^(x)a



-  7 -= O i  P” (x)+ 0/ P'^(x) + 0 i  P"(x) = O .'lía  przekład d la  grafu  / r ^ s . 4/ P(x^)» P(x^)= 4 , P(X2)= 5 , P (Xj) « P (x̂ ) = P (x^ = 2 , są stopniam i odpowiednich wierzchołków, a x , ,  x¿̂  ̂ są wierzchołkami odpowiednio początkowym, końcowym z półstopniam i (x̂ ) = 0 1  p "  (x̂ ) = 4 , (i:^ = 2 i  P~ (x¿̂ ) « 0 .ś c i e ż k ą  w g r a f ie  g (x , u ) nazywamy t a k i  c ią g  łuków Uy|fU2f • • fUj^i ^ którytB koniec każdego poprzedzającego łuku Je s t  Jednocześnie początkiem  łuku następującego po nim . Ścieżkę nazy­wali  ̂ p r o s t ą  gdyż żaden z łuków n ie  występuje w ciągu  wię­c e j  n iż  Jeden raz 1 z ł o ż o n ą  w przeciwnym vsypadku. Ś cie żk ą  przeciiodzącą przez w szystkie w ierzch o łki ty lk o  Jeden raz nazywa­my śc ie żk ą  H am iltona.Ścieżk ę zaw ierającą w szystkie występujące ty lk o  raz łu k i grafu  -  śc ie ż k ą  E u lera  /w g r a f ie  na l y s .  4 n ie  stę p u je  żadna z tych ś c ie ż e k / •D ł u g o ś ć  ś c ie ż k i  J e s t  to  l ic z b a  odpowiadająca i l o ś c i  łuków w cią g u  /J u^j .G a ł ą ź  Je s t  to  ścieżk a ,w  k tó r e j w ierzch o łki początkowe i  końcowe są węzłami ^dla węzła P(x))>2j. O b w ó d  nazywamy skoń­czoną śc ie ż k ą  rozpoczynającą s ię  i  kończącą w tym samym wierz­ch o łk u , a obwód o d łu g o ści 1 -  p ę t  1 ą /na r y s . 6 p ę t lą  Je s t  łu k  Obwód może być; p r o s t y -  każdy łuk występujety lk o  Jeden ra z ; z ł o ż o n y - w  przeciwi^ym wypadku; e 1 e m e n| t  a r  n y -  w szystkie w ierzch o łki są różne z y^Jątkiem  początko­wego i  końcowego, które z b ie g a ją  s ię ;  Ham iltona -  przechodzi t y l ­ko Jeden raz przez w szystkie w ierzch o łk i /z wyjątkiem początkowe­go i  końcowego/; E u lera  -  przechodzi ty lk o  Jeden raz przez wszy­s tk ie  ł u k i .



4 . M l e k t o r a  k l a s ^  g r a f ó wG raf może byćt s& o r x e n t  o w a u ^ m¿$zysvkie e k o łk l połączona są łukami| n i e B o r l e n t o w m n ^  -  s tk ia  w ierzch o łk i połączona aą kx'awędziamlę / d la  g ra fu  a ie z o rie n ^  towonego używa s ię  p o jfć s  krawędź^ Łuiicuchf cyklf z ^ i a s t  odpo­wiadałoś łu k f ^ i e ż k s f  obwód/| m 1 e u z m n y -  aklada^ący ^lę z łuków i  krawędzią z a r  o  ̂ -  zŁożouy z aaią^cii izolowmi^^ch wierzcnołków / d la  tak iego  g ra fu  /x îns u d la  każdegox ^ £ X | j @ d B a r o a n ^ -  -  sto p n ia wez^atkiah wierzchołków aą i’Oiia© /ryu* p/i p o ł  u  — dowolna para m erzchołków związa­na óest ^Jednakową U c z h ą  łuków*

F js *  6*/W ieioliok z ja « le rz o h o łk a a l /i>ys. 6a/ 3*®st n aJp rosćB gys p M y k ła - óein fpjEfu pfiłziBgo/* G ie f  pełis^y zawsze ¿esti je fe s r o a c y » Oiiwrotoe tw ierd zen ie n ie  ¿ e s t  prawdziwe, bowiea g r a f jednorodny może być n iep ełn y /rye* fc b»e/ • f  pełnyia zawsze w ystępuje se ie z k sK iB łilt .K a  /e b  r y z . Cis je s t  n i ą j |  ,  (^2 * ^ )  * (*5 *^4) * *
(*5 »̂ 6) | A
Grsf» w ktdyyia co najjatiiej dwe wierzchołki połączono są więcej 

niż- łuSrieEi /krawędzią/ nazywi^sy r n u i t i s ^ ^ ^ ® ^/rys« 7/«



•••• ^  mmnajw iększą lic z b ę  łuków(krawęazi) łą c z ą c5?cłi sąsied n ie  w ierz­c h o łk i w m u ltig r a fie  nazywamy w i e l o k r o t n o ś c i ą ,  sam zaś m u ltig ra f ogóln ie -  p -g  r  a f  e m, g a zie  p -  w ielokrotność łuków. G r a f , w którym żadne dwa łu k i  n ie  p r z e c in a ją  s ię  nazywamy grafem  p ł  a s k i  m, w przeciwnym vi^padku -  n i e p ł a s k i  

/rys. 8/ .

X. X5
6̂ //

/// IV'̂ 6
Xa 5 6

H ys. 8 .

Cxraf na i^^s. 3 a j e s t  p ł a j ^ i ,  ponieważ j e s t  izo m o rficzn y  

wzgi^dem g ra fu  z rys*  8b. Iłys. 8c pi^zedstawda g r a f  niepł^askl*
S c i  a n ą g ra fu  i^ laskiego nasywa;^}' o b szar p łaszw zysny 

ogrim icsony krawędziam i i  n ie  za w ie ra ją cy  w a m ątrz an i w io rzc ń o ł-  

ków, ani kraw ędzi /na r y s . 8b p ła szc zy zn y  I ,  I I ,  I I I ,  I¥ są ścia- 

naiai g3?afu, przy czym w lic z a  s ię  tę ź  ścian.ę zom aętrzną n ieskoń ­

czoną /IV/.

L iczb ę ś c ia n  można d o lic z y ć  z z a le ż n o ś c i n - 2 + K -  W, 

g d z ie  K -  l i c z b a  k raw ęd zi, W -  l i c z b a  w ierzch ołków . Dwie ścian y  

są  są s ie d n im i, j e ż e l i  ic h  b r z e g i z a w ie ra ją  x>rzynajim iej jednią. wspóln.ą krawędź.



1C5 # P o d J £ b i o r ^  ^ 3: a t  6? o § s T B t  o m e-4ii:u (-.tP) g r a ł  G ^ tl^ )  oIitb^élan^ ritietępu^t^coi1/ m irŁO hoł/il * xiocaraíu G »1̂  ̂ aala'/»ą ño pem^^o podsoi^ru viier. cliołlców ¿^ratu i 6 i |2/ oSw^orowaiil^ ^adda.^o wior^abałka, podgjratu ¿@st pr-E^krojod^^ora^snla ta.,^0 r r t f i t  -  ̂ poaabio-»u u (ifi^) f Px ^V í.cárad* Qxaa.ta ■..* ,̂-i. ĵ JL''̂  / apa♦ ''jaJo x * * £ i w j a o j^ 5 * ^ }  podpraT .w ioraiąey w isrE cn ołki ñ x¿~l •Odw^orawaaiasii kaáaago i^iarsokok* assuki^aaas© pod,, ,̂raku aąf

v-iO '■ ̂  a. I M '»ĵ¿v.«sÁ»# a ,ii a o íJl̂

MM p*I aíXj)G(X4) ={*2»^5*'"^C} n -j O '
śi.». uvmoTzmi^ d la

s^s* iib#

R;^a
ji OtQ ü ü ^ X t í - í i s L i > a a s - r y . o ? í a a  m śpodaUlaru feii;ri.cjuai]séii á i^aa^sfekle nohadzące 1ŵ‘cbodaąoa ł u ^  a ^ ¿ąb kiem  p ę t l i  i  luków łąc;k^u^‘CU ^¿lersclidilü .  ̂podi.liloru A*..rarefíi £ raiu  k(x,r^r,aa;^t?5ani^ p a d .r a iG(^XtF)t w aa^arie aą % as^stkie lę iersed o ik i i  pa?^lon pod--Eóiór łuków £3;&iu w^¿£diowego, t¿ *  f c F  • lia p r ^ k ls ó #  £2?af c io ^ j  powstaje 2. »am u 9a/ poi&aatai>i€íiia 4e.-,o -¿,ñzy^s tk lc k  wiertciiOlkww axa¿ łuków 2.umuc^cm;^cii ¿eckią kr^aką*d âTam ł  a £ D w  ̂ m naaj?wsxs  ̂ aox îeaxtowan *̂ g r a f  cz e śe io —



11

®3> uzyskany a gnafu  w y ^ śclo se ^  p rzez i^ k i^ zeB ie  p ę t l i  i  łukówsp in ających * ^  p rzyk ład  w yłączając a g ra fu  częścłov®go łu k l zazm czone dwissa kresIraBii otrzyaujemy g r a f bazowy,W ogólnyai przypadku g r a f  e o ź ® byó p r z e d s ts w ło iĘ r  jako k ilk a  oddzielnych grafóWi zwanych składow y® !,nie p osiad ających  współ- i^ ch  łuków, W takim  przypadku g r a f  G ( x ,r )  aazywaE^ niespójnym, Składowa sp ó jn o śc i grafu » to g r a f  sk ła d a ją cy  s ię  z wierzchołków X £ X i  w szystkich  tych  wierzchołków» któj® połączone są  z x  p e w i^  łańcuchem . Składowa sp ó jn o śc i obrazuje r o z b ic ie  zbioru  wierzchołków X g ra fu  G (^»^) oddzielne n ie  powiązane ze so­bą p od zb io ry . Taki g ra f*  któr^ zawiera jedną składową sp ó jn o ści»  t z n , j e ż e l i  każdy w ierzchołek tego g ra fu  można p ołączyć z dowol­nym innym w ierzchołkiem  za pt®ocą pewnego łańcucha» to  g ra f t a k i  nazy\rainy s p ó j n y m ,¥ przeciwrĘys wypadku -  niespójnym ,Ba rysunku 10 g r a f  składa s i ę  z cz te re ch  s k ła d o ^ e h  sp ó j­n o ś c i .oJ b)H
106 .  B l e k t o r e  t t b f 6 wL i c z b ę  03?klo sjati?7/ c s n ą  w m u l t l g r a f i e  o w ^ ^ ie r s ic h o łte c h t  k  lukBOh / k r a w ę d E ia c h ^ i r  skła*30w;;fclx s p ó j n o ś c i  o k r e ś la  r ó r a a n ie sV s  k  — w 4̂ rI d c z b a  c ^ k lo ffie tr3?czna V  w m u l t i c ^ a f i e  równa s i ę  n a ^ *  w i ę k s i ^ 3 l l c s i b i e  niezmleżmych cykli /obwodów/* D la  g r a fó w  n a  r y s *  10 I ł c s b a m i  cyklometrycznymi s ą  l i c s b ^ t  5» 1 1 1 *



12Z lic z b y  eykloffietrycjaneJ wynika bezpośreanio l ic z b a  lu le r a  d la  g ra ta  spójnego w ~ k 4- s » 2 g d zie  t s •- l ic z b ę  á c ia r»% d r o g ie j stro n y lic z b a  skoóczon??cłi ścian  grafu  równa s i ę  l ic z b ie  zawertycb ® rÍ!? r ie ra le ź n y c h  c y k l i .  TTwzglfdniając ś c ia ­nę ze^snętrzną »Ośna n a p lca ćt s  » V  + 1  la b  V » s  -  1 . Stąd  poś­rednio wynika* śe g r s f  spójny je s t  jednoetkowy, a jego lie a b a  cykloatetryezna równa s i ęV ar k -  w + 1*l'odsta?siając w aiejsc®  V wyrażenie s-1  otrzymujesry l ic z b ę  f u l e r a .  ?^ stę p u je  W t e o r i i  cT^afd '̂ lS.cfiba o h ro m -t jc s m #  k tó rą  ^ost lłc2;l>a m gra fU t d la  k tó r e j¿adne dv/a poląo^^oiio wior^ehoł^^i n ie  b fd ą  jednakowo om sc^ore /pon«or0??ano /HySo "ii/* k o lę d a  wią§as i^  róiaii^ż s sagadniante® licsib;;^ l^rw# Okazujes i ę  bowlsmt ^  do pokolorowaBia t o * polit;;?osro5 Iiib admi-*nlk!trac3^*jx^¿ ta k  żadne dwa s ą s ia d u ją c e  państwa /województwa/ B ie  *b;ył>’ pokoloro^ariO jednakoi^i^m k o loren t w;^8tax''cs  ̂ pi#e ko* lorów# !)la f^afŁi / r js *  11/ lic E b s  obrtmiaty* 
C22̂  M » 3 § e wlerscbolki tego gra^u 

mogą 'pmitmBxmmm prrsfllaclow© laa* 0 tę p u ją co t wier^ohoł®^ ?;? 1 1 *  3tX j *  i  # 3 i  *  2 #
11
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7 # M a c 1 6 r  ̂ e S a f  d w

WBOi T̂%ą ¿uków w graitie G o n wlerzcbo łkacb

aaciera kwauratową h s ] sto]^r, b , tetfipsj elejDect 

okraśla licsb ę łseków 1tąeaąe;^eh i-ćy  ’slojjaotoołek a Dla p?afu /t b̂ * 9a/ aaoiesa łuków oa Doataéj

ñ *

001000OOKÍOO
000001
11KJ01
00110100(X>00M a c 1 @ r  a odbiciem odwaorowaoia M adera taka

t r a n o n a n a  łuków m
á e s t

á WJSí3 ła?a?u i"»*o r i e c t a e j i  w sz^stkiołi łokó%
■ pod! łatwo

p ra e s  aamiant

sto p n ie i  pół-etop nia w e jście  i  w jjś c ła  wleyachołkÓY? ^essfa! pćłst'>pnieis ś c la  /w yjścia/  i~tef?t» w ierzchołka X* równa a ię  btmi.ej - t e j  koliBuny d la  i=.j A - t e e p / riera'ehołka a la  «Ít- j Jkę: w '

n 1** m acłers^a c  i  e r  « o t) a i

X
ñ ñ c

o u uaerse

G (y .r jmianę W3 n- m sclerg utworsoTia s łi^&ow pr^as sa'
?ow^oh Ba ¿eá:^iiki

na WTüm Macicrs dopełniająca ków B06T0 skcm otru e^nefo grafa< o í x . r m acierzą łu*
Przykład v’jaó dla 1111

0000
0101
0010

oraz

o k r e ś lić  a a c ie r z do danej n a c ie r p ’ i  naryeowai od*powiadający g s a f



-  14 -M acierzą oLopełniającą do daiaej macierzy gestinacierz A*= 0000
1111
1010
1101a odpowiadające macierzom A i  A* pokazane są m  12*

wnej p rzek ątn ej ty lk o  wtedy^ ^dy odpo\dadająoy je^-^ g r a f  

G ( x » r ) je s t  sym etryczn y, / G ra f G » ?/ którym dwa dowol­

ne s ą s ie d n ie  w ie r z c łio łk i p o łączon e oą dwom p rzeciw n ie  sldLo- 

rowanymi lukam i nazywamy grafem  s y n: g t  r  y c z n y m/*Dla g r a fa  symetrycznego / r y s , 13/ m acierz łukóv- i  j e j  tran sp ozycja sa sobie t j *

2 , Ifetcierz łuków nazy¥/amy p ełn ąt j e ż e l i  suma dowolnej pary o l e -  mentóv/ m acierzy sy i^ try czn y cli względem głównej p rzekątn ej , je s t  dodatnia i  s t a ła  ^ = c o n s t>  O/*Pełna m acierz łuków odpowiada pełnemu g ra fo w i. G raf r y s , 13 je s t  pełny / n ie z a le ż n ie , że je s t  sym etryczny/j a odpowiadając jemu m acierz łuków sp e łn ia  podaną w łasność*



-  15 -StłJflpieó P/x/ ao podstawie !aaoi03?ay lukówo k reśla  s ię  a a a le ś o o ś c l P/x/ *  + a^^/ /w -  1/ + a»gd zie* a -  elem ent glów nea^prz^katnej, d la  którego i  = 3 /dla ^ a f u  r y s .  13 eto p ień  P/x^/ » F/x^/ » /a^g + ag-,/ /W -  1/+ a-,-, « /1+1/ /5-1/ + 0 = 4 / .5. M acierz luków aa je d n o ści na głównej p rze k ątn e j ty lk o  wtedy, gdy w ie rzcłio lk i odpowiadającego j e j  g ra fu  a a ją  p e tle  /p atrz ? y s .  15 i  odpowiadającą su  s a e ie r z  ą z jed yn k asł m  głównej p rz e k ą tn e j/ ,4* Macierz© luków równych sto p n i ®ośna dodawać wg ogóln^JCh d la  algeb ry  m acierzy za sa d .P rz y k ła d . Dane są  m acierze luków* A
M acierz Ą + B « |1 0 1 |. Odpowiadające m cicrzo i?  ft, B 1 Ą+B g ra fy  i lu s t r u ją  odpor/iednio rjE tm k t 14a, 14b i  14c

b) <̂J

’<4 ^4 >•4
Bys. 14 4̂ Gy ^ 62Geooetryeznie operacja stasy m c ie r z y  łuków odpowiada d z ia ła n iu  sumowania mnogościowego przedstawionych za po­mocą tych  m c ł e r z y .5» M acierze łuków równych sto p n i mośna mnożyć przez s ie b ie  wg ogól­nych zasad dla a lg e b ry  m acierzy .P rz y k ła d . Dane s ą  macierz© łufcó^? ja k  ® p rzyk ład zie  p o p rze d cia . I lo c z y n  tych  m acierzy i  * B*-1j e j  g r a f  i l i e t e u j e  r y s ,  15 , a odpowiadajmy
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Bys m 15  łolcóWf z któr^;ch jed en  n a leży

do g r a fu  , a d ru gi do g ra fu  Otĝ6 . M acier25 łulców A nożna p od n ieść do p o tę g i  X  /mnożąc ją  p rzea

s ie b ie  X  razy/»  J e ż e l i  g r a f  n ie  m  p ę t l i  i  dowodów, to  k o le jn e

podnoszenie do p o tę g i prow adzi clo W7/zerov/3nia maciorzs? A /A  ̂ 0^

Podnoszenie m acierzy  łuków do p o tę g i na tę  w ła sn o ść, że w ma«

cierz3^ , l^ żćy  elem ent w skazuje l i c z b ę  m ożliw ych ś c ie ż e ko d łu g o ś c i A  $ prov/adząo7/cb z w ierzcIiD łka do w ie rzch o łk a  x .
1  j

w g r a f ie  jściovi;^ffi*

Przj^kład. Dla g r a fu  /t j s  .  16/ inamw;

0110
0000
0202
0100.

0000
0000
0000
0000

0202
0000
0200
0000

0200 
0000 
0000 
0000

Bysm 16
Elem ent, np* a^2 ^ o i e r z y  prz3?jmuje ?/arto ści:

Potęga m acierzj' X = l l  X = 2 |  X = 3 |JL.
W artość
elem entu 12

»X»T<i ’ll«̂ îT»ll »1 nil » ■ u ai i=1 ! a>t 2 ii I a>ł 2 II ®12= 0
oznacza t o ,  że w g r a f ie  jściov/5^m międzj^ w ierzcłiołkam i 

i  ^2 i s t n i e j e  jedna ś c ie ż k a  o d łu g o ś c i 1 i  po d?de ś c ie ż k i  o 

d łu g o ś c i 2 i  5 ,
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Tiacierz A , 'badąca sujną ’.’;sz:;o tk ich  kolsjn:i;c}i m -,cierz potę';c jj

oznacza l i c z b ę  ś c ie ż e k  łą c z ą e y c b  - ic r z c h o łk i  x . z x., bez vjskaza- ̂ 'J
nia ic h  dłuf^ości /o len o n t = 5 » co ■ zec5^'vdścio po -

tw ierdza l i c z b ę  ś c ie ż e k  mirlz^; w ierzcłiołkam i i  x-, *» pcrbrz t  -  

belka/#

S . ^ b r z e w a  i  p r e d r z c v 7 a

D r  z e w e le grax 17 /  o ?7>asnościecłi> że

¿ c s t :  epójn^? i  iiiezoriento-wan^; I bez p ę t l i  i  cj^kli?

T>̂ s • 17

Każda para r ą e ie d n ic łi wiarzc'holV6w połęc?iOio-'  ̂ ¿e^i ta lk o  d"dną 
kraw ędzią; dowolna para n ic e ;; .;ic d Jd c K  ' l:;.:akCliołknv; połączona j e s t  ty lk o  jednym łańcuchem* ma nie l in ie j  n iż  1 . 7  v..-iez-!ce w ie r z ­

c h o łk i ; d o łą cze n ie  kraw ędzi łą c z ą c e j  tira n j.rsaeied n ia  vde''2cboł' 

k i  prow adzi do’ powstania c y k lu  elom ontarnepo*

L a G e m nazywamy n ieep ó jn y  5X*t.K bez p - jt l i  i  c y k l i*  

Fkładowe la s u  s ą  tak że  drzc.-aBii a lb o  w iszącym i -Icrzcliołkam l»  

Las pov;st3 je  p3?zez u su n ię c ie  jedne j  z krav/ędzi wraiu# Ka przy-» 

k ła d  usuwając z drzev/a / r y s .  17 /  kraw ędzie /x^f x^/ i  /y-̂ 9 x^/ 

otrsymujeniy la s  rikładając;; s ię  z t r z e c h  Jrzew#
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Poiii<îwaâ l i c z b a  c^^klometr^^czna ^1-:̂ 7-asu V = 0  lu b  k -  vi 4- 1̂ =0/ l a s  r iio  ma c ^ k l i  i  h ś  nn t y lk o  ś c ia n ę  n ie s k o n c s o B e / #to  aby p r z e k s z t a ł c i^  4^ ^ vto-trzeba usunąć s nieeon ie  m n iej n iż  u k r a a ę ć z i ,  ą u s ie  l i c z b ą  n Doliczam y z s a -  le ż n o ś c i n - b W e 1 •
P ier\7ia s t l:ie m  p ie ń  v.-Gjacia V -h /x/ irychodsą/♦ la  pírzykl' je g o  p ie r w ia s tk io n »

0 zo'^ionto . ero /r;/ -  ^  e /
/> r ?-ry 'O  /. » n ; ’ ' *̂1

 ̂ ' <J ‘ ' ' ' — .ołe • .  ̂ '.d- i.- Ją ito Li ;̂:o r t o ­/z p io r^ 'ia £r Uio,..:-, pr j ;k’'‘z s . r i  łu l:l jod: n iele r z c b o łe k V? r/ : •• 5 /  f» - ł t  i¿.3 , ■ / L . ? t. * Iw/ 0

6̂

"a X9

vo
5̂

Hys* 18
9 . S i  e c 3-S i e c i ą  nazywamy g r a f  s ’^ofozony 1 / 7? ’■/ ecu p c t l x  i  c y k l i ,  zorlentoiuany w jednym k ie riin k a  oc v/ierzcliolí ->r̂  rrr- .> rs■ ■ itj «ii ^nego ź r  6 d ł  e m. do v/ierschołke Zv;aricgo u, ;j e c i e m .

/P rzy  czym p ó ł s t o p i ^ w e jec ie  d la  źró d ła  i  p ó rsto p ie n  vy^ ccla

dla u jś c ia  se równe r.eru /.P  ̂ ’

m i  e c i  ą t  r  ta n s p o r t o  w ą nanyr/ainy s ie c  o 

w łasn o ściach } że ma ty lk o  jedno źró d ło  1 t;y]-co jedno u jś c ie  

o ra z , że k a żd ej kraw ędzi przypo::'zadkovyr7ana j e s t  rev.na ca łk o w i­ta  i  nieiijenina l ic z b a  /ccu / ^  0 / zwana o o p u s  mc  z a 1 ~ 
n ą p r z e p u s t o w o 3 c i  ą o c n e j lera wędzi* nys unen 19



t)rz&s$8t<łwla ~ 19 -taransportową

% p o ję c io s  s i e c i  tPanepoPtowe^ \Plr tjoflęciep r s/ ‘P(4 T> U* pod rm tś:
O' iSH O SO it 

2f * / Ĥ(u) ^G{^) ora^ ¡E_1̂ (u) -  S)P(u) — ^LitUy (#)
ic 0f3p rse s w ierscbołek włuspOiWi ł  * i  ozm omkPswpd25i u io:w artość prsiepł7r#m ^(u) wo^scl e /ti/ dapoj 

07cb do pewjłogo ¥;iorsobołka /nie będącego
fx: łS* rum •r̂

bo go p r^ ^ p łfwt-e■ pr£0płyv#iemuą tfX callcawttąii
sĵ tT̂ ł Ti f 'A- ■se^i p rz e p u s tu¡płjw ów wchodzą^'

i f tlB iu3¿^olQo/ p,v»* £ teg o  wiaBs*cholka wiersabołkćw 1 s i^ e l  r 0£ 1 ac *> pi is j  możfisl i ć  mde \ i  n iek tó re  w ierzch o łk i że f 6-1* iO Hltyżyom% X, :la/ Ba le i:?
do B i  do wie’ ta ło  w ierseh o łki 13̂  ę wchodźH p r k r a ej e lG c if  a BmrmóopuBzczalnyoh pr%ep ivch wędzi określa ic zala­ną praapustowoBĆ prseki^oju ll^f a lb o  po pro3U C / U ^  = S C(u) • koMe.j «’łe s i to -»UU \¥ielko3" prsckp-o-
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pewną l ic z b ę  p rzekrojów  o ró ż n e j d o p u szcza ln ej p rzep u sto w o ści.

Î a p rz e k ła d , d la  s i e c i  tra n sp o rto w ej /vys* 19/ możliwe p rz e k ro je  

zaznaczone z o s ta łj ' l in ia m i przerj^wan^mi i  oznaczonj^mi kolejn^^mi 

numerami. W prz^ypadkut j e ż e l i  maksj^malna w artość przepł;ywu y (u)
 ̂ . 7-.- - V ■— t

danej kraw ędzi równa s ię  d o p u szcza ln ej p rzep u stow ości c/ii/ t e j

kraw ędzią to  taką krawędź nazywamy n a 'b y c o n ą . Spośród

w s z y s tk ic h  przela?ojóv/ s i e c i  tra n sp o rto w ej można ^łłjTótnló prze-*

k r ó j  o n a jm n ie jsz e j sum arycznej p rzep u sto w o ści • c z y l i
i  ^p rz e k ró j o m inim alni^ w artości /p a trz  ta b e lk a / *

-i..-n III L p . '"łPi?ze!n?Ój TJ/ x " ,x ^ / ,  / X j j ,X 2 / , / X p ,X j // X p ,X ^ / , / X p ,X ^ / , /Xg> Xg/
:=5=|t£:=::

■i PrzepuEto\"ośćC/it/[ 5-I-3+4-I 5V^4-2'
I! 4 /Xp ,x^ / , /X j ,x ĵ^/, / X , ,x ^ / , /X2 ,Xę/ /Xg , ̂ 2/»/^o »^3/ * »^3/ » » ^ 4/

■'« ■ ¡C‘- Ł./x^ ,X c//x^ |Sc/,/X^ >X̂ ĵ /,/X2,X ą / ,/ X v .X g / ,/ ^ 2 » V  '/Xjj,X2/,/3Cj,Xg>,/Xj,x^^/,/x;j ,x ĵ^/i
/^2 »/ * 3  * * *5 ^  »/ X ^ ,X j//X 0gX o//X2 » ̂ 5/ .  /X j > Xg / ,  /x̂  ̂* » Xr; //Xp « X2 / ,  / X j  ,  3 ^ / ,  / X j  > /X^ # Xij /  ,/X^»Xy//Xq »X2/ , /Xjj, X j / , /x^ » X j/ , /x^ , x^^/, /Xq»X^//Xo.X2/ ,/ x 3 ,X g / ,/ x ^  ,Xr^/,/Xj,X^/

} 5.+7+̂ <-+6
! 3+4+?+'10+4

22

23

{ 4+10+744-+6 -  = 51

I 3+^+7+10-tJ^
j 6-}-'i-V4-i-5+^
I

6^4-4-3

28

25

I 34A+7+10+ 3 = 27

3+''i-+2+lO+5

I 3>4+4-i-3w ta b e lce  podkreślona je s t  przepustowość minimalnego p rzekroju  s i e c i  z r y s .  19*
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Jb ż e li  w s ie o i  toPanspoitowe^ w szystitłe krawędsis prsefcpoiu ialni~  m ln e g o  są  nasycone» to  najw iększa m r t o ^  nawiększy praep>yw n ie  p osi^ la* określana jo s t  w ie lk o ścią  m inł® al- nego pr^^pływtt s i o c i ,  dopuszczalna przepustowość JBinlsaliisiio p rz e k ro ju , je s t  w ięc ^  = CPrzy rozpatJ^yranlu s i e c i  transportow ej uśy-iia s ię  p o ję c ia  r z ą d  w i e r z c h o ł k a »  który wskazuje m  ko lejn o ść przepływu p rzez kaśdy w ierzch o łek . In ąfisi słowy rząd i^ierzcholka wskazuje na t o .  Se w fcon ctrukeji przepływu pi’Z0Z pewien wierzcho~ le k  m ze e lm iczą  e tru n d a sie  przechodząc© przez w szystkie iderzchol> k i  n a le żą ce  do rzędów o n iższy ch  »jirasrach. Rząd wierzchołków z a -  zsaczaey w zrastającym  ciągiem  l i c z b  od śródła do a jc s c is . t z s .»  śe każdy n a stę p ie  w ierzchołek m  rząd wyższy co do w arto ści od rzędu ■TOzystkich wierzchołków poprzedzających*Rozważmy s ie ć  / r y s , 19/» ® k t ó ie j  « ierzo h o łek  jako źródło laa rząd 0* a w ierzch o łk i 3^ i  w ijś  1 .  ponieważ przepływp rzez te  w ierzch o łk i n ie  może być utworzei^ bez u’.'®ględnienla przepływu z w ierzchołka m^* W iarztóiołek ma rząd 2 , gdyż kon- strtifccja ppsK!pły%5u praoelwsdząeego przezeń musi uwzględniać prze­pływ rzędu 0 ł  1 , im lo g ic z s ie  w ie rzch o łk i s 1 ^  — rząd 5»rząd 4 1’ w reszcie 3£w -  rząd 5 ,Rząd w ierzchołka ao&na o k r e ś lić  wg grafu  b sz o w ^ o . utworzo­nego z danej s i e c i  transportow ej przez u sun ięcie z n i e j  tuków zamykających» k tó re  w s i e c i  / r y s , 19/ zaznaczone są  po&^ójn^^ai kreskaaai. Z g ra fu  bazov?ego / r y s , 20/ wyraźnie widać rzędy . i e r z -  cbołków.
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6̂

2010* N i e k t ó r e  z a s t o s o w a n i a  g r a f ó w
A# W y k o r z y s ta n ie  g r a fó w  do i d e n t y f i k a c j i  i n f o r ^ ^ c j i *G raf inform acyjny / r y s , 21/ i lu s t r u je  układ ruchu in fo rm a cji w dowol33ym systeinie od c h w ili  j e j  w e jścia  do systemu /dane wej** ściowe/ do momentu j e j  w y j^ ia  /wyniki końcowa/* Wierzchołkami g ra fu  in fori]^cyjnago są  dane wejściowe t pośrednie v;yniki opraoo*^ oraz i/^niki końcowe# huki za ś wskakują na wzajemne powiązania tych  elementów# G raf t a k i  tm ś c ie ż k i  o skońconej d łu g o ści jako# śe proces ruchu in fo r m a c ji n ie  je s t  nieskończony i  je s t  zorien** towany w określonym kierunku j e j  przepływu#

/ó

Bys* 21
L iczb a taktów ss Bząd w ierzchołkaW g r a fie  in fom acyjn ym  /rys# 21/ w ierzch o łk i i  2̂ d a ją  ty lk o  v#^jćcia ** są  danymi wejściowymi* w ierzchołek tBB. ty lk o  w ejście  -  je s t  r e z u l t a t u  końcowym* ^wierzchołki s ą  re zu lta ta m i pośrednim i 1 p e łn ią  fu n k c je  ?/ierzchołkow ??ejśclowo**



-  25 -jściow ycłif np« w ierzcłioiok (lesti wyjściem względem w ierzcłioł— kow i  ^2» e we^ściein względem wlerzctiolków i. X0» w któr;ycłi tworzeniu b ie rz e  udział#Między wierzchołkam i g ra fu  inform acyjnego zachodzą r e la c je  wska­zu jące  l ic z b ę  taktów w ruchu in fo rm a c ji -  l ic z b ę  niezbędną d la  l7i.vorzenia tak ieg o  czy innego wierzchołka# którą określa rząd tego w ierzchołka* Ha p rz y k ła d , 'w ierzchołki i  twovzy s ię  w wyniku trz e c h  taktów /p atrz r y s , 21/ ,B z ą d  ' g r a f u  określamy jako maksymalną lic z b ę  taktów przepłyvm in fo rm a c ji w c e lu  otrzymania r e z u lta tu  końcowego /graf r y s ,  21 ' je s t  rzędu 4/*Ogólna lic z b a  taktów konieczna do utworzenia w ierzchołka x . ,Xa więc i  jego  r z ^ lu , je s t  równa l i c z b ie  łiaków łączący ch  n a jd łu ż -  szą  ścieżk ą  w ierzchołek z dowolnym spośród wierzchołków wej­ściow ych, Ha p rzy k ła d , \^erzchołek / r y s , 21/ ma rząd 4 i  wy­znaczony je s t  d łu g o ścią  jednakowych liczbow o śc ie ż e k :
/ I //5/ 2:2 "4 /2//4/ X

%
6

X7
X,b "7 *Ponieważ rząd dowolnego w ierzchołka wyznaczany je s t  n a j­dłuższą śc ie żk ą  wchodzącą do tego w ierzch o łka , to  można tę  l i c z ­bę v/yzn3czyć przez odpowiedni wykładnik p o tę g i Boacierzy łuków g ra fu  in form acyjn ego . M ianow icie , przy kolejnym podnoszeniu ma­c ie rz y  łuków A do p o tę g i A  w dov?olnej j - t i j  kolumnie elementami będą same z e r a , co oznacza, że w g r a f ie  n ie ma a n i jed n ej ś c ie ż k i o d łu go ści X  , wchodzącej do w ierzchołka x . .  N ajdłuższą więc śc ie żk ą  wchodzącą do tego v/ierzchołka je s t  ścieżk a  o d łu go ści

A - 1 .W ierzchołki d la  których  (Z  = O są  w ierzchołkaail rzędu 0»t z n . wejściowymi danymi g ra fu  in fo raiacyjn ego . W ierzchołki d la  których ajY^ « 0  są re z u lta ta m i końcowymi.
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Z m acierzy /p atrz własność 6 m acierzy łuków/ g ra fu  inform a-wynika# że elementy j e j  w j - t e j  kolumnie wskazują z j a ­kiego w ierzchołka pow staje w ierzchołek x .  i  i l e  razy każdy

ow ierzchołek u cze stn iczy  poprzez różne ś c ie ż k i w k o r z e n iu  x . ,
JElementy m acierzy w i-ty m  w ierszu wskazują ja k ie  w ierzchoł­k i  pow stają z wierzchołków i  i l e  je s t  możliwych ścieżek# z których może powstać x * Nie trudno j e s t  przekonać s ię  o p o - ̂ Xwyższych w łasn ościach  m acierzy A  ̂ g r a f in ­form acyjny /rys* 21/ z odpoviiednimi macierzami tego grafu*E* W ykorzystanie grafów do o k reślen ia  pojemności in fo rm a cjiGrafy można \7ykorzystać również do ok reślen ia  pojem ności i n ­fo rm a c ji danego dokumentu. Zadanie polega na o k reślen iu  lic z b y  znaków litero w ych  i  cyfrowych dokumentów z uwzględnieniem tekstu  o k re śla ją ce g o  formę dokumentu danych źródłowych, niezbędnych dla o b licze ń  pojem ności in fo r m a c ji*Dla przykładu przedstawmy ko n stru kcję  drzev?a inform ac 3i / r y s . 22/, w k tó r e j in form acja I  składa s ię  zg zbiorów i  I „  oraz zawiera część opisową, sk łd a ją cą  s ię  z m ateriału  literow ego i  cyfrol?wego 0^*

Z k o l e i ,  z b ió r  i n f o r m a c j i  1^̂ d z i e l i  s i ę  na z b io r y  I j  i  o r a z  zaw’i e r a  c z ę ś ć  o p iso w ą  Ly|* A n a lo g ic z n i e  sk o n stru o w a n e  s ą  zb io i?y  i n f o r m a c j i  o r a z  z b io r y  I c ; ,  Irp / r y s .  2 2 / .W c e lu  o k re śle n ia  pojem ności in fo rm a cji należy p rze k szta ł­c i ć  drzewo w s ie ć  transportow ą przez ¥^ro?/adzenie dodatkowego w ierzchołka 0,  połączonego łąkami z końcowymi wierzchołkam i drzewa L ^ , i t d .  / r y s . 22/. Następnie p rzy p isan ie  tym łakom /in cyd ent- nym z v;ierzchołkiem  0/ dwóch parametrów i  w^, gdzie d^^-długość przedstaw ienia zb ioru  in fo rm a c ji / lic z b a  znaków/; w  ̂ -  lic z b a  o k re śla ją ca  wartość drugiego zb io ru  in fo n t^ cy jn e g o , t j .  lic z b a  mówiąca i l e  razy zb iór inform acyjny poziomu niższego m ieści s ię  w
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T Ilo cz y n  parame j trów łuków i ście że k
{ 2 0 . 1 .1  
I 1 0 . 1 .1{ 1 5 .1 .1 .1i 10.10. 1. 1.1II 5 .1 0 .1 *1 .1j 6 .10.1.1.1} 5*25*1 *1*1
I 5 . 8 . 1 . 1 . 1i 5 .-^.1 . 1.1 5 . 1 0 . 1 . 1 .1  1 . 5 0 . 1*1

-E2ii§i^SŚś-jiS£S£S2.S.^Ł„.I  literow ejjcyfrow egjrasem

50Hasem: 530 XIn form acja wejściowa wprowadzana do pam ięci maszyny może byó ilustrow ana przy pomocy m acierzy łuków wymiaru m x 4 , gdzie m -  lic z b a  łuków w g r a f ie  / lic z b a  w ierszy w m acierzy/. W pieTO - s z e j  kolumnie występują w ierzch o łk i początkowe łukówj w d ru g ie j w ierzch o łk i końcowe, w t r z e c ie j  -  parametry i  m  w reszcie w czw artej -  parametry /p atrz m acierz danych z g ra fu  r y s . 22/*O 1 20
Ir. 1 Oo o

O L2 1 30 
L2 I2I O 

I2 1^1 OC . W ykorzystanie grafów do o b lic z a n ia  n a jk r ó ts z e j ś c ie ż k iJednym z podstawowych zadań t e o r i i  grafów je s t  wyszuki­wanie / o b lic z a n ie /  n a jk r ó ts z e j ścieżk i#  łą c z ą c e j dwa w ierzch ołki grafu# Algorytm tego zagadnienia rozpatrzymy na p rzyk ład zie  s i e ­c i  transportow ej / r y s . 23/# K ażdej krawędzi u s ie c i  przyporząd* kowujemy l ic z b ą  1 /u/ ^  0# zwaną d łu g o ścią  kraw ędzi; H ależy
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ś c ie ż k i od do a /¿^ = { ^ o » ^ k » ^ _ ^  * ^n)3eat n a jk ró tsz ą  ś c ie ż k ą .Prawdziwość końcowego stw ierdzenia wykonuje s ię  następu­ją c o . R iech  s  i  X p ,s^  ,  ,  ,  Xĵ  = b ędzie dowolnąście żk ą  od x^ do x^; j e j  długość oznaczmy przez 1 //< /; wówczas:'k  ̂ -  O'k2 1 K^» k̂]

n 'k. 1 % »  >Dodając stronami pow^rższe nierów nościt otrzymam^  ̂ dla dô  wolnej ś c ie ż k i JU Ajj -  o ^i(> A)
n 1 (jUq) f ^iobecPonieważ dla ś c ie ż k i mamytego ścieżka je s t  n a jk ró tsza *J>m W;ykorz3?stanie grafów do o k reślan ia  maksymalnego przepływaRozpatrzymy n astęp ujący p rzy k ła d . Pewne porty i  = 1 t 2 f . .* t 5 /  rozp orządzają określonym i zasobami w i l o ś c i  /4 , 4 , 6 , 7f 1/# na które porty / j  = 1 , 2 , . . . , 5 /  z g ła s z a ją

%zapotrzebowanie p .  / 2 , 5 f 5 t 5 f 5 / *  M ożliw ości przewozowe statkówu/przepustowość łuków/ (u) -- p a trz  g r a f .  Graf tego zadaniapokazany je s t  na r y s .  24.
yo

Algorytm o k reślan ia  maksymalnego przepływu:



-  29 -♦ 1 . Przesuw ając s ię  od x  /źródło/ zawsze n a jb a rd z ie j lewą ścieżk ą / j e ż e l i  n ie  j e s t  ona ślepa -  ma łuk o zerowej prze­pustow ości/ do Uq / u jś c ie /  wybieramy i  skreślamy na n ie j  łuk o n a jm n ie jsze j przepustow ości » k tó r e j wartość odejmujemy odw arto ści przepustow ości p ozo stałych  łuków rozpatryw anej ś c ie ż k i .  Postępujemy t a k , aż w szystkie ś c ie ż k i /// g ra fu  od do zostaną poprzerywani#2 .  Tfa każd ej ze śc ie że k  /¿i  g ra fu  wyjściowego o k r e ś lićprzepływ Cu) róm ^ przepustow ości (u) skreślonego łuku,Przepływ c a ł e j  s i e c i  róiraa s ię  sumie przepływów 'P dla każ­dej ś c i e ż k i .  Tak określany przepływ je s t  maksymalny.’**max = = 2+2+1+3+2+444+3+1 = 22 jed n o stk i medium.
L it e r a tu r a ł1 . P . C h a ra ri, T eoria grafów .2 . E . S a rg e , Teoria grafów i  j e j  zastosow ania.3 . Z . A łftero w a, Zastosowanie t e o r i i  grafów w rachunku ekonomie znym.4 . O, Ore, ZTstfp do t e o r i i  grafów .
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