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Niniejsze opracowanie stanowi zbidér wybranych fragmen-
tow teorii proceséw stochastycznych, dajacych obraz mozli -
woocl zastosowan, a wiec 1 okreslonej przydatnosci dla celow
wojskowych.

Tres6 oraz stopien trudnosci przy studiowaniu utozono
sa pod katem wyktadéw prowadzonych na kursach w ASG, W przy-
padku samodzielnego studiowania konieczna Jest znajomos¢ ra-
chunku rézniczkowego w ujeciu politechnicznym.
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B8ShyDSiS_Préw™222dobleristwa
1.1. Zdarzenia losowe 1 dziatania na nich

Rachunek prawdopodobieristwa zajmuje sie badaniem zaleznosci
zachodzgcych miedzy pewnymi obiektami zwanymi zdarzeniami lo-
sowymi. Postaramy sie teraz poda¢ matematyczng definicje zda-
rzenia losowego oraz poda¢ wyjasniajgce przykitady. Zaczniemy
od pojecia pierw/otnego dla rachunku prav/dopodobienstwa tzn.;
od zdarzenia elementarnego. Pojecia tego matematycznie nie
definiuje sie, tylko dla kazdego modelu oddzielnie okreSla
sieNjakie obiekty w tyra modelu bedziemy nazywa¢ zdarzeniami
elementarnymi. Zbior zdarzenn elementarnych oznacza¢ bedziemy
przez ™ .

Przyktad 1. Dokonujemy rzutu szescienng kostka. Na kostce tej
jak wiemy znajduja sie liczby 1,2,3,4,5,6. Pojawienie sie kaz-
dej poszczegdlnej liczby i, gdzie i =1,2,3,4,5,6, bedzie tu
zdarzeniem elementarnym, ktdéra oznaczymy odpowiednio przez
Zbiér zdarzen elementarnych Q zawiera tu wiec 6 elementow.

Przyktad 2. Rzucamy monete symetryczng, Wrezultacie rzutu no-
ze sie pojawi¢ orzet lub reszka. Przez QO ~ oznaczmy pojawie-
nie sie orta, przez U) 2 pojawienie sie reszki. Zbiér zdarzen
elementarnych dla tego modelu skiada sie ze zdarzen Q =

= & a

Przyktad 3« Obserwujemy ilo$s¢ urodzen chiopcéw i dziewczat w
Polsce w poszczegélnych latach okresu 1927-1932, Nie umieny
przewidzie¢ pitci noworodka w zadnym z poszczegélnych przypad-
kéw. Oznaczamy przez GO - urodzenie sie chiopca, a przez O
urodzenie sie dziewczynki.

Przestrzenn zdarzenn elementarnych skilada sie tutaj tez z dwoch
zdarzen 2 =@y QORI -

V przyktadach rozpatrywanych powyzej zbior zdarzen ele-
mentarnych byt skoriczony, w rachunku prawdopodobieristwa rozwa-
za sie takze takie modele, w ktoérych zbi6ér zdarzen elementar-
nych jest nieskonczony /przeliczalny Ilub nieprzeliczalny”~tzn.



zdarzen elementarnych w pierwszym przypadku ;jest tyle co liczb
naturalnych, a w drugim tyle co punktéw na prostej/»

Definicja 1. Zbior zawierajgcy wszystkie zdarzenia elementarne
nazywamy zdarzeniem pewnym.

Definicja 2. Zbidér nie zawierajacy zadnego zdarzenia elemen -
tarnego /zbidr pusty/ nazywamy zdarzeniem niemozliwym.

Definicja 3« Dowolny podzbidér zbioru zdarzen elementarnych na-
zywaé bedziemy zdarzeniem losowym/w przypadku skonczonych 1
przeliczalnych przestrzeni zdarzen elementarnych/.

Definicja 4. Méwimy, ze zdarzenie A zawiera sie w zdarzeniu
B = Jezeli kazde zdarzenie elementarne nalezace do A nalezy
do B. Piszemy to ACB.

Na rysunku relacja ta wyglada nastepujgco:

Definicja 5» Zdarzenie A= B = ACB 1 BCA,

Definicja 6. Mowimy, ze zdarzania A 1 B wytaczajg sie Jezeli
nie maja wspolnych zdarzen elementarnych.

Zdefiniujemy teraz dziatania na zdarzeniach losowych. Niech
AN, A2 AN, bedzie ciagiem zdarzen losowych /przeliczal-
nym lub skorniczonym/.

Definicja 7, Zdarzenie A zawierajgce te i tylko te zdarzenia

elementarne, ktoére nalezg do Jakiegos A /i m 1,2, ,,,/ nazy-
wany alternatywag /lub sumg/ zdarzen A™ /i m 1,2, ,,,/, Ozna-
cza¢ Jg bedziemy przez: Am A. U Ao LL AW , ,, lub

Am AN 1 czytamy A™ lub A2 lub ,,,

Rysunkowo w przypadku skornczonym wyglada to tak:



Obszar zakreskowany Jest sumg zdarzen u A2 U A

Definicja 8« Zdarzenie A zawierajgce te 1 tylko te zderzenia
elementarne, ktore naleza do zdarzenia A®, a nie nalezg do
zdarzenia A2 nazywamy réznica zdarzen A i A2» Oznaczamy to
przez; A= A - A2«

Na rysunku obszar zakreslony przedstawia réznice;

Definicjg 9. Zdarzenie A, ktore zawiera te 1 tylko te zdarze-
nia elementarne, ktore nalezg do wszystkich zdarzen A", A2«..»
nazywamy koniunkcjg /lub iloczynem/ tych zdarzen. Oznaczamy to
nastepujaco”

A=A"n JHAN IlbbA=0 Ai lcgifary iAZVA3i.......
W przypadku skoniczonym obszar zakreslony przedstawia iloczyn
zdarzen A "H A2 O A®

Definicja 10. ROznice zdarzenia .O. - A nazywamy zdarzeniem
przeciwnym do zdarzenia A 1 oznaczmy

3=~ - A



Obszar zakreekowany przedstawia zdarzenie H

Definicja 11. Zbiér podzbioréw pevw/nego zbioru zdarzen elemen-

tarnych a , dla ktorego sg prawdziwe nastepujgce viarunki:

a/Q nalezy do j3 tzn, zdarzenie pewne jest elementem |i s
zdarzenie niemozliwe O nalezy do~ ; 0 G

., jezeli zdarzenie AN, A2, ........ nalezg do p to 1 zdarzenie
A= p AYi B=n nalezy do zbioru p ;

d/ jezeli zdarzenie A nalezy do zbioru B to i zdarzenie prze-
u vne nalezy do tzn. | = - Aej3 ;

nazywamy ciatem borelowskim zdarzen, a jego elementy nazywamy
zdarzeniami losowymi.

Uwaga: W przypadku skonczonej lub przeliczalnej prze-
strzeni zdarzen elementarnych cztery te warunki sg speinione
dla zbioru podzbioréw przestrzeni, a wiec definicja 3 pokrywa
sie w tym przypadku z deliniejg 11,

1.2, Prawdo2odobienstwo_i_"e20 wiasnosci:

W paragrafie tym okreslimy prawdopodobienstwo i podamy Kilka
jego wiasnosci;

Definicja 1, Funkcje okreslong na ciele borelowskim p zdarzen
losowych,o wartosciach z odcinka [o,I] nazywaé¢ bedziemy praw-
dopodobienstwem i oznacza¢ przez P /A/ jezeli spetnione sg na-
stepujace aksjomaty;

/i/ O~ P/A/ ~ 1 t gdy Ae ]3j
/ii/ p/al =1 ;
/iii/ jezeli An Aj =0 dla i j, a wiec zdarzenia sg parami

wytaczajgce sie.



| P(UAI) =LZ P(Ai).

Przykiad 1, Niech zbidér wszystkich liczb catkowitych nieujera-
nych stanowi zbiér zdarzen elementarnych Q . Niech 60" ozna-
cza zdarzenie polegajace na otrzymaniu liczby n , gdzie n =
=0,1,2, ... Zatézmy, ze;

Aksjomaty /i/ i /iii/ sa speinione.
Nalezy sprawdzi¢ czy P/ ~ / =1,

P{Uco,)H, o P(U 0),,)= I%OP(W,,)ze'a(FZO:ize-’\ezh

Stad wniosek, ze tak okreslona funkcja jest dobrze okreslonym
prawdopodobienstwem.

Przyktad 2. Niech ~ posiada skonczong liczbe elementéw tzn.:

, 24 . Ciatem borelowskim jest tutaj rodzina
wszystkich podzbioréw zbioru O. tzn, zdarzenie losowe A po-
siada zawsze pewng liczbe skonczong zdarzen elementarnych,niech
bedzie ich m Okreslmy prawdopodobienstwo wzorem;

P /A/ = ;

Czyli prawdopodobienistwo zdarzenia losowego A réwna si¢ stosun-
kowi ilosci zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajsciu zdarze-
nia A / zdarzenia elementarne zawarte w zdarzeniu losowym A/
do ilosci wszystkich zdarzen. Tak okreslona funkcja spetnia
aksjomaty prawdopodobienstwa. Jest to klasyczna definicja praw-
dopodobienstwa.

Przyktad 3. Niech ~ bedzie dowolnym tworem geometrycznym po-

siadajagcym skonczong miare /diugosé, pole, objetos¢/ czyli
Mo -1 <+

Zdarzenia losowe to podzbiory tego zbioru. Prawdopodobieristwo

zdarzenia losowego A rowna sie stosunkowi miary zbioru A do

miary catej przestrzeni.



(A
P(A)= %, ((i i))

Wzoér ten okresla nam dobrze prawdopodobienstwo. Jest to defi-

nicja prawdopodobienstwa geometrycznego.

Twierdzenie 1,2.1, Sura prawdopodobienstw zdarzenia losowego
A i zdarzenia przeciwnego 3 = Q - A réwna sie jednosci.

Dowod. Z okres$lenia 1 wynika, ze S U A = O. czyli:

PFAU3/ = P/ eil =1,
Poniewaz A i i sg roztaczne wiec:

I=P/Aul/ =P/A/+ P/I/ co konczy dowdd,

P/ AuB/ =P /A +P/B/ - P/AnNn B/
gdzie A i B dowolne zdarzenia losowe.

Dowdd. AUB = AU/B-A<”™ B,

B An Bu/B-A nB/,
Po prawej stronie tych réwnosci znajduja sie zbiory rozigczne
a wiec;

P/ Au B/ = P/A/ + P/B - An B/,

p/B/ = P/An B/ +P/ B-A n B/,

Odejmujgc stronami te réwnosci otrzymamy;
P/AuB/ - P/B/ =P/A/ -P/A n B/ czyli
P/AuB/ = P/A/ + P/B/ - P/A OB/, co nalezato udo-
wodnic.
Twierdzenie 1.2,3, Jezeli zdarzenia losowe \ i B spetniajg re-
lacje ACB to:
P/ A/ < P/B/,
Dowod, Zauwazmy, ze B« AU /B - A/ i zdarzenia A 1 B-A wyla-
czaja sie a wiec:
P /B/ » P/A/ + P/B-A/
Poniewaz; P /B-A/ "0, to P/B/ ~ P/A/,
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Z«d nni.a:

Zadel. Rzucamy dwoma kostkami do gry. Niech A - zderzenie lo-
sowe polegajace na tym, ze suma oczek na kostkach jest niepa-
rzysta, B - zdarzenie losowe polegajgce na tym, ze na cho¢ jed-
nej z kostek wypadnie jedynka.

Opisa¢ zdarzenia An B, Au B, A O S,

Zadanie 2, Czy zdarzenia losowe A i B sa jednakowo mozliwe

b/AuC = BUC ¢/ A nC B O C

3, Jezeli Ai B dowolne zdarzenia losowe. Udowodnié
rownoscCl:

a P/ 3 n 3/7=1-P/A -P/B/ +P/ A n B/ ;
b/ p/A/y +pA n B/ = P/B/f + P /3 n A

Zadanie 4, Wybieramy przypadkowo dwie liczby z ciggu 1,2, ,,,n,
opisa¢ przestrzen zdarzenn elementarnych, oraz znalezé prawdopo-
dobienstwo, ze jedna z nich bedzie mniejsza od k, a druga
wieksza od k, gdzie 1 < k < n jest dowolng liczbg catkowitg.

Zadanie 5« /Zadanie Banacha/. Pewien matematyk nosi przy sobie
dv;a pudetka zapatek. llekro¢ chce ona zapali¢ papierosa, wydo-
bywa jedno pudetko losowo z kieszeni. Znalez¢é prawdopodobien-
stwo, ze w chwili gdy po raz pierwszy wydobedzie on puste pu-
delico, drugie pudetko bedzie zawierato r zapatek /r = 0,1,,,.,
n; n jest tu iloscig zapatek, ktére na poczatku znajdowaty sie
w kazdym z pudetek/. Opisaé przestrzen zdarzen elementarnych.

Zadanie 6. Wybierzmy losowo réwnanie kwadratowe x + ax + b =
= 0, gdzie jaj 4 R, IH 4 R, . Opisac¢ przestrzen
zdarzen elementarnych.

Jakie jest prawdopodobienstwo, ze:

a/ rozY/igzania réwnania sa rzeczywiste,

b/ oba rozwigzania sg dodatnie,

Zodaii, m7. /Zadanie Buffona/, Na siatke réwnolegtych o odle-
gtosci 2 a rzucamy igte o diugcsci 2 1. Obliczy¢ prawdopodobien-
stwo, ze igta przetnie siatke.

Zadanie 8. W kwadrat o wierzchotkach 70,0/, /0,1/, /1,0/ i
/1,1/ rzucamy losowo punkt. Niech / oznacza jego wspot-
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rzedne. Zakladamy, ze prawdopodobienstwo wpadniecia punktu w
dany obszar wewnatrz kwadratu zalezy tylko od powierzchni te-
go obszaru i jest do niej proporcjonalne.
Obliczyé¢:
a/

gdzie 0 <Z < Iy
b/ P/N 7 <2/

Definicja 1.3.1. P/A 1 B/ - P/B/ > O,

Wzor ten czytamy nastepujgco: prawdopodobienstwo zajscia zda-
rzenia A pod warunkiem, ze zaszito zdarzenie B rowna sie sto-
sunkowi prawdopodobienstwa iloczynu zdarzen A i B do prawdo-
podobienstwa zdarzenia B.

Pokazemy teraz, ze prawdopodobienstwo warunkowe spetnia wszyst-
kie aksjomaty prawdopodobienstwa.

Zdarzenie B mozna przedstawi¢ w postaci:

B-A n B U I OB,

gdzie X jest zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A. Tak wiec
spetniona jest nieréwnos¢ A n B C B co pocigga za sobg nie-
rownos¢ prawdopodobienstw P / A n B/ ~ P/B/. Poniewaz
P/AOB/""Oi P /B/> 0 to

0s ozyli 04 psalB/ ~ 1.
P/B/

Jest to wilasnie wyrazenie aksjomatu.l. Niech dalej a b bedzie
zdarzeniem pewnym to znaczy: AHB = B. W takim razie P/AO B/»|
m P/B/ a wiec

P /a]lb/ m 1, aksjomat 2,
Rozwazmy alternatywe LIJ A}\lB parami wytaczajacych sie zdarzen,
Mozna napisac

y(Allb) (y a t)ib t
a wiec

P(y(Ai'B))  p ((UA)]b) .

12



z definicji prawdopodobienstwa warunkowego oraz z aksjomatu 3
dla prawdopodobienstwa wynika: g ~ B)
P P(U(AilB)j- p(0) p(B)

= =i;P(Ai|B).
Wz6r ten wyraza przeliczalng addytywnos¢ prawdopodobieristwa
warunkowego.

Definicja 1,3»2. Zdarzenia A®, A2 nazywamy nie zalezny-
mi, jezeli dla dowolnego -i<.r 4 * 2 dowolnych 14-i* 4 72
<ij, < n many

P(AinAL™n .. .nAiN)= nP (Ag

Przykiad; Wurnie znajdujg sie cztery paski papieru o jednako-
wych rozmiarach. Kazdy pasek oznaczono jednym z nastepujgacych
czterech numeréw: 110, 101, 011,000 i zaden z dwoch paskéw nie
zostat oznaczony jednakowo. Zdarzenie A polega na wyciagnie-
ciu paska z numerem majgcym na pierwszym miejscu jedynke, zda-
rzenie A2 “ na wyciggnieciu paska z jedynka na drugim miejscu,
zdarzenie A", na wyciagnieciu paska z jedynka na trzecim
miejscu. Poniewaz ilos¢ paskow kazdej z tych trzech kategorii
jest 2, a ogo6lna ilos¢ paskéw wynosi 4, wiec przy zatozeniu
jednakov/ego prawdopodobienstwa wyciagniecia kazdego z paskéw
many:

P/ A/ =P /A2/ =P/ A3/ = -2-

Oznaczmy przez A koniunkcje zdarzern A™n A2r>A”. Otéz P/A/ % 0O,
gdyz zdarzenie A jest niemozliwe /w zadnym z paskéw nie nma
trzech jedynek/. Wobec tego, ze;

P /AN . P/A2/,. P/AN = -g- 0 = P/A/ = P/AMNAZ2NAN/N
Zdarzenia A®, A2» sg zalezne. Wskazemy jednak, ze te zda-
rzenia sa parami niezalezne. Istotnie, dla pary A®, A2 many

P/A, 1 P/A2/,

gdyz istnieja tylko dwa paski majgce na pierwszym miejscu je-
dynke, a wéréd nich tylko jeden na na drugim miejscu jedynke.
Analogicznie mozna wykaza¢ niezaleznos¢ pozostatych par. W



przykiadzie tyra postuzylismy sie nastepujacym twierdzeniem.
Twierdzenie Zdarzenie A i B sg niezalezne wtedy i tylko
wtedy gdy;

P/ Alo/ - P/A/.

Dowodd. Zatozmy, ze zdarzenia A i B sa niezalezne tzn*P/A O B/=
= P/A/ . P/B/, a wiec

p/AjB/ » P7B7" , P/IA/

i odwrotnie niech
P/AIB/ « P/A/;

czyli:

P/A|B/ > “ i*/A/ stad

P/A OB/ - P/A/ . P/B/
co konczy dowdd twierdzenia.
Twierdzenie 1,3»2”~ Jezeli zdarzenia losowe A2» eee wylg-
czaja ele parami 1 wyczerpujg zbiér zdarzern elementarnych
tzn. 0. » A” przy czym ?2/A > Odlal» 1,2, ..., to

dla dowolnego zdarzenia losowego B zachodzi rownoso;

P/B/ = P/A™ P/BIA-/ + P/A2/ P/BM2/ + eee “ P/Ai/ P/BIAY]

Wzor ten nosi nazwe wzoru na prawdopodobienstwo catkowite.
Dowdd, Poniewaz dla dowolnego B

B=Bns™« Bo(ua.) -UBo A
1 zbiory BfIA™ sg parami roziaczne, wiec

00
P(B) = P(DBAAI)=

P/B n AN/ - P/BIA™N/ P/Aj./,
stad otrzymujemy
P/B/ - £ P/A./ P/B|A./,

co byto do udowodnienia.
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Twierdzenie 1.3.3. Jezeli A spetniajg zatozenia twier-
dzenia o prawdopodobienstwie catkowitym oraz P/B/ 7-0, to dla
i =1,2, ... zachodzi wzbér;

P (A, IB = jiAiJ-Pj-BIAI).
A A 1 P(A) P(BU)

Wzoér ten nazywa sie wzorem Bayesa.

Dowddo Z definicji prawdopodobienstwa warunkowego wynika;

Biorac pod uwage réwnos¢ P(A”oB) . P(Aj) P(B/AM)
i P(B)="N NN otrzymamy;
(B) IoH (™) ymamy

b (AlE) P(Aj P(BIAY

~  P(AIMPBIAN
L=
co nalezato udowodnié.

Przyktad. Armaty nr 1 i nr 2 strzelajg do tego samego celu.
Ustalono, ze armata nr 1 przecietnie oddaje 9 strzatéow w tym
samym czasie, w ktéorym armata nr 2 oddaje 10 strzatéw. Celnos¢
armat nie jest jednakowa, mianowicie przecietnie na kazde 10
pociskéw wystrzelonych przez armate nr 1 do celu trafia 8, a
przez armate nr 2 tylko 7. Podczas strzatu cel zostat trafio-
ny przez pocisk, ale nie wiadomo, ktéra armata wystrzelita
ten pocisk. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wystrzelita go
armata nr 2 ?. Oznaczmy przez A i A2 zdarzenie polegajgce na
wystrzeleniu pocisku odpowiednio przez armatetnr 1 i nr 2,
Uwzgledniajac stosunek przecietnej ilosci pociskéw, jakie wy-
strzela armata nr 1, do przecietnej ilosci pociskéw wystrzelo-
nych w tyra samym czasie przez armate nr 2, przyjmujemy, ze
P/AN = 0,9 P/A2/. Oznaczmy dalej przez B zdarzenie polegajace
na tym, ze pocisk wystrzelony trafia do celu.

Na podstawie danych, ktére manmy o celnosci armat, przyjmujemy
ze;

15



P/BIAN = 0,8; P/BlA2/ = 0,7
Ze v/zoru Bayesa nmany:

2(AN P(b1A2) 0,7 P(A2)

= 0,493.
Zadania:

Zad.l. Student przyszedt na egzamin znajgc odpowiedzi jedynie
na 20 pytan sposréd pytan przewidzianych programem. Egzaminu-
jacy zadal studentov/i trzy pytania. Postugujac sie pojeciem
prawdopodobienstwa warunkowego znalez¢ prawdopodobienstwo tego,
ze student bedzie znal odpowiedzi na wszystkie trzy pytania.

Zad,2. Dare jest P/A/, P/B/ V/c4 P/AnB/, P/AnC/, P/BnC/ i
P/ AnBnC/.
Znalez¢:

P(C 1SoB)

Zad, 3» Prawdopodobienst\vo, ze v/yroby pewnej fabryki spetniaja
v/ymegane normy, wynosi 0,96, Zakladamy uproszczony system
sprawdzania,ktéry daje rezultat dodatni z prawdopodobieristwem
0,98 dla sztuk dobrych i z prawdopodobienstwem 0,05 dla sztuk
wadiiwych.Jakie jest prawdopodobienstwo,ze sztuka uznana za
dobrg przez kontrole rzeczywiscie spetnia wymagane normy?

Zad,4. Many 5 urn pierwszego rodzaju i 10 urn drugiego rodzajul
w ktorych odpov/iednio znajduje sie 3 kule czarne i 5 biatych w
kazdej urnie pierwszego rodzaju i 6 kul czarnych i 5 biatych w
kazdej urnie drugiego rodzaju, V/ybrana losowo kula, okazata si]
biata. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze kula ta zostata wy-
brana z urn pierwszego rodzaju ?,

Zadanie 5. Przez kanat tacznosci mozna przekazaé¢ jedng z na-
stepujacych serii liter;

AAAA, BBBB, CCCC,
przy czym odpowiednie prawdopodobienstwa apriori wynosza:

0,3, 0,4, 0,3
V/iadono, ze dziatanie szumdw zmniejsza prawdopodobierstwo po-
prawnego odebrania nadanej litery do 0,6, a prawdopodobienstwc
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odebrania kazdej z dwéch innych liter wynosi po 0,2. Zakladamy,
ze litery przekazywane sa niezaleznie od siebie. Obliczy¢ praw-
dopodobienstwo, ze przekazano ciag AAAA, jezeli odebrano ciag
ABCA.

1.4. Zmienne_losowe_ . Parametr2_rozktadu__zmienn2ch_~losow2£ii

Kazdemu zdarzeniu elementarnemu mozna przyporzadkowac liczbe
np. rzut moneta: orzet - liczba 1, reszka - liczba 0. Przy rzu-
cie kostka szescienng mozna przyporzadkowaé¢ wynikowi rzutu, po-
legajacemu na pojawieniu sie jednej z liczb 1,2,3,4,5,6 witas-
nie te liczbe, ktdéra sie pojawi.
Definicja 1.4*1» Jednoznaczng funkcje rzeczywistg gdzie
we przestrzen zdarzen elementarnych, nazywamy zmienng lo-
sowa, jezeli zbiér postaci A = |Jco:X(co')E(-'="-X/jje8t zdarzeniem
losowym.
Definicja 1.4.2. Funkcja P/X//S/ bedaca prawdopodobienstwem
tego, ze zmienna losov/a X przybiera wartosci nalezgace do S,
gdzie S jest dowolnym zbiorem borelowskim na osi X, nosi nazwe
funkcji prawdopodobieristwa zmiennej losowej X.
Piszemy:

PAN/(S) = P [co «X(LO]€B)

Jezeli znamy funkcje P/X/ /S/ tc méwimy, ze zostat okreslony
rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej X. Zamiast "rozktad
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X" bedziemy czesto mowili
krétko rozkiad zmiennej losowej X.

Rozktad prawdopodobieristwa dogodnie jest scharakteryzowaé za
pomocg funkcji zwanej dystrybuanta.

Dystrybuantg zmiennej losowej X nazywamy funkcje P /x/, okres-
long wzorem.
P/x/ = plcu : X(w)<x}

Jezeli teraz znamy funkcje P/x/ to znamy i rozkiad prawdopo-
dobieristv/a zmiennej .

tatwo mozna pokazac, ze:

Tygerdzenie 1.4.1. Funkcja rzeczywista F/x/ jest dystrybuantg
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pewnego rozkiadu, wtedy i tylko wtedy, jezeli jest fuftkdjA nie*
malejgcy, lewostronnie ciagta i epelflloae eg idwnescit

p/_ /»0, P/+«~/b 'l

Obecnie zajmiemy sie zdefiniowaniem gidwnyoh typdw zmiennych
losowych. Sa to zmienne losowe typu ekokéWggo i Zmienne losowe
typu ciggtego.

Definicja 1.4.4« Zmienng losowg typu skokowego nazywamy taka
zmienng losowa, ktora z prawdopodobienstweffi fownym 1 pfzZyblera
wartosci nalezgace do pewnego, 00 najwyzej przeliczanego zbioru
S, przy czym kazda wartos$¢ ze zbioru S fiih prawdopodobienstwo
dodatnie. Wartosci te nazywamy punktami skokowymi, a ich praw-
dopodobienistwa - skokami.

Niech teraz zmienna losowa X przyjmuje wartosé¢ a prawdopo-
dobienstwem BN Musza by¢ speilnione réwnosci:

a 1, gdy S posiada tylko n elementéw

iz [m 1» gdy S Jest zbiorem przeli¢zalnym.

Dystrybuanta P/x/ przybiera tutaj postaci

F/xs - EZ Pi.

gdzie sumowanie rozcigga sie na te wszystkie punkty Xi» ktére
spetniaja nieréwnos¢ Xi < x#

Rozwazmy z kolei zmienng losowg X, przybierajgcg wartosci le-
zace na osi X i nie majgca punktéw skokowych. Dystrybuanta ta-
kiej zmiennej losowej Jest funkcja ciagta. Zajmiemy sie gitow-
nie specjalng klasg takich zmiennych losowych, zwanych zmienny-
mi losowymi typu ciggtego.

Definicja 1,4.5. Zmienng losowg typu ciggtego nazywamy zmienng
losowa, dla ktorej istnieje taka funkcja nieujemna j-/x/, ze dli
kazdego rzeczywistego X zlgchodzi relacja

P/x/ « Nf/x/dx,

gdzie P/x/ Jest dystrybuantg zmiennej losowej X. Funkcja f/x/
nosi nazwe funkcji gestosci zmiennej losowej X.

Zamiast "funkcja gestosci” bedziemy czesto mowili krotko
gestos¢. Funkcja gestosci czyni zado$¢ réwnosci:
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F/- jf/x/dx =1

Mozna powiedzieé¢, ze kazda funkcja rzeczywista, nie/jerana,cat-
kowalna na osi n i spetniajgca rownos¢ JIN/x/dx=1
jest funkcjg gestosci pewnej zmiennej losowej X typu ciggtego.
Z rozktadami zmiennych losowych zwigzane sg pewne parametry.
Poznamy teraz najwazniejsze, z nich.

Definicja i.4.6. Niech zmienna losowa typu skokowego o pun-
ktach skokowych i skokach p”. Szereg

EX)=¢
nazywamy wartoscia Srednig jezeli jest zbiezny /przecietna,
oczekiwana/.

Definicja 1.4.7. Niech X zmienna losowa typu ciggtego o fun-
kcji gestosci f/x/. Caltke

E /X/ = i X f /x/dx
nazywamy wartoscig Srednig /przecietna, oczekiwanag/ jezeli

NX f/x/dx < + o=

Yy przypadkach, w ktérych > = +*=Nub X f/x/dx o+<="
k

mowimy, ze nie istnieje warto$¢ Srednia.

V/artos¢ Srednia nazywa sie tez nadzieja matematyczna.

Definicja 1.4.8. K - tym momentem zmiennej losowej typu sko-
kov/ego nazyv/anmy szereg postaci:

E(x") =n x* B jezeli jest on skonczony.
Definicja 1.4.9. K - tym momentem zmiennej losowej typu cig-
gtego o funkcji gestosci f/x/ nazywamy, jezeli jest skoniczona,

catke w postaci:
E(X?) = \N f/x/dx
-Ghn

Definicja 1.4.10. Wariancjg zmiennej losowej typu skokowego
nazyv/amy wyrazenie postaci
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d2(0)x e P,
Deflnlc.ia 1.4.11. Wariancja zmiennej losowej typu ciagtego na*
Zywanmy wyrazenie postaci;
DNX) = \ (3C-E(X)) t/x/dx

Twierdzenie 1.4«2. Wariancja zmiennej losowej X réwna sie dru-
giemu momentowi minus kwadrat pierwszego momentu tzn,

DX =EX2 - [e(X)]"

Dowéd. Przeprowadzimy dla zmiennej typu skokowego. Analogicz-
nie dowodzi sie dla zmiennej X typu cigagtego.

DMNX)= e(x,-E{X))V,"' e[<-2",£EPO4E(X)r]lpk=

=C 28X E x,p,E(XfE pE2EXEXEXHACEN

CO nalezato udowodnic.

Definicja 1.4.12. Pierwiastek kwadratowy z wariancji nazywamy]
odchyleniem standardowym

Przyktady;

Zmienne_lo30we__t"2u__skokowe go

Przykiad 1. Zmienna losowa X przyjmuje wartosci 0,1 z prawdo-]
podobienstwem réwnym odpowiednio pi gm 1 - p.

Dystrybuanta tej zmiennej, réwna sie:

P /x/

Na wykresie wyglada to tak;
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E/xXV = O + / 1- p/ 1-p
DX/ = E /XN - [e/N/1= 1- p -/1-p/™ - 1-p-1+2p-p~ » p/l-p/
Prz2ktad_2™

Rozktad dwumianowy /Bernou.Mi'‘ego/,
W rozktadzie tym zmienna losowa przyjmuje wartos¢ k=>0,1,2,,..,n
z prawdopodobienstwami.

Ar= PIX=K/ * /\/ pr /1p/ ~* A 0<p<1

Dyscrybuanta dla tego rozkitadu Jest postaci

o) X< 0 ,

6] P° /1-p/™ 0< X< 1 ,

IX/ = S (N p" Ji-p/vsVi-p/Aatt i<x<2,
X>nNn y

Wykres dla tego rozkiladu Jest postaci:
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(Rp°H-p)"

Obliczymy teraz wartosd sSredftigt

EX=1Z x "kKKp™p)"- .gkH)pNI'P)""'=npgk™M™-Vpr

KorzystaliSmy tuta;d ‘z dwumianu Newtona«

(Qtb)"=Zi;(i)a""b"""
Aby obliczy¢ wariancje musze policzyé drugi moment E/XC/
E(QN=1Zx~,Pr= ¢~ (i)prO-p)"”

Skorzystamy z réwnosci:

» /K-1I/K + K

=n(n-1)p2g zk .p_

=n(n-Dp™fc CIMp(I'P)" M ip = a(a-hp™tnp
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Obliczymy teraz wariancje: )
D= EXHEX)= n(nH)p2np- n
= Q*p"-np+np - = np("l-p).

Rozktad Poissona

Mowinmy* ze zmienna losowa X Jest o rozktadzie Poissona, Jeze-
li przyjmuje wartosci catkowite dodatnie z prawdopodobienstwa-

m -X
/A-stata dodatnia/

Dla tej zmiennej obliczymy wartosd S$rednig oraz wariancje

-X A A A

Widzimy teraz Jak interpretowaé statg A> 0 we wzorze

Pt'TI®

Mowimy wiec, ze X Jest o rozktadzie Poissona o wartosci Sred-
niej

Rozktad ten ma duze znaczenie w zastosowaniach. Obliczmy dru-
gi noment

= .= ek~ |~em~r= £[k(k-1).kK]*"e-~=
E(X) eU<P e(<10| en 'éo( )- k] e

-Ck(k-1)]"~te +]lk-ge =Ae C "~ "~ + A -

=A™e'V +A =X"+X
Czyli stad wariancja réwna sie:
D'(X) = E(X") - [e(X)]'= X+a -AN“ A

Widzimy wiec, ze i wariancja w rozkladzie Poissnna rowna sleA.
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Obliczymy teraz wartos¢ s$rednig i wariancje

(gth)® _ (g-h)"
EX)= (F(dx - Bxdx= 2 - 2

anf 2ah t K~ +2ah. - ~
4h
3 A 3 h
\-COFCY)dx=A N(x-afdx - o h il

Przjrictad 2, Rozkiad normalny

Mowimy, ze zmienna losowa X jest o rozkiadzie normalnym, je-
zeli funkcja gesto$ci jest postaci:

(X -rny

Wykres funkcji gestosci gdy m= 0

Rozktad normalny o wartosci przecietnej mi odchyleniu stan-
dartowym ~ bedziemy czesto oznaczali przez Nra; 5 /. Krzywa
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normalna jest symetryczna wzgledem prostej 3 » nt ilozklad ten
jest bardzo waznym rozktadem dla zaeto&OWar# Wartdsoi dystry-
buanty P/x/ stabllcowane.

Przektad 3« Rozktad Ganmma

W zastosowaniach bedziemy czesto k03?Zysiali Zz fozktadu, ktory
sie wigze z funkcjg ganmma okrsilong dla p ™ 0

fpl = (e "dx.

Zmienna losowa X jest o rozktadzie ganmm, jezeli funkcja
gestosci jest dana wzoremi

diQ X40 ,

f/x/ =
ir(p)

gdzie b>0i p > 0.

dla X>0 ,

Wykres funkcji gestosci jest postacil

Jezeli policzymy wartos¢ sSredniag dla tego rozkitadu to otrzy-
many:
e/ -

Drugi moment E /X « 212tli ,
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czyli
D) =E(X")-[EX)]" ™ P - b

1.5.

Funkcje charakterystyczne zmiennych losowych sa to wartosci
przecietne innej funkcji losowej. Oczywiscie w pewien sposéb
zaleznej od zmiennej losowej pierwotnej. Funkcje te stanowig
cenny aparat badawczy W rachunku prawdopodobienstwa, a w
szczegb6lnosci w teorii proceséw stacjonarnych,

iNiech X bedzie zmienng losowg, a F/x/ jej dystrybuantg

Definicja 15.1. Funkcja charakterystyczng zmiennej losowej X
nazywamy funkcje postaci;
a/ w przypadku nieciggtej zmiennej losowej

'flt) =E - erp,G ™

|/ w przypadku ciggtej zmiennej losowej o funkcji gestosci
f/x/:

Definicja ta jest poprawna, bowiem prawe strony réwnos$ci majag
Isens, poniewaz ( gitx | = 1 czyli

|Q.Pi > < nzZPk ='i ;
I [(x)dx |< (f(x)dx =7/ m

Parametr t jest rzeczywisty, a i jest liczbg zespolona.
Prz~ktad”:
Przjrktad__|_. Rozkitad dwu-punktow”

X przyjmuje wartosé 0,1 z odpowiednimi prawdopodobienstwami
p1 1'p10< p < 1!
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Przykiad 1. Zmienna losowa o rozktadzie dwumianowym
danym wzorem;

'/ VvV P /1-p/ A0,1 ...... v,

Przyktad 2, Rozkiad Poiseonat

A"
Pk- e’ -jjy- /k* 0,1,2, »ee/

X (Asf __AXS _-X0"S)
wiec e e = ¢
k=Q .
Jezeli istnieje moment rzedu 1 zmiennej X, to mozna go wyzna-

czy¢ za pomocg pochodnych funkcji tworzgoij prawdopodobieristwal
w punkcie 1,

E(x) =
E{X") = v'\i) . H(1

2+ tanouchy Markowa
2.1. Wigsnos$¢_Markowa

Aby méwi¢ o procesach Markowa, wyjadnimy na wstepie oo to jest]
wlasnos$é¢ Markowa,

W tym celu rozwazmy przyktad, nastepujacej gry. W grze tej
pionek kazdego z graozy musi przejs¢ skoriczong liczbe,punktow
1.2, *eenf

Przejscie z jednego punktu do drugiego okresla Ilos¢ oczek
kostki wyrzuconej przez gracza. | tak, jezeli pionek gracza
znajdowat sie w punkcie i i gracz wyrzucit liczbe 6, to pionek]
przesuniemy do punktu i+6. Przy tym mozna okres$li¢, ze pionek
przechodzi z punktu "i" do punktu "j" z pewnym prawdopodobien-
stwem, Oznaczmy to prawdopodobienstwo przez P j ¢ Oczywiste
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jest, ze prav.'dopodobienistwo przejscia pionka z punktu "i” do
punktu "j” nie zalezy od tego jakg droga pionek trafit do
punktu "i*', a zalezy tylko od potozenia pionka w momencie rzu-
tu kostka.

Przedstawiona tu sytuacja okresla wilasnos¢ Markowa /niezalez-
nos¢ p-,.7.

2,2.

Wezmy pod uwage ciag doswiadczen, w rezultacie ktérych moze
zaistnie¢ jedno i tylko jedno zdarzenie, sposréd E2 ... J*
Zdarzenia te nazywa sie stanami.

Zamiast pisa¢ "Stan piszemy poprostu /stan i/. Cigg dos-

wiadczen zalezny jest od pewnego parametru t, ktdérego czesto
bedziemy interpretowac¢ jako czas. Parametr ten bedzie przebie-
gat badZz zbiér liczb catkowitych, badz zbiér liczb rzeczy—
wistych. Oznaczmy cigg doswiadczen przez

Réwnos¢ ™ (i) = i oznacza, ze w momencie t doswiadczenie /pro-

ces/ znajduje sie w stanie ”i

Definicja 2.1. Mowimy, ze cigg dosv/iadczen (M j-teT
jest powigzany w tancuch Markowa, jezeli; proces w momencie
"s" znajduje sie W stanie i, to w nastepnym momencie t znajdo-
waé¢ sie bedzie w stanie j z pewnym prawdopodobienistwem p~~/ant/
niezaleznym od drogi przejscia do stanu 1 w momentach wczesniej-
szych niz s.
Prawdopodobienstwa p?j /s,t/ = P (i) i~ o~}

i,j = 1%*2,
nazyivamy prawdopodobienstwem przejscia ze stanu i do stanu j.
Definicja 2.2. tancuch Markowa nazywamy jednorodnym, jezeli

prawdopodobieristwa przejscia p™ /s,t/ zaleza tylko od réznicy

t - S

CyG.D=hj (t-s) @)= 12,..)

Jezeli teraz T bedzie zbiorem liczb naturalnych to P/N/7™/
oznacza prawdopodobienstwo przejscia ze stanu i do stanu j wn
Krokach. Dla jednorodnych tancuchéw Markowa wystarczy podaé
\vartos¢ ™ /!/ = p™™ tzn, prawdopodobienstwo przejsScia ze
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stanu "1" do stanu w jednym kroku.

Macierz, ktorej elementami sa prawdopodobienstwa przejscia J
nosi nazwe macierzy przejspia. MaOiefz te oznacza¢ bedziemy
wymbolem M

11» ™M2» "13
21» N22* n23

31» P32 Az3
Oczywiscie wszystkie wyrazy » ba tileujemne jako prawdopo-
dobienstwa. Kiech uklad znajduje sie w stanie "i” a zdarzenia

polegajace na tym, iz w wyniku dokonanego doswiadczenia ukitad
badz zostanie w stanie i badz przejdzie do ktéregos ze statiow
j gdzie j i, jest zdarzeniem pewnym. Poniewaz zdarzenia j
wytaczaja sie parami, otrzymujemy dla i = 1,2, ... rownos¢:

Tak wiec sunmea prawdopodobienstw w kazdym wierszu macierzy
rowna sie jednosci.

Pokazemy teraz, ze znajagc macierz mozna wyznaczy¢
Zacznijmy od obliczenia Pij/2/« Zauwazmy, ze zdarzenie A po-
legajace na przejsciu ukladu ze stanu "i” do etanu "j” w dwu
doswiadczeniach jest alternatywag zdarzen gdzie A™ polega
na przejéciu ukiadu ze stanu "i” do stanu "k” i nastepnie ze
etanu "k" do stanu "j”. Many wieo dla kazdej pary liczb /i,j/:]|

n /2/ _, N oon

Pij n Pik Pkj e

gdzie sumowanie po k rozcigga sie na wszystkie mozliwe strony.|
Rozumujgc zupetnie podobnie, znajdziemy dla n» 2,3,4,

Pj,i/n/ =

m jest liczba catkowitg czynigcg zados$¢ nieréwnosci 14 m <n,
Rownos¢ ta noszaca nazwe réwnosci Markowa nma podstawowe znaczej
nie w teorii jednorodnych taricuchow Markowa.

Macierz, ktorej elementami sg prawdopodobienstwa przejscia
Pij/n/, bedziemy nazywali macierza przejscia w n krokach i be-
dziemy oznaczali symbolem M© tatwo wyrazi¢ zaleznos¢ miedzy
macierzami M® i M.
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Znajdzny najpierw zaleznos$¢ miedzy Mj i M2. Ze v;zcru Markowa
dla n - 2 wida¢, ze wyraz macierzy M lezgcy na przecieciu i -
tego wiersza i j - tej kolumny jest sumg iloczynow wyrazow i -

tego wiersza macierzy przez wyrazy J - tej kolumny tej na-
cierzy,Zgodnie wiec z regultg mnozenia macierzy otrzymujemyl
M = M .

Stosujagc metode indukcji zupeitnej otrzymamy wzér

Przyktad 1, Niech T bedzie zbiorem liczb sl,2,..,, n>
n -Am P .
Desli j ~ .
pri/mmits = < OA
J/m,mels = jesli j < i
gdzie i,j, =1,2, ... oraz m= 1,2, ..., n-1.
Jezeli zatozymy ze: - mr’ . "oraz >0

Otrzymujemy przyktad niejednorodnego taricucha Markowa, bowiem
p~. /mm+l/ istotnie zaleza od ra Oczywiscie, przyjmujac

. AN otrzymamy tancuch o jednorodnym mechanizmie
przejscia.
tatwo, mozna policzyé,ze prawdopodobienstwa przejscia w r Kkro-
kach ze stanu i do .stanu j wyrazajg sie wzorami:

% N T7Vh exp (- Z2Z A),) Jesli j > i,
A (mrrui)=] i L .
n jesli j <i

Ten wiasnie tancuch Markow/a moze by¢é przyjety jako model ob-
stugi centrali telefonicznej przy zatozeniu, ze obserwacje sg
dokonywane jedynie w chwilach t = 1,2, ..., n. Zagadnienie to
bedziemy rozpatrywali dokitadniej w nastepnych rozdziatach
skryptu. tancuch Markowa, ktéry zostat opisany jest czasami
nazywany procesem v/zrostu, poniewaz z uplywem czasu masa praw-
dopodobienstwa przesuwa sie do standéw o0 coraz wyzszych nune-
rach. Tak wiasnie przedstawia sie sytuacja w modelu obstugi
centrali, poniewaz ilos¢ rozméw wzrasta z uplywem czasu,



Przyktad 2. Rozpatrzmy bledny ruoh czgsteczki po Zbiorze liczb
catkowitych. Ruch ten odbywa sie nastepujgcot czasteczka z
prawdopodobienstwem p O < p < 1 przesuwa sie 0 jedng liczbe w
prawo lub z prawdopodobiensstwem g » 1 - p w lewo tzn:

Jezeli czasteczka znajdowata sie w punkcie n to z prawdopodo-
bienstwem p znajdzie sie w punkcie h + 1 lub z prawdopodobien-
stwem 1 - p znajdzie sie w punkcie n * 1* Oznaczmy przez ™ /n/
potozenie ozatki po n ruchach.

Ciag ~/O/, ~N/V/, ~N/2/, ... jest tancuchem Markowa, poniewaz
prawdopodobienstwo przejscia ze etanu i do stanu j nie zalezy
od drogi przejscia do stanu i, a tylké od potozenia czasteczki
w momencie zerowym. Prawdopodobienstwo przejScia ze stanu i do
stanu j w n ruchach oznaczymy przez oczywiste jest, ze
jezeli ]i-j] ™ n przej$cie ze stanu i do stanu j w n ruchach
jest niemozliwe i p™ /n/ « 0. iakze czasteczka moze tylko
przejs¢ do tych stanéw j w n ruchach dla ktérych /Zi-j/ i n
majg tg samg parzystos¢ tzni

liczba m» jest liczba naturalna*

Jezeli j > i to trafi¢ do stanu j mozna wtedy i tylko wtedy,
gdy ze wszystkich n krokéw ~ ~ n_+ zZV'il/  krokéw bedzie w

prawo, i prawdopodobienstwo tego zZohrzenia réwna sie

.m n-m . .
"3 /n/ /i > i/.
Analogiczne prawdopodobienistwo przejscia ze stanu 1 do stanu j
gdy j™i réwna sie

pij n-m /i < i/
Przyktad 3. Ruch btedny czgsteczki z pochtaniajagcymi ekranami,
Jest to model pewnych zjawisk wystepujacych czesto w fizyce.
Czgsteczka moze sie znajdowa¢ w jednym z punktéw 1,2,3,..., s
na osi X-6w, przy czym czasteczka z prawdopodobienstwem réwnymi
jednosci pozostanie na zawsze w punkcie 1, jesli w pewnej chwij
li t w tym punkcie sie znalazta.

To samo dotyczy punktu s. Punkty |i s nazywamy ekraneimi pochij
niajacymi. Jezeli za$ czgsteczka znajduje sie w chwili t w
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punkcie i, gdzie 2 41~ s - 1, tow jednostce czasu przejdzie
z prawdopodobienistwem p do punktu i + 1, a z prawdopodobieristwem
qg=1- p przejdzie do punktu i - 1. Mamy tu jednorodny tancuch
Markowa o s stanach,przy czym stan polega na tym,ze czgste-
czka znajduje sie w punkcie i. Istotnie, prawdopodobieristwo
przejscia ze stanu i w chwili t do stanu j w chwili t + 1 zale-
zy jedynie od stanu i, w ktérym czgsteczka sie znajduje w chwi-
li t, ale nie zalezy od stanéw, w ktérych sie czasteczka znaj-
dowata w czasie poprzedzajacym okreslong chwile t, ani tez nie
zalezy bezposrednio od t /zalezy jedynie od stanu w chwili t/
many tu prawdopodobienstwa przejscia;

Pil = Pss ~ 1
adla2<ic8-1
dla j =i + 1,
Pij dlaj =1 - 1,
dla pozostatych j
Macierz przejscia , jest wiec tu postaci:
‘1 000 ... 00O
qOpO.... 00O
000O qO0p
0 00O 001

Przyktad 4. Model,ruchu btednego bez ekrandéw pochtaniajgcych o
przeliczalnej ilosci standéw. Niech zbiorem stanéw bedzie zbidr
liczb naturalnych, a prawdopodobienstwa przejscia sg dane
wzorami

Pti » J=1- P

p dlai =1,2,3, ... j =i +1,
Pij * A 1=2,3, .... j=1i-1,
.0 dla pozostatych par /i,j/.

Liczba 1 jest ekranem odbijajgcym.



Macierz prze;jscla jest tu postaci

gp OO0 O e-.
qOpOO..
O0qOpO*

Przykiad 6. Proces urodzin 1 Sraiaroi. Ten przykiad tancucha
Markowa jest przyjmowany jako model zmian licznosci populacji
na skutek urodzin lub S$mierci. Przypuscimy, ze badany populacje!
jednorodng, ktérej mechanizm zmian liczebnosci /na skutek uro-
dzin i Smierci/ nie zmienia sie w czasie. Niech ~ /s/ oznacza
licznosé populacji w chwili s. Niech ~ 0 oznacza prawdopo-
dobienstwo powstania j osobnikéw w chwili s + 1 z jednego oso-]
bnika nalezgcego do badanej populacji w chwili s i niech:

i =0
Niech w chwili s populacja liczy i osobnikéw; przyjmijmy réw-
niez zatozenie, ze kazdy osobnik dziata niezaleznie od drugle-]|
go w procesie wytwarzania osobnikéw tworzgcych nastepne poko-
lenie, Przy tych zalozeniach prawdopodobienstwo p”j wytworzenil
przez i osobnikéw nalezgcych do populacji w chwili S nowych j
osobnikow w chwili s 1, wyraza sie wzorem

i/

“Nie Lz AL T2 eee e

479
Niech ¢/s/ oznacza funkcje tworzgca ciagu eee/

ecs)= .

Rozpatrzmy teraz rozwiniecie na szereg potegowy funkcji -

Wezmy na poczatku;

=0 M+23



Czyli ogélnie:

stad Juz widad, ze ' Jest wspoétczynniikiem przy s w roz-
winieciu w szereg potegowy funkcji (P(sf) .

Przypusémy z kolei, ze wchwili t » O populacja skiada sie z
Jednego osobnika. Prawdopodobienstwo, ze w chwili t « 1 bedzie
sie sktada¢ z J osobnikdéw, Jest réwne g”, tzn. wspoétczynnikowi
przy w rozwinieciu funkcji Y /s/. Obliczmy z kolei prawdopo-
dobienistwo, ze w chwili t = 2 populacja bedzie sie skiada¢ z J
osobnikow.

Prawdopodobienistwo zdarzenia, ze populacja w chwili t « 1 li-
czy i osobnikéw, a w chwili t = 2 liczy J osobnikéw Jest row-

e 7i*/

Prawdopodobienstwo zas, ze w chwili t 2 populacja liczy J
osobnikéw, Qtrzymujemy przez zsumowanie ze wzgledu na i ilo-
czynow g. q 71V

(V)

An__ QA

i =0 S
Ale eujma ta jest wspétczynnikiem przy e w rozwinieciu w sze-
reg potegowy funkcji:

9
i=0

Doktadnie to samo rozumowanie prowadzi do wniosku, ze prawdo-
podobienstwo, iz populacja w chwili t + 1 bedzie liczyta J
osobnikdéw. Jest rowne wspoétczynnikowi przy s w rozwinieciu
funkcJ i

ni)-?(Wj) .

Niektére zagadnienia procesu urodzin lub $mieroi sprowadzajag
sie do zbadania superpozycji 'P /S/ funkcji tworzacej 'P /S/.
Model taricucha o Jakim moéwiliSmy, nosi nazwe proceséw gatazko-
wyct”™ Znajdujg one zastosowanie do badann nad rozwojem kolonii
bakteryjnych oraz reakcji tancuchowych.
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Przektad 6. Proces rozpadu /Ra/

Wiadomo, ze z uply™em czasu t, czasteczka radu /Ra/ pod wptly-
wem rozpadu promieniotwdrczego przechodzi w czasteczke radonu
Rn.

Przy tym rozpadzie pojawia sie jedna czastka L /jgdro atomu
helu/. Jezeli teraz zalozymy, ze kazdy atom Ra rozpada sie na
atom Rn, po uptyv/ie czasu t, niezaleznie od v/arunkéw zewnetrz-
nych z prawdopodobienstwem p/t/ wtedy liczba v/t/ atoméw radu
ulegtych rozpadowi w czasie t jest réw/na liczbie czastek L
pov/statych w tym czasie.

Liczba ta podlega rozktadowi Poissona tzn.:

p/N/t, = K/ = - -a

gdzie; a=n . p/t/, n = - liczba atoméw radu
w chwili t = 0.
Stad wniosek, ze liczba atoméw radu po czasie t rowna sie
n- v/t/.
Jezeli znana jest liczba atoméw radu w dowolnym momencie
s: /s/ =i, to niezaleznie od charakteru procesu rozoadu do
momentu S, z prawdopodobiefnstwem T e, anip/t-s/ w przedzia-
le czasowym s do t wypromieniowuje k czastek L. W takim razie
N /t/ jest tancuchem Markowa. Z prawdopodobienstwem przejscia
ze stanu i do stanu j danym wzorem
Pij/a.t/ — 8 ip /t-s/, j A~
/i-j/!
Oczywiscie dla j >i przejscie ze stanu i do stanu j jest nie-
mozliwe, a wiec P /s,t/ a O.

Opisany wyzej probabilistyczny model radioaktywnego rozpadu
atoméw radu na atomy radonu jest taki, ze proces ten jest je-
dnorodnym procesem Markowa z dwoma stanami dla kazdego atomu:
rad lub radon. Jezeli w poczatkowej chwili t » 0, ilos¢ atoméw
radu rowna sie n”, to liczba v/t/ powstaltych w czasie t czastel
L ma rozklad Poissona z parametrem a = n™p/t/

P IrV/t/ :l? = » e"® /k=0,1,2,.../
n J k!



iilech teraz p/t/ - prawdopodobienstwo tego, ze atom radu uleg-
lie rozpadowi w czasie t nma postad

p/t/ =1-¢e Ln

;dzie A - gestos¢ rozpadu Ra N Rn dla oddzielnych atoméw tzn.
|A jest taka stata, ze prawdopodobienstwo przejscia Ra"~Rn w
latym przedziale czasowym A t réwna sie; AAt + 0 /-At/,
Rozpatrzmy teraz ilos¢ radu zmieniajaca sie w czasie t. Jezeli
.iczba czastek L réwna sie v/t/, to liczba pozostatych atomoéw
'adu réwna sie

/t/ = - v/t/ .

Srednia ilo$é radu po czasie t jest réwna;

n/t/ = EA/t/ = nrnnp/ts = e AT

Wyktadniczy charakter funkcji n/t/ moéwi, w szczegdlnosci o
tym, ze T to czas, w ktérym Srednio ulegnie rozpgdowi potowa

-losci radu tzn.; T jest takag liczbg, ze n/T/ = — jest paw
ig liczba dodatniag, Czas ten nazywamy statg’poétrozpadu. Jest
awigzana z gestoscig rozpadu Ra- Rn rownoscig > Iogz,,

iedziemy rozpatrywali tancuch Markowa o skoriczonej alito nle-
jkoniczonej liczbie stan6w. Oznaczmy przez M= [Pj_/i* j=1»2,,,./
lacierz prawdopodobienstw przejs¢ rozwazanego tancucha, oczy-
wiscie p™“ N0 i

ibwiray, ze stan j j”est osiggalny ze stanem i, jezeli istnieje
taka liczba naturalna n> 1, ze p¥y /n/> 0 tzn, istnieje taka
-lo$¢ krokéw n 1, ze prawdopodobienstwo przejScia ze stanu i
lo stanu j jest dodatnie,

lilechaj j bedzie ustalonym stanem i zatézmy, ze w chwili poczg-
tkowej uktad jest w stanie j. Niech "oznacza prawdopodo-
lienstwo zdarzenia, ze uklad po raz pierwszy powréci do stanu
Jo n > 1 krokach. A wiec;



i ogdlnie:
~/n/ = Pjj/n/-t~/1/7 p™M/n-1/-T~/12/ p™M/n-2/

suma iyn/
n-"

jest prawdopodobienstwem zdarzenia, ze ukiad w ogdle wroci do

stanu j. Jezeli fj = 1, to czas pierwszego powrotu do stanu j
jest dobrze okreslong zmienng przypadkowsg. Czas jaki uptywa od
chwili, w ktérej uklad byt w stanie j, do chwili powrotu ukta-

du do stanu j po raz pierwszy, nazywanmy czasem powrotu do '
stanu j. Jesli fj = 1, pierwszy moment

a «fj (n)
a=0
nazywamy 2£zeci£tn”m__czaseni £0wrotu_do sfganu_

Zauwazimy jednoczes$nie, ze w przypadku gdy fA<1, istnieje do-
datnie prawdopodobienstwo, ze ukiad nigdy nie wréci do stanu j
Teraz korzystajgc z pojecia czasu powrotu dokonamy klasyfika-
cji stanow taricucha Markowa.

1. Stan chwilowy; Stan j bedziemy nazywali stanem chwilowym,
jesli powr6t do stanu j nie jest zdarzeniem pewnym, tzn.
jesli fj < 1.

2. Stan rekurencyjny; Stan j nazywamy rekurencyjnyra jezeli pow
rot ze stanu j do stanu j jest zdarzeniem pewnym tzn. jesli

= 1.

3« Stan zerowy; Stan rekurencyjny j nazyweuny stanem zerowym je-
zeli przecietny czas powrotu do stanu j jest réwny nieskon-
czonosci tzn.

4. Stan okresowy o0 okresie t; Stan j nazywamy stanem okresowym)]
o okresie t, je$li powrét do etanu j jest niemozliwy z wyjat

kiem by6 moze powrotu po t,2t,3t, ... krokach oraz t jest
najwieksza liczbg catkowitg, wiekszg od jednosci, majaca te
wiasnosc.

5. Stan istotny; Stan rekurencyjny j, ktoéry nie jest stanem
zerowym, ani stanem okresowym nazywanmy stanem istotnym /Zlub]
ergodycznym/.



6. Stan nieistotny; Stan i nazywamy stanem nieistotnym jezeli
istnieje stan j osiggalny ze stanu i tzn.p”j/n/ > 0 i stan
i nie jest osiggalny ze stanu j tzn. = 0 dla kazdego
n —~ [ ]
Celem zbadania witasnosci rozktadu czasu powrotu bedziemy korzy-
stali z pojecia funkcji' tworzagcych. Relacja fj/n/=p~j/n/
fji-Dpji/n-1/ ... fj/n- wigze ze sobg prawdopodobienstwa
fj/n/ pierwszego powrotu z prawdopodobiennstwem p™/n/ przejscia
w n krokach.

Zatézmy, ze:
fj/0/ = o. Pjj/0/ =

Wprowadzimy funkcje tworzace

F/S/ = X fi/n/ s,
=0

G/s/

Y H Pjj/" ™/ .
a=Q

Jezeli teraz przeksztatcimy réwnanie:

fi/n/=pji/n/ - £j/1/pji/n-1/ - ... - ©°/n-1/ p~j

*  Pjj/n/=fj/n/pjj/0/+fi/n-1/pji/1/+ ... +T~/1/pAj/n-1/+

to otrzymang rownos¢ mozna uogélni¢ na réwnos¢ funkcji two-
rzacych.
Zauwazmy, ze lewa strona N jest n-tym n >0 wspobtczynnikiem
rozwiniecia funkcji G/S/ na szereg potegowy, a prawa strona
n-tym wspotczynnikiem rozwiniecia na szereg potegowy funkcji
P/s/ . G/s/. Poniewaz réwno$¢ zachodzi dla kazdego n>0 i dla
n O Pjj/0/ = 1 mozna napisa¢ réwnose¢:

G/s/ - 1 = P/s/ G/s/
lub w postaci;

G/s/ = 1IP7S7

41



z réwnosci tej wynika natychmiast twierdzenie.

Twierdzenie; Stan J Jest stanem rekurencyjnyra gdy!
lim G/s/
S-* 1- a=o

Przyktad 1. Rozwazmy bigdzenie przypadkowe ozgstkl po zbiorze
punktéw catkowitych 1 = 0,+1, + 2, eee Niech p>0 oznacza

prawdopodobienstwo przesuniecia w Jednym kroku o Jednostke w
prawo, a q =1 - p > 0 o Jednostke w lewo. Zat6zmy nastepnie,
ze startujemy w chwili 0 ze stanu i = 0. Prawdopodobienstwo
powrotu w n krokach do stanu zero wynosi:

0 Jesli n Jest liczba nieparzysta.

Poo/"/ “'fiin\ 3n
(ia)p ‘i Jesli n Jest liczbg parzystg .

Funkcja tworzgca ma postac:

o - EZ")

AO ,\O) /-P-ie

o
/1-4pgs™/ " 2
Skorzystatem tutaj z nastepujacej réwnosci algebraicznej:

- /-2 (- 1)

Zbadajmy teraz lim G/s/:
S—1'

Lim G/S/ - lim /1-4 2 /1-4pg/
S-A1- s 0o bd

Jezeli teraz p g to lim™G/s/ Jest skonczony a wiec stan

i « oNJest chwilowy. To samo mozna powiedzie¢, o kazdym innym
etanie. Czyli w tym przypadku wszystkie stany sga chwilowe.
Jest to wynik zgodny z intuicjg Je$li bowiem p 7 q /lub
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p < o/ nalezy spodziewaé sie wyraznego przesuniecia w prawo
/lub w lewo/.

Jezeli teraz p = to lim G/s/ = , a

N

wiec wszystkie stany sg rekurencyjne. Poniewaz powrot do sta-
nu z ktérego uklad wyszedt w pewnym momencie Jest mozliwy tyl-
ko po parzystej liczbie krokéw, a wiec w tym przypadku wszyst-
kie stany sg okresowe,-o okresie 2,

Z kolei: 1

P/s/ =1 - / 1- 4pgs™ N

i Jesli p=gqg=---t przecietny czas powrotu

J n=o

Jest to wynik raczej nieoczekiwany. Istotnie, bigdzenie przy-
padkowe w szczegolnym przypadku mozemy v;yobrazi¢ sobie Jako
ciagg niezaleznych rzutéw rzetelng moneta. Przy tej interpre-
tacji odcieta punktu, w ktéorym znajduje sie w chwili n cza-
steczka btadzgca. Jest réwna réznicy miedzy liczbami, otrzy-
manych w n rzutach ortéw i reszek.

Odcieta réwna zero odpowiada stanowi rownowagi w tym sensie,
ze ilos¢ ortéw bytaby taka sama co iloS¢ reszek. Poniewaz w
rozwazanym przypadku wszystkie stany sg rekurencyjne, prawdo-
podobienstwo powrotu do stanu zero Jest rowne 1. Ale uwzgled-
niajac fakt, ze oczekiwany /Sredni/czas powrotu Jest nieskon-
czony, moze sie zdarzy¢, ze na powr6t do stanu réwnowagi trze-
ba bedzie czeka¢ bardzo dtugo.

Rozpatrzmy teraz nastepujgce Kkryterium:

Twierdzenie, Jezeli stan J Jest chwilowy to szereg )

Jest zbiezny. Jezeli stan J Jest rekurencyjny zerowy to sze-
reg ten Jest rozbiezny chociaz p™ /n/— 0 dla n'«-'="~. Jezeli
J Jest stanem ergodycznym /istotnym/ to jm.j 4<=" i
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Jezeli j ¢eet stanem rekurencyjnym okresowym o okresie t i nie®
zerowym, to /X(j<0~:>i

przy czym /n/ = 0 dla kazdego n nie bedacego krotnoscig t.
Najistotniejszym wnioskiem z tego twierdzenia jest to, ze wy-
taczajac stany okresowe posiada okreslona granice /row-|

na zero, jezeli j stan jest stanem zerowym lub je% stanem
chwilov;ym, a w pozostatych przypadkach P"/n/—’\~—/(, W przy-
padku 3tanov/ okresowych istnieje tylko granica na podciggu
n™ t, 2t, 3t, eee |
Niech teraz j bedzie ustalonym stanem rekurencyjnym i niech k
bedzie innym stanem osiggalnym ze stanu j. Précz tego niech N
jest najmniejszg taka liczbg, ze Pj™»/N/ =cC>0,
Prawdopodobienstv/o powrotu ze stanu k do stanu j musi by¢ do-
datnie, bo w przeciwnym razie prawdopodobienstwo tego, ze ukia]
nie wroci do stanu j byloby nie mniejsze nizowi nieréwnosc¢
N 1 -0C<l przeczyta by temu, ze j jest stanem rekuroncyj-|
nyra. Stad wniosek, ze istniejeM, ze M » ~>0. Dalej, dla
dowolnego n zachodzi

Pji/n+N+M/;~ Pik ™M/ PKkM/ PKj-MN = oC »

xx/ PIMNHNHMIN PRI/ANPBI/MN PIRAM 5 oC . 3 phi/nd.

Z tych nieréwnosci wynika, ze asymptotyczne zachowanie sie
ciggéw i PKK™"™N jest jednakowe, Z tego wniosku wyprowa-j
dzimy wazng wtasnosg;

Z zatozenia, ze j jest stanem rekurencyjnym, a wiec szereg

/n/ jest rozbiezny. Biorgc pod uwage nierownos¢ xx/

w
zauwazmy takze, ze szereg y \ jest rozbiezny, a wie<
n=i
i stan k jest takze rekurencyjny,
Jezeli —£0, to takze —0 i odwrot. Na ko-

niec jezeli stan j posiada okres t, to i stan k musi posiadac¢
ten sam okres. Stad wniosek, ze ze stanu rekurencyjnego mozna
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osiggng¢ tylko stan rekurencyjny. Wszystkie te stany sg tego
samego typu tzn. wszystkie zerowe, lub wszystkie ergodyczne,
lub wszystkie okresowe niezerowe o tym samym okresie.

2.5. Twierdzenie_ergodyczne_dla_taricuchéw_Markowa

V poprzednim paragrafie rozpatrzyliSmy zachowanie sie

gdy n—  Ten rezultat rozszerzymy na przypadek p“Yr/ przy
dowolnych stanach j i k. Dla tego przypadku udowodnimy, ze
prawdopodobienstvi/o znalezienia sie ukiadu w momencie n w
stanie k jezeli n jest duze nie zalezy od stanu poczatkowego.
Niech tak jak poprzednio fA”/n/ - prawdopodobienstwo tego,

ze wychodzgc ze stanu j uktad osiggnie stan k pierwszy raz
po n krokach.

Y/ida¢ natychmiast, zes

kk/n'll

Réwnanie to pozwala wyrazi¢ fA/n/ przez i na odwrot.

Twierdzenie 1. Jezeli stan k jest nierekurencyjny lub reku-
rencyjny zerowy to 0 dla dowolnego stanu j.

I>ffierdzenie 2. Niech = [P bedzie macierzg przejscia fw
jednym kroku/ jednorodnego taricucha Markowa o skoriczonej
ilosci stanow |1,2, s] . Jezeli istnieje taka liczba r,
ze wyrazy P7jj/r/ macierzy w s™ kolumnach, gdzie s > 1»
czynig zados$¢ relacji.

x/ min PNj./iV >0,
U j<s
to znaczy istnieje kolumn, ktérych wszystkie elementy sag

rézne od zera, to zachodzi wtedy roéwnosc:

XX/ lim Pij./n/ =
n

przy czym Pj~~ dla tych k dla ktérych zachodzi relacja x/.
Ponadto



k:/\

Twierdzenie to nosi nazwe twierdzenia ergodycznego a prawdopo-
dobienstwa graniczne p* - prawdopodobienistw ergodycznych.

Przyktad 1. Niech macierz przejscia w Jednym kroku réwna sie
100

qop
001

Przyktad tancucha Markowa o 3 stanach, model bigdzenia czastki]
po zbiorze z ekranami pochtajgcymi 1 i 3.

Obliczmy teraz M

100 '100 400
M qgqo0opl gqOp BgOp =M
0O0Ilj 001 001

Ogélnie bedzie
Mnh -

Tak wiec zatozenie twierdzenia erodycznego nie Jest spetnione
Nie istnieje takie r, przy ktorym M* na przynajmniej Jedng ko-|
lumne wyrazéw dodatnich. Jest zarazem oczywiste, ze i
teza twierdzenia 2 nie Jest spetniona, gdyz p™~|/n/ » 1, a wiec]|
lim p"n/ = 1, za$ lira p2-i/n/ a q, a lira p31/n/

Nieregularnos¢ w rozwazanym tancuchu Markowa spowodowana Jest
istnieniem dwoch stanéw istotnych 1 i 3 takich, ze przejscie
z Jednego z nich do drugiego Jest niemozliwe, a wiec zbior
stanéw istotnych nie tworzy tu jednej klasy.

Przyktad 2. Rozwazmy Jednorodny tancuch Markowa o czterech
stanach 1,2,3,4j i o macierzy przejscia



otrzymamy tu:

Ogdlnie dla k = 1,2,3,
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Tak wiec ani zatozenie, ani teza tv/ierdzenia 2 nie sa spetnio-
ne, Zauwazmy tutaj okresowos¢ jaka wystepuje w tym tancuchu.

ale okresowe,
stanu 1 do stanu 1 ukiad moze wréci¢ z prawdopodobieristwem do-

Wszystkie stany sg tu istotne,

datnim jedynie w parzystej
duje nieregularnosé¢, w ktorej

nie zachodzi.

ilosci

I tak np,: ze

krokéw. Okresowos¢ ta powo-

rezultacie teza twierdzenia 2

Przyktad 3, Wezmy teraz tancuch o macierzy przejscia:

q

q
0

To M2 réwna sie:
a p q

N = =

P
0

q

[@he]

0

T o© O T ©

op P
2qp p2
Pg opip”
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Zatlozenia twierdzenia 2 sa spetnione. Zauwazmy, ze wszystkie
trzy stany sg istotne, nieokresowe i tworzg Jednag klase.

Przyktad 4. Wezmy teraz model bitadzenia czastki po zbiorze
1M,2,3]  z Jednym ekranem pochtaniajgcym i z Jednym ekranem
odbijajgcym.

'1

o O o
T T O

q

10
Stan 1 Jest ekranem pochtaniajgcym, a stan 3 ekranem odbija-
jacym. Many tu:

00 "i 0o i 0 0
q 0 p 90p - q pg P
P ap 0o ap  d pg o]

Zatozenia twierdzenia 2 sg wiec spetnione. tatwo widzieé, ze

stan 1 Jest stanem istotnym nieokresowyra, a pozostate dwa sta-
ny sa chwilowe.

Mozna takze udowodni¢, ze dla Jednorodnych tancuchéw Markowa

o skoriczonej ilosci stanéw, Jezeli wszystkie etany istotne sa
nieokresowe i tworzg Jedng klase, to zalozenia twierdzenia 2

sg spetnione. Nie Jest wykluczone, Zze niektdre etany sa chwi-
lowe.

Pokazemy teraz. Jak mozna obliczy¢ prawdopodobienstwa ergody-
czne. Jezeli wiadomo, ze one istnieja. Wezmy teraz wyprowadzo-
ne poprzednio réwnanie Markowa;

AAY vz A/ R

Jezeli wiec graniczne prawdopodobienstwa pj istniejg to po
przejsciu do granicy przy n—e »po obydwu stronach ostatniej
réwnosci otrzymujemy;

Pj- i PkPkd /j

Z tych réwnan oraz ze zwigzku
S

13 l






I tak np.: gdy — « 2 otrzymujemy:

P2 P3
gdy -2- —2t otrzymujemy
Pi P2 P3

Zauwazmy, ze wszystkie trzy graniczne prawdopodobieristwa sg
dodatnie. Wigze sie to z tym, t» wszystkie trzy stany sa
istotne, Wiancuchach o przeliczalnej ilosci stanéw moze tak
nie byé.

Przyktad 2, Teraz niech tanncuch Markowa jest o macierzy przej-
Scia rownej;

0 0
q 0

q p

Wzory xxx/ dla tego przykiadu sg postaci

Pi “ Pi + P2 q
P2 - P3 q
P3 “ /7?2 + P3/P
z tego ukiadu réwnan liniowych i ze zwigzku

Pl + P2+ P3m 1 otrzymamy ?i m 1, P2 + P3» O,

Jak juz wspomnieliSmy wyzej, tak sie dzieje dlatego, ze etany
2 i 3 sg stanami chwilowymi.

2.6. Zadania

1. Macierz przejscia jednorodnego taricucha Markowa réwna sie



1 1 1
2 3 z
1 1 1

M 2 3 s
1 1 1
2 3

a/ Oilu stanach jest dany tancuch Markowa.
b/ Obliczy¢ prawdopodobienstwo przejscia w dw krokach z do-
wolnego stanu.

2. Elektron moze znajdowaé¢ sie na jednej z przeliczalnej ilosci
orbit w zaleznosci od posiadanej energii. Przejscie z i-tej
do j-tej orbity w c-.ggu 1 sekundy jest mozliwe z prawdopo-
dobienstwem

- gdzie >0

Znalez¢: a/ Prawdopodobienistwa przejscia elektronu z i-tej do
j-tej orbity w ciggu 2 sekund,

b/ State c”.
3. Wykaza¢, ze jesli /n/j /n»0,1,2, .../ jest tancuchem
Markowa to dla > > n,
P (™/n/=in 1 N /n2/=i2 . ««., NS n NS o= NN 22/

Jest to inne sformutowanie warunku Markowa podanego w tym roz-
dziale.

4. Dokona¢ klasyfikacji stanéw dla tancuchéw Markowa o poda-
nych macierzach przejscia:

1 1 1 1
a/ o .1 .2 o o .} L
M1 o 1 b/ o 1 0 0 O
0o 1 0 o0
11 o 1 0 o

2> 2
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20 2 0 0
o2 j o o
2 0 3 o 0
o o o 2 2
o o o0 > 2

a/ Poklasyfikowa¢ wszystkie stany tego tarcucha,
b/ Zbadaé, czy tancuch jest ergodyczny i znalez¢ prawdopodo-
bienstwa ergodyczne.

3» Ploeesy_Markowa

3.1. Definicja procesow Markowa 1 ich typy

Do tej pory zajmowalismy sie tylko co najwyzej przeliczalng
iloScig zmiennych losowych zaleznych. Potrzeby fizyki, tech-
niki, a w szczegélnosci elektroniki zmuszajg nas do badania
nieprzeliczalnych zbioréw zmiennych losowych i to zmiennych
zaleznych, bowiem o nieprzeliczalnych zbiorach zmiennych lo-
sowych niezaleznych nie da sie nic powiedziec.

Definicja 3.1.1. Proces |~ /t/ ,tel]j jest procesem Markowa
wtedy i tylko wtedy, jezeli dla n = 1,2,... i dla dowolnych
wartosci parametru ™ /m*0,1,... ,n/ gdzie t" < th< ... < ™

oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych y i x rownos¢ nastepuj

=p(r(dn)~yir(ta-.)=x)
zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych

An-2» ~n-3* * ALx

Innymi stowy spetniony jest warunek Markowa. Z tej definicji
wida¢ od razu, ze tancuchy Markowa, sg procesami Markowa.



Réwnos¢ powyzsza mozna oiczytaé tak, ze dystrybuanta procesu
nie zalezy od wszystkich wartosci Jakie przybierat w momentacj

An-1y W2 * AL* Nor A 'tylko zalezy od wartosci w momenciel
“n-T
Definicja 3»1.2« Proces Markowa | "I /7t/, telj nazywamy Jedno
rodnym, Jezeli dla dowolnych t™,eT, > gdzie t» N2
dystrybuanta

p/th, X, ~2~y/ =p <y1

zalezy Jedynie od réznicy t = t2 - t», a nie zalezy od tego
Jakie t©, t2 weZmiemy.

Piszemy w tym przypadku;

P /tn, X t2*y/ =P /t,x,y/.
3.2. Proce82_stochast2ezne_o_prz;”~ro8tach_niezaleznych
Definicja 3.2,1. Proces stochastyczny |"/t/,teT|  nazywamj
procesem o przyrostach niezaleznych Jezeli dla dowolnych
ANCRARAN t2 4»»» nalezacych do T
przyrosty A S™Mie k=10,1,2,...
sg niezaleznymi zmiennymi losowymi.

Jezeli teraz proces j™M™t/, telj 0 przyrostach niezaleznyc]
czyni zado$¢ relacji P(™/'tQ/» b/ » 1, gdzie t~ Jest chwilg

poczatkowg, a b Jest stalg to rozwazany proces Jest procesem
Markowa,

Proce stochastyczny o przyrostach niezaleznych z czasem dys-
krethnym t /tzn, t = 0,1,2, ..,/ Jest poprostu ciggiem sum o

rosngcej ilosci skiadnikéw niezaleznych zmiennych losowych:

~k+l/ - e/k/
czyli % /t/. X/0/ . Xo * ?2,+ eee+ ?t-1
gdzie t = 0,1,2,

Gaussa

Proces ten Jest inaczej nazywany procesem normalnym,
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Proces stochastyczny nazywamy procesem normalnym, kesli kazdy
skonczenie wymiarowy rozkiad zmiennych losowych procesu jest
normalny tzn. dla kazdego ciggu t~, *2f ... , t©

ma rozktad normalny.

Proces ten jest takze nazywany procesem Wienera albo procesem
ruchOY/ Browna. Znajduje on zastosowanie jako przyblizony model
zachowania sie czagsteczki podlegajacej ruchom Browna. Czgste-
czka startuje w momencie zero z punktu zero:

?/N =0
Zakladamy, ze przesunigcia czgsteczki na niezachodzacych na
siebie odcinkach czasu sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadzie normalnym, wartosci oczekiwanej rév/nej zero i wa-
riancji rownej diugosci przedziatu. Tak wiec zmienne losowe

/T ./ k/

sa niezalezne, o wartosciach oczekiwanych zero i wariancjach
rownych t~ - odpowiednio.

Jest to wiasnie przyktad procesu o przyrostach niezaleznych,
W konsekwencji funkcja gestosci tacznego rozkiadu zmiennych

losowych VAUV **ey ? / wyraza sie wzorem:

2ijTT\/2i)

Realizacje tego procesu mogg byé uwazane za funkcje ciagte.
Przez realizacje procesu stochastycznego rozumiemy funkcje

~Nt) gdzie zdarzenie losowe jest ustalone i jest
to funkcja czasu t,

i2izyktad_2. Proces Poissona

Drugim przyktadem procesu o parametrze ciggtym i o przyrostach
niezaleznych jest proces Poissona. Analogicznie jak poprzednio
przyjmujemy:



?2/V = o.

0 przyrostach procesu zakitada sie, ze na niezachodzgcych na
siebie przedziatach czaso.vych, sg niezaleznymi zmiennymi losol
wymi, kazda o rozktadzie Poissona, o wartosciach oczekiwanych™
rov;nych liczbie A/A>0/ pomnozonej przez ditugos¢ przedzia-
tu. Wynika stad, ze prawdopodobieristwo

(MiGXp(-AIOTT —— 9Xp(-A.(ta.i-ta)™

| Al (Juti -ju)! n /
jesli liczby catkowite j», ¢2* eeey spetniajg warunek
04j~ 4 j2 n IRV

0 w przeciwnym przypadku

3.3. Proces ruc/iu Browna

W orzyktadzie pocrzcdniego paragrafu zajmowaliSmy sie procesj
Gaussa z przyrostami niezaleznymi okre$lonym dla skonczonej:»|
lub nieskonczonego T = takiego, ze;

E[?W-2(s)]*0, o[?(i)-as)] =t-5. gdzie tsCT s

Proces takiego typu jest modelem opisujacym doktadnie ruch
Browna. Zajmiemy sie teraz doktadniejszym opisaniem tego zja|
v;iska.

Opiszemy teraz ruch Browna jako ciggte biadzenie przypadkowej
Niech ~/t/ bedzie ruchem Brov;na na odcinku T = J[o,17zaktl
damy, ze ”~/O/ = 0. Rozpatrzmy wartosci ~t/ tylko w nmo-l

mentach dyskretnych t = v k=0,1,..., n.
Hieoh A?/t/ = If /t+ -1-/ - ~/t/
oraz zatézmy, ze n n ~ proces stochastyczny, ktoérl

otrzymujemy w rezultacie liniowej interpolacji miedzy sasiet
mi wartosciami

? /[—-/ i e /* / to znaoiy, ze:

fn = ET Ag/l/+ MA/AL()



gdzie k = [nt] - czes¢ catkowitg liczby nt /Njezeli

0 <t to /t/ = nt AN/0//.
Kazda trajektoria N gl [/realizacja procesu przy ustalo-
nymco’Y procesu stochastycznego jest ciggta

N N k

krzywa tamang o wierzchotkach w punktach

Patrz rysunek ponizej:

Rozpatrzmy teraz cigg proceséw losowych ~~/t/ gdy n «
opisanego wyzej typu. Z prawdopodobiennistwem 1 jednostajnie po
te T,

—-- e /t/, gdy n—

Ruch Browna ~/t/, t 0 moze takze by¢ opisany Jako proces
Markowa o funkcji przejscia

P /t,x,B/ = é p/tpX,y/ dy .

Wzor ten czytamy; prawdopodobienstwo znalezienia sie punktu x
w zbiorze B w chwili t réwna sie calce po funkcji gestosci
przejscia p/ t,x,y,/, ktora Jest fundamentalnym rozwiazaniem
réwnania rézniczkowego typu parabolicznego

®p 1 ©@-p
Tol* -5 ~-J

1 daje sie zapisa¢ wzorem
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p /7t,x,y/ . e

4. ProceB”™__stac”™onarne

Deflnlc.ia 4.1« V/ezmy pod uwage proces stochastyczny/t/ : tell
Proces ten jest proceseit $cisle stacjonarnym, jesli dla kazdej
liczby naturalnej moraz dowolnych t~,t2» i h nalezag-
cych do T zmienne losowe

majg ten sam tgczny rozkiad prawdopodobienstwa, co zmienne:

NN+ b/, N2 + h/,oL .

To sanmp mozna sformutowaé bardziej zwiezle mowiagc, ze struktura
probabilistyczna procesu jest niezmiennicza ze wzgledu re. prze-
suniecia wzdtuz osi czasowej.

Podamy teraz kilka przyktadéw proceséw stacjonarnych, wystepu-
jacych jako modele zjawisk zachodzacych w rzeczywistosci.

Przyktad 1. Pierv/szy przykiad zwigzany jest ze zjawiskiem tzw,
szumu.

Obserwujemy- natezenie % /t/ pradu na wyjsciu lampy prézniowej.
Zaobserwov/ane natezenie w chwili t jest sumg efektéw wywotanych
przez elektrony trafiajgce w anode w chwili t lub w chwilach
poprzedzajacych t. Lampa i obwdd moga by¢ scharakteryzowane za
pomocag funkcji g/t/, ktérej wartosci mierza udziat w obserwowa-
nym natezeniu w chwili t efektéw wywotanych elektronem trafia-
jacym w anode w chwili t = o.

Przypusémy, ze zdarzenia polegajagce na trafieniu elektronéow w
anode sg zdarzeniami niezaleznymi.

Nastepnie niech prawdopodobienistwo trafienia w przedziale czasu
/t,t + At/ bedzie rdéwne:

GAt.

Przy tych zatozeniach liczba trafien w czasie (0,t) jest pro-
cesem Poissona. Przyjmujemy nastepnie, ze efekty wywotane przez
poszczegblne elektrony sumujg sie. W konsekwencji natezenie
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pradu w chwili t dane jest wzorem:

Ut/ = Hz g /t-t;r/
/7t
gdzie przez ty , oznaczono momenty, w ktoérych zaistniaty zda-

rzenia polegajace na trafieniu elektronéw w anode. Zauwazmy, ze
proces |/t/ mozna réwniez zapisa¢ w postaci:

?2/t/ = A~ g/t-T/ dn /T/ = \g/t-ty to /T/

poniewaz g/t/ jest réwna zeru dla t ujemnych.

Przyktad 2. V poprzednim przyktadzie podaliS$my opis procesu
stacjonarnego o parametrze czasowym ciggtym. tancuchy Markowa
stanowig prosty przykiad procesu stacjonarnego o czasie dyskret-
nym

Aby opisa¢ doktadniej procesy stacjonarne nalezy wprowadzi¢ po-
jecie zmiennej losowej zespolonej.

Definicja 4.2. Jezeli y bedg zmiennymi losowymi rzeczy-
wistymi, woéwczas / i 7 jednostka urojona/ nosi nazwe
zmiennej losowej zespolonej.

Rozktad zmiennej losowej jest wyznaczony przez dystrybuante
dwuwymiarowa:

P/x,y/ =P[ "< X ; 7<)

Definicja 4.3» Niech |~/t/, tslj i /t/, teT™ »
sg procesami stochastycznymi rzeczywistymi i niech ~/t/=
- K/t + i /t/ dla teT, Wowczas |C/t/, teT™ jest proce-

sem stochastycznym zespolonym.

Definicja 4.4. Wariancjg zmiennej losowej zespolonej nazywamy

d2(?) =E(] C - E(i) 1 ").
Udowodnimy teraz, ze:

wyrazenie:

(i) = (~) + D-[rf] gdy ¢ " ~ + 17
Bondd DN(O-E(li;-E(E)IN)-E(E+17)I™) =
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=E(lce-E(e))u(7-E(7M7™) =E((e-E(?)y-" (7-E(7))") =

-E[a-EU)/] E[(7-E(7)n= d'(?)"D"7) ;

CO by*o do udowodnienia.

Definicja 4.3. Kowarieincjg zmiennych losowych N2
nazywanly wyrazenie;

~IhL - a [ ~2-6® (7~21]

gdzie "2 * N~ (~2™ jes"t rozumiane, jako sprzezeniem w sensi<
liczb zespolonych wyrazenia 2 “ ® Ne

Definicja 4.6. Stochastyczny proces zespolony — A/¥'<t <+@Vjesl

stacjonarny w wezszym sensie - jezeli dla n=1,2 ... i dla do-i
wolnych rzeczywistych t~,t2» ..., t~ ... i ~, zachodzi révmosCll
= P[™(ti)4 f({2< v ()X ()<Y + o0 o>V 4aj"

Z tej definicji procesu stacjonarnego wynika, ze jezeli ~/t/,
N /t/ posiadajg momenty drugiego rzedu aN/t/ « f/t/+ii™ /t/
jest procesem stacjonarnym w wezszym sensie to dla dowolnych
rzeczywistych t i > zachodzga nastepujgce rownosci;

E ( /t/) *=E /t/ WYl /t/) = + ini2 m const.
I~ DN (<C/U/N « DN (?/N/)  + (7 7t/ m const.

E jMN¢:/t+N/ - E (</t+77)] [C/t/ - E{ K/t/)]] » R(r).
Funkcja R/'b / nosi nazwe funkc.ii korelacyjnej.
R(0) =E{[4(0 -E «(i)]m[(4(t))- E(4U))]} =E (14(D-E (C(H)I") " D (4(H)
R(--B)"EI[4(t-r)-E(4(t-T))][e(<) - E (4O =
=E[[C(D) -EA(D))I[CH-T)- E(4(} -T)I) =
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Szczeg6lnie wazne znaczenie nm rzeczywisty stac”jonarny proces
normalny tzn. proces stacjonarny czynigcy zadosO wzorom

E ("M/t/) = m const.
(~/t/j = O~ = const,

E(?(t*T)-E(e(t)1I[I(D-E(I(1))]] = R(T),

przy m=0 i6 = 1 i majacy te whasnos¢, ze dla n= 1,2, ... i
dla dowolnych t/m = 1,2,-..,, n/ zmienna losowa ccece

ma rozktad normalny to znaczy, ze zmienna taka posiada funkcje
charakterystyczng postaci

W zastosowaniach trudno zazwyczaj operowa¢ wielowymiarowymi roz-
kladami zmiennych losowych ~/t/. Czesto mozna z obserwacji zna-
lez¢ jedynie momenty tych zmiennych,

Wzwigzku z tym wprowadzimy okreslenie procesu stacjonarnego w
szerszym sensie.

Definicja 4,7, Proces zespolony tENN jest stacjonarny
w szerszym sensie, jes$li istniejg v;artosSci przecietne, wariancje
i kowariancje zmiennych losowych tego procesu i czynig zados$¢
réwnosciom /1/.

Z tego okres$lenia wida¢, ze proces stacjonarny w wezszym sen-
sie, majacy momenty rzedu drugiego, jest stacjonarny w szerszym
sensie,

Wprowadzimy teraz Kkilka poje¢, ktére pozwolg nam doktadnie opi-
sa¢ procesy stacjonarne.

Definicja 4.8. Proces zespolony |<C//,- "t < + stacjonar-
ny w szerszym sensie, jest ciagty, jezeli dla kazdego rzeczy-

wistego t
lim E(K(t+T). i/7t/1 2) = o .

Podamy teraz twierdzenie udowodnione przez Chinczyna. Twierdze-
nie to, odgrywa fundamentalng role dla teorii proceséw stacjo-
narnych,

Twierdzenie 4.1. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby
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funkcja R / / byta funkcja korelacyjng procesu
stacjonarnego w szerszym sensie, ciagtego i speiniajacego wa-
runki :

E /t/)= 0,

e (i/t/)=1,
jest istnienie dystrybuanty P /A / takiej, zs
R(r) - 7~ dF(A) ,

gdzie catka jest rozumiana jako catka Stleltlesa.
Funkcja P/A/ wystepujaca w tym twierdzeniu nosi nazwe dystry-
buanty widmowej. Oczywiscie funkcja korelacyjna wyznacza jedno-
znacznie dystrybuante widmowa. Gdy istnieje gestos¢ f/A/ = MX1
to odpowiednio proces nosi nazwe procesu z widmem ciggtym. Je-
zeli przy tym R/T/ jest absolutnie catkowalng funkcjg na osi
+o«>/, to gestos¢ widmowg f/A/ mozna wyznaczy¢ i row-
na sie onaj_

or e U"AR(T)e(T

Jezeli dystrybuanta widmowa P/A / wzrasta tylko w punktach sko-
kowych X to odpowiedni proces nosi hazwe procesu z widmem
skokowym.

0 wzorze z twierdzenia Chinczyna méwimy, ze daje on reprezenta-
cje widmowg funkcji korelacyjnej.

Przyktad; Niech /t-0,il,i2,.../ bedzie ciggiem
zmiennych losowych rzeczywistych o wartosciach przecietnych
rownych zero, parami nieskorelowanych i o odchyleniach standar-
towych réwnych 1, Funkcja korelacyjna R/~ / jest tu postaci

, r 41 dla » 0,
R(T)- =
0 dla
Zauwazy, ze: ir
as AT

R(t) ped dA

a wiec rozwazany proces ma gestos¢ widmowa;
f/X/ a?2®
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Rozwazany w tym przyktadzie proces stac™Jonarny ma statg gestosd
widmowa. Taki proces nosi nazwe biatego szumu, Nazwa ta wigze
sie z interpretacjg dystrybuanty widmowej w zagadnieniach fi-
zycznych i pochodzi stad, ze w rozkiadzie widmowym Swiatta
biatego intensywnos$¢ fal wszystkich czestotliwosci jest jedna-
kowa,

5» Procesy_gat|zkowe
5.1. ProceS2__gal2zkowe_Galtona_-_Batsona

Paragraf ten rozpoczniemy podaniem zadania sformutowanego przez
Galtona i dotyczgcego zagadnienia wymieralnosci rodzin.

Niech p~ fP2jeee prawdopodobieristwami zdarzenia polega-
jacego na tym, ze ojciec pewnej rodziny ma odpowiednio 0,1,2,,,.
syndw i dalej kazdy z nich z takimi samymi prawdopodobienstwa-
mi posiada odpowiednio 0,1,2,.*synéw itd. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo, zc meska linia wr - tym pokoleniu zaniknie, albo
ogllniej jakie jest prawdopodobienstwo, ze w danym pokoleniu
jest dana liczba mezczyzn?. Zadanie to rozwigzat dokiadnie
Batson. Poczatkowo zdefiniujemy doktadniej proces Galtona -
Batsona, a pOzniej damy odpowiedz na dane pytanie.

Niech z~,z~,Z2» ...» bedzie ciggiem zmiennych losowych powigza-
nych w tancuch Markowa, ktérego stanami sag liczby naturalne.
Bedziemy interpretowac jako ilosci osobnikéw w n-tym pokole-

niu, Jezeli nie bedziemy zaktadali nic innego to zawsze przyj-
mujemy Zq = 1, Odpowiednio wiasnosci procesu przy Zo ~ ~ tatwo
otrzymaé, przy zatozeniu, ze procesy zaczynajace sie od réz-
nej ilosci elementéw poczatkowych, rozwijaja sie niezaleznie.
Niech teraz P oznacza miare naszego procesu. Rozkiad prawdo-

podobienstwa Z~ okres$lajg liczby

P /2 =K/ = g» k =0,1,2,

gdzie oczywiscie TH Pv ® 1

Wielko$¢ p» interpretujemy, jako prawdopodobienstwa, tego, ze
osobnik zyjacy w n-tym pokoleniu wyda na $wiat w /n + 1/-szym
pokoleniu K osobnikéw.
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Zakladamy, ze H" nie zalezy od pokolenia n.

Warunkowy rozkitad pod warunkiem Z~=k, okres$lany z zatoze-
nia, ze rézne osobniki rozmnazajg sie niezaleznie. Z zalozenia
tego wynika, ze Z2V¥ posiada rozkiad taki sam jak suma k nie-
zaleznych zmiennych losowych, z ktérych kazda posiada rozkiad
taki sam jak Z~.

Jezeli teraz Z°=0 to z prawdopodobieristwem rowna sie
zero.

Prawdopodobienstwa przejscia okreslimy nastepujgco

/\f-H_l J I iyj n 0111
Wielkosci te sa okreslone dla wszystkich i i j~tylko oprocz
przypadku
P { .1~ Lo

Teraz zajmiemy sie wihasnosciami tych rozktadow, momentami
zmiennych Z~ oraz twierdzeniami granicznymi.

Przy badaniu tego.rodzaju procesOw potrzebne nam bedg funkcje
tworzace

F/s/ iz; Pk 4 1

gdzie S - liczba zespolona .
Iteracje funkcji tworzgcej f/s/ okresSlamy rownosciami:

fg/S/ . S, f./S/ . t/s/

- f oo

z tych réwnosci wynika natychmiast, ze:

mn ~
Zaktadaé bedziemy takze:
1/ Zadna z liczb p», p”», ... nie jest réwna 1 oraz PgtP-j < 1
2/ Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej Z* jest skonczona to
znaczy:
E /2.7 - Kp < + --»

Podstawowym wynikiem jest twierdzenie, ktdére odkryt po raz
pierwszy Batson.
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Dotyczy ono nastepujacej rzeczy.
Twierdzenie 5.1.1. Funkcja tworzaca zmiennej losowej réwna
sie - n-tej iteracji funkcji tworzgcej f/s/.

Twierdzenie to pozwala w sposob prosty policzy¢ funkcje two-
rzaca zmiennej oraz jej rozkiad i momenty. Z punktu widze-
nia rachunku prawdopodobieistwa proste obliczanie momentéw
jest bardzo istotne, przy badaniu wiasnosci granicznych.

Oznaczmy teraz= E 28 = m, ofzr = & =EZA - nf .

Wida¢ z definicji f/s/, ze;

m f71/; f/1/ + m-m~
Momenty zmiennej losowej mozna otrzymaé roézniczkujgc row-
nanie :
fn+i/s/ = f/fn/s/ /
lub

i bioragc wartosci w punkcie s = 1,
Rézniczkujgc pierwsze réwnanie otrzymamy
-
skad na podstawie indukcji matematycznej wynika, ze;
f~ /I =m° n=20,1,2,

Jezeli f" /l/<<== , to mozna réwnanie poprzednie roézniczkowac
jeszcze raz i otrzymamy

N+l N i"n n
Z réwnania tego mozna wyznaczy¢ ™ /1/ dla n <0,1,2,3 ee-

oraz wariancje;

X/ D, =EZN- [EZ/ =,

Wten spos6b udowodniliS§my twierdzenie.



Twierdzenie 5.1.2. Wartos¢ oczekiwana EZ* réwna sie n=0,1,,,.
Jezeli DZ = 6 , to D Z" istnieje i dane Jest wzorem /x/

Teraz zajmiemy sie rozwigzaniem zadania, ktére podaliSmy na po-
czatku tego rozdziatu tzn. znajdziemy prawdopodobienstwo wyraie-
ralnosci rodziny.

Definicja 5.1.1. Wymarciem, nazywamy zdarzenie polegajace na
tyra, ze cigg zmiennych losowych ( oprécz skonczonej ilosci
elementéw skiltada sie z samych zer.

Poniewaz Z~ przyjmuje wartosci naturalne, to wymarcie Jest zda-
rzeniem losowym polegajagcym na tyra, ze Z» — 0. Dalej, Jezeli:

P/ v ™Z," of > 1,
to prawdziwa Jest rownosc:
P/Z~-0/ « P [Zj™ » O dla Jakiego$ n™ - P |/Z-,=0/U/Z2»0/U . ,\

= lim P[/Z™»0/u... u/Z=0/\. = lim P {,ZoO\ =
a-»00 ] J

f,/0/.

Ciag fjj/C/ Jest ciagiem niemateJacyir.
Definicja 5.1.2. Oznaczmy przez g prawdopodobienstwo wymarcia

rodziny tzn.

q="P 0j - lim 70/

Definicja 5.1.3. Jezeli m% EZ~ 4 1, to prawdopodobienstwo wy-
marcia rowna sie 1, Jezeli m> 1, to prawdopodobieristwo wymar-
cia réowna sie nieujeranemu Jednoznacznemu rozwigzaniu réwnania;

s = f/s/

Rozwigzanie wybieramy mniejsze od JedynKki.

Uwaga: tatwo, zauwazyé, ze S < f/s/ 4 f/C]/ = ( gdzie
04 8<q.

Na mocy indukcji matematycznej 0 < s ~ q otrzymujemy
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f/s/ 4 /s/ < ™/e/< g. Poniewaz

to f~/e/ gq. Teraz, jezeli m>1 i qq<s<1to prawdziwe
sg nierownosci 1 > s > f/s/ > f2/s/> ... dlatego w tym
przypadku takze fj~/s/ q

Reasumujac dla dowolnego n

lim 0 < S <1

Patrz rysunek ponizej.

Wykres funkcji f/s/, f2/s/ i ~/s/ w przypadku gdy 0 < q <1,

Oczywiste jest, ze ciag zbiezny jest albo do«>-, albo
do O0; doktadniej opisze ten fakt nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.1,4« Dla dowolnego skonczonego m = E»

aI_|[rl_ p gzh: kj\ =0 dla k= 1,2,

Précz tego Z ~ z  prawdopodobieristwem 1-qiZ”~-"0z
prawdopodobienstwem q.

Przyktad. Zatézmy, ze prawdopodobienistwa p”,P2» eee tworzag

postep geometryczny tzn, B = b c k =1,2, ... gdzie
b >0 , €>0, b<1l —egc, a

1- Pi - P2
Obliczamy teraz funkcje tworzacg f/S/ = ) Pk

k-0






1- S “NSe, S
ffa/= 1 @ - . _ mSo O
“ - So 1 /12 zZ1 [/ s
ra - s,
gdy m4 1 i n=1,2,..,
"m0 < 0 <1, m=1, n=1,2,

5.2. Procesy_gatgzkowe_Markowa/z_ci8gt2m £araraetrem/

W tym paragrafie bedziemy bada¢ proces |z/t/]j gdzie t ;jest
parametrem czasowym, a Z/t/ przedstawia wielkos¢ populacji w
momencie t. Proces ten przyjmuje wartosci catkowite dodatnie.
Czas t przebiega ciggty przedziat czasowy T. Proces ten bedzien
my badaé¢, korzystajgc z terminu prav/dopodobienstwa przejscia;

Pij /t, t/ =p{zZ/t/ =j12Z /r/ =il 04r t.

Definic.ja 5.2.1. Procesem galgzkowym Markowa nazywamy, tancuch
Markowa, stanami ktdérego sg liczby catkowite nieujemne a praw-
dopodobienstwa przejs$:Nia spetniajg réwnania /xxx/ /ktére nizej
opiszemy/. Zaktadajac, ze b - ciggta, $cisle dodatnia funkcja,
p~ - ciggte i nieujerane, p.j/t/ = 0

Jezeli b i p™ nie zalezg od t to méwimy, ze proces jest jedno-
rodny w czasie.

Uwaga 1. Dopuszczamy takze przypadek, gdy YZ n
gdzie T 4 t. n

W przypadku tym, oznacza, ze Z/t/ moze przyjmowaé wartosci
rowne o< na skonczonym przedziale czasowym.

Uwaga 2. Dla prostoty wykladu zaktada¢ bedziemy, ze b/t/ > O©
lecz mozna takze przyjmowaé, ze b/t/ 0.

Qd tego momentu niech Z/t/ bedzie procesem gatazkowym Markowa
z prawdopodobienstwami przejscia;



/i / /1", t/ =P[ zZ/t/ =k | Z/t/- I\ 1,k.0,1,2........

< t .

Poniewaz proces gatgzkowy Markowa, jest tancuchem Markowa, a

wiec prawdopodobienstwa przejscia muszg spetnia¢ réwnanie

Kotmogorowa - Chapmana postaci:

/xx/ /t,t2/ - £ l.k «0,1,2......
j=0 "

gdzie 0 4 T 4 4 tg

Prawdopodobienstwa przejscia ik spetniajg rownania réznicz-
kowe postaci;

Yy = - kb (H)Pik (t,t) +b (i) ER](T,})j (1).
P.k(t,t+Q) = 5ik,
gdzie
dy i « k
b: gay ,
Lk gdy i k

Uktad ten nazywamy ukladem prostym.
Prawdopodobienistwa przejscia ~ik spetniajg tedcze ukiad réwnan
rézniczkowych zwany ukltadem odwrotnym. Uklad ten jest postaci:

/xxxx/ (T)Pik(r,0 -ib ) CAPj-u,WP('f,t) dla
L>0

11~ -0 Rk(1-0.t)- 6ik,

gdzie t + Oi t - O rozumiane jest jako granica punktéw t™
dazacych do t, odpowiednio z prawej strony, lub z lewej strony
punktu t.

Definicja 5.2.2. Zbiér funkcji t/™  nazywamy rozwig-
zaniem uktadu /xxx/ lub /xxxx/ jezeli funkoje te spetniaja
uktady /xxx/ lub /xxxx/ oraz sg to funkcje nieujemne, bez-
wzglednie ciagte wzgledem 'i“i t osobno, spetniajgce réwnania
/xx/ i nieréwnosci:
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ik /t. t/ ~ 1 & =0,1,2, eee,

Mozna pokazad, ze kazde rozwiazanie ukitadu /xxx/ lub /xtkx/
posiada nastepujaca wlasnosé /xxxxx/ :

Pik =SZ Pir, V . /*>. V-...
rh+r2+ LL+rj.=k

t/ .

Réwnos¢ tg mozna interpretowac tak:

Populacja sktadajgca sie z i elementéw zyjgcych w momencie
do t posiada rozkiad taki jak suma niezaleznych populacji, z
ktérej kazda powstata z jednego elementu Zosobnika/.

Niech teraz dowolnym rozwigzaniem uktadu
prostego /xxx/.

Definicja 5.2.3. Niech h/s,t/ =~ ' Pk ™M 4 1
k=0

gdzie H™ sg funkcjami takimi jak funkcje z definicji 5.2.1.

Niech

/i/. PNS, t*, t,/ = 7~ Nk "Ny non

k»0

gdzie PY" - pewne rozwigzanie ukladu /xxx/

Jezeli obie strony rownan /xxxx/ pomnozymy przez sK i przesu-
mujemy po k, to formalnie otrzymamy réwnania

oFgs.r.0o ~» [h(s,t)-5]

0) = L=0.H2 ...

Prawdziwe jest nastepujgco twierdzenie.

Twierdzenie 5.2.1. Istnieje dokiadnie jedno rozwigzanie
uktadu /xxx/. Funkcje tworzace okreslone wzorem I/i/ spet-
niajg réwnania /Zii/ gdy |S] <1 pro6cz tego Hf= /P~ 1*0,1,2,.
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w takim razie wiasnos¢ /xxjoac/ procesow gatgzkowych Jest spet-
niona.
Podobne twierdzenie dla ukiadu odwrotnego Jest tez prawdziwe.

Twierdzenie 5.2.2, Uklad /xxxx/ posiada tylko Jedno rozwiaza-
nie posiadajace wlasnos$¢ /xxxxx/ proceséw gatgzkowych i to roz-
wigzanie Jest Jednoznacznym rozwigzaniem ukladu prostego /xxs/.
Funkcja tworzaca okreslona wzorem /i/ dla i » 1 speinia réw-
nanie nastepujgce

da I1sl 24 1
Pr/S,t-0,t/ - S, t>0
Zajmiemy sie teraz przykiadami proceséw gatgzkowych Markowa,

Przyktad 1. Najbardziej znanym przykfadem procesu gatgzkowego
Markowa Jest proces urodzin i Smierci, ktéry < definiujemy na-
~mtepujgoo. Zaktadamy, ze dowolna czasteczka /element, osobnik/
istnieje w momencie t; z prawdopodobienstwem yu/t/ dt umiera w
przedziale /t,t + dt/; z prawdopodobienstwem A /t/ dt, w tym
samym przedziale rozmnaza sie i powstajg dwa osobniki. Ostatnie
wymienione zdarzenie polega na tym, ze pozostaje stara czasteoz-
ica 1 rodzi sie nowa. Dla tego procesu otrzymujemy;

Pi/t/ - O i -1 lub i > 2

Palhl » N (A + ~ /t])
Pg/t/ - AJt//(AStS + [I™/t))
b /t/ - A/t/ + " /t/.

Réwnanie /iii/ przyjmuje tutaj postac
D P-/S,T-, t/

iTr - Ji-Pi/[/7*(T) - A (r)

P /stot/ » s.

Rozwigzanie tego rownania podat Kendall i Jest ono postaci:
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PA/S,0/ =S J t > 0 < 1.

Z tych rownan dla - 1< s < 1 wynika
P&O

\' KW -- "= '

przy zalozeniu, ze h/x/ - x nie przyjmuje wartosci zero dla x
nalezgcych do przedziatu j°S, P /S, t/~\ =

Nastepne twierdzenie bedzie okresla¢ nam warunek konieczny i
dostateczny na to aby suma prawdopodobienistw byta réwna 1.

Twierdzenie 3.2,2. Dla procesow jednorodnych po czasie funkcja
tworzgca P spetnia warunek P~A/1,t/ = 1 wtedy i tylko wtedy
jezeli dla dov;olnego £ > O

( du jest rozbiezna
) K(u)-u
£

Whniosek. Jezeli h'/1/< to /1,t/ 1.

Zajmiemy sie teraz prawdopodobieristwem wymarcia. Z ukladu od-
wrotnego /xxxx/ wynika, ze A

Biorgc pod uwage réwnania /xx/ otrzymeuny

Po +n2/7~ 20 m Tlo .

V takim razie 83 funkcjami niematejgcyml zmiennej t,
przy k= 0,1,2,

Z réwnosci A™ /70,t/ = ~"P~/0,t/|™ wynika natychmiast, ze praw-
dziwa jest rownosc:

Definicja 3«2.4. Prawdopodobienstwo wymarcia q okresleimy wzo-
rem:

lim Pio/t/ .
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Bedziemy oczywiscie rozpatrywaé¢ q jako prawdopodobienistwo te-
go, ze potomkowie jednej czastki /Zelementu/ w ostatecznoSci
zging. Warto$s¢ g mozna oczywiscie wyprowadzi¢ z zalozen o
procesach gatazkowych Markowa.

Warto$¢ Srednia czastek powstatlych z jednej czastki réwna sie ,
h7V.

Biorgc pod uwage ten fakt mozemy oczekiwac, ze populacja wmt
rze lub przezyje w zaleznosci od tego czy nieréwnos¢ h~/1/<, 1
lub h"~/1/ > 1 sg odpowiednio spetnione.

Twierdzenie 3»2,3» Prawdopodobienstwo wymarcia q réwna sie
najmniejszemu, nieujemnemu pierwiastkowi réwnania s = h/s/.
Procz tego q = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy h'/1/ < 1.
Jezeli postuzymy sie pojeciem funkcji tworzacej to otrzymamy
nastepujgce twierdzenie.

Twierdzenie 3«2,4, Prawdopodobienstwo wymarcia q réwna sie
najmniejszemu nieujemnemu pierwiastkowi réwnania

S = /s, t/

gdzie t dowolna liczba dodatnia.

6.1, Model_centrali__telefonieznej2

Rozdziat ten rozpoczniemy zdefiniowaniem co to jest proces
sygnatéw. Niech X/t/ oznacza ilo$¢ sygnatéw zachodzacych w

przedziale czasowym <To,t”, gdzie 0 4 t 1/ @ 04 t<-Nj
jest procesem stochastycznym wartosci catkowite ujemne

i =0,1,2, ,,. , Ponadto dla dowolnych t™ i 2 N

przyrost X/t2/ - X/t~/ moze by¢ réwny 0,1,2, ... . O procesie
Ix/t/ ; O 4 t bedziemy zaktadali, ze spetnia nastepuja-
ce warunki.

Warunek | ; Proces Ix/t/, 04 t j jest procesem o0 przy-

rostach niezaleznych, Warunke ten orzeka, wiec, ze ilos¢ syg-
natébw w roztgcznych przedziatach czasowych ™

NN, t2/, On-1* "m niezaleznymi zmiennymi losowymi.



Warunek 11, Proces |x/t/, 0 4t j jest procesem o przyrostach
jednorodnych.

Innymi stowy prawdopodobieristwo pojawienia sie okreslonej
iloSci sygnatdw w przedziatach czasowych o jednakowej dtu-
gosci jest state.

Niech teraz dla t >0

WMt/ =P [ X/t/ - X/O/ = in /i - 0,1,2, .../

jest prawdopodobienstwem tego, ze w przedziale diugosci
t pojawi sie i razy rozwazany sygnat.

Warunek I11. Dla procesu X/t/ : 0Nt zachodzg relacje
1-WA/t/-WNY/
lim ALYy ,A/A > 0/, lim
t--0 t~"0

Pierwsza z tych relacji orzeka, ze prawdopodobienstwo jednego
sygnatu w matym przedziale czasowym diugosci t réowna jest
A/t/ + 0/t/. Relacja druga orzeka, ze prawdopodobienstwo za-
chodzenia przynajmniej dwoich sygnatéw w przedziale czasowym
dtugosci t jest rzedu 0/t/, gdzie 0/t/ jest wielko$ciag dazaca
do zera wraz z t dazacym do zera.lnnymi stowy,caty warunek 111,
orzeka, ze sygnaly zachodza nagle, btyskawicznie, w matych od-
cinkach czasu /asymptotycznie réwnych zero/, ale tylko poje-
dynczo, natomiast nie zachodzga naraz parami, tréjkami,

O procesie ktéry spetnia te trzy warunki oraz warunek, ze

P /X/0/ a 0/ = 1 mozna udowodnié, ze jest jednorodnym procesem

Poissona. Dla przypomnienia podam jeszcze raz definicje proce —
su Poissona.

Definicja 6.1,1. Skokowy proces stochastyczny |x/t/,0<t j
0 przyrostach niezaleznych i jednorodnych, o stanach

1a0,1,2, ... jest jednorodnym procesem Poissona, jes$li dla
dowolnego punktu t dla O ™ t zachodzi relacja:
P Xt/ ais a /i» 0,1, .../

gdzie A >0,
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Przyktad 1. Rozwazmy prace centrali telefonicznej. Sygnalem
jest tu sygnat abonenta pragnacego uzyska¢ potgczenie telefo-
niczne. Warunek | jest speiniony, gdyz ilos¢ rozméw telefo-
nicznych w roztgcznych przedziatach czasowych jest z dobrym
przyblizeniem niezalezna.

Warunek Il jest spetniony, gdy rozpatrujemy te samg pore dnia,
a wiec gdy hatezenie zgtaszanych rozméw jest jednakowe. Waru-
nek 11l w przyblizeniu tez jest spetniony, poniewaz zgtoszenia
abonentéw nie moga nastgpi¢ jednoczesnie gdyz centrala jest
zajeta, oraz sygnaly nastepujg natychmiastowo.

Jezeli teraz; LN

pi(0=P(XHy)-j 1X(i,)=0 = =j-) ®

gdzie t = t2 - tn, N oczywiste jest, ze:
Pi_j/t/ = O dla j <i

Ze wzoréw powyzszych v/ynikaja nastepujgace relacje dla

i = 01112! 11
1-p. .-/t/ -At
g = lim —-rFi-—-— lim 1—e]_ =A 1}
n t~O n t— 0
oraz
474 /At/j""e-~n
X dla j=i+l
0 dla
j >i+l oraz
Mla j < i
1Z »ij =
vYyrazenia i ¢ nosza nazwe intensywnos$ci procesu stocha-

stycznego, Jak widaé¢, intensywnosci w jednorodnym procesie
Poissona sg state /niezalezne od t/.



Oczywiscie proces Poissona mozna traktowaé Jako pierwsze przy-

blizenie badania pracy centrali telefonicznej i dlatego zajmie-

nmy sie bardziej ogélnymi modelami. Uogélnienia moga is¢ w dwoch

kierunkach.

Pierwsze uogo6lnienie %o}?ga na tym, ze intensywnos$¢ ™ okreslo-

na wzorem L= moze by¢ zalezna od stanu w Jakim
t-0

sie proces znajduje.

Drugie uogdlnienie polega na rozpatrywaniu proceséw uwzglednia-

jacych nie tylko pojawienie sie pewnych zdarzen, ale takze ich

zanikanie.

Zajmiemy sie teraz drugim uogdlnieniem, bedziemy rozpatryv/ali

procesy, w ktorych badane zjawiska moga nie tylko powstawac,ale

takze zanikacd,

W przyktadzie dotyczacym pracy centrali telefonicznej model

uv/zgledniajacy nie tylko ilos¢ naptywajacych rozméw. Jak to by-

to w procesie sygnatow, ale takze ilos¢ rozméw konczacych sie

w pewnym okresie czasu. Model taki bedzie lepszg idealizacja

matematyczng warunkéow w Jakich rzeczywiscie pracuje centrala

telefoniczna.

Rozwazmy znéw proces sygnatéw |™X/t/, 0<t j, czynia-
cy zados¢ warunkom I - 11l o intensywnosci réwnej A , Wezmy pod
uwage diugos¢ zycia sygnatu, ktora Jest wielkosciag losowa, i
zaté6zmy, ze ma ona rozkiad wyktadniczy. Oznaczajac te zmienng
przez T many na JeJ funkcje gestosci g/t/ wzbr;

g/t/ 0 dla t 4 0,
Ve t >0,
gdzie ~ > O,

Zatozenie, ze diugos¢ "zycia” sygnatu nma rozkiad wyktadniczy,
Jest dobrym przyblizeniem w wielu zastosowaniach i ma duze zna-
czenie teoretyczne. Istotnie przy tym zatozeniu mamy rownosc;

1L~ p(T<itAt]r>n N PCUT< N
Al Al p (t:?0

P(T >"t)
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z tej roéwnosci wynika, ze prawdopodobienstwo tego, ze sygnat
wygasnie w przedziale czasowym <t,t+ A t'), jezeli przetrwat
juz t jednostek czasu jest dla matych A t rébwne yUAt+0/A t/

i prawdopodobienstv;o to nie zalezy od t, to znaczy nie zalezy od
tego jak dtugo w przesztosci przetrwat sygnat. Przy tych zato-
zeniach proces powstawania i wygaszania sygnatéw tak zwany pro-
ces urodzin i Smierci jest procesem Markowa.

Oprocz tych zatozen przyjmujemy, ze diugosci zycia poszczeg6l-
nych sygnatéw sg niezalezne i sa takze niezalezne od ilosSci
naptywajgcych sygnatéw, oraz ze ilos¢ sygnatéw wygasajgcych w
pewnym przedziale czasu zalezna jest od diugosci przedziatu,
ale nie zalezy od jego krancéw. Jezeli wiec w chwili t czynnych
jest i sygnatd\v, to prawdopodobieristwo wygasniecia jednego
sygnatu w przedziale /t,t +A t/ r&"ne jest

Ui At 0/ A t/

a prav;dopodobienstwo wygasniecia v/iecej niz jednego sygnatu
jest rzedu 0 /At/.

Prawdopodobieristwo pojawienia sie sygnatu i zarazem v/ygasnie-
cia jednego z czynnych sygnatéw w czasie diugosci At jest
takze rzedu O/A t/.

Oznaczmy przez Y /t/ ilos¢ sygnatéw czynnych w chwili t i roz-
wazmy proces ™ Y/t/:0 Mt Bedziemy mowili, ze proces Y/t/
jest w stanie j, jezeli wchwili t trwa j sygnatéw. Znajdzmy
prawdopodobieristwo catkowite C¢/t/ tego, ze proces bedzie w
chwili t w stanie j.

Cj/t/ = P /Y// = j/ dla j = 0,1,2,
Dla tych wielkosci many nastepujacy ukiad réwnan:

Cr/t+ A t/=CMt/ [I-AAt+0/At/] +CMU/ ~t+O/A t/  +0/At/
CAJU/+AU/=CN// [I-AAt+0/At/] [ 1-jUj At+O/A t/] +
+CA_A/t/[AAL+0/AL/] +CA AU/ +1/A t+O/At/j +0/At/

/i = 1,2, .../

Istotnie, proces moze by¢ w chwili t + A N stanie 0O, jezeli
badz byt w tyra stanie w chwili t i w przedziale < t,t+A>t/ nie
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poJaAtit sie nowy sygnat, ladz proces byt w chwili t w stanie 1,
a w przedziale t,t+ t wygast. W ten sposéb uzasadniliSmy
rownos¢ pierwsza tego uktadu.

Dalsze roéwnosci mozna czyta¢ tak; proces moze by¢ w chwili

t +A t wstanie j /j >1/, jezeli badz byt w chwili t w sta-'
nie j, a w przedziale <t, t + At/, Zzaden nowy sygnat nie po-
jawit sie i zaden z czynnych sygnatéw nie wygast, badz proces
byt w chv/ili t w stanie j-1, a w przedziale <t, t +at/ poja-
wit sie nowy sygnat, badZz proces byt w chwili t w stanie j+1,
a V przedziale <t,t + a tjwygast jeden z czynnych sygnatéow, a
prawdopodobienstwo wszystkich innych mozliwych sytuacji jest
rzedu O /7 A t/.

Dzielagc kazde rownanie tego ukitadu przez At i przechodzac do
granicy przy At dazacym do zera otrzymujemy z tych révw/nan uktad
rownan rozniczkowych postaci;

cN/t/ = -ACN/t/ + /ACHN/t/
g7 t/ = Ach Nt/ - Ix+ >/ N+ A /j+LS MY

dla j =72»

Aby rozwigza¢ ten ukiad réwnan, skorzysta¢ nalezy z aparatu
funkcji tworzacej.

Oznaczmy;
f/t,s/7 = cY
-0
Rézniczkujgc po t funkcje f/t,s/ otrzymamy;
. ___dc/s )
oSt = E--ir- § =- X o/t/ /1-sAjwc/t/ /i-s/ -
i=0

- XNt /1-s/ S+ 2 C/t/ S /1-S/ + ... =
=-A [/l-s/ YZ +w /1-s/ » j CNMt/ SI~' »
i=0 i=
=- X /1-S/ f/t,a/ + M /1-S/

'u s

Tak wiec funkcja tworzaca f/ t,s/ czyni zado$¢ liniowemu row-
naniu rézniczkowemu o pochodnych czastkowych rzedu pierwszego.
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-1 -f - I-1 = - B//1-s/f .

Przyjmujac, ze w chwili t = O jest CV0/ = 1.
Funkcja f/t,s/ spetnia warunek poczatkowy postaci

f/0,s/ = S™

Rozwigzujac réwnanie powyzsze i biorgc pod uwage warunek po-
czatkowy otrzymamy ostatecznie, ze:

f/t,s/ =[1-/1-S/ ~exp[ - £ /1-S//1-e .

Pierwszy czynnik w tym wzorze jest funkcjg tworzaca zmiennej
losowej o rozkiadzie Poissona o wartosci Sredniej /a wiec i
wariancji/ réwnej /l-e” a drugi czynnik - funkcjg
tworzgca prawdopodobienstwa zmiennej o rozkiadzie dwumianowym,
w ktorym prawdopodobienstwo sukcesu jest réwne e'A"'”A, a wiec
sukces polega na tym, ze sygnat trwa nie krocej niz t. Tak
wiec V/t/ jest dla kazdego t sumg dwoch niezaleznych zmien-
nych losowych, z ktorych jedna ma rozklad Poissona, a druga

rozktad dwumianowy. Stad otrzymujemy:

CH=exp[-~("-e")]C, (j-k)!

Stad
V przypadku szczegélnym, gdy i » O, Y /t/ nm rozkiad Poissona,
przy czym:

0/12, ..°)
Zauwaznmy, ze Oj/t/ = \ * o~/0/ *

Z przyjetego warunku poczatkowego C~0/ = 1 wynikajg rownosci
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Cjlts «

Oraz ze wzoru na C~Nt/ wynika zalezno$¢:

lim Ci/t/ = J1 dla j m i,
dla Jfi i.

Uwzgledniajac dodatkowo uktad réwnan rézniczkowych, ktére spet-
niajg Cj/t/ otrzymujemy intensywnosc¢

g =Um = lim fO) = A+ ,
t-Q n t-Q n
dla 3 - i - 1,
dla J e i + 1,
0 dla J 4 i-1,i,i+1

tatwo sprawdzi¢, ze dla kazdego t zachodzi réwnos¢

00

y ~ cj/t/ 1

i=0
Ze wzoréw na Cj/t/ widacé, ze przy t — rozktad Y/t/ Jest
zbiezny do rozktadu Poissona /niezaleznie od stanu poczatko-
wego/ o0 wartosci przecietnej . Tak wiec:

Lim Cj(t) Nexp (- A)
dla J » 0,1,2, eee

Przyktad 2. Rozwazmy praoe centrali telefonicznej o tedc duzej
ilosci linii, ze sygnal pojawiajacy sie w dowolnej ohwili znaj-
duje linie wolng. Mozemy wowczas przyja¢, ze centrala ma nie-
skorniczenie wiele linii.

Oznaczajac przez Y /t/ ilos¢ linii zajetych w ohwili t, widzi-
my, ze Y/t/ Jest procesem o przeliczalnej ilosci etandw.
Znaleziony wyzej wzoér na Cj/t/ pozwala na obliczenie dla kaz-
dego t prawdopodobienstwa catkowitego Cj/t/ » P/ Y /t/ » J/,

a wzér na Cj daje granice tego prawdopodobienstwa przy t da-
zacym do ,
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Przyktad 3. Rozwazmy teraz prace centrali telefonicznej o
skoriczonej ilosci linii. Przyjmujemy, ze rozv/azana centrala
jest tak skonstruowana, ze sygnat pojawiajacy sie w chwili,
gdy wszystkie linie sg zajete, nie czeka na zwolnienie sie
linii, a wiec przepada.

Jest to tzw. centrala z przepadajacymi sygnatami, czyli cen-
trala automatyczna. Najwazniejszym zagadnieniem, wymagajacym
rozwigzania przed zaplanowaniem konstrukcji takiej centrali,
jest wyznaczenie prawdopodobieristwa tego, ze W chwili t
wszystkie linie bedg zajete.

Tym zagadnieniem zajmiemy sie obecnie, ograniczymy sie jednak,
do znalezienia granic szukanych prawdopodobienistw przy

Niech Y /t/ oznacza jak dotychczas ilo$s¢ sygnatébw czynnych w
chwili t," Zachowujemy wszystkie dotychczasowe zatozenia o tym
procesie z jedng réznicg, ze ilos¢ stanéw procesu jest skon-
czona, mianowicie j = 0,1, ..., m awiec CNt/ =0dla j>m
czyli réwnania rozpatrywane poprzednio sg postaci:

Coti +At) = CoU) [i-y\At +0 (At)]+ CA(t)[yuAt +0 (At)] +O(At)
Ci(ttAt)= Cj({)[I-1At +O(A-t)][-I-/AjAt+ O(Ai)]t

+Cj.i(i)[AAI +O(At)ACIHU)[M(i+")At +0(At)]+0(Ai),

CttAt) = Qredi) [A-/~ m At +0(AD] +  j ()[AAI +U(AD] + O (At) .

Tak jak poprzednio dzielimy przez t i liczymy granice przy
At o,
Y ten sposéb otrzymujemy ukia™i réownan roézniczkowych,

c'o(t)=-ACo(t) +/xCN(t)
g ©) =ACJ_|(®)-(A/X)Cj(t)+/x (4t) (1) J=N2 ... 0!
am ©-"m Qo ().

Zadaniem naszym jest znalezienie granic c® funkcji Cj/t/ przy
tniezaleznych od rozktadu poczatkowego Cj/0/

/j =0,1,2, ..., nv.

Na podstawie twierdzenia ergodycznego mozemy stwierdzié, ze
prawe strony réwnan majg granice przy t -~'=”"istniejg wiec






d i =5 1
A =d ! A = 1 A=M =2/MN

0 0,36810 1 0,13761 ! o,36788 0,13534
1 0,36810 j 0,27523 0,36788 0,27067
2 0,18405 1 0,27523 1 0,18394 0,27067
3 0,06135 i 0,18349 0,06131 0,18045
4 1001534 1 0,09174 i 0,01533 0,09022
5 0,00307 1 0,03670 0,00307 0,03609
6 i % 0,00051 0,01203
7 0,00007 0,00344
8 1 0,00001 0,00086
9 0,00000 0,00019
10 | 0.00000 0,00004

z tablicy tej wida¢, ze przy A = 2/ i przy pieciu przewodach
prawdopodobienstwo, ze wszystkie przev/ody beda zajete, jest
do$¢ duze, mianowicie wynosi okoto 0,04, a wiec w przyblizeniu
co dwudzieste pigte zgloszenie bedzie stracone, natomiast 10
przewodow przy tym samym stosunku A = 2W catkowicie wystar-
czy, Dla A =/X prawdopodobienstwo, ze wszystkie przewody beda
zajete, jest juz przy m= 5 bardzo mate.

Rozwazmy teraz inny typ centrali telefonicznej o skon-
czonej ilosci linii tzw, centrale z czekajacymi sygnatami, czy-
li centrale nie automatyczng. Centrala taka dziata w ten spo-
sob, ze sygnal pojawiajgcy sie w momencie gdy wszystkie linie
sa zajete, czeka na zwolnienie sie linii. Wpracy centrali te-
go typu istotne sg dwa zagadnienia;

1/ Znalezienie funkcji prawdopodobienstwa ilosci sygnatéw
czynnych i czekajgcych na zwolnienie sie linii.

2/ Znalezienie dystrybuanty ditugosci czasu oczekiwania na zwol-
nienie sie linii. Zajmijmy sie na poczatku pierwszym zagad-
nieniem, z tym, Zze ograniczymy sie do znalezienia granicy
szukanych prawdopodobienstw przy t-"«n |

Problematyka tego rodzaju wystepuje nie tylko w telefonii,ale

takze w wielu zagadnieniach techniki i zycia codziennego, |

tak np, "centralg” moze by¢ zespét kas biletowych na stacji
kolejowej, a "sygnatem" pojawienie sie pasazera przy okienku
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kasy. Proces jest tu w stanie j, jezeli j pasazeréw kupuje

bilet lub czeka w kolejce po bilet.

Jasne jest, ze dyrekcja kolei powinna mied informacje zaréwno

0 intensywnosci naptywu pasazerow, jako tez o intensywnosci

sprzedawania biletow przez kasjerow, aby w sposob rozsadny '

ustali¢ ilos¢ potrzebnych kas biletowych.

Tego rodzaju procesy nazywamy procesami obstugi masowej.
Niech teraz Y/t/ oznacza ilos¢ sygnatow, ktére w chwili

t badZ trwaja, badZz czekaja na zwolnienie sie linii. Przyjmu-
jemy znéw, ze strumien pojawiajacych sie sygnatéw czyni zadosé
warunkom | - 11l i ma intensywnos¢ A , a ditugos¢ trwania syg-

natdbw ma rozktad wykitadniczy z parametrem /t -

Przyjmujemy pozostate zatozenia, ktdre doprowadzity do ukiadu
rownan rozpatrywanych juz dwukrotnie. Niech znéw C™Nt/ »
P/Y/t! - 3/ 1 niech ilo$¢ linii bedzie réwna m.Wobéwczas row-
nania dla j =0,1,.,. m- 1 pozostajg bez zmian, gdyz dla ta-
kich j przynajmniej jedna linia jest wolna, a wiec pojawiajgcy
sie sygnal nie czeka. Natomiast dla j > m mamy:

G (t+At) = Cj(h['i-/xm aU O (At)]['i-AAt+ O (Ai)] +

+g.<® [AAi+ 0(@0O] + U) [*m Ai tO(Ai)J £ 0 (AI).

Réwnanie to rdézni sie od réwnann poprzednich tym, ze po prawej
stronie zamiast/?j | u b + 1/ many /Umn, co wynika stad, ze

ilo§¢ czynnych sygnatéw nie moze by¢ wieksza od m Ostatecznie
otrzymujemy uktad réwnan rézniczkowych.

CO(i) * -~Co(i) +jd CN(1)
Gu ACL®@M)- A+IM G (O« (/n) Cj..(0

j=12,..., m-i
0 (O™ ACj.~(t)-(At mpi) G ()t m/x Cj+,(i) (J ~m)
Przechodzac do granicy przy t— «?otrzymujemy uktad réwnan:
-AC+ G=0
XCj-, -(A-t jyu) g tyu (jtl) g/ =Q =12, ... m-1
Ag- - (Amjimr Cj+A<m CjH =0, j = m mH,
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gdzie C. = lim C./t/, Pochodne c j/t/ przy t-*-~->dgza do
zera, bo w przeciwnym razie prawe strony réwnan /x/ dazytyby do
do nieskoriczonosci.

Rozwigzujac ten ukiad réwnan otrzymujemy:

3\“\)'}/(;\ J=12 .,,, m

n m - X

Jezeli wiec m< “rr” to prav/a strona ostatniej réwnosci Jest
rozbiezna do-oo, a wiec rozkiad graniczny nie istnieje.
Istotnie, relacja:

F ct_=—
0 ?:o J
moze zachodzi¢, badz gdy C 0, ale ~ % =<¢e, a wiec
J=0
Cj nie sa prawdopodobieristwami, badz gdy 0 = 0, wtedy ze wzo-
row na Cj /J = 1,2, wynika, ze =0 /J=0,1,2,,.

W ostatnim przypadku prawdopodobienstwo, ze ilos¢ sygnatéw
czekajacych w kolejce na zwolnienie linii bedzie nieskonczenie
wielka - Jest réwna Jednosci.

Gdy -- ~ m to ktadgc > | Cj = 1 otrzymamy ze wzoru /xx/:
N J:O N
1
i i m+ 1
k=0* V/ /~m m-A VA
M

Ostatecznie otrzymujemy



’ ' =0 m
/ r =j Uu /AvV
N ) \to A omeA Tt
+ —IT-w / A\
m__ i .V / j>m+1
< . L

5 m mrrl-AFW

Mimo, ze w praktycznych zagadnieniach many, zawsze do czynie-
nia ze skoniczong iloscig sygnatéow, to jednak konsekwencje prak-
tyczne tego, ze m 4 powaznie zaktéci¢ przebieg pra-
cy "centrali” powodujgc tworzenie sie bardzo duzych kolejek,
Ilos6 "linii" nie moze by¢ zbyt mata.

Oznaczmy teraz przez Z diugos$¢ czasu oczekiwania sygna-
tu na zwolnienie sie linii, gdy wszystkie linie sg zajete w
chwili t pojawienia sie tego sygnatu, to znaczy gdy Y/t/ ™~ m
Zadaniem naszym jest znalezienie prawdopodobienstwa P/Z ~ z/
dla z~ 0, Zagadnienie nasze ograniczymy do duzych wartosci t,
poniev/az bedziemy mogli korzystaé¢ z granicznych wzoréw. Ponie-
waz Y/t/ moze by¢ w chwili pojawienia sie rozwazanego sygna-
tu réwne jakiejkolwiek liczbie nie mniejszej od m to z twier-
dzenia o prawdopodobienstwie catkowitym otrzymamy;

A

Pizyz) = EcjP(Z>z|Y(I)%)).
i

Otéz gdy Y/t/ = j aj > ra to ilos¢ sygnaldbw czekajacych réwna
jest j-m. Jezeli przy tym zachodzi nieréwnos¢ Z > z, to w cza-
sie z od chwili pojawienia sie rozwazanego sygnatu wygasa co
najwyzej j-m sygnatow.

Z zatozenia, ze diugos¢ trwania sygnatéw ma rozkiad wyktadni-
czy 0 parametrze /a , i z pozostatych zatozen o wygasajgcych
sygnatach, sformutowanych wyzej oraz z faktu, ze ilos¢ zaje-
tych linii jest wcigz rébwna m gdyz kazda zwalniajaca sie li-
nie zajmuje natychmiast kolejny czekajacy sygnat, wynika, ze
strumien sygnatdéw wygasajgcych stanowi proces Poissona o0 in-
tensywnosci, m” , Tak wiec w mys$l wzoru na prawdopodobieristwo
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Podstawiajgc teraz wzor na wartosc otrzymamy ostatecznie

C /X ~™ 0 - A
m V

P(Z >2)

6.2. Strzelanie_z_kot2sz8cego_sig_statku

Bedziemy zajmowali sie okreslaniem pewnych probabilistycznych
charakterystyk procesu, na podstawie danych wilasnos$ci proceséw
stochastycznych. Najprostszym problemem tego typu jest obli-
czanie wariancji procesu stochastyczngo w okreslonej chwili
czasu. Takim problemem jest obliczanie dodatkowego rozprosze-
nia predkosci poczatkowych pocisku przy strzelaniu z kotysza-
cego sie statku. Bardziej ztozonym zagadnieniem jest okreSle-
nie prawdopodobienstwa tego, ze warto$¢ procesu stochastycz-
nego w ustalonej chv/ili czasu nie v/yjdzie poza granice pewnego
przedziatu. Do rozwigzania tego zagadnienia sprowadza sie na
przyktad okreslenie prawdopodobienstwa trafienia sterowanym
pociskiem w cel. Podczas gdy dla rozwigzywania zagadnienia o
dodatkowym rozproszeniu predkosci pocisku wystarczy dysponowac
rezultatami korelacyjnej teorii proceséw losowych,to do roz-
wigzania zagadnienia okre$lenia prawdopodobieristwa trafienia
w cel nalezy zna¢ rozkiad X/t/. Wreszcie jeszcze bardziej
skomplikowanym zagadnieniem jest okreslenie prawdopodobieristwa
tego, ze wartos¢ procesu stochastycznego,gdy czas zmienia sie
w pewnym przedziale,nie vfyjdzie poza okreslone granice. Jest
to tzw. zagadnienie o przewyzszaniu danego poziomu 1 dalej
zajmiemy sie tym szczegdtowo. Do zagadnien podobnych nalezy
takze zagadnienie badania réznych typéw urzadzen celowniczych
przy strzelaniu z kotyszgcego sie statku.

Wszystkie przytoczone wyzej zagadnienia charakteryzuja
sie tym, ze dla ich rozwigzania nalezy dysponowa¢ probabilistycz-
nymi charakterystykami procesow stochastycznych, przy czym w
celu rozwigzania prostszych z nich wystarczy zna¢ tylko momenty
drugiego rzedu procesu stochastycznego, natomiast, dla rozwiag-
zania zagadnienia 0 przewyzszeniu danego poziomu przez proces
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stochastyczny potrzebna jest bardziej szczegétowa informacja o
jej wilasnosciach.

Jak zauwazyliSmy wyzej, do zagadnien o przewyzszaniu za-
liczamy: okreslenie prawdopodobienstwa przewyzszania danego
poziomu przez proces stochastyczny, znalezienie S$redniego cza-
su przebywania procesu ponad danym poziomem i okres$lenie roz-
ktadu prawdopodobienstwa czasu przebywania procesu stochastycz-
nego ponad danym poziomem. Jako przykiad mozna tutaj wskazanh
zagadnienie okreslenia-sredniego czasu, w ciggu ktérego urza-
dzenia artyleryjskie na okrecie nie sg w stanie zabezpieczy¢
Sledzenia celu wskutek tego, ze predkos¢ nastawiania odpowied-
nich urzadzen Sledzacych jest mniejsza od predkosci zwigzanej
z przypadkowym kotysaniem sie statku. Innym przykladem jest
zagadnienie okreslenia wspdtczynnika bezpieczenstwa czesSci
maszyn czy konstrukcji, ktére w czasie eksploatacji narazone
sgq na przypadkowe obcigzenie; nalezy tutaj okresli¢ prawdopo-
dobienstwo tego, ze w ciggu okreslonego czasu obcigzenie ani
razu nie przekroczy dopuszczalnej granicy.

V/zory og6lne na prawdopodobienistwo przewyzszenia w jednostce
czasu i na $redni czas przebywania procesu stochastycznego po-
nad danym poziomem, ktére wyprowadzimy nizej, sa prawdziwe dla
dowolnych proceséw stochastycznych, jednak v/yniki liczbowe no-
ga by¢ otrzymane stosunkowo prosto tylko dla proceséw normal-
nych, Okres$lenie rozkladu prawdopodobienstwa czasu przebywania
procesu stochastycznego, ponad danym poziomem jest zagadnieniem
o wiele trudniejszym i jego rozwigzanie nawet dla normalnych
proceséw wymaga skomplikowanych rozwazan.

Niech X/t/ bedzie procesem stochastycznym typu ciggtego,
za$s a - jego wartoscig, ktorego przekroczenie nas interesuje,
0 wtasnosciach X/t/ nie bedziemy na razie nic zaktadali. Okres-
limy przede wszystkim prawdopodobienstwo tego, ze w nieskoncze-
nie matym przedziale czasu dt, nastepujacym bezposrednio po
chwili t, nastgpi przewyzszenie poziomu a. Na to, aby takie
przewyzszenie rzeczywiscie nastapito /patrz rysunek, na kto-
rym przedstawiona jest jedna realizacja procesu stochastycz-
nego/
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potrzeba aby zaszlty dwa zdarzenia: po pierwsze w chwili t war-
tos¢ procesu stochastycznego powinna by¢é mniejsza niz a tzn.

/6.2.1.7 X/t/ < a

i po drugie, w chwili t + dt warto$¢ procesu powinna by¢ wiek-
Sza niz a tzn,
/6.2.2./ X/t + dt/ > a.

Tak wiec prawdopodobieristwo przewyzszenia w przedziale czasu
dt mozna zapisa¢ nastepujaco:

/6.2.3./ P ~X/t/ <a; X/t +dt/> @] .

Korzystajgc z ciggtosci procesu stochastycznego mozna nierow-
nosol 6.2,1, 6.2.2, nakladajac ograniczenia na warto$s¢ procesu
w dwich punktach, zastgpi¢ przez nieréwnosci odnoszace sie do
wartosci procesu i jej predkosci w jednym punkcie.

Istotnie, uwzgledniajac fakt, ze przedziat czasu dt jest bar-
dzo maty, mozna z dokladnoscig do nieskoriczenie matych rzedu
drugiego napisac

/6,2,4/ X/t + dt/ = X/t/ + V/t/ dt

Stad nieréwno$ 6,2,2, jest réwnowazna nierOwnosci:
a- V/t/ dt < X/t/

i zamiast dwoch nieréwnosci warunkujgcych Istnienie przewyzsze-
nia w przedziale dt manmy jedng nieréwnos¢ podwdjng,

/6,2,5,/ a - V/t/dt < X/t/ < a dla v /t/ > 0

W celu obliczenia prawdopodobienstwa spetnienia tej nieréwnosci
wprowadzimy do rozwazarn dwuwymiarowy rozkiad prawdopodobieristwa
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wartosci realizacji procesu i je;'! predkosci w jedi 3j i tej sa-
mej chwili t.
Niech funkcja gestosci tej zmiennej losowej bedzie.

/6.2.6/ f(x,VIt)

Szukane prawdopodobienstv/o przewyzszenia jest rowne; /6,2,7./
a

P{a-V(i)dI<X(H)<a} »5 SF(x,ii|t)dx dif,

o a i
gdzie granice calkowania obejmuja wszystkie wartosci X/t/,V/t/,
spetniajace nieréwnosci 6,2,5. Catke wewnetrzng we wzorze

6,2,7. mozna obliczy¢ bezposrednio na podstawie twierdzenia o
v/artosci sredniej, gdyz granice catkowania rdznig sie miedzy
sobg o wielkos¢ nieskonczenie malg v dt,

A wiec otrzymamy;

/6.2.8./ Q
NM{x,ir]t)clx = u-dtf ia,\r\i)
a- iTd

Podstawienie powyzszego zwigzku do wzoru 6,2,7. daje;
/6.2.9.7

PI ~ a <X(t) <aj =dt ~(a, irl™Nirdir.

o}

Widzimy wiec, ze prawdopodobienstwo przewyzszenia w ciggu
nieskonczenie matego przedziatu czasu dt jest proporcjonalne do
wielkos$ci tego przedziatu. Dlatego jest celowe wprowadzenie
pojecia czasowej funkcji gestosci dla prawdopodobienstwa prze-
wyzszenia, o0znaczajac przez p/o\t/ prav/dopodobienstwo przewyz-
szenia poziomu a w ciggu jednostki czasu, tj przyjmujac;

/6,2,10./p|*a-\/ ({)ctt<X(H)al = p(ait) ctt.

Poréwnujac wzory 6,2,9. i 6,2.10. otrzymujemy dla gestosci
prawdopodobienstwa p/a]t/ wyrazenie
/6,2.11./ p/a,t/ =

W analogiczny sposob mozna otrzymaé czasowag gestos$¢ prawdopo-
dobienstwa p'/alt/ przekroczenia poziomu a przez proces sto-
chastyczny z goéry na dot. Powtarzajgc przytoczone wyzej rozu-
mowanie dla tego przypadku otrzymujemy;

93



/6.2.12./ ’

tatwo zauwazy¢, ze poniewaz | *f(ula,t) f(al]t),

wiec:

/6.2.13./ p(alt) +p'(a]t)- M(a,u-It)IU'lciU' = E [ 0 a fHt)
X (i

Zatem suma prawdopodobienstw przekroczenia danego poziomu a z
dotu do goéry i z géry na dét, obliczonych na Jednostke czasu,
Jest réwna iloczynowi warunkowej wartosci przecietnej bez-
wzglednej wartosci predkosci zmiany procesu przy ustalonej
wartosci samej funkcji przez gestos$é¢ rozkiadu prawdopodobien-
stwa wartosci procesu dla x = a, za$ réznica p(alt) Jest row-
na iloczynowi warunkowej wartosci przecietnej V/t/ przez

f/a |t/.

Korzystajac ze wzoru 6,2.11. mozna otrzyma¢ dla dowolne-
go przedziatu czasu T $redni czas przebywania procesu stocha-
stycznego ponad danym poziomem. Istotnie podzielmy przedziat
T punktami t» na n réwnych czesci dtj A = 1,2, ..., n/ poto-
zonych bezposrednio za punktem t”~, Prawdopodobienstwo tego, ze
wartosci procesu stochastycznego X/t/ przekrocza dany poziom
a Jest rdéwne;

/6.2.14./ P

Bedziemy zaktadali, ze diugosci przedziatéw dt™ sga na tyle nme
te, aby mozna byto przy obliczaniu sumarycznego czasu przeby-
wania procesu stochastycznego ponad danym poziomem zaniedbac
przypadki, géy proces X/t/ zmienia znak wewnatrz przedziatu.
Wprowadzmy do rozwazan uktad zmiennych losowych Aj, z ktérych
kazda Jest réwna odpowiedniemu przedziatowi dtj, lub zero, w
zaleznosci od tego, czy w tym przedziale proces stochastyczny
Jest wiekszy lub réwny, czy mniejszy od a. Wtedy oczywiScie
0gllny czas przebywania procesu ponad danym .poziomem a Jest
réwny sumie

/6.2.15./
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»/ celu okreSlenia sSredniego czasu T~ przebywania procesu ponad
danym poziomem a w przedziale czasu T znajdziemy wartos¢ prze-
cietng obu stron réwnosci 6.2.15.

Stosujac twierdzenie o wartosci przecietnej sumy otrzymujemy:

/6.216./ T -ey = E (Ai
¢, BE(A)

Zmienna losowa Aj w mysl jej okreslenia moze przyjmowac¢ tylko
dwie wartosci 0/t a zatem jej wartosS¢ przecietna jest
rowna iloczynowi dt. przez prawdopodobienstwo 6.2.14. to zna-
czy:

/6.2.17./ E{Aj)=cltj

Podstawiajgc to wyrazenie do wzoru 6.2.r:]l.6. i przechodzac do
granicy gdy otrzymujemy zamiast catke i wobec tego
dla Sredniego czasu przebywania procesii ponad poziomem a w
ciagu czasu T bedziemy mieli

/6.2.18./ N ~Nf(MU)celxdt.

0o a
V zastosowaniach interesuje nas zwykle Sredni czas przebywania
procesu ponad danym poziomem w ciggu jednego przekroczenia po-
ziomu. Wcelu okreslenia tego Sredniego czasu nalezy podzie-
li¢ czas T(j przez Srednig ilos¢ przewyzszen Na danego pozio-
mu w ciggu czasu T. Przedziat T podzielimy znéw na n réznych
czesci dt.. i wprowadzimy pomocnicze zmienne losowe nJ, réowne
odpowiednio jednos$ci lub zero, w zaleznos$ci od tego, czy wew
natrz danego przedziatu ma miejsce przewyzszenie, czy nie.
/Wskutek tego, ze przedziaty dtj sa bardzo mate, mozliwosé
wiekszej liczby przewyzszen nie bierzemy pod uwage/. Wtedy cat-
kowita ilos¢ przewyzszen w ciggu czasu T bedzie réwna su-

/6.2.19./ H = ; -
Znajdujgc warto$¢ przecietnag obu stron réwnosci i uwzglednia-
jac, ze wartos¢ przecietna kazdej ze zmiennych nj jest réwna

prawdopodobienstwu przekroczenia poziomu a w j-tym przedziale
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p/ a 1tj/ dt~, bedziemy mieli;

/6.2.20./ \ = ENa= 'sZplaltAdt;.

R Prattyaly
Zwiekszajac ilos¢ przedziatéw dt., do nieskonczonosci i pod-
stawiajgc zamiast p/a/t/ wyrazenie f.2,11. otrzymujemy:

/6.2.21/. i i (a.iru)diT di.

0 O

Po podzieleniu réwnosci 6.2,18. przez 6.2,21, otrzymamy szuka-
ny sredni czas trwania przewyzszenia

/6.2.22./ T.
VA f(x1i) dx di

N \\ irf @, Vitydirdl
00

otrzymane wzory maja najwiekszg doniostos¢ dla proceséw sta-

cjonarnych, gdyz tylko dla proceséw stabilnych w czasie Sred-
ni czas trwania przewyzszenia na bezposrednio widoczne znacze-
nie .

Dla proces6w stacjonarnych wzory powyzsze upraszczajg sie, bo-
wiem zaréwno gestos¢ rozkitadu wartosci realizacji procesu
f/XIt/ jak i gestos¢ rozkiadu wartosci procesu i predkosci
f/X,V It/ nie zaleza od czasu.

Oznaczajac te gestosci odpowiednio przez f/x/ i t/x~I/ widzi-
my, ze catkowanie wzgledem t we wzorach 6.2,18,, 6,2.21,,
6,2,22., sprowadza sie do mnozenia przez T i wobec tego dla
Sredniego czasu przebywania procesu ponad danym poziomem w cig-
gu czasu T, dla Sredniej liczby przewyzszei w tym przedziale
czasu oraz $redniego czasu, trwania przewyzszenia otrzymujemy;

/6.2.23./ Ta » T (f (K)dx

/6.2.24./ Na = T"(%J—f

/6.2.25/ A AATO X
1irf (a.u-) dir



Zatem, jak nalezato oczekiwaé, dla procesu stacjonarnego wiel-
kosci Tai sg proporcjonalne do rozwazanego przedziatu cza-
su T, a Sredni czas trwania przewyzszenia nie zalezy od tego
przedziatu czasu. V zwiazku z tym dla proceséw stacjonarnych
mozna wprowadzi¢ pojecie Sredniej liczby przewyzszen w jed -
nostce czasu N przyjmujac:

/6.2.26./

Oczywiscie dla procesdéw stacjonarnych

/6.2.27./ ~irf (a, ir) dtf

0
co nie rozni sie od prawdopodobieristwa przewyzszenia w jed-
nostce czasu.

Poniewaz we wszystkich wyzej wyprowadzonych wzorach
wystepuja funkcje gestosci f/x ]t/ i f/x,V |t/ /T/x/ i f/x,v/
dla procesu stacjonarnego/, do otrzymania ostatecznych, wyni-
kéw liczbowych potrzebna jest znajomos¢ tych rozktadéw, W
przypadku rozktadu normalnego - najwazniejszego z punktu wi-
dzenia zastosowan, wzory mozna otrzymac¢ stosunkowo - prosto.

Dla proceséw normalnych /bedziemy rozwazali tylko przy-
padek stacjonarny/rozkiad prawdopodobienstwa ich wartosci jest
jednoznacznie okreslony przez wartos¢ przecietng X i warian-

/6.2.2S5./

gdzie E{X #,) ~"<T/A[X(t2) - ™ (@)
L X(tO, W*H)
wartosci sprzezone. Funkcje KN/'"/ nazywamy funkcjg korelacyjna

procesu X/t/.
Dla stacjonarnych proceséw normalnych funkcja rozktadu

procesu jezeli znane jest X, i 5x" » jest postaci:
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- AN N -(X‘Y)Z
f(x)s= explL 53 ]

Predkos¢ zmiany wartosci procesu i wartosci tego procesu dla
okreslone;) chwili sg nieskorelowanymi zmiennymi losowymi, a
dla normalnego procesu - niezaleznymi zmiennymi losowymi.
Dlatego dwuv/yraiarona gestos¢ rozkiadu prawdopodobienstwa
f/x,v/ jest réwna iloczynowi gestosci /normalnych/ rozkiadu
x i v, czyli:

_ A (x-xV 3 ir
/6.2.30,/ = ex
AXVTW 25X J duYzrr p\L
gdzie wariancja predkosci / / jest réwna wartosci funkcji

korelacyjnej w zerze, a zatem:
[62.3178~ — kx@dt 7

za$ wartos¢ przecietna V/t/ jest wskutek stacjonarnosci proce-
su réwna zeru.

Podstawiajac wyrazenie /6,2,30,/ do wzoru /6,2,27,/ otrzymuje-
my dla sredniej liczby przewyzszen w jednostce czasu /lub,
co na jedno wychodzi, dla czasowej gestosci prawdopodobienstwa
p/a | t/ = p/a// wyrazenie

/6.2.32./rr~ = pfo) - exf ja - |

Po podstawieniu wyrazenia 6,2,30, do wzoru 6,2,25 otrzymamy;

/6,2.33/ T exp (@ - XF
hiT

gdzie < /x/ jest funkcjg catkowitg Laplace™a, W przypadku
szczegblnym, gdy a = x to jest gdy rozpatrujemy przewyzszenia
poziomu zerowego, ostatni wzor przejmuje postac;
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/6234/ T=T =1myc (I

Okreslenie rozkiadu prawdopodobienstwa czasu trwania przewyz-
szenia jest zagadnieniem trudniejszym niz okreslenie i

p/a 1t/, a jego rozwigzanie, mimo, ze zostato otrzymane w
og6lnej postaci w pracach;

Kuzniecow P,J,, Stratanowicz, P.L, i Tichonow W.M,

" O .ifiiiTe.TitnocTK  BHGOpocoB c.ijrgaiiHoii  pyiiKUjiH",

oraz MC. Fadden J.A. "The Axis - Crossing Intervals of Random
Functions”, JRE Transactions on Information Theory 4/1/1958/.
Ze wzgledu na ztozono$¢ koncowych wzoréw nie zostanie tutaj
przytoczone.

Roéwniez skomplikowane jest okreslenie prawdopodobienstwa
tego, ze w ciggu danego przedziatu czasu T nie nastgpi ani
jedno przewyzszenie /lub nastgpi dana ilosS¢ przewyzszen/. Trud-
no$¢ zadania polega na tyra, ze dla jego rozwigzania nalezy
zna¢ nie tylko S$rednig liczbe przewyzszenn w danym czasie, lecz
takze rozktad prawdopodobienstwa liczby przewyzszen. Dokladne
rozwigzanie tego zagadnienia jest tak sanmo skomplikowane jak
okre$lenie rozkiadu prawdopodobieristwa czasu trwania przewyz-
szenia. Wwielu zagadnieniach praktycznych, wazng role odgrywa
przypadek szczegélny, gdy Srednia liczba przewyzszen w danym
przedziale czasu jest na tyle mata, ze nastepowanie kolejnych
przewyzszen mozna uwaza¢ za zdarzenia niezalezne,

W tym przypadku mozna przyjmowaé, ze liczba przewyzszen jest
w przeblizeniu okreslona przez rozktad Poissona i zagadnienie
moze by¢ rozwigzane do konca,gdyz jednym parametrem wystepuja-
cym w rozktadzie jest warto$¢ przecietna liczby przewyzszen
okredlona wzorami 6,2,24. dla procesu stacjonarnego. Ra przy-
ktad dla prawdopodobienstwa tego, ze w czasie T nie nastagpi
ani jedno przewyzszenie, otrzymamy:

/6.2.35./ Pq = exp j- | ~ir] (a.ifii) dwdi

n o o

lub dla stacjonarnego procesu

/6.2.36./ = exp [-T Sirf (a,ir)dirj «



Dla normalnego procesu stacjonarnego w mys$l wzoru 6.2.32,
otrzymujemy

- v Kx' m (a - X)"
0 T TR < exp gy

Przyktad 1. Funkcja korelacyjna kata bocznego nachylenia stat-
ku jest okreslona wzorem;

Ke () = (cospi® ™ siap ,

Przyjmujgc, ze proces kotysania sie statku opisany jest nor-
malnym procesem stochastycznym, okres$li¢, ile razy Srednio w
ciggu 20 minut ruchu statku kat bocznego nachylenia statku
przekroczy - 25°, jezeli A = 100 stopni'®, oC= 0,1 sek”
P=0,7 sek”X

Okreslimy najpierw wariancje;

Szukana liczba przewyzszen N 2T ng, gdzie czynnik 2 wy-
stepuje dlatego, ze w tym zadaniu rozpatrujemy przekroczenia
poziomu a = 25° z dotu do go6ry i przekroczenia poziomu - a z
géry na dot.

Podstawiajac dane zadania do wzoru 6,2.32. otrzymujemy:

- or | o Va ,,.df- =
N 2T eXIEL 2&'—_ Titl a N L O 2A

120 v30 -3.125
=HG6.

Przykiad 2. Przy warunkach poprzedniego przyktadu okreslié
prawdopodobienistwa P», P”, P2 tego, ze w ciggu 2 minut nie
nastgpi ani jedno przewyzszenie, nastapi jedno przewyzszenie
i dwa przewyzszenia.

Przyjmujac, ze mozemy skorzysta¢ tutaj z rozkitadu Poissona
otrzymujemy;
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6.3. 2astosowanie”™procesu_urodzin_i_Smierci do rezerwowania

Z odnowg

Proces urodzin i $mierci mozna zastosowa¢ do badania systemu
z rezerwg, w ktorej nastepuje odnowa uszkodzonych elementow.
Przypusémy, ze may system, w ktérym czas bezawaryjny pracy
kazdego elementu ma rozkiad wyktadniczy. Patrz rysunek ponizej

System Urzadzenie
naprawcze

Kazdy element po uszkodzeniu przechodzi do urzadzenia napraw-
czego, gdzie nastepuje jego odnowa, a po odnowie wraca do
systemu. Zatézmy, ze czas odnowy réwniez ma rozktad wyktadni-
czy. Z zatozenia wyktadniezosci wszystkich rozktadéw wynika,
ze praca takiego systemu zawsze opisuje sie procesem Markowa
0 skoniczonej liczbie standéw. Liczba stanéw w ogdélnym przypadku
jest rovma 2~ , gdzie N oznacza liczbe elementéow systemu, po-
niewaz dla opisania pracy systemu powinniSmy w kazdej chw\iAI/i
zna¢ zbior elementéw niesprawnych, a takich zbiorow jest 2 .
Rozwigzanie ukiadu réwnan roézniczkowych, a w przypadku stacjo-
narnym, uktadu réwnan algebraicznych, jest zwigzane z duzymi
trudnosciami o charakterze obliczeniowym i algebraicznym,
/Réwnania te byty rozpatrywane przy opisie modelu pracy cen-
trali telefonicznej/.

Jednak w wielu rzeczywistych systemach liczbe stanéw mozna w
istotny sposéb zmniejszy¢. Jes$li dla kazdego stanu systemu
sumaryczna intensywnos¢ uszkodzen i sumaryczna intensywnosé
odnov.'y zalezy nie od zbioru niesprawnych w danej chwili elemen-
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tow - lecz jedynie od ich liczby, to taki system opisuje sie
procesem Markowa o liczbie stanow rownej li + 1e
Niechoznacza sumaryczng intensywnos$¢ uszkodzen a

- sumaryczna intensjrwnosd odnowy pod warunkiem, ze w syste-
mie jest k niesprawnych elementéw. Woéwczas w czasie A t z
prawdopodobienstwem A A t + 0O/ At/ wystgpi jedno uszkodze-
nie, tzn. ze system przejdzie do stanu k+l i z prawdopodobien-
stwemyu At + O/ At/ nastgpi jedna odnowa to znaczy system
przejdzie do stanu k - 1, Oznacza to, ze system opisuje sie
procesem urodzin i $mierci.
Rozpatrzmy teraz system nastepujgcego rodzaju:

W systemie jest N - n+tm+l+s jednakowych elementéw /zauwazmy,
ze przez pojecie element mozemy rozumieé¢ element jako nie-
rozktadalng czes¢ systemu, o0ze$¢ systemu i ogdllnie dowolne
urzgdzenie/. Czas bezawaryjnej pracy kazdego elementu ma roz-
kiad wyktadniczy, n elementéw znajduje sie w etanie pracy i

ma intensywnos$¢ uszkodzen réwng X , melementéw znajduje sie
w rezerwie obcigzonej z takg samg intensywnoscig uszkodzen,

1 elementéw stanowi rezerwe czesSciowo obcigzong i nma intensyw-
no$¢ udzkodzenn Vi wreszcie e elementéw znajduje sie w rezerw-
wie nieobcigzonej i w tym stanie nie ulega uszkodzeniom. Kazdy
uszkodzony element natychmiast przechodzi do urzadzenia napraw-
czego, ktore sklada sie z r jednostek naprawczych. Kazda jed-
nostka naprawcza moze jednoczesnie naprawi¢ /badz odnowic/
jeden element,
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Zmienna losowa oznaczajgca czas naprawy elementu rozktad
wyktadniczy o parametrze /j, . Jes$li wszystkie jednostki napraw-
cze sg zajete naprawg, to uszkodzony element ustawia sie w ko-
lejce. Kazdy element uszkodzony w trakcie pracy natychmiast
zostaje zamieniony elementem z rezerwy obcigzonej, kazdy ele-
ment, ktéry zostal uszkodzony badz przeszedt w stan pracy z
rezerwy obcigzonej, natychmiast zostaje zamieniony elementem z
rezerwy czesciowo obcigzonej i wreszcie kazdy element, Kktory
zostat uszkodzony bgdzeprzeszedt do rezerwy obcigzonej z rezer-
wy czesciowo obcigzonej, natychmiast zostaje zamieniony elemen-
tem z rezerwy nieobcigzonej. Kazdy odnowiony element przechodzi
do rezerwy nieobcigzonej. System pracuje sprawnie, jesli licz-
ba sprawnych elementéw jest nie mniejsza niz n. Pod pojeciem
stanu systemu bedziemy rozumieli liczbe niesprav/nych elementéw
w danej chwili. Jest, jasne, ze praca takiego systemu opisuje
sie procesem urodzin i $mierci, przy czym parametry procesu
/Ak»~K”™ wyrazaja sie za pomoca wWzorow:

(a+m) W+ VL da © -
/ jK/A
76.3.1./Ayn (afmA+ V(S-K) da S< + 1
(n+m+L+s-k) X dla U5<k4 M

Zarejestrujemy jeszcze jeden przypadek, ktérego nie obejmuje
nasz schemat. Liczba elementow w rezerv/ie nieobcigzonej moze
byé praktycznie nieograniczona s =o-=>. Jest oczywiste, ze w
tym przypadku nie nma sensu wprowadza¢ obcigzonej i czeSciowo
obcigzonej rezerwy. Taki system opisuje sie procesem urodzin i
Smierci o nieskonczonej liczbie stanév/, przy czym parametry
tego procesu wyrazajg sie nastepujgco.

76,3.2,7 W« riA

103



Rozwazany system obejmuje duzag liczbe przypadkéw szczegdlnych.
Zanotujemy tu przypadki, ktore czesto spotyka sie w praktyce
niezawodnosci i obliczymy dla nich prawdopodobienstwa granicz-
ne .

a/ System skiada sie z n elementéw. Sposréd nich /n-m/ znajdu-
je sie w stanie pracy, a ra znajduje sie w rezerwie obcigzo-
nej. Liczba jednostek naprawczych r >n

/6.3.3.Z Ajr=(r\-k)A
ak
p, - (" A

b/ System ten jest taki sam z tym, ze jest tylko jedna jed
nostka naprawcza r = 1. Wtym przypadku mamy:

A T'= (n-U) A
/6.3.4.2

n
Rl \Al

cZ V systemie jest n elementdw pracujacych i nieograniczona
rezerwa nieobcigzona. Liczba urzadzen naprawczych jest row-
niez nieograniczona,

Wtedy: Mu" n

26.3527
ki

dZ System jest taki sam z tym, ze jest tylko jedna jednostka
naprawcza r = 1, Dla takiego systemu:

Al= nA

Tu rozkitad stacjonarny istnieje pod warunkiem, ze n A k™ iw
tym przypadku prawdopodobieristwa graniczne wyrazajga sie wzorami
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6.3*1* odnowg

Niezawodno$¢ systemu rezerwowego z odnowa w zaleznosci
od jego struktury i charakteru spetnionych przez niego funkcji
mozna oceni¢ roznymi parametrami. Rozpatrzmy podstawowe para-
metry niezawodnosci tego systemu. Dla konkretnosci bedziemy
rozpatrywali powyzszy system z parametrami:

/n,m,l,s,X,D,yK. /.

Prawdopodobiennstwo bezawaryjnej pracy w przeciggu czasu t.
System bedzie pracowat bazwaryjnie do chwili t, jesli ani razu
do tej chwili liczba uszkodzonych elementéw nie przewyzszy
liczby N- n tj. V/t/ ~ N-n.

Zaktadamy, ze w chwili poczgtkowej wszystkie elementy sg spraw-
ne, tzn, przy t~ < t. Zgtem prawdopodobienstwo bezawaryjnej
pracy systemu jest réwne:

/t/
p/t/ 1 - Pyip+1
przy czym v/ wyraza sie wzorem:
—4 i Stxo . XA gn

gdzie C krzywa zamknieta a

definiujemy wzorem rekurencyj-
nym
Ao(5) =i , Ai(S) =S+ + //0, e~
AN-ntH(”) = ('S+XN-n + MN-n)Af~_rv('") a-~N-a-t "N-u-»

Jesli poziom N-n+l jesfwysoki” to prawdopodobieristwo bezwa-
ryjnej pracy wyraza sie wzorem:
t

/6.3.7./ p(O Tl
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Wzér przyblizony /6.3.7,/ jest prawdziwy na przykiad wtedy,
gdy A i sg ustalone a mjest duze.
V/spétczynnik gotowosci systemu, Uie p/t/ oznacza prawdopodo-
bienstwo tego, ze w chwili t system jest sprawny. Graniczng
wartos¢ tego prawdopodobiennstwa nazywamy wspoétczennikiem goto-
wosci systemu;

K_ = Ilim p/t/.

tatwo zauwazyé, ze dla omawianego systemu

f T
/6.3.11./ kn = Um P V(O <N-n+l - E Rk.

Jak juz zaznaczyliSmy powyzej, wspoétczynnik gotowosci jest
rowny Sredniemu udziatowi czasu, w trakcie ktdérego system znaj-
duje sie w stanie sprawnosci. W pewnych przypadkach znajomos¢
wspotczynnika gotowosci systemu jest niedostateczna dla oceny
niezawodnosci systemu, a mianowicie trzeba jeszcze zna¢ S$red-
nig ditugos¢ odcinkéw, w ktoérych system, przebywa w stanie
sprawnosci i w stanie niesprawnoéci. Sredni czas przebywania
systemu w stanie sprawnosci /wytaczajac pierwszy okres/ jest
réwny;

Ng
/6.3.12./ E Pk
*N-n Pn-u

a Sredni czas przebywania systemu w stanie niesprawnosci jest
rowny zgodnie ze wzorem;

/b.3./3/
= k= N-nl'/\_

*N-a P M-n

Podstawowe charakterystyki podatnosci naprawczej systemu. Jak
juz mowilismy, kazdy uszkodzony element przechodzi do urzadzenia
naprawczego skiladajgcego sie z r jednostek. Jesli wszystkie jed-
nostki naprawcze sag zajete odnowag, to element staje w kolejce.
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Jakos¢ urzadzenia naprawo :ego mozna scharakteryzowac¢ dwora pa-
rametrami :

v .- $érednia liczba elemencéw znajdujgcych sie w kolejce,

K"- $rednia liczba zajetych jednostek naprav/czych.

Istotne jest, ze charakterystyki te okresla sie dla warunkéw
stacjonarnych i charakterystyki te nie zalezg od czasu. tatwo
wyrazi¢ powyzsze liczby przez prawdopo-.lobieristwo graniczne.
Przypusémy jak powyzej, ze V /t/ oznacza liczbe uszkodzonj™ch
elementd'.7 vj ch'.vili t. '76w/czas dlugo$¢ kolejki w tej chwili
jest rovma zeru, jesli V/t/ ~r, i jest rowna y/t/-r, jesli
v/t/ > r.

Srednia dhugo$é kolejki v chwili t wyraza sie nastepujaco

N
577, (~"0pk(0

\Bwczas v warunkach staéjonarnych

/63147 k- 1IN (i<r) Pk .

k-r+l
Zupetnie analogicznie znajdujemy drugi parametr

T N~
/6.3.15./ K =I1IPPb"'" ZT Pk .

k=0 k= |
Dla oceny oodntnosci naprawczej i ogdlnie do oceny jakosci
systemu mozna podejs¢ inaczej.Kazdy element w procesie pracy
systemu przechodzi wielokrotnie cyKkl.:
praca - oczekiwanie na naprawe - naprawa - rezerwa,
Kiech t™ oznacza $redni czas przebywania elementu w stanie
pracy, t™ - $redni czas o-'-zekiwania na naprawe, t™ — Sredni
czas naprawy i t™ - Sredni czas przebywania w rezerwie.

Wpronadzmy oznaczenie t N2+,
~ : G "2 .
Wowezas stosunki "2 = 7V8-» =i6"’ K. =

dajg nam odpowiednie Srednie udziaty czasu, w ktorych element
przebywat w tym badz innym stanie. Jest jasne, ze z réwnoupraw-
nienia wszystkich ele;nentéw wynika, ze wspoiczynniki te nie za-
leza od numeru rozpatryv,anego elementu,
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w ten sposob wprowadzone wspoétczynniki dotrze i w peini okres-
lajg jakos¢ systemu z rezerwg i odnowa. Na przyktad, duza war-
to$¢ wspodiczynnika k™ wskazuje na to, ze naprawa jest przepro-
v;adzana powoli, duza warto$¢ k2 wskazuje na to, ze jest mala
liczba jednostek naprawczych, a duza wartos$¢ k™ Swiadczy o
tyra, ze w systemie jest nieusprawiedliwiona duza rezerwa.
Wyrazimy te wspotczynniki przez prawdopodobienstwa graniczne
odpowiednio do czterech stanéw, w ktérych noze znajdowaé sie
element, a mianowiciepraca, oczekiwanie na naprawe, naprawa,
rezerwa; wprovadziray cztery funkcje jednostkowe;

i =1,2,3,4,

Funkcja /t/ jest rovna jednosci, jezeli k-ty element w chwi-
li t znajduje sie wi-tym stanie, a réwna zeru w przeciwnym

przypadku.
Na mocy ergodycznosci rozvi/azanego systemu;
T
ki =Un
Niech
N
k.1

oznacza liczbe elementéw znajdujacych sie w chwili t wi-tym

stanie,
Poniewaz wszystkie elementy sg réwnouprawnione, nmozenmy napisaé
/6.3.16,/7

T

T
ki=Um -f (e“'(Ddt - lim ~ \v, (I)dt =i [ @]

tatwo zauwazy¢, ze /t/] jest S$rednig liczba elementow

znajdujacych sie w stanie pracy, E [V /t/] jest $rednig licz-

ba elementéw oczekujacych na naprawe, E /t/1 jest Srednia

liczbg elementéw znajdujacych sie w naprawie i E [V, /t/]
jest Srednig liczbg elementéw znajdujacych sie w rezerwie.
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Dalej:
jezeli V/t/ < U-n,
jezeli ~/t/ > N-n,
jezeli 't/ « r,

jezeli V/t/ >r;
jezeli V/t/ 4 r,

jezeli V/t/ > r;

N-n-~ (O jezeli V/t/<N-n,

(o) jezeli V/t/~"N-n.

Stad otrzymamy ostateczne wzory dla naszych wspotczynnikow:

/6.3.17./ pj+ e Pk >
k=H-nH

/6.313./ (k-r)pk

/6.3.19./ ~"3=ii
A 0] k=rf»

/6.3.20./ k, = 1~

Zauwazmy na zakonczenie, ze wprowadzone przez nas charakte-
rystyki nie dajg oczywiscie peitnego opisu rozwazanego systemu.
Dla réznych systeméw byto rzeczg wazng pokazanie z jednej stro-
ny, ze wszystkie takie charakterystyki zawsze mozna wyrazi¢
przez prawdopodobiefistwa graniczne, a z drugiej strony chcie
lisSmy zademonstrowa¢ te metody, za pomocg ktorych najwygodniej
jest. oblicza¢ powyzsze charakterystyki.

egz.
Jawna
ir Woltko\
1»44/235<
Oruk ZamA~Ciz dn,4n druk uk.
Iyt

/ 02



