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w różnorodnych dziedzinach współczesnej naulii i  teclmiki 

coraz częściej spotykamy się z takimi zasadnienisiiii raatematycz- 

nymi, dla których niemożliwe Jest znajdowanie rozwiązań meto-- 

darni klasycznej analizy matematyczneJ« Bardzo często spotykamy 

się z koniecznością rozv7iązywania nieładów równań algehraicz- 

nych liniow:7ch z dziesiątkami, a nawet setkami nie wiadomych ̂ 

z rozwiąsywandem rówaaań różniczkowych nie całkowalnych w dzie­

dzinie funiccji clementarnynhf z ohliczaniem pierwiastków równań 

algebraicznych wysokich stopni itp* Bardzo szybki wzrost ilo ś c i 

takich zadań z jednej strony^ rozwój nowoczesnych śroońów 

obliczeniowi^nh Jakimi są maszyny cyfrowe^ z drngieję spow/odowały 

gwałtow/ny rozyińj pew;nej dziedziny matema'byki sajmuja^cej się 

sprawnym operowaniem wielkościami liczbowymi^ do których Jalc 

wiadomo daje spr07;adzió się większość wspomnianych zagadnień« 

Dziedzina ta^ to analiza numeryczna^ zwana również często 

metodami numerycznymi  ̂ zajmują^ca się numerycznym rozwiązywa­

niem podstawowych zadań analizy matematyczneJ^ algebry^ geo­

m etrii ,itd«

Skrypt n in iejszy stanowi vykład wybranych pojęć i  metod 

analizy numerycznej« Jest on poświęcony takim zagadnieniom^Jak 

działania na liczbach przybliżonych, interpolacja funlccji, 

aproksymacja i  dobór wzorów empirycznych, numeiyczne rozwią­

zywanie ró̂ /nań algebraicznych i  przestępnych, metody nuiiieryczne 

algebry lin iow ej, całkowanie numeryczne oraz nuiaeiyczne rozwią­

zywanie równań różniczkowych zwyczajnych«

Treść skryptu i  dobór materiału pozwalają na korzystanie 

z niego czytelnikom posiadającym pewno minimum wiadoiriości 

z algebry lin iowej oraz analizy matematycznej*
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Większość twierdzeń występujących w skrypcie podana została 

bez dowodów* Czytelnikom zainteresowanym tymi dowodami, jak 

również czytelnikom hardziej zaawansowanym w matematyce wyższej 

polecam literaturę wymienioną na końcu skryptu.

W celu większej przejrzystości niektóre metody numeryczne 

sformułowane zostały w postaci reguł luh ujęte w schematy 

obliczeniowe* Dla łatwiejszego‘prześledzenia, większość przyk­

ładów została podana w bardzo prostej formie i  ma charakter 

wyłącznie ilustracyjny*



Rozdział I

DZIAŁANIA NA LICZBACH PRZYBLIŻONYCH

§ 1, Klasyfikacja błędów

Numeryczne rozwiązanie jakiegoś zadania ręcznie, za pomocą 

arytmometru: lub maszyny cyfrowej, z zasady nie może być dokona-" 

ne z pełną dokładnością. Zarówno przy formułowaniu zadania, jak 

i  podczas przeprowadzania rachunli:ów, powstają pewne błędy, które 

powodują, że wyniki końcowe tylko z pewnym przybliżeniem repre­

zentują rzeczywiste wartości odpowiednich wielkości. Inaczej 

mówiąc, zdanie, w którym występują duże ilo śc i działań na lic z ­

bach, może być rozwiązane prawie v?yłącznie w sposób przybliżony 

z pewnym stopniem dokładności. W związku z powyższym, podczas 

formułowania zadania, zawsze należy podawać dokładność jego 

rozwiązania, tzn. należy podać maksymalny dopuszczalny błąd  

w całjrm procesie obliczeń.

Błędy dopuszczalne przy wyrażaniu zależności wśród zjawisk 

fizycznych za pomocą liczb przybliżonych spowodowane są całym 

szeregiem przyczyn. Do najważniejszych błędów można z a l ic z y ć :

1. Błędy związane z niedokładnym odzwierciedleniem zjawisk 

za pomocą aparatu matematycznego, w związku z czym zamiast 

samego zjawiska rozpatruje się jego mniej lub bardziej 

wyidealizowany model matematyczny. Powstają wówczas błędy zwa­

ne błędami zagadnienia, jak również błędy metody.

2. Błędy związane z przybliżonym przedstawieniem wielkości 

fizycznych wchodzących do procesu obliczeń^a spowodowanych
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csęctokroć niedokłacIn.ością różnego rodzaju pomiarów- Są io 

tzw* ’błęólj'' początkowe«

3# Błędy związane z zastąpieniem procesów nieskończonych

w analizie matematycznej skończonymi ciągami działań- Są to 

błędy zwane najczęściej błędami obcięcia«

4. Błędy związane z pozycyjnym dziesiętnym lub innym przedsta­

wieniem liczb# W obliczeniach może być wykorzystam jedynie 

skończona ilo ść  cyfr, odrzucamy v;ięc dalszo cyfry dokonując 

równocześnie okrąglenia danych wielkości« Błędy te nazywamy 

błędami okrąglenia.

5* Błędy związane z działaniami arytmetycznymi na liczbach 

przybliżonych, zwane krótko błędami działań.

Błędy dwóch pierwszych typów nie zależą od wykonującego 

obliczenia i  nie można ich zmniejszyć w procesie obliczeń# 

Można je w pewnym stopniu zmniejszyć przed przystąpieniem do 

obliczeń przez uściślenie postawionego zadania i  bardziej 

dokładne pomiary występujących w zadaniu wielkości. Błędy 

ostatnich mogą być zmniejszone podczas samych obliczeń

poprzez wybór bardziej dokładnych metod obliczeniowych, jak 

również poprzez zwiększenie i lo śc i cyfr w liczbach biorących 

udział w procesie obliczeń.

Błąd powstający w procesie obliczeń w wyniku skumiilowania 

wszystkich błędów nazywamy błędem numerycznym«

Poniżej ograniczymy się w zasadzie do omówienia tylko 

niektórych z wymienionych rodzajów błędów. Zanim jednak przej­

dziemy do omówienia tych błędów, y^ymienimy pewne zasady, jakie 

powinny byó przestrzegane w procesie obliczeń.



1* Określanie matematycznych char akt erys*tyk dokładności przy­

bliżonych wielkości,

2. Ocena dokładności Vvyniku przy znanej dokładności danych 

początkov/ych.

5, Znajdowanie dokładności danych początkowych zabezpieczają­

cej żądaną dokładność wyników.

4. Uzgadnianie dokładności danych początkowych w/ celu zaniecha­

nia zbędnej pracy dla uzyskania dużej dokładności jednych 

wielkości je ś l i  inno dano początkowe obarczone są zbyt 

dużym błędom.

5# śledzenie dokładności wyników pośrednich dla zabezpieczenia 

żądanej dokładności końcowych yyników z jednej strony oraz 

uproszczenia obliczeń z drugiej.

Radziecki matematyk Kryłow stwierdził, że wskutek niezna­

jomości reguł działań na liczbach przybliżonych w pracach pro­

jektowych z jakimi spotykał się , około 90% rachunków wykonano 

całkowicie niepotrzebnie, dla uzyskania cyfr, które w rzeczy­

wistości były bezwartościowe.

Bardzo ważnym elementem w procesie obliczeń jest tzw. 

zaokrąglanie liczb , które odbywa się według pewnych reguł. 

Przytoczymy tu jedną z nich. Liczby biorąc© udział w oblicze­

niach przedstawione są w określonym systemie pozyoyjnjin z zadaną 

ilo śc ią  cyfr i  mają postać

+ ̂ k -mX =s -a” x^a +.,.+x^u , I .

gdzie: a -  podstawa systemu rozwinięcia;

m -  liczba całkowita"dodatnia, określająca ilo  ić cyfr; 

x^- cyfry ustalone w danym systemie rozwinięci i;

i=1 ,2 ,...,m



k -  dowolna liczba całko?jlta charaicberyzująca położenie przccin-- 

ka.

Jeśli liczby począ1;k07;e lub wyniki pośrednie vynaagaoą dla 

ich. zapisu większej i lo śc i cyfr^niż zostało ustalone dla danego 

procesu obliczeń, wówczas każdą z takich liczb zaokrągla cię do 

ustalonej i lo śc i cyfr* W ogólnym przypadlra zaokrąglanie do la •- 

te j cyfry przeprowadza się według następującej zasadys 

1* odrzuca się wszystkie cyfry stojące na prawo od m te j 

cyfry;

2# pozostałe cyfry pozostają bez zmiany, je ś l i  pierwsza z odrzu­

conych cyfr jest mniejsza od połowy podstawy danego rosy;i- 

nięcia;

5, do ostatniej z pozostałych cyfr dodaje się jedynkę, je ś l i  

pierwsza z odrzuconych cyfr jest większa lub równa połow/ie 

podstawy danego rozwinięcia*

Przykład: Zaokrąglić liczbę =5*^^15926555 do czterech, trzech 

i  dwóch cyfr po przecinku* Stosując powyższą regułę otrzymamy 

kolejno 5*1^16, 5.1^2, 5<>14.

§'2* Zapis dziesiętny liczb przybliżonych*

Ilo ść  cyfr dokładnych* Cyfry znaczące

Jak wiadomo, każdą liczbę dodatnią x można przedstawić 

w postaci skończonego lub nieskończonego ułamka dziesiętnego

• • • # 1.2

gdzie: są cyframi liczby x x^=0,1,2 ,5»^t • • • 19 » di -  pewna

liczba  całkowita, nazywana najwyższą potęgą dziesiętną liczby x

i  .
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Przykład: J14-159.265. . .  =5*'10^+1 •10^+5*10'^,'-9*10°+

+2*10“^+6*10~^+5*10~^+.. .

Każda jedynlca zapisana w olzreślonyia miejscu rozwinięcia 

dżiesiętżnego I«2 łiczł>y x ma określony warkość* Jedynka zapi"

sana na pierwszym miejscu równa się lo“ , na drugim miejscu 

10̂ """̂ , na n-tym -

Jeśli liczba X zadana ogólnie w postaci 1.1 przedsta— 

wiająca wielkość, której rzeczywistą wartością jest x, jest 

taka^ że wartość absolutna różnicy między x i  x jest mniejsza 

lub równa połowie jednostki najmniej znaczącej cyfry
k-m

X 1.3

to cyfry x>| ,X2, ..  • ,Xĵ  nazywamy dokładnymi. W przypadkach, gdy 

nie wiadomo, czy nierówność I .5 jest spełniona, lub wiadomo, 

że nie jest spełniona ale różnica między x i  x jest nie wię­

ksza od dwóch jedności najmniej znaczącej pozycji^ wówczas 

ostatnią cyfrę x^ nazywsimy niepewną*

Jeśli liczba x zapisana jest w systemie dziesiętnym 1.2 , 

to wszystkie cyfry w takim zapisie od pierwszej różnej ód zera 

do ostatniej -  nazywamy cyframi znaczącymi, je ś l i  przy tym zera 

stojące na końcu liczby uie zastępują cyfr nieznanych. 

Przykłady:

x= 7 • 10”^+0* 10“\ l  • 10~^+0* 10~^=0jj,007010 

x= 2 • 10^+0 • 10®+0 • 10"̂ + 3 • 10®+0* d 0^=2003000000.

Zera podkreślone nie są cyframi znaczącymi. Z powyższego punktu 

widzenia v/ynika, że liczby 0.002080 i  0.00208 nie mają te j 

samej wartości, ponieważ pierwsza ma cztery, a druga trzy cyfry 

znaczące.



Yi procesie oljlicseń ne. 15,csoach. przyi)!lżonych powinniśmy 

korzystać z następującej bardzo pralrbycznej reguły: V7 wynikach 

pośrodnich ilość  cy fr znaczących możo być większa od ilo śc i 

cy fr  dokładnych co najwyżej o jedną lub dwie cyfry. Wynik 

ostateczny może zawierać co najwyżej o jedną cyfrę znaczącą 

więcej n iż je s t w nim cy fr dokładnych.

§ 5* Ocena błędów

Ostateczny błąd obliczeń jes t wyn5.kiem złożonego wpływu 

błędów zarówno początkovych, jak 1 powstających w czasie 

obliczeń. Ze zwiększeniem ilo ś c i obliczeń, błędy mogą kumulo­

wać się i  należy stwierdzić do jak ie j granicy ta kumudacja 

będzie zachodzić.

We wszystkich przypadkach wartość bezvvzględna błędu koń­

cowego nie przewyższa sumy bezwzględnych wartości błędór^ skła­

dowych. Jednak w większości przypadków taka ocena jest zbyt 

gruba, jak też je s t mało prawdopodobne, aby błąd całk07/ity 

osiągał taką wartość graniczną. Dokładne określenie ołędu 

całkowitego je s t Z7ykle niemożliwe, szczególnie przy aużej 

i lo ś c i obliczeń. Z tego względu szczególne znaczenie odgrywają 

metody oceny błędów pozwalające na określenie granic ^mien 

ności tych błędów.

Oceny zwykle dokonuje się za pomocą*

1. Błędu bezwzględnego

2. Błędu względnego

5. Szacowania ostatniego wyrazu 

4. Ocen statystycznych
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-blvdonL D'w ędnyDi xlczby pj?zy o l í  zono ̂  n no-Z'̂ woiTiy won*

toáó bezwzględną r^óźnicy pomiędzy liosbą dokładną 1 liczbą 

przybliżoną

T />

Błąd bezwzględny nie charakteryzuje w pełni dokładności 

pomiarów czy obliczeń,, Jeśli na przykład przy pomiarze dłu- 

gościdwócli prętóv7 otrzymano ivynikl Î =i100̂ Scm:;:p'.,1cm i  

l 2~2;5cmi;0i,1 cm,s to niezależnie od tegOj że błąd bezwzględno" 

obu wielkości je s t jodjtiaicowy« pomiar pierwszy jes t dokład-- 

niejssy od drugiego^ - .

Błędem względnyr.i liczby przybliżonej • nazywamy sto- 

sunek błędu bezwzględnego dai:?.G0 liczby do wiirtości bezv7Zględ-- 

no3 liczby dokładnej x

Błąd ten w istotny sposób cliaralcteig/zuje dokładność pomiarów 

i  obliczeiu

^ardso często liczba dokła.dna. x jost nieznana ,̂ wówczas 

dla określenia gronie błędu stosuje się zamiast rómości 

i  1,5 podwójno nierówności

1,6
ZiC 1- X 1<i‘ X

gdzie i  oznaczają odpowiednio kros górny błędu bez*”3C 3C
względnego i  kres górny błędu względnego liczby przybliżonej x
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11 żonym obliczaniem danej wielkości* W wielu przypadkach, dla 

oszacowania ostatniego wyrazu, wyprowadza się konkretne formuły, 

które pozwalają na ocenę tego wyrazu* Formuły takie będziemy 

podawać dla metod,dla których one istn ie ją .

Łącznie z kresem górnym błędu bezwzględnego i  błędu wzgięd** 

nego, wskazującymi na możliwie maksymalne rozłożenie liczb  

X i  X , często stosuje się statystyczną ocenę błędu, która 

charakteryzuje stopień przybliżenia liczby x do rzeczywistej 

wielkości X z zadaną miarą wiarygodności, tzn. z uwzględn.ieniein. 

rozkładu różnych wartości różnicy x -  x . W tym przypadku 

znajduje się prawdopodobieństwo tego, że błąd kumulujący się 

w procesie obliczeń, nie przewyższy pewnej zadanej wartości.

§ Błędy działań arytmetycznych

Przy ocenie błędów działań arytmetycznych należy b ra ć  pod 

uwagę następujące oszacowania:

1. Błąd bezwzględny sumy

Błąd bezwzględny skończonej sumy algebraicznej liczb przy­

bliżonych

w = 13C/|+X2t. •

nie przekracza sumy błędów bezwzględnych tych liczb

w s
n

i= l

Wniosek. Za kres górny błędu bezwzględnego sumy algebraicz­

nej można przyjąć sumę kresów górnych błędów bezwzględnych 

poszczególnych składników

+ *4* + . . .+w X2 ^3
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Z powyższego wynika następująca praktyczna reguła sumo­

wania liczb przybliżonych o blisk ich  sobie wartościach bez­

względnych i  różnych znakach; dla zachowania wymaganej dok­

ładności obliczeń należy braó składowe z dużą ilo śc ią  cyfr dok­

ładnych, a je ś l i  to nie jest możliwe, przekształció algorytm 

tak, aby odejmowanie liczb o b lisk ich  wartościach bezwzględ­

nych wyeliminować*

2. Błąd względny iloczynu

Błąd względny iloczynu liczb  przybliżonych

nie przekracza sumy błędów względnych poszczególnych czynników

w
n

i= l ;

Uwaga* Jeśli w iloczynie n dziesiętnych liczb przybli­

żonych n 10 każdy czynnik ma m cyfr dokładnych, to iloczyn 

ma z reguły m-1 cyfr dokładnych /nie mniej niż m-2 cyfry 

dokładne, a czasem i  m cyfr/#

3* Błąd względny ilorazu

Błąd względny ilorazu liczb  przybliżonych

J^l
^2

nie przekracza sumy błędów względnych dzielnika i  dzielnej

w

Przykłady:

1. Z n a le źć  sumę liczb  przybliżonych: 0#5^8;0#183^;3^5*^ę

235.2; 11.75;9.27;0.0849;0.021^ł-;0#00035^f a których każda 

ma wszystkie cyfry dokładne#
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Rozdział I I

lOTERPOLACJA FUmCJI

§ 1, Sfonaułowojaie zagadnienia interpolacji

Pod nazwą interpolacja funkcji i^ozumiano dav/niej zagad­

nienie '/wyznaczania wartości funkcji odpowiadających pośrednim 

v;artościom argumentów, nie występującym w danej tablicy.

Z zagadnieniem takim spotykamy się bardzo często w większości 

zagadnień techniki obliczeniowej.

Obecnie pod pojęciem interpolacji rozumiemy również 

zagadnienie budov;ania analitycznej postaci funkcji na pod­

stawie tablicy  wartości te j funkcji.

Riech będzie dana funlccja y = f  której znamy tylko 

tab lice , tzn. wiadomo, że dla x x^, funkcja

ma wartości y = yQ, ŷ ,̂ y2f *

Zagadnienie geometryczne wyznaczania funkcji f  x po­

lega na wykreśleniu krzyv;oj przechodzącej przez punkty XQ,yQ t

X 1»^1 , .  • . , X ,y . Jak wiadomo przez punkty te można

poprow adzić  nieskończenie wiele krzywych. Tak więc zagad­

nienie nie jest określone jednoznacznie.
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Oznaczmy przez i' x dowolną funkc îę przechodzącą prze 

te punkty«.
zez

Jeśli założymy, że F x musi spełnia^ dodatkowe warunki, 

zagadnienie będzie określone ś c iś le j. Najczęściej żąda się, 

aby F x była wielomianem stopnia mniejszego niż ilość  

znanych wartości funlccji.

Zagadnienie interpolacji wielomianem można sformułować 

następująco:

Mając wartości x = i  y = yo »y i«'**»yn

wyznaczyć wielomian y = F x stopnia nie większego niż n, 

spełniający warunki F ^y^^ F ^ n̂. ~^n *

Inaczej mówiąc, zagadnienie to polega na otrzymaniu 

analitycznego wyrażenia dla wielomianu jktóry w danych punktach 

pi^zyjmuje dane wartości. Jest ono najczęściej spotykane ze 

względu na łatwość obliczania wartości wielomianów.

Punkty t • * • nazywamy węzłami interpolacji.

V/ielomian F x spełniający warunki I I .  1 nazywamy 

wielomianem interpolacyjnym, a wzory służące do jego wyzna­

czania wzorami interpolacyjnymi.
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Ust/ćiliny Joszczo główny c©X sijosowsuis. wzoirow ini^orpo*  ̂

lacyjnych* Zastępowanie funkcji wielomianem interpolacyjnym 

stosujemy przede wszystkim do znajdowania pośrednich wartości 

fim kcji* Zastępowanie takie może być stosowane również wów­

czas,gdy znamy analityczną postać funkcji f  x , ale jest ona 

bardzo złożona* Interpolację stosujemy również przy opracowy*- 

waniu wielkości doświadcżalnych,kieoy postać analityczna 

tunkcji nie jest znana*

§ 2* Interpolacja wielomianami

Wzór interpolacyjny Lagrange'a

Rozpatrzmy tablicę funkcji o danych wartościach 

y^ = f  i  = 0 ,1 ,2 ,* .* ,n , przy czym wszystkie i  ŷ  ̂ są

znane. Rależy wyznaczyć wielomian y = I' x stopnia nie więk­

szego niż n, dla którego

F x^ ® ^ i  S5 0^1f2^***fn

Szukany wielomian możemy zapisać

I I . 2

2 nF X s aQ+a^x+a2X +.*.+a^x

Uwzględniając warunki I I . 2 otrzymujemy układ n+1 rówaań 

Z n+1 niewiadomymi
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-  , ^ ^  , TX

29‘q'̂ ’ 3.̂  -V ̂  '.* ‘J- «•»*{- 'l ~

o « *'rcX„uCnir~n ''

Jeśli Xq,x^5*** ,x^ są różne, wówczas po?jyższy ulcład posia­

da jedno rozv7iązanie i  możemy jednoznacznie wyznaczyć v/yspół-*

czynniki

Przykład*

Dane są wartości Xq=:0

x^=1 y^=1

^2=2 ^2=5

Znaleźć współczynniki wielomianu interpolacyjnego P x st.2, 

dla którego

Przyjmując

F 0 = 1, F 1

F X = aQ+a^x-i-a2X'

2aQ+a^ • O+â  ̂• 0 = 1

2aQ+a^ • = 1

2aQ+ U/j • 2+ a^ • 2 = 3

Po rozwiązaniu otrzymujemy aQ = 1, = -1 , a^ = 1, czyli

F  X  =: 1 -o c + x ^

Sprouujmy zagadnienie rozwiązać bardziej ogólnie tzn* 

wyznaczyć współczynniki wielomianu interpolacyjnego bez roz­

wiązywania układów równań.
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Przykłady:

Przy I s1 mamy wzór Lagrange^a oparty na dwóch punktach

P X =
X*OCq

•yo +----- •
^1*^0

yi
skąd po przekształceniu możemy otrzymać

F X = yo"7i
Xq-X^

. X + II*4

Jest to wzór na równanie prostej przechodzącej przez dwa punkty^
i

służący do interpolacji lin iowej. W analogiczny sposób dla n=2 

można uzyskać wzór będący równaniem paraboli, służący do inter­

po lac ji kwadratowej.

Następująca formula

r= f  X -P X Hii~T
W.n+1 X II.5

Sdzie b f  ^ i V ' ' X-Xq , X-X^

służy do szacowania błędu bezwzględnego interpolacyjnego wzoru 

Lagrange'a,

§ 3, Wzory interpolacyjne Newtona

Niech będą dane wartości funkcji f  X : 

y^ssf , isO, 1,2, • • •, n

w punicraoh rozmieszczonych w jednakowych odstępach

Xq, x^=XQ+h, X2=XQ+2h, •. . ,  Xj^=XQ+nh.

Jak wiadomo, istn ie je  jeden wielomian P x stopnia n, 

caki, że
P X,. =k =yk t es 0 , 1 , 2 , , , n I I . 6
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Różnica między wzorajni Lagrangc'a i  Kewtona polega na tym. 

że we wzorze Lagrange każdy ze składników ¿'est wielomianem 

stopnia n i  wszystkie składniki,mają jednakowe znaczenie, 

obliczenia muszą więc byó prowadzone do końca« V/e wzorze 

Newtona składniki są wiełomiannini coraz to wyższego stopnia, 

a współczynniki ich są kolejnymi różnicami dzielonymi przez b 

V7 odpowiedniej potędze^ dzięki czemu kolejne wyx'azy szybko 

maleją, obliczenia można przerwać w chwili uzyskania odpo­

wiedniego rezultatu pośredniego« !'

,Dla praktycznego posługiwania się tym wzorom dokonajmy 

następującego przekształcenia;

czy li x=XQ+th, a po podstawieniu 

do I I *8 otrzymamy

3P XQ+th = yo+ 2 . t t-1 t-2
yo -------3Î------ yo

t t-1 t-2_^« « t -n -̂1 nyo II .9

Wzór ten nazywamy często wrzorem interpolacyjnym Newtona na 

interpolację w przód «

Przykład:

Bana jest tab lica  logarytmów dziesiętnych liczb od 1000 

do 1050 z krokiem 10« Obliczyć logrrytmy dziesiętne liczb  

od 1000 do 1010 co
2^ 3̂

y y 7 ^X

1000
1010
1020
1050
1040
1050

3*0000000
5.0043214
5.0086002
3.0128572
3*0170353
3.0211893

43214
42788
42370
41961
41560

-426
-418
-409
-401
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drzecie różnico nożna p rz y ją ć  praJctycznio za Suałe* 

Przyjmując = 1000 mamy 7 q = 5*0000000

= 0.00^5214. 

=-0.0C0042S

= 0.0000008

Okrećlniy ^występujący we wzorze 11*9 parametr t . Ponieważ

th = 1 0 , to 

dla X2

dla Xxj = 1 0 0 1  mamy ty, = 0 * 1  

*2= 1 0 0 2  mamy tp = 0 . 2  itd.

.t X i-Srrl__ t - 2 ^
6

7̂ q 7

0 * 0 1 0 0 0 ‘ 0 ' 0 0 3.OCOOCOO
0 . 1 1 0 0 1 43214 192 2 3.0004341
0 . . 2 1 0 0 2 8 6 4 2 8 341 4 3 * 0 0 0 8 6 7 7
0 . 3 1 0 0 3 1 2 9 6 4 2 447 5 3.0013009
0 *A 1 0 0 A 1 7 2 8 5 6 512 5 3.0017337
0 . 5 1 0 0 5 2I6O7O 533 5 3 . 0 0 2 1 6 6 1
0 . 6 1 0 0 6 2 5 9 2 8 4 512 4 3.OO259SO
0.7 1 0 0 7 302493 447 4 5*0030295
0 * 8 1 0 0 8 345712 341 2 3 . 0 0 3 4 6 0 6
0.9 1 0 0 9 3 8 8 9 2 6 192 1 3.0038912
1 * 0 1 0 1 0 432140 0 0 3.0043214

Porównując uzyskane wyniki z 7 ~ cyfrową tablicą logarytmów 

dziesiętnych okazuje się , że wszystkie cyfry uzyskane za po­

mocą interpolacji są dokładne* Aby zbud07;ać tablicę v; prze­

dziale 1010 X 1020 przyjmujemy Jako Xq = 1010 oraz uwzględniamy 

drugi wiersz z tablicy różnic* Zastosowany w przykładzie 77zór 

Jest przydatny tylko na początku tablicy funkcji* Na końcu 

tab licy  stosujemy inny wzór, który można wyprowadzić v? analo­

giczny sposób*
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F X = F n
JU

^n-1"’'
t  'o+l 2,

'̂ n “ 2l™

.n. Ł i± 2 . t+2 1̂PU** wrm ipi.. " | ■ |' -trn .î i
ni

Vo II.10

Jest to drugi wzór interpolacyjny Kewtonaę zwany często wzorem 

interpolacyjnym Newtona na interpolację wstecz.

Następujące formuły

H.n
t ^ t - l___ t-"2 .

n+1 l
yQ gdzie t ■0

n

_ t  t-̂ rl t-i-2 *.• t-i-n n*i*1 ^p ----------- ----------- ------- y„ gazie t
“  n+1 !

X*-3Cn

służą do szac07^ania błędu bezwzględnego odpowiednio pierwszego 

i  drugiego wzoru interpolacyjnego Newtona#

Przykład:

W pięciocyfrowych tablicach logarytmicznych dano są 

logarytmy liczb  całkowitych od 1000 do 10 000, przy czym 

kres górny błędu bezwzględnego tych logarytmów wynosi g • <0 ;

zbadaó  ̂czy możliwa jes t interpolacja liniowa z tą samą 

dokładnością.

Niech y = log x , przyjmując we wzorach na szacowanie 

błędu bezwzględnego zależność

11+1 « n+1yo f
wówczas y '  =: 

«̂n»

' '  i
y = ::5j2

f "  -2i5_ e 1 . 10 
10°

—O
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więc

R

poniewa¿

-V- t  t - 1 2. * 1 0 "
“O

2

0  t  1 , t  t - 1
1
4

1
2

-  t 2

H/j ■ d»
2

1

2
.  10 *

-6
1 0  ^

c z y li  interpolacja liniowa jest możliwa#

Oprócz podanych tu wzorów interpolacyjnych Lagrange^a i  

Sfowtona is tn ie ją  dość często spotykane wzory Gaussa, S tirlinga, 

Bessela, Aitkena i  inne#

§ 4# Ekstrapolacja

Eozwaźaliśmy dotychczas zastosowanie 7jzorów interpolacyj­

nych do wyznaczania wartości funkcji odpowiadających wartoś­

ciom argumentów leżącym pomiędzy zadanymi punktami* Wzory 

interpolacyjne można stosowaó również do y/yznaczania wartości 

funkcji dla argumentów znajdujących się poza granicami zadanej 

ta b licy . Dakio zastosowanie wzorów interpolacyjnych nazywamy 

ekstrapolacją.

Przy ekstrapolacji należy pamiętaó, że występują tu na 

ogół większe błędy n iż przy in terpo lacji oraz o tym, że zakres 

ekstrapolacji je s t bardzo ograniczony.

Do ekstrapolacji najczęściej stosuje się wzory interpola­

cyjne Newtona oraz Lagrange^a, nie nadają się natomiast zupeł­

nie wzory S t ir lig a  i  Bessela. Pierwszy wzór interpolacyjny
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Newtona stosujeiny do ekstrapolacji wstecs^a drugi do ekstra­

p o lac ji w przód r

§ 5« Wybór wzoru interpolacyjnego

Wyniki obliczeń interpolacyjnych^jak wiadomo,nie zależą 

od wyboru wzoru interpolacyjnego^ wykazaliśmy bov7iem̂  że wie­

lomian interpolacyjny jes t jeden. Podobnie przodstav;ia się 

sprawa z obliczaniem nie wieloraianu, a bezpośrednio jogo war­

tośc i w określonym punkcie. Stosowanie różnych wzorów interpo­

lacyjnych podyktowane jest ^.yłącznie prostotą i  dążeniem do 

skrócenia czasu obliczeń, jalcie należy v/ykonać dla wyznaczenia 

wielomianu, lub jego wartości.

Wśród zagadnień interpolacyjnych wyróżni 

nicze typy:

amy cztery zasad-

I .  Poszukiwanie wielomianu stopnia co najwyżej n, przy czym 

argumenty funkcji są róm oległe, tzn. - XQ-ł*ih 1=1,2,

^  a m 0 * .
I I .  Poszulciwanie wartości wielomianu w danym punkcie, określo­

nego w zagadnieniu typu I .

I I I .  Poszukiwanie wielomianu stopnia co najwyżej n, przy czym 

argumenty funlccji nie są równoodległe.

IV. Poszukiwanie wartości wielomianu interpolacyjnego v; danym 

puniccie, określonego w zagadnieniu typu I I I .

W przypadku zagadnienia typu I ,  je ś l i  dysponujemy ta b li­

cami różnic aż do n -te j, najv;ygodniej jes t korzystać z wzorów 

Newtona, je ś l i  nie mamy różnic, korzystamy z wzoru interpola­

cyjnego Lagrange'a.
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Rozdział I I I  

Aproksymacja

§ 1. Sformułowanie zagadnienia*

Przybliżen ia jednostajne

rachunkach numerycznych bardzo często spotykamy się 

z potrzebą zastępowania danej funkcji y «  P (x ),  inną 

znacznie wygodniejszą do obliczeń funkcją y «  f  (x ).  Funkcję

f (x )  nazywamy wówczas aproksymacją lub przybliżeniem 

funkcji F (x )*

Postępowanie takie pov/oduje powstawanie w procesie 

obliczeń pev/nych błędów, które nazywamy błędami aproksymacji* 

Aproksymacja ma sens tylko wówczas, gdy podaje się sposób 

oszacowania błędu te j aproksymacji, który zależy w znacznym 

stopniu od doboru metody aproksymacyjnej*

Przykład

Dana jest funkcja y = F (x ) ,  która w punktach

-»2,-1 ,0,1 ,2, przybiera wartoóci 8 , - 2 ,1 ,-4.,10 •#
Żądając przyb liżen ia  te j funkcji wielomianem możliwie n isk ie­

go stopnia, który w odpowiednich punktach posiadałby odpo­

wiednie v/artoóci, otrzymamy

f  (x) =» 2x^ ,+ 2^ ** 2^

Żądając przyb liżen ia funkcją wymierną otrzymamy

! * ( « )  .
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Niech będą dane dwie funkcje F( x )  i  ' okreś­

lone w przedziale  domkniętym ^ ^ ^ c ję  f ( x )  nazywać

będziemy przybliżeniem jednostajnym funkcji F( x )  w prze­

dz ia le  [a>b ] z dokładnością do ^  ̂ je ż e li

[ F( x )  -  f  (x )| <  t ( I I I . 1 )

d la  wszystkich x€

Najważniejszym przypadkiem przybliżen ia  jednostajnego 

je st aproksymacja funkcji c ią g łe j wielomianem algebraicznym* 

Następujące tv/ierdzenie V/eierstrassa je st podstav/ą te j apro- 

ksyraac j i :
0

Niech F( x )  będzie funkcją c ią g łą  w przedziale  

domkniętym (^a,b2* Dla każdej liczby  dodatniej t  is tn ie je  

tak i wielomian u>(x ), że
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Jest to oszacowanie błędu aproksymacji funkcji }?(x) przez 

wielomian u)(x) w przedziale ta ,b ] ] .

Rozwijalnodd funkcji v/ szereg Taylora pozwala nam 

przybliżad ją  wielomianami dowolnego stopnia.

Przykład

Znaleźd za pomocą szeregdw potęgowych wielomian 

piervASzego stopnia przybliżający funkcję P (x )  = sin x

V/
Tprzedziale

UJ
Przyjmijmy -  ^2  ̂ wówczas

'TT
t>} x̂) ~ sirCj"^ + cos!  ̂2 (x*“ ^2 ) "  cos^ 2'  ̂ *" 2 ^

o;(x) «  0.96595X + 0 »00594.

Obliczmy jeszcze błąd aproksymacji. W przedziale 0»“%' 

mamy

OT

(n+1 ) 
F (x )

= 0 .5 .  

a więc

I =5 P'(x) = |~sin x\ •= sin x 0.5, v/ięc

Ponieważ a = 0, b = c = 1L
12 to h =

I F (x ) - (*i(x) I <  Ą < 0 . 0 ^ 7 2

§ 5 . Metoda najmniejszych kv/adrat<5w

Niech będzie dana funkcja y = l? (x ), która w różnych 

punktach x^, x  ̂ , P^^;y3inuje wartoóci

» y2»***>ym* znależó takie przyb liżen ie  funkcji

y = F(xJ wielomianem co na jw yże j s to p n ia  (n  n < m )

f  (x ) a + a^x + a^x + . . .  + a^x ( I I  1.6)

aby błąd średni M aproksymacji osiągnął minimum tzn. aby 

funkcja
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^ (Qq > i , • ♦ • > )n.

(v -a  a. X '“'o 0-- 1 o 2
X o

na X + n o
n.2a X . ) -»•n I ( I I I * 7 )

2+ (y -a  -a . X -a^x -  '‘•'m o 1 n 2 m
tiv2a X ) n m

«  (m-ł-l )M

osiągała minimum.

Przy takim x>03tav/ieniu zagadnienia minimalizujemy tylko 

błąd dredni M z jalcirn wartości wielomianu ( I I I  ,6) w 

punktach > • • • »' n̂i P^^^ybliżają v/artodci . >ŷ  > • • • »ŷ ji

funkcji F (x ) ,  0 błędzie z jakim wielomian ( I I I , 6 )  p rzyb li ­

ża P (x )  poza punktami »̂ 2 ̂  * *^^m

ogół nic powiedzieó.

Taką metodę aproksymacji nazywamy metodą najmniej­

szych kwadratów. V/ przypadlcu interpolacyjnych sto­

suje się v/ielomian stopnia n róvmego i lo śc i  punktów m, 

natomiast w przypadku metody najmniejszych lcwadratóv/ stosu­

jemy wielomian stopnia n mniejszego od i lodci punktów m*

Metodę najmniejszych kwadratóy/ można również stosować 

w przypadłoś n = m, ale wóv/czas proces obliczeń trwa znticz- 

nie dłużej niż za jjomocą innych metod.

V/ metodzie najmniejszych kvmdratów szukamy minimum 

funkcji 0 (a^ ,a^ , . . . ,a^ ) .  Muszą więc byó spełniono warunki

Ł i
n

( I I I . 8)
5 ^

Otrzymujemy stąd n+1 równań liniowych z n+1 niewiadomymi.







-0.004950 + 5.670904 ^ ’ -  3.502577 ( Ę )

Dł-od áredni

j»j2 _ i  (O ,00495^+0 .0'l5'l3' +0.00075^+0 .01430 +0 .00484 )

O .00009642 

ufcnd M O .00982,

lUąd ton można :omu.o ;)n?.yó pr'/.0!-, i>r 5-.ybliftcnlo funkc j i  1' (x )  

wielomianem otopnia wKjkacoco niż 2, albo aprokoymowaé i ' ( x )  

n n 111)1 i 030 y c li i; V 'a e <1 s i <11a ol). #

5 , Dobór v.'r,orów einplryc^.nych

Zro^adnionio znajdowania wzoru cmpix*yczno(so x)oXep,a

na poprowadzoniu krz.ywoj postac i

y -  f  (X)

nalońi.coj do powuoj klasy K i  lożącoj "możllwio b lisko"

układu punktów H. (x^.y^) (1 = 0 , 1 , 2 ........n ).

Uóżnlca pOiiilęduy intorpolaoją ft doborom vfzoru ompi- 

x^csnogo polonu w zasadaie lUx i lodc i  danych punktów jakimi

dyGpoaujomy•

Konstrukcja v/zoru oiupirycznop,o przeb iega  \í d;/óch

o tapn̂ .oli *

1) okroólonio o;'óluoj postaci wzoi’u

2) f.nalosionio nujlepszycU parametrów.

ruakt 1) w dużym stopniu zależy od doówiadczonia opracowują-

copo dnuo doświadczalne.'.'/ V/i9kszoóci przypadków ograniczamy

Ui,¿ do wielomianów, alo dośó czysto stosujemy również inno 

funkcje olo.uontarne (wymierne, potęgowe, wykładnicze i t p . ) .

H a jc z ę ś c io j  spotykanymi w praktyce wzorami enipirycz-

) I y i i i i Z cl, 1



= a +

y = ax + b

y =
____ X _______
ax + b

y = a In x + V)

gdzie a,b &t\ parametrami podD.ogającymi optymalizacji*

§ 5* V/yb(5r metody ai^roksymac j i

Zagadnienia zwitizane z aproksymacją można podzielić  

na dwie klasy w zalożnodci od teo r i i  błędów, na której 

opieramy aproksymację.

Do pierwszej klasy należą zagadnienia oparto na 

teo r i i  błędów maksymalnych. Zakładamy tu, że błąd aproksyma­

c j i  nie może v/ żadnym punkcie rozpatrywanego przedziału  

przekroczyć określonej wartości, czy li  jooszukujemy p rzyb li ­

żeń jednostajnych. Do klasy tej należą zagadnienia związane 

z aproksymacją funkcji danych w postaci analitycznej przez 

inne funkcje. Stosujemy tu najczęściej metodę szoregóv/ potę­

gowych albo metodę interpolacyjną.

Do dru,:;ioj klasy ntileżą zagadnienia oparte na sta­

tystycznej teo r i i  błędóv/o Błąd aproksymacji określamy przez 

podanie błędu średniego. Y/ z^/iązku z tym błędy aj^roksymacji 

mogą być lokalnie bardzo duże, ale prawdopodobieństwo ich 

wystąpien ia  może być bardzo małe, co uzyskujemy przez zało­

żenie, że błąd średni ma być mniejszy od pewnej ustalonej
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wartości* Do klasy tej należą zagadnienia doboru v/zorów 

empirycznych. Ponieważ wyniki eksperymentu mają jedynie 

znaczenie statystyczne i prowadzenie dokładnych krzywych 

nie ma większego sensuj stosujemy tu najczyściej metody 

najmniejszych kwadratów.
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IV
Przyb liżono r o zwlązyv;aniG rovmail algebraiczianycii 

n i l in iow ych  i  przestępnych

§ I , Sf ormu?coYianie zagadnienia 

Klasyfikacja metod

W ro zd z ia ło  t^aa omovrlmy metody przyb liżonogo rozwią­

zła'; ani a rdvniaii pos tac i

f  (X) r: 0 ,

gdzie f ( x )  -  zadan^i funkcja  jednej zmiennej, ciq.glo. w prze ­

dziale  a < x  -<b .  Dodatkowo załóżmy, żo funkcja f  (x ) 

posiada f^ (x )  oraz f ” ( x) *

Każdą wartoóc ^ talcą, żo f  ( ^  0 nazywamy p ier ­

wiastkiem ró\mania f ( x )  -  0 lub zerem fu n k c j i f (x ) ,— ‘ \
Funkcje f  (x) mogą, byc wielomianiiimi stopnia n, v;óv;_ 

czas róv;nania nazywamy algebraicznymi nieliniov;ymi lub 

funkcjami przestępnymi, \YÓwczas róvmania nazyv;amy przestęp­

nymi .

W teo r i i  rdvmaii algebraicznych dowodzi s ię,  że róvma- 

nie stopnia n

f ( x )  = SL̂ x̂  + a,x^"^ *i' «•«  + ^n-1 ^  ̂ ^

posiada ri pierwiastków, wśród których mogą byó zarówno 

pierwiastki rzeczywiste jak i zespolono* 

li 6 wnan i  o p r z e s t ę pne

f ( x ) - 0  •

może w ogóle nie mieó j)ierv;iastków, jak również może posia- 

dać sliończoną lub niockoiiczoną liczbę pierv/lastkćvf (rzeczy-

v/istych i zespolonych)*
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Rozwlą7,anie róva\ań olgebraicznych nieliniowych lub 

przestępnych sprowadza się do znalezienia przybliżonych war- 

toif.ci pierwiastkov/, dla których, zadana funkcja i(x) zeru jo

się z zadaną dokładnośćią*

Znajdowanie pierwiastków równania (IV* 1) lub ( IV .2) 

można rozbić na dwa etapy:

1. loka lizac ja  i rozdzielanie p i e r w i a s t k ó w t z n . znajdo­

wanie dostatecznie małych przedziałów, w których 

znajduje się dokładnie po jednym pierwiastku;

2, zYsTiększenie dokładności określonych w pierwszym eta­

pie pierwiastków przybliżonych.

W następnych paragrafach omówimy pewne metody lo k a l i ­

zacj i  i oddzielania pierwiastków oraz metody uściś lania  p ier ­

wiastków rÓY/naii algebraicznych nieliniov/ych oraz róvmaii 

przestępnych, mające szerokie zastosowanie w technice oblicze'

n iowej♦

§ 2* Lokalizacja i rozdzielanie pierwiastków

V/ celu rozdzie lenia  pierwiastkov/ równania ( IV .1) 

lub ( IV *2) należy przede wszystkim określić  granico x^rzedzia- 

łów,w których rozłożone są pierwiastki odpowlednlejso równa­

n ia . Bardzo przydatne^ przy tym okazuje się twierdzenie

Bolzano-Cauchy'ego.

Jeżeli funkcja c iągła  f ( x )  ma na końcach przedziału  

domkniętego 0^ znaki, tzn. f(cA).f (^) <  0, to

wewnątrz tego pi”zedziału i s tni e j e  co najmniej jeden pierwia 

stek równania f ( x )  = 0 ,  t'zn. is tn ie je  do najmniej jedna 

l iczba ńlo której f ( ^  ) -  0-
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Jeżeli w przodsiale otwartym istn ie je  i nio

zmienia znaku pochodna f ( x ) ,  tzru jeże l i  f ' ( x )  > 0 lub 

f ^ (x )  < 0 dla a ^  x<b, to jest jedynym piex^viastkiem* 

Lokalizację pierwiastków rozpoczynamy zwykle od ustalenias
znaków na koiicach przedziału, a nar’tępnio ten przedział dzio- 

limjf^'na mniejsze podprzedziały »̂ 2 ' * * * ^^n  ̂ których wybór

zależy od osobliwości funkcji f ( x ) .  Jeś l i  okaże się,  że dla 

pevmego podprzedziału zachodzi  ̂  ̂ ^ 0 ,  to na

podstawie twierdzenia Dolz^ino-Cauchy'ego pierwiastki leżą  

pomiędzy i

Is tn ie je  v/iele różnych metod określimiii początkowych 

przybliżeń pierwiastków, z których kilka przytoczyoiy.

1, Metoda graficzna

Do rozwiązywania równań ¿ilgebi'aicznych nieliniov/ych 

i przestępnych możemy stosov/aó jedną z metod graficznych* 

Równanie (IV .1) lub (IV .2) można zapisać w postaci

f (x) -  0

lub ^ (x )  -  y (x )

Rysujemy kclejno krzywe odpowiadające poszczególnym funkcjom 

f  (X) lub ^ (X) i y (X).

Współrzędne punktów przecięcia krzywej f ( x )  ż osią x lub
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punktów v/zajemnogo przecięcia się krzywych odpowiadających 

' f ( x )  i ^ (x) stanowią początkov/e przybliżenia pierv/iastków 

róvmania.

Przykłady,

1 ) Okreólió graficznie pierwiastki róv/nania

X r. xlog X -1 = O

Po przekształceniu równanie to możemy zapisaó w formie

następującej: log x ^ , wówczas

ŷ{%) = log X

^(x ) =» ^

Tak v/yznaczona liczba stanowi przybliżenie początkowe 

równania.

2) Okreólió metodą graficzną pierwiastki róvmania

a x^ -  1/75X + 0 ,75 = O

Możemy
i

tu dokonać następującego podziału ^ (x )  «
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X'

i  ^5 stanowią przybliżenie początkowe równania 

.1,75 X + 0,75

2. Metoda Maclaurlna i
Granico rozłożenia pierwiastków równania (IV*1) 

o v/spółcsynnikach rzeczywistych przy ^  0 można okreólió

X 1 +
a (IV*5)

1 +

gdzie

k!
a

m -  indeks pier\7szego ujemnego v/spółczynnika am
w ciągu . ,a^;

a^ -  najv/iększy co do bezwzględnej wartoóci ujemny 

współczynnik tego ciągu;

^i i ~ tzn* współczynniki

są współczynnikami równania

pomnożonego przez (-1) n

s -  indeks pierwszego ujemnego v/spółczynnika b^;

-  największy co do bezwzględnej wartoóci ujemny 

współczynnik v/ ciągu b  ̂»b^ , . ,b^^

V/zór ( IV .3) służy do określania dolnej i górnej gra­

nicy pierwiastkóv/ rzeczyv/i'stych.

W celu znalezienia granic pierwiastków rzeczywistych 

ujemnych, należy v/ róvrnnniu (IV .1 ) dokonać zamiany x «  -Z  

i pomnożyć róv/nanio przez (-1

Metodę tę stosuje się najczęściej  w tych przypadkach, 

kiedy wystarczy bardzo gruba ocena granic pierwiastków 

rzeczywistych.
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Oprócz podonycli tu rrjiGbod. lo tn io3® wiolo innycli motod 

rozwinii^tych szczo^ólnio dla róvmań ali^ebraicznych. W colu 

znalezienia pierwszych j:»rzybliżeń pierwiastków dla równau 

przestępnych możemy posłużyć się metodami dla równań algebra!cz  

uych przez rozwinięcie funkcji v/ystępuj^ice3 w róv/naniu f  (x ) -0  

w szereg potęgowy*

§ 5 * Metoda Newtona

Załóżmy, żo pierwiastek róv/nania

f ( x )  « 0

jest zlokalizowany w przedziale domkniętym [a ,b ]  oraz f ' ( x )

f*' (x)  i s tn i e j ą  w tym przedziale i nie zmieniają znaku* /^ałóż-

my równioż, że znaloalono zostało powno przybllżeido pierwlast

ka X , W celu zwiększenia dokładności togo przybliżenia
n 4

możemy posłużyd się następującą metodą zwaną motodą Newtona

albo metodą stycznych.

Niech ^  = X h^  n n

gdzie j^st pewnym małym i)r żyro stern.

Rozwijając funkcję f  (x ) w szereg 'iaylora w otoczeniu punktu

X , mamy n'
o «  f (x ^  + 1^)=^  ̂ ’"n

skąd
f (x ) 

h n ̂
n f ) ' n

01rzymujomy więc

(n = 0 , 1 , 2 , . . . )  (IV .^ )

Interpretacja geometryczna mę 

następująco;

tody Newtona przedstawia się
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Zastępujemy kolejno luki krzywej y == f (x)^ przez stycz­

ną w punkcie styczną w punkcie itd .

Do szacowania metody Nev/tona służy następująca

formuła:

T ^  -\r
n

f(Xn)l (IV *5)
m

gdzie f ’ (x)  w przedziale

Przykład;

Znaleźd z dokładnością do pięciu cyfr  ujemny pierwia- 

stek równania

-  5 "̂̂  75x -  10000 =s 0

Po zast030v/aniu jednej z metod § 2 możemy stwier­

dzić, że ^ £ (-1^1 -10 ) .  Spełniono są też nierówności 

f ’ (x)  < 0  i f " ( x ) ^  0.  Możemy v/ięc przyjąć x^ =» 11 

i wykonać kilka i t e ra c j i  metodą Newtona
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n Xn f  (x )
!

f  ’ (X )' n bn

 ̂ 0 -11
i

3455 -5185 0,71 -10,5 15'+,5 -4234 0,03

2 -10,27 57,8 -41 96
i 0,009

5 -10,261 0 ,2

Pierwiastkiem równania jest więc ^  -10,261

§ 4* Reguła f a l s i

Oprócz metody Newtona bardso popularną jest metoda 

zwana regułą f a l s i  albo metodą siecznycii.

Jeśli mamy zlokalizov/any przedział domknięty [a,b*]^,

V/ którym znajduje się pierwiastek ^ róvaiania f  (x) -  0, tsn, 

f (a ) ,  f  (b ) <  0, wówczas dzielimy przedział [^a^b j  *na dwie 

części w stosunloA f ( a ) : f ( b ) .  Otrzymamy wartóśó przybliżoną 

pierwiastka

= a +

Gdzie = - f ( a ' )  + f ( b )  ■" “ f ( b ) - f ( a )  ^

Następnie stosujemy to samo postępowanie do tego z przedziałów 

fa.x 1 i »t>3 , na końcach którego funkcja f  (x) ma różne
L '  ^ J ■*-1

znaki i td .

Geometryczxiie oznacza to, że zastępujemy łuk krzywej 

y =: f  (x) prostą (cięciv/ą) łączącą punkty A i B.
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Na podstawie równania prostej przechodzącej przez dwa punkty 

mamy

(IV.6)»  a - ___ LLaJ------- (b -  a)f ( b )  -  f ( a )

Przy założeniu, że f " ( x ) >  0, krzywa y »  f ( x )  nie 

posiada punktów przegięcia w przedziale a ^ x ^ b możemy 

rozpatrzyć dwa przypadki:

1 ) f (a) >  0 2) i(a) <  0

Z

X = a o

f (x  )
^n+1 ^n -  f (a) n

Metodę siecznych szacujemy za pomocą wzoru:
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(IV,8)

gdzie | f * ( x ) |^  m. dla a $1 x $  b*

Przykład I

Obliczyć z dokładnością 0.002 dodatni pierwiastek 

równania

X* -  0.2x^ -  0,2x -  1.2 o 0

Po dokonaniu analiey możemy stwierdzić, że pierwiastek 

? leży w przedziale [ i  ,1 .5]  . Obliczamy f  (1 ) = -0.6  

1 f ( 1 .5 )  = 1 .425.

Stosujemy więc drugi wzór z (IV,7)

“ 1 + y :v§5"v  = 1 + 0.15 - 1 . 1 5

Xp ■  1.190

X, «  1.198

Ponieważ f * ( x )  «  3x^- 0*4x -  0.2 dla x^ <  x <  1 *5 jest

f * ( x )  5.1.198^- 0.4.1.5 -  0.2 « 5.1.45 -  0.8 * 5*49

002

§ 5. Metoda i te rac j i  prostych

Każdo równanie algebraiczne lub przestępne

f  ( X )  « 0

możemy przekształcić dp postaci

X ss y (x) (IV .9)

Przekształcenia tego można dokonać różnymi sposobami| uzysku­

jąc różne postaci (IV .9 ).
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Przykład

RÓTOanl© -  5x^ + 8x^ -  7x + 11 = O

można przekształcić do postaci

X = ~ (x^ + ¿j. X p
2x -  3x-̂  + 8x + 1 1 )

lub

albo
X =s + 2x^ ~ 5x^ + 8x^ -  6x + 11

X
4 2- 2x -  8x -  11

^ , 2  
X -  5x -  7

itd.

Po dokonaniu przekształcenia (IV*9) przyjmujemy przy­

bliżenie Xo’możliwie bliskie pierwiastkowi równania f ( x )  »  0 

i budujemy ciąg

^c+1 “ (k = 0 , 1 ,2 , . . .  ) (IV.10)

Przy pewnych warunkach ciąg tak otrzymanych liczb x^ jest 

zbieżny do jednego z pierwiastków równania*

Geometrycznie metoda ta interpretuje pierwiastki równania jako 

punkty przecięcia prostej y ‘= x oraz krzywej y =2 'j'(x)

Proces zbieżnoóci tej metody zależy od indywidualnych własności 

funkcji f  (x) i często jest niezbyt szybki.

Przykład

Obliczyć największy pierwiastek dodatni róv/nania

x5 + X = 1000
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3 dokładnością do 10

Jako punkt startowy przyjmijmy « 1 0 .

Dokonajmy przekształcenia

Y/ówcsas otrzymujemy ciąg

X =  ' ■ ^ ' l O G O  -  X

X S3 100

1̂ S3 9.96655

rx 9.96666

^5 9.96667

który jest zbieżny i z dokładnością 10— można przyjąó

Y  «  9.96667

Metodę ite rac j i  prostycłi stosuje się zazwyczaj do 

obliczania pierwiastków z niewielką dokładnością lub w połą­

czeniu z innymi szybko zbieżnymi metodami*

§ 6* Porównanie metod

Metodę siecznych i metodę Nev/tona stosuje się zv/ykle 

do zv/iękBzenia dokładności pierv/iastków rzeczywistych róv/nań 

algebraicznych i przestępnych* W tym celu można również stoso- 

waó metodę ite rac j i  prostych,sprawdziwszy uprzednio warunki 

zbieżności #

Metoda Newtona różni się zarówno od metody siecznych 

jak i metody i te rac j i  prostych znacznie szybszą zbieżnością 

kwadratową, przy której błąd maleje proporcjonalnie do przybli­

żania się obliczanego pierwiastka do pierwiastka rzeczywistego* 

Jednakże na pierv/szych etapach, kiedy dokładnośó przybliżenia 

jest jeszcze niewielka, metoda Newtona może dawaó gorsze
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wyniki niż metody siecznych i i terac j i  prostych.

Niekiedy bardzo pożyteczne jest kombinowanie metody 

Newtona z mebod^ .siecznych lub ite rac j i  prostych: na pierwszych 

etapach v7ykorzyst u je się. jedną z tych dwóch metod, a przy koń­

cu jeden lub dwa etapy v/ykonuje się metodą Newtona. Pozywała 

to, 'znając f * ( x ) ,  obliczyć v/zględny i bezwzględny błąd pier- 

Yfiastka.

Każdy etap metody siecznych, oprócz pierwszego wymaga 

zwykle w przybliżeniu takiej samtoj i lośc i  obliczeń co metoda 

i te rac j i  prostych. Y/ykonanio jednego etapu metodą Newtona 

wymaga średnio dwukrotnie więcej obliczeń.

Y/ tych przypadkach, kiedy utrzymanie kilku zbędnych 

cyfr niezbyt komplikuje obMczenia, celowe jest posługivmnie 

się metodami przyspieszenia zbieżności. Pozwala to, szczegól­

nie dla równań wysokiego stopnia, lub złożonych równań prze­

stępnych, skrócić i lość obliczeń wielokrotnie.
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Rozdział V

Rozv/lązywanie układóv/ rovmaii algebraicznych liniov:ych

§ 1. Kliisyfikac ja metod

Do rozwiązywania układóv/ równań algebraicznych l in io ­

wych zapisanych w formie rozwiniętej

»21 *1 » 22^2 + • • • ■ "  asnV " ^2 (V.1 )

a *** s. 0^0 *** ~n1 1 n2 2 nn n n

lub w formie macierzowej

Ax ® ^ n^»2)

stosuje się różne metody^ które można podzielić na dwie 

zasadnicze grupy:

1. dokładne,

2, iteracyjne.

Łletody dokładne pozwalają v«r wyniku skończonej, z góry 

znanej i lośc i  operacji arytmetycznych, otrzymać szukane roz­

wiązanie* Nazyvfamy je dokładnymi ze v/zględu na istnienie 

możliwości otrzymania za ich pomocą rozwiązania dokładnego. 

Jednakże w praktyce, metody te nie dają wyniku dokładnego 

wslmtek uwzględnienia błędów początkowych oraz błędów 

zaokrągleń.

Dla metod iteracyjnych charakterystyczne jest to, 

że wymagają one określenia przybliżeń początkowych niezna­

nych wielkości, rozwiązania poszukuje się według schematu 

iteracyjnego,w postaci ciągu stopniowo polepszanych przybli­

żeń, liczba których może nie być znana wcześniej, dla
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uzyskania szukanego rozwiązania wymagane jest aby proces itera- 

cyjny był zbieżny. Metody iteracyjne pozwalają uzyskad roz­

wiązanie przybliżone z praktycznie dov/olnym stopniem dokład­

ności, chociaż dokładnego rozwiązania w skończonej i lośc i  kro- 

k(5vr w tym przypadloj. uzyskad nie można. Dokładny viynik jest 

granicą nieskończonego ciągu przybliżeń. W praktyce proces

iteracyjny trv/a dopóty, dopóki dwa kolejne przybliżenia 
f k+1 )i x'‘  ̂ nie pokryją się z żądaną i lością  cyfr.

Liczne metody rozviiązywania układów (V.2) związane są 

z odwracaniem macierzy, ponieważ wartości niey^iadomych 

x  ̂ (i = 1 , 2 , . . .  ,n) spełniają równanie macierzov/e

.-1X =5 A b,
-1gdzie A oznacza macierz odwrotną do macierzy A. Zalcłada 

się przy tym, że macierz współczynników jest nieosobliwa.

§ 2# Metoda G-aussa

Podstawową ideą metody Gaussa, zwanej też metodą e l i ­

minacji, jest kolejna eliminacja niewiadomych z róv/nań i do­

prowadzenie układu (V.1) do formy trójkątnej, wygodnej do bez­

pośredniego znajdowania wartości niewiadomych.

Na pierv/szym etapie tej metody eliminujemy niewiadomą 

x̂  ze wszystkich róv/nań układu (V.1) poczynając od drugiego.

W tym celu wszystkie v/spółczynniki pierwszego równania, łącz­

nie z wyrazem wolnym, dzielimy przez po czym otrzymane

równanie

+ ... + ^

mnożymy kolejno przez > si22 ̂  * ̂ n1  ̂ odejmujemy od drugie,

go, trzeciego i wszystkich pozostałych równań. W wyniku tego 

otrzymujemy układ równań n-1 rzędu
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<¿22 ®-23 5 *•* 2n ^n "  2

32 ^2 33 5 *•* ^3n \  ° 5

n

 ̂ • O )gdzie

u o )

'®-ij
« ! i i

”11

1̂
h-n

igim etapie w

, ( l , j  2)

(V.3)

domą ze wszystklcli równań układu Cf.^)  oJ)róca pierwszego.

Na k-tym etapie otrzymamy róvmania

="k * ^k-.l^^+l  ̂ *•• ■" îcn ^n -  \

^k+1 k+1^+1 • • '  k+1n n k+1
(V.4)

(k)  ̂ „ (k)^ _ v(k)
•̂ii k+1^ + 1  "̂  *•• ^nn n n

w których poczynając od drugiego nie występują niewiadome

x  ̂ (j  = 1 j 2 , . . . j k ) .

Współczynniki przy niewiadomych 1 wyrazy wolne układu 

(V.ą) obliczymy ze wzorów:

(k-1 )
a,0 )̂ _ I  k j
kj a (k-1 ) (j $ k+1)

b (k) _ ^
k (k-1) 

®kk (V.5)
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ao
13

=  b
(k~1 )

ak-1) ^(k )
^ik kj

ik k

( i , j  '^Mc+1)

(i >  k+1 )

(k)oczywiście przy założeniu, że a  ̂ O.ruC
Po zebraniu v/szysfckicli piorwszych równań otrzymanych 

na każdym z n etapów uzyskujemy trójkątny układ równań, 

który jest równoviażny układovii (V«1).

r + + a '̂‘ k  + +S 2 2 ®I3 3 ••• -In n “ “1

+ «(2 ) a (2), ( 2 )
"̂2  ̂ ^23'^3  ̂  ̂ “2n = ^̂2

+ . . .  + -  Dj (V.6)

X =  bn .n
(n)

Ylartoóó niewiadomych otrzymujemy z tego układu przez 

proces odvirotny, który można zapisać

TC S3 b  ^

k=i+1
^ik ^k (i  = n,n«1, « * » f1)  (V,7)

Dla lepszego zilustrowania metody Gaussa zapiszmy 

dla układu czterech równań odpowiednie elementy na poszczegól­

nych etapach w następującej tablicy
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_____ ^2__^__ ______ 5̂_____ _
V/yrazy
v/olne

^11 ^i2 '̂ ‘13 ^ 5
^ 'iOrZci ■̂25 '̂ 2A 0̂ c*

^51 °’34 ®35

®'ł2 '̂i-’5 a•'-̂4

1 b^2 ^15
= = ==:=:=: = =:s2 = = = irr= = =:::=rs=:î = =2=:. cc:c::rïmz;rz:2;zrr::c:rz::

^22 2̂,5 ^24 ^or25

■̂ Í2 ii, , ®34

\ 2 %3 ^45
;sc==s =;=:=:=:=:=: =c= =5 Î2 =: =:, :: = Ä = SS sa SS :3 =: S3 33S3 S3 2:S3 CSSS S3 SS ;c:îr:zz:c3rz::;r::z:zxrzr=x::czssrzczz;zzzic:sszz::sss

1 b 23 t>24 b„3̂5
= = = = ==== = = == = = = = = = = = = = - = =:’s=s= = = 3: = =as=ss=:=:: 3 32 S3 23 2: 2: SS 2; 33 33 33 33

^55 ■̂54

\ 4 ^45
2 =: r:=: =: s==: = S3 =: s= =: :5s3 3:rsss:2 3:ssss2:s3ss:333 S3 33 S3 S3 2: =32:332:33

1 ^54 ^̂ 55
: = =::s =: = ==:»=: t=2 ==s= = = = =: ss S3 =s =; S =33 = S3 33 ss s: r: SS 33 S33 r: 33 32 S3 =; 2: rs 33 33 32 2: c z:z ¡CS SS sc sc c:: cs zxsc sc sc

^44 r-
2 S3 =: =: ==ss 2:2: S3 ssrs3 =; 2:33 333S 33 33 =333 = 33; 333332:2333332:2:332:33

1 b/̂ 5

1 ^4

i

V /
•1

1 '

___rs“̂rs:::2:r:n::i—̂ :U2î2îï3lîï2iÂ̂î!2î“Srï!5 CS îSl ZS: 3322: 2:33332: 32 SS 33 23 SS2: = 33 S3 32 2: 33 = 32 33 33 _
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gdzie 1 a. • i l i
JC

i j
8l . .

dla i 3
^ ii

^ i i  ~  ̂ dla i = j

Układ równań (V.8) można zapisać w postaci

X = ^  -t'

i rozwiązać według (V*9) przyjmując jako przybliżenie począt- 
. _ (o) _ ^

O t r z y m a m y WÓYYCZaS

(1 )X =

( 2 )
X =

• •

k+1
X =

• •

^  +

• •

» X g ł • • • > •

(V,10)

ik ̂X = lim to jest ona rozwiązaniem układu (V.8).
k-^ oo

Główną zaletą tej metody jest prostota schematu oblicze, 

niowego, mała iloóó równocześnie zapamiętywanych wyników po­

średnich oraz własność autokorekc j i • Y/adą metody jest nato­

miast jej pov;olna zbieżność* Dlatego zaleca się stosowanie 

tej metody łącznie z metodami przyspieszającymi zbieżność*

§ 4* Metoda Seidela

Metoda ta stanoY^i pewnego rodzaju modyfikację metody 

iteracyjnej* Modyfikacja polega na tym, że przy obliczaniu 

(k + 1 )-go przybliżenia niewiadomej x̂  ̂ bierze się pod uvmgę 

obliczone uprzednio (k + 1 )^ze przybliżenia niewiadomych

f 3̂2 > • • • •
Zapiszemy układ równań vf postaci

n

3=1

(i



!}0

P r 7' . y j m u 3 ą c  j a l e o  p r ^ r y b l i ¿ o a i o  p o c r ^ ą t l e o w c  d o w o l n o  l i c ^ . b ? /  rao.^cj i .y  
o a p i s a ó

n (Ir.)(k-4-1) „ n ¿  X.
*̂ 1 r  i -̂ 1 Ü

nX 0'+'' ) ... .1- X p ’"'“  ̂ ^) p P1 1 ^3 .12 2

(k+1 )
1-1

+ 'n-~ j:. .^-
p i

(b.-f 1  ̂ (le)

3==i

Oí.1 1 )

xf*’> .fn ,; n nj j
3='’

x(k)
im n

Bardzo często zdarza się,  że metoda Seldela daje 

d ą s  liczbow> zbieżny, gdy proces i te rac j i  jest rozbieżny, ale 

może zdarzyć się też sytuacja odwrotna. Zależy to bowiem od 

różnych kryteriów zbieżności tych laetod.

Przykład
Rozwiązać układ równań metodą Seldola

10x,| + X., + 1— 5̂ = 12

2x̂ + 10x., ■‘-Ck 15

2x., .+ 2x^ 10x  ̂■
'j =14

4-. -̂; vrvcrorinGi do stosowania kolej' Sprowadźmy ten układ do postaci wygodne3 ao

nych ite rac j i X . ,  -  1 ..2 0  . 1  x ^  - 0  . 1  X
3

X . ,  = 1 .3 - 0 . 2 x , ^  - 0  . 1 x
3

X-,  = 1 ,4- - 0 , 2 x ^  - 0  .  2 x ^• 0 V   ̂ = 1 * 2 ; (0 )z ą t k o w o p r z y  j m i  j m y 2
7(0) -  0. Stosując kolejno wzory C^.H) otrzymamy kolejno
A 5
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(1 )̂
 = 1 ,2 ~ 0*1 .0 ~ O . 1 -O = 1 .2  

)
X 2 ‘ = "J.5 ~ 0 .2  *1.2 ~ 0.1^0 = 1.0 

(1 )X-,  =
o

1.4 -  0.2*1.2 -  0.2*1.06 = 0.948 

Zapiszmy wyniki kolejnych k i lk a  i teracj i  w tablicy

k ,, (k)X-
■I T

2 3

0 1 .0^0 0.0000 0.0000

1 1 .200 1*0600 0.9480
2 0*9992 1 .0054 0.9991

3 0.9996 1.0001 1 .0001

4 1.0000 1.0000 1 .0000

V/artodciarai dokładnymi pierwiastków są = 11 x^ = 1 > x^= 1.

§ 5» V/ybór metody

V/ybór metody rozwiązywania układu róv/nań algebraicznych 

liniowych zależy od wielu czynników, które często trudno ze 

sobą pogodzić* Samo sformułowanie zagadnienia może stav/iad me­

todzie różne wymagania. Ta sama metoda może być bardzo dobra 

przy rozwiązaniu jednego układu równań, a dająca zupełnie nie­

zadowalające wyniki przy innym układzie. Przy tym istotno jest 

i to, jaki problem fizyczny lub matematyczny opisuje dany układ 

równań*

Przy wyborze metody ważnâ  rolę odgrywa stopień uwarunko­

wania układu* Układ uważamy za dobrze uwarunkowany jedli nie­

wielkie zmiany współczynników układu i  wyrazów wolnych nie po­

wodują dużych zmian w rozwiązaniach bego układu* Warunek ben 

jest  równoważny stwierdzeniu, że przy małych zmianach elementów
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macierzy A nieznacznie zmieniają się elementy macierzy od-

wobnej  A . Jeśli małe zmiany macierzy A prowadzą do
-1istotnych zmian macierzy odwrotnej A , to układ nazywamy 

ilo  uvrarunkowanym.

Często uwarunkowanie układu równań ocenia się v/iel- 

kością wyznacznika |a | * Taka ocena nie może jednak w pełni 

charakteryzowaó stopnia uv/arunkowania układu« Znacznie dosko­

nalszą metodą oceny uwarunkowania jest metoda oceny wielkości
-1elementów macierzy odwrotnej A • Jeśli te elementy są duże, 

to układ jest źle uvmrunkoviany• Innymi kryteriami oceny

uv/arunkowania układu są liczby

M = n X a-1
i j r

lUb P « max
min

gdzie wartościami własnymi macierzy A*

Liczby te nazywamy liczbami uwarunkowania układu równań«

Na wybór metody ma również bardzo duży wpływ stopień 

układu róvmań| błąd dopuszczalny, złożonośó schematu oblicze­

niowego itp . Nie może więc istnieć jedna uniwersalna metoda 

dla wszystkich układów równań* Nawet duża i lość różnych metod 

nie chroni przed różnymi niespodziankami spotykanymi w praktyce.
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Rozd25iał VI
Wjr snąc sanie wartości własnych i wektorów własnych*

§ 1# Sformułowanie zagadnienia*
Klasyfikacja metod

Ogromna llośó zagadnień z  różnych dziedzin nauki 
zarówno teoretycznych^ jak i praktycznych^wymeiga wyznaczania 

wartości własnych i wektorów własnych macierzy określonych 

w sposób następujący:

V/iadomo, że jednorodny układ równań algebraicznych 

liniowych zapisany w formie macierzowej

AX » AV (VI *1)
posiada rozwiązanie niezerowe wtedy i tylko wtedy, kiedy 

wielkośó skalarna X stanowi pierwiastek równania algebraicznego

|a  .  Xi|

11 * 12 ~1n

®2l  ®2n

®n2

■ i"’’ ) ^1^* ♦ . t .  ♦ '»aj ■ 0 (T I.2)

gdzie A -  macierz kwadratowa o wspdłozynalkach 

I  <• Baciara jednoatkowa«
1) -  współczynniki wielomianu otrzymanego z rozwinięcia

wyznacznika (T I.2 ).

Równanie (T I.2 ) nazywamy równaniem charakterystycznym, 

a Jego pierwiastki "  1 ,2 , . . .n ) -  wartościami własnymi

macierzy A, Wektor X, będąoy nletrywlalnym rozwiązaniem 

układu (V I.1 ),  nazywamy wektorem własnym macierzy A,
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Każdej wartości własnej  ̂ odpowiada wektor własny X \  

spełn ia jący róvmaniG

(A ~ = 0.

Do v/yanaczania wartości v;łasnych i wektorów własnych 

macierzy stosuje się różne metody, które można podzielić na 

dwie zasadnicze {S^upy:

■̂ / metody pozwalające rozwiązywać pełne zagadnienie

własne, tzn* pozwalające wyznaczyć ^jszystkie wartości 

własne i  wektory własne;
2/ metody pozwalające na częćciov;e rozv;iązywanie zagad­

n ien ia  własnego, tzn* pozyralająco wyznaczyć jedną lub 

k i lk a  Y/artoćci własnych i  odpov;iadających im v;ektoróvf 

własnych*

Oprócz takiego podziału metod w y z n a c z a n i a  Y / a r t o ś c i  własnych 

i  wektorów v/łasnych istn ie je  też in n y  podział, v; którym 

wyróżnia s ię :

1/ metody pośrednie, związano z poszukiwaniem współczyn- 

nikÓY  ̂ wielomianu charakterystycznego (V I*2 ) ,  a na­

stępnie wyzn£\czaniem jego pierwiastkÓYir;

2 / metody bezpośrednie, pozwalające Y/yznaczać wartości 

Y/łasno i  odpowiadające im v;ektory v/łasne bez rozw ija ­

nia v/y znać znika (VI *2 ) .

Pierwsze z tych metod często nazyYramy metodami
A

dokładnymi, a drugie metodami iteraayjnym i* Przez metody 

dokładne rozumiemy takie metody, które przy dokładnych war­

tościach elementów macierzy i  dokładnych obliczeniach pozwa­

la ją  znaleźć dokładno wartości współczynników Y>rielomianu 

charaldjerystycznego. W metodach iteracy jnych  wartości własne 

i  składoY/e odpov;iadających im wektorów własnych są granicami
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pewnych ciągów liczbowych.

§ 2. Metody dokładne

7/ paragrafie tym omówimy dwie najczfgdciej stosov/ano 

metody pozwalające na obliczanie współozynnikó?^ wielomianów 

charakterystycznych.

1« Metoda Krylowa

Podstav/owa idea metody Kryłovra polega na tym, że za 

pomocą szeregu przekształcoii wyznacznik (V I.2) sprowadza się 

do postaci

°11 ®12 *** °1n

®21 “ ^  ®22 ° 2n

n1  ̂ n2 nn

gdzie A  występuje tylko w pierwszej koluianie. Wyznacznik

taki Jest wygodniejszy z tego względu, że pozwala obliczać 

współczynniki wielomianu charakterystycznego bez ob li­

czania kolejnych minorów macierzy. Do tego celu wykorzystuje 

się twierdzenie Cayley^a - Hamiltona,dzięki któremu otrzymuje 

się układ n równań algebraicznych liniowych z n niewiado­

mymi współczynnikami wielomianu charakterystycznego. Układ ten 

można zapisać w formie róvmania wektorowego

On * * V 2'’2 °

gdzie

gdzie

0 «''i  o

C - dowolny wektor początkowy.

(VI .4)

W taki sposób Y/yznaczonio wartości własnych macierzy 

A sproY/adza się do rozv/iązania układu równań algebraicznych
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liniowych (V I.5 ) oraz v;yznaczenia pierv/iastkóv; wielomianu 

charakterystycznego (V1.2).

Dokładność otrzymanych tą metodą wartości własnych 

w dużym stopniu zależy od dokładności uzyskanych współczynni­

ków v;ielomianu. Dlatego też przy rozwiązywaniu układu (V I.3) 

należy posługiwać się metodami dającymi bardzo dokładne 

wyniki•
♦

Metoda Kryłov/a pozwala po znalezieniu G. , b i
(1 ) i i i

obliczyć wektory ;Yłasne X ' z następującego wzoru

i i )
^ ^ i j  n-1-3 (V I.5)

gdzie są określone za pomocą formuły rekurencyjnej

*̂ 10 = '' 0 = 1 , 2 ........n -1 ).

Metodę Kryłowa stosuje się najczęściej dla macierzy 

niezbyt wysokiego rzędu, kiedy z niedużą dokładnością chcemy 

znaleźć wszystkie wartości i wektory własne.

2. Metoda Danilev/skiego

Metoda Danilewskiogo polega na sprowadzeniu macierzy 

wyjściowej A «  za pomocą (n-1) przekształceń podobień­

stwa do tzw. macierzy Frobeniusa.

/O O O 

1 O O . . .

(n) O 1 O . . .  bn-2
(V I.6 )

. . • . . /

\o o o . . .  b. /

Macierz ta zawiera w ostatniej kol\imnie w jav/nej po­

staci szukane współczynniki wielomianu charakterystycznego

(V I.2 ).
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ISlementy macierzy A  ̂ otrzymanej na k-tym eta-

ple przekształceil oblicza się z eleraen-bów macierzy A 

na podstawie wzorów

CO

P (k)
k+1,3

_ 1  ̂ (k)
-  ~JkT~ *  ̂ k+1,j 

^k+1,k

-U
(k) (k) (k) 
i j  *“  k+1,j

•

(k+1 ) 
•a

i j

(k+1) 
a

i  ,k+1

n
= Z !  c ( ^ ^ ( k )  

^  i3 3k

gdzie
° l i

1 k+1,3 oznaczają elementy

cze j c .

( i  i  k+1)

(V I.7)

W celu elim inacji przypadków zwyrodnienia procesu

(co może mieó miejsce przy a bliskim zeru) i  w celu
9̂  (k)

zwiększenia dokładności obliczeń, jako wybiera

(k ) >się najwięlcszy co do modułu element przy j ^ k+1.
(jj.)

Dokonuje się równocześnie w macierzy przestawienia

(k+1)-go i  j-go wiersza oraz j - t e j  i  (k+1)-szej 

kolumny.

Metoda Danilevisklego pozwala również obliczyó na 

podstawie znajomości wartości własnych odpowiadające

im wektory własne

.  n-i n - l- j

.1=1

(k) ^ (k+1 )
yi «  yj

(k+1) (k) 
^k+1 ik

(1 ® njH“1 |••9|2y1 )

( i j ^ k + 1 ) c r i.8 )

y<^') = y
•'k+l 'k+1 k+1 ,k
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gdzie ' y.<-” . x < ‘ » Ic ~ |H**21 • • « I”1

Metodę Danilev/skiego stosuje się w tych. przypadkach, 

kiedy należy znaleźd z dużą dokładnoi^cią wszystkie wartości 

i  wektory własne macierzy A, której rząd jest nie większy 

niż 20 •

§ 5» Metody iteracyjne

Omówimy tu jedną z najczęściej stosowanych metod 

tzw* metodą obrotów. Metoda ta dotyczy v/prawdzie macierzy , 

symetrycznych, ale z macierzami takimi w^praktyce spotykamy 

się na jczęśc ie j.

Idea metody obrotów zawiera się w tym, że drogą ci^ą- 

gu przekształceń podobieństwa macierz symetryczną A spro­

wadza s ię  do macierzy diagonalnej, gdzie wszystkie je j war­

tości własne występują w jawnej postaci. Wspomniany ciąg 

przekształceń daje nam w wyniku ciąg macierzy 

(o) (1 ) (2 )
A » A  , A  , A  których każdą otrzymuje się

z poprzedniej w wyniku zamiany dwóch wierszy i  dwóch kolumn.
(k)

W ten sposób ze wzrostem indeksu k macierz A 

coraz bardziej przyb liża się do macierzy diagonalnej. Miarą 

tego przybliżenia może byd suma kwadratów elementów poza— 

diagonalnych.'
Proces przekształceń dokonuje się za pomocą elemen- 

tarnych macierzy zwanych macierzami obrotów.
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♦ ♦ X

iÓ
O  -  i-% ̂ 0 9 9 ^

(i ■'-' Ó ) '/1 .9)

(^dsio c i s  dobior^\ sin \7 ton sposobi aby element niediago-
n  (k ) , ,(K)nalny ' macierzy A"'  ̂ zeroY^al s ię .

Eliminacja olomentów niediagonalnycli odb^a^a się 

cyk l iczn ie  (zwykle wierszami od leviej do prawej strony 

i z góry w d ó ł ) .  Eliminuje s ię  przy tym tylko te elementy,

które przekraczają ustalone ginanice, nie zmieniając pozosta­

łych. Jako granice przyjmuje s ię  malejący do sera ciąg 

wielkości ł X , . . .  ( l ic zb ę  granic i  ich wax'tości mogą byó 

dowolne, praktycznie wystarczy przyjąć 4 - 5  g ran ic ) .

Po tym jak wszystkie niediagonalne elementy będą

mniejsze od , przyjmujemy następną granicę
I  ̂ i

i proces e l im in ac j i  elementÓYiT niediagona3.nych powtarza s ię  

(tym razem eliminuje s ię  tc  z nich, któro są większe od^^^*

V»' podobny sposób postępuje s ię  z x->‘̂ 2^stał3'mii granicami.

W wyniku tego wszystkie ni©di ton a ln e  elementy będą b l isk ie  

zeru. WproYiadzonie omówionych granic x)ozwala znacznie Sioró- 

cló i lo śó  ob liczeń .
Jeden krok omówionego procesu tworzy się  w następu-

rjący sposób. Jeśli podczas przeglądania maciorzy a

znajdzie si'lę  elemont l i -  wówesas określa s ię  e l e ­

menty c i o macierzy Wyl^rzystuje się do tego
i j

celu następujące wzory:
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c =

d =

/i a  J £ ’ a (kij’
-id__

d );

C l i ’ -

(k ),„ (k ) (k)s = sisn a . . - a . .i V i y h ' - d

Następnie znajdujemy macierz

^

iO i j

^k+1) (k )  (k )a, . = + sa^.t i  t i  t j

(k+1 ) (k )   ̂ (k )aj.  = -sa^. + ca. ,t j  t i  t j

( V I . )

(t = 1 ,2 , . . .  ,n)

Obliczone v, êdług formuł (V I.11) elementy i - t e j  i  j - t e j  

koliimny v/stav/ia się na miejsce odpoviiednich kolumn macierzy

Analogicznie postępuje się z wierszami, które obliczamy 

ze wzorów:

_(k+1)  ̂ (li) g (k)

(k+1 ) (k) .. „„(k)

Jk+ 1 ) _ (k+1 ) ,, o
i j  ii

(t = 1 ,2 , . . .  ,n)

Następne kroki tv/orzy się podobnie jak dotychczas dopóty, 

dopóki nie przel<roczą wszystkich gr£inic. Diagonalne elementy 

macierzy otrzymanej w ostatnim kroku takiego x>ostępowania bę­

dą̂  v;artościami v;łasnymi macierzy A.

Metodę obrotów stosujemy najczęściej \t tych przypad­

kach, kiedy:

1/ poszukujemy wszystkich Y/artości własnych macierzy 
symetrycznej A z bardzo dużą dokładnością;

2/ macierz A jest macierzą wysokiego rzędu.
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Hozdaiał. V i l

C a łk  ov/¿in i o ni,une r  y o za e
5 1. S f o rmuł o w anlo zagadnie n i a 

calleo v; q n i a 11 u me r y c z negó

Zagadnienie przybliżonego ob l iczen ia  pojedynczej całki ozna­

czonej można sformułować w następujący sposób;

Należy ob l iczyć  wartość ca łk i  

f ( x )d x (V I I , 1 )
a

j e ś l i  znane są v/artości funkcji podcalkoviej f  ( x ) oraz war-
( i )tości j e j  pochodnych f * ( x ) ,  f " ( x ) , . , . , f  ( x ) ,  w ustalonych

punktach ,x , . . . , x  przedziału całkov/ania fa ,b l , Punkty I 2 n U J

X i , x ^ , , . . , x ^  nazyv/ainy często \7ęzłarai calkovmnia. Formuły

pozwalające ob l iczyć  przybliżoną v/artość ca łk i jako funkcję

f'(x ) ,  f "  n  ) , . . .  , f  ) ,  Gdalo k = 1 ,2 ,5 , . - .  ,n nazywamy
K K

formułami lcv/adraturov/ymi lub krótko kwadraturami*

Najprostszymi są formuły kwadraturov/e, w których ca ł­

ka wyraża s ię  za pomocą liniowcej kombinacji f ( x )  w punktach 

węzłowych x̂  ̂ > tzn* formuły postaci

i f  (x)dx - ^  V  f  (x ) + H (V I I ,2)
y ,  ̂ k iC na k=1

gdzie są pewnymi stałymi współczynnikami n ie ­

zależnymi od f  ( x ) ,  a R oznacza dokładność formuły kwadratu* 

rowej, rćvmą różnicy między dokładną wartością ca łk i a sumą 

stojącą po prawej stronie ( V I I *2 ).

W praktyce człon R reguły odrzuca się* formułę k\7adratu—

rową nazywamy dokładną j e ś l i  R̂,̂  =  ̂> tzn, j e ś l i  suma sto ją ­

ca x)0 prawej stronic (VII *2) daje dokładną wartość całki*

Formuła (V I I . 2) jest  niezbyt wygodna ze względu na to,
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że współczynniki Â _ oraz węzły x zależą od przedziału 

całkowania L“a,bJ . W celu uv/olnienla się od tej zależności 

przez podstawienie x = a+(b-a)t zamieniamy przedział 
na przedział

Wówczas
b 1

. ^  f(x )dx a (b -a ^  f |a+(b-a)tjdt «

(VII O )

Aj^f[a+(b-a)tJ +
n

ka1

albo
1

J  f[a+ (b-a )t]dt =. 2 _ j
b-a

A.
gdzie  0 a —ÍS- I 0 ^  t ^  1 

^ b-a ^
(k =* ^n)

Współczynniki 0̂  ̂ oraz węzły t̂  ̂ nie zależą od przedziału

całkov/ania# Ogólnie możemy teraz zapisać
.b

J f (k)dx -  (b-a) y  [ a * ( b . a ) t j  + R  ̂
' k«1

(VII.4)

W praktyce posługujemy się zwykle formułami kwadratowymi po­

staci (YII.4)e Różne formuły kwadraturowe tego rodzaju różnią 

się tylko liczbą n oraz sposobem wyboru współczynników 

i węzłów tĵ *

§ 2# Metoda Newtona-Cotesa i jQj 
szczególne przypadki

Metoda. Nev/tona-Cotesa należy do grupy metod zwanych 

interpolacyjnymi, W formułach tego typu funkcję podcałkową 

aproksymuje się wielomianem
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który w punktach węzłowych przyjmuje te seune wartości co 

f-unkcja podcałkowa f ( x ) ,  tzn. spełnia warunek

^n-1 ^ \ ) = f ( \ )  (k =

ifielomian interpolacyjny tworzy się za pomocą wzoru 

interpolacyjnego Lagrange a. Formułę Iwadraturową uzyskujemy 

pruez całkoy/aiiie wielomianu P  ̂ (x) .

V/ formułach Newtona-Cotesa 

b n
f ( x ) d x =  (b -a ) (V II .5)

n mose przyjmowad różne wartoócl w zależności od postaci 

funiwcji podcałkcwe j * Przy wybranym n

k--1
= n-1 (k = 1 ,2, * , . ,  n ) ,

co odpowiada podziałowi przedziału całkowania na n-1 rów­

nych częóci oraz aproksymacji funkcji podcałkowej wielomia­

nem stopnia n-1 , VVspółczynniki C, v/e wzorze (V I I . 5)ic
wyrażają s ię  nastęjpująco :

flfc

k k -i
(V II. 7)

Tak obliczone współczynniki charakteryzują s ię

następującymi \7łasnoóciami:

1/ są liczbami wymiernymi

n

S  o- ■= 1
k=1•* k
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V  c. G, tan* ¿e Y/spółcsynniki odpowiadają-n+1 -k k

ce v/ęałom położonym symetrycznie względem drodka 

przedziału cołkov/ania są sobie róv/no«

Błędy formuł Newtona-Cotesa wyrażają sie  wzorami

-p (n+1 ) b
R m  ;
n fn+1 ) a' 2nv(x)dx przy 'n  nieparzystym

 ̂ ( V I I . 8)

f  ( f  )sa w(x)dx przy’ n parzystyia
n n a

gdzie a < ? < b  a v;(x) «  (x-x. ) (x-x_ ) • •. (x-x )*• d n
V/ynika stąd, że formuły Wev/tona-Cotesa będą dokładne 

je że li funkcja podcałkoYfa będzie \Yielomianem stopnia n-1 

przy n parzystym oraz stopnia n przy n nieparzystym.

Przyjmując dla formuły (VIIa5) konkretno wartodci 

otrzymamy:

1/ Dla n w 2 metod€i trapezóví dla której

t . = 0, t = 1 , c . = c =i 
1 » 2 ^ 1 2 2

V tym' przypadku funkcję podcałkoYią aproksyrauje się  

wielomianem stopnia pierws zego

P^(x) = f ( a )  + (X -  a ) ,

CO geometrycznie oznacza, że polo powierzchni figury krzyvío- 

lin iowej zastępujemy polem trapezu prostokątnego o podstawach 

f ( a )  i f  (h ) oraz vfysokosci b -a .

[/ff (a ) f (h)

a b
b -  a
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Formułę trapezów można zapisaó w następujący sposób:

/a
f (x)dx = b-a + f + R. (V I I .9)

gdzie Rg = -  iŁ^| j£  ), a < ' f < b

2/ Gdy n = 5 otrzymujemy metodę Slmpsona, dla której 

^  “ 2 ' t = 1, c = c = 1, c = S
3 1 . 3 6 ’ 2 3 •

ii tym przypadlcu funkcję podcałkową aproksymuje się 

wielomianem stopnia drugiego, czyli zastępuje się krzywą 

y = f ( x )  odcinkiem paraboli.

Formuła Simpsona wyraża się więc wzorem

( ' f (x )d x  = ^ p f i a )  + 4f ( ~ )  + f ( b ^  + R̂
J

gdzie R.
180.2^ ^

a < I  <  b

Przykład
Za pomocą formuły SimiDSona obliczyć całkę

1

- i dx
1 +x

(V I I .10)
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f ^  ^ + 4.0|66667 +
^ 1+x 6 u 1+2^66668 +

s3 *16668 K 0f69^^^6
W celu zwiększenia dokładności możemy przedział całko­

wania podzie lić  na pewną ilo ść  odcinków i  do nich stosować 

metodę Simpsona* Zakładając,że przedział całkowania podzielimy

punktami ........*10 równych odcinków, wówczas

formułę Simpsona możemy zapisać

f  (X  )dx «  ^  [ f  (Xq ) + f  (x^Q ) + 4  ( f  (x^ ) + f  (Kj ) + f  (X  ̂) + f  (x^ ) + f  (X ę  ) )
a

+2 (f(X 2 ) + f (^ 4 ) +

Stosując tę formułę do przykładu otrzymamy

1 + 0ł5 + 4 .5f45955 + 2-2f72818J = 0,f dx 1 r,
J 1+x “  50 L

69515

Dokładna wartość te j całki wynosi ln2 ^

§ 5» Metoda CJaussa

W celu skonstruowania formuły całkowania Claussa 

1 . ^
/ f ( t ) d t  ^

.1 k-1

(T II.11 )

współczynniki oraz odcięte wybieramy tak, aby była

ona dokładna dla dowolnego wielomianu algebraicznego stopnia 

nie większego n iż 2n - 1 .  Wybór taki jest optymalny i- może 

byó dokonany dla dowolnego n. Odcięte Oaussa tj  ̂ zwi ąziane 

są z pierwiastkami Zĵ  wielomianu Legendre a

, X 1 i L  r  2 ni
I T T  J

^ .2 n>i dz *-

V I I .12)



-  75 “

zależnością

(VII.13)

a współozynnikl G-aussa c. określa s ię wzorem

Orii.14)

Odcięte tj  ̂ i  współczynniki ĉ  ̂ występujące w for- 

mule Gaussa charakteryzują s ię następującymi własnościami:

^n+1-k “  ^*^k^ tzn# odcięte t̂  ̂ są rozłożone
*1

symetrycznie względem punktu ® 2

2/ c  ̂ »  G, > tzn. współczynniki odpowiadające' n+1-k k
symetrycznie rozłożonym węzłom są sobie równe.

3/

n

k*1

Błąd formuły Gaussa wyraża s ię  wzorem

R »  M (b -a )^^^ f f y ) I  gdzie M *» 
n n n

( n \ )

*

a -c ^ <  b (V II .15 )

Zaletą formuły Gaussa jest to , że daje ona dośó dużą 

dokładnoóó, przy stosunkowo małej lic zb ie  węzłów, nawet je ś l i  

na końcach przedziału całkowania funkcja podcałkowa je s t nie­

określona.

Przykład

Obliczyć wartość całki

o

metodą Gaussa przyjmując n »  2 oraz n «* 5*
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dt
1*ł*t + 0.44444 - 4 ~  + 1+0.11 ¿70 1+0,5

+ 0 *2777^ rs o1+0.88750 • ’̂ •^^51^2

§ yłyhór metody

Najdokładniejszą z opisanych v/ niniejszym rozdziale 

metod całkowania numerycznego jest metoda Gaussa; jest ona 

bowiem oparta na Y/ielomianie interpolacyjnym stopnia >

podczas gdy w metodzie Nev/tona-Gotesa występuje wielomian 

stopnia co najwyżej n. Pewną wadą formuły Gaussa jest trud­

ność szacowania błędu przez szacowanie wartości pochodnych 

wysokich rzędóvf*

W przypadlai gdy dobór wartości zmiennej niezależnej 

w rÓYmych odstępach wyraźnie ułatwia obliczanie v/artości funk­

c j i ,  korzystamy zazwyczaj ze wzoróvf Newtona-Cotesa, a w szcze­

gólności z formuły trapezóy/ lub Simpsona.

Metodę Neyftona-Cotesa można stosov/ad dwojako* Albo 

dobierać wzory możliwie dokładne dla całego przedziału całko­

wania, albo dzie lić  cały przedział na części i stosować do każ­

dej z tych części wzory niższego rzędu# Jeśli weźmiemy pod uwa­

gę, że trudność szacowania błędu w metodzie Newtona-Ootesa 

YiTzrasta bardzo szybko ze v^zrostem wartości n, stwierdzimy, że 

najwygodniej jest stosować metodę dla małych wartości n, ale 

za to nie do całego przedziału całkowania, lecz do jego części* 

Metodę Nev/tona-0otesa dla n >  2 stosuje się zazwyczaj 

w przypadku wartości funkcji podcałkov{ych danych z doświadcze­

nia, które z różnych v/zględóv/ są dane w równoległych punktach* 

ZastosoYiranie formuły Gaussa jest vióv̂ czas niemożliv/e.

Oprócz podanych tu metod v; praktyce spotyka się róv/nież 

formułę Czebyszev/a, metodę szeregó\Y potęgowych i inne.
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Rozdział V III

Rozwiązywanie równań różniczkowych zwyczajnych 

§ 1 ♦ Uv;agi ogólne

Równaniem różniczkowym zwyczajnym rzędu n nazywamy 

v/yrażenie

(V I I I .1)

gdzie X jest zmienną niezależną, a y funkcją niewiadomą, 

Y/iadomo, że rozviiązanie ogólne równania (V I I I .1 ) moż­

na zapisać w sposób następujący

a (x,y ,G  ̂  ̂ (V I I I .2 )

gdzie ^^naczają dowolne sta łe .

Rozwiązania, otrzymane z rozwiązania ogólnego (V I I I .2)

przy ustalonych v/artościach rozwiązaniem

szczególnym równania (V I I I .1 ).

'Aby otrzymać z rozwiązania ogólnego rozwiązanie 

szczególne, należy zadać n v;arunkó\Y, które pozwolą jedno­

cześnie określić . Warunki te można postawić1 2  n
określając wartości poszukiwanej funkcji i je j pochodnych

w pewnym punkcie x > tzn. podając
(n) ( n)

yo = y (x^ ) ,  y» = y ' ( x ^ ) ........yo = y

Tale postawione zagadnienie całkowania róvman różnicz- 

ko\Yych nazyv/amy zagadnieniem Cauchy ego, a v/arunki (V III.5 )>  

\7arunkami początkowymi.

y/ teo rii równań różniczkowych zv/yczajnych rozwiązanie 

przedstav/ia się za pomocą pev/nego wyrażenia analitycznego 

y = y (x ) ,  które podstavfione do róv/nania (V I I I .1) spełnia je

tożsamościov/o.

Rozwiązanie równania różniczkov/ego (V I I I ,1) metodami
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przybliżonymi oznacza znalezienie dla danego ciągu argumentów
X wartości funkcói y = y(x )iZ ic

(Ic «  0,1 ,2 ,. ,  *111) ,  będących analitycznym rozwiązaniem (V III ,1 ).  

Rozwiązani© analityczno dla funkcji y «  y (x ) ,  z zasady nie­

znane, może ni© by<5 znaleziono w skończonej formie*

Wlelkośd h, = x,  ̂ x nazywamy krokiem całkov;ania*K lv+ I K

ICrok całkowania nazywamy przemiennym je ś li  dla różnych k 

wielkości ĥ  ̂ są różne. Jeśli h^ = const*, mówimy, że cał­

kowanie odbywa się ze stałym krokiem i x̂  ̂ == x^ + kh,

(k ~ 0 ,1 ,2 , « .* ,m)*

Metody numerycznego rozwiązyviania zagadnienia Cauchy^ego 

najbardziej zostały rozwinięte dla róvmań różniczkov/ych, roz­

wikłanych względem najvfyższej pochodnej, tzn. dla równań

y^“  ̂ = f ( x , y , y ' , y " ....... y b (V III.4 )

Jeśli mamy róvmonie dane v; postaci (V I I I .1 ), to posłu­

gując się metodami rozwiodzywania róv/nań z jedną niewiadomą, 

można je zawsze spro\7adzió do postaci (V III.4 )*

W zasadzie wszystkie formuły numerycznego rozv/iązywa- 

nia zagadnienia Canchy ego są formułami rokuroncyjnymi, pozwa­

la ją  bowiem na podstawie jednej lub kilku wartości funkcji 

i 3̂ 3 pochodnych obliczyć kolejną wartość funkcji. lormuły 

rekurencyjne równań różniczkowych w przeciv/ienstv/ie do innych 

charakteryzują się tym, że są mało dokładne, a na każdym kroku 

obliczexi dokładność zależy od metody, kroloi całkoY/ania oraz

własności szukanej funkcji y = f ( x ) .

W dalszym ciągu rozpatrzymy kilka metod rozwiązywania

róvmań różniczkov/ych 1 -go rzędu.



80

§ 2^ Metody rozwiązywania róvmari różn iczkov/ych

'1-GO rzędu

Niech będzie dane róv/nanie

ŷ   ̂ f  ( x,y)  (V I I I .5)

Dla zadanych wartoóci argumentu założonych

w porządku rosnącym, należy obliczyó wartości v, ~ y )'̂ k k
(k **- 1 funkcji y y(x)  będącej rozwiązaniom rów­

nymi a (V I I I .5 ),  przy założeniu, że

 ̂ y  ̂ = y ( \ )  ' (V I I I .6 )

1/ Metoda potęgowa

Załóżmy, że szukana funkcja y = y(x)  posiada ciągłe  

pochodne aż do rzędu p'i-1 włe^cznie. Możemy wówczas y = y(x)  

rozłożyć w szereg Taylora w otoczeniu punktu x = :

v f x  + h )  =  V +  - ^  v '  + —  ,,.I + + +6 V

( V I I I . 7)

gdzie o < 0  <  1 •

Poniev/aż pochodna y  ̂ jes t  c ią g ła ,  a więc ograni­

czona, to można dobrać tak małe h, że ostatn i człon rozv/i,- 

n ięo ia  ( V I I I .7 )  można zaniedbać.

Wówczas

h IW .. h® __(p)
y ( V  TT ^k iT  ^k n  ^k

(V I I I .8 )

Jeśli krok łi, = xK k-ł-1 k
-  X , z którym odbywa s ię  całko- 

k

wanie równania ( V I I I . 5) je s t  dostatecznie mały, to przyjmując 

h a otrzymamy

h:

yic+l“  V  l f  V 2 Í  ^k p I

•hp 
\  „ ( p ) ( V I I I , 9)
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\‘izÓ T  ton wykorzys oujo s i ę  clo całkor/ania róvmania

(V III .5 )  p rzy jm u jąc  k o le jn o  k 0 , 1 , 2 , , . , , m .  K o le jn o  i^ochod-
(P )y , y " , , . » , y  można zn a lo zć  p.rzoz ró^niiczkowanio rcSima--

n i a  ( V I I I . 5 ) .

P r a k ty c z n ie  motodę potęąową d l a  p > 1 w ykorzys tu jo  

s i ę  ba rdzo  r z a d k o ,  ponieważ o b l i c z a n i o  x)ockodnych dość wyso­

k ich  rzędów bywa u c i ą ż l iw o *  Zam.iasl; formuły  (V I I I  *9 )  wykorzy­

stujemy metody n ie  z€iw iera jącc  i^ochodnych f u n k c j i  y = y ( x ) *

2/ Metoda K u le ra

J e ś l i  we wzorze  ( V I I I  *9 )  pozostav ;ió  tyl.ko dwa p ie rw ­

sze c z ł o n y ,  to  otrzymamy fo rm u łę

k tó rą  nazywamy fo rm u łą  IDulera*

B łąd  t e j  fo rm u ły  wyraża  s i ę  wzorem

( V I I I . 10 )

= ^  y" ( f  ) .

Jale w idać  b ł ą d  fo rm uły  E u lo r a  j e s t  ba rdzo  duży na k a ż -  

dym kroku całkov/ania. Znacznie  3,ex')szą dok ładność  da j e  u l e p s z o ­

na metoda E u l e r a ,  v/yrażona fo rm u łam i;

•'k+l "̂ k K k"*'k

z p i e r w s z e j  z tych  fo rm uł  o b l i c z a  s i ę  pierv/sze, bardzo  

" g ru b e "  p r z y b l i ż e n i e  w a r t o ś c i  ^ n a s tę p n ie  drugą, formuły,

zw iększa  s i ę  dok ładność  \izyslaijąc *

B łą d  t e j  metody można zai>isać

^k “  4  ̂ s d a i o  -1 <  © <  1 o raz  f ' ^ * 1+1

(\ r ill.i5 )
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Podczas całkowania ze stałym krolcicm h wygodnie jest 

uulicsyó z formuł (V I I I .12) tylko y^, a nastQpnie stosov/aé 

wzÓT zwany zmodyfikov/aną formułą Pulera

k-1 k k

którego błąd v/yraża sią v/zorem

(V I I I .1^)

Tr̂^  y m
k 5  ̂  ̂ » ^k-1 ^  ’'k+i (V I I I .15)

Metodę Kulera we wszystkich je j odmianach stosuje się 

w tych przypadkach, kiedy wymagana jest niewielka dokładnoód 

wynikÓY/. Zwiększenie dokładności bov/iom można uzyskad tylko 

przez zmniejszenie krolcu h, co zkolei powoduje bardzo znacz­

ny wzrost ilo śc i obliczeń.

3/ Metoda Runge - Kutta

Metoda Runge-Kutta polega na zastąpieniu odcinka szeregu 

Taylora dla funkcji y = y(x)  wyrażeniami n ie  zawierającymi 

pochodnych.

Metodę Runge-Kutta nazyv;amy metodę p~go rzędu je ś li  

odpowiada ona odcinkov/i szeregu Taylora, zawierającemu pochod­

ne funkcji y = y(x)  do p-go rzędu włącznie.

Metoda Runge-Kutta pierwszego rzędu pokrywa się z me­

todą Eulera (V III.1 0 ), a metoda drugiego rzędu z ulepszoną 

metodą Eulera (V I I I .12). Dla p > 2 istnieje kilka postaci 

formuł Runge-Kutta, z których dwie przedstav/iamy.

Formuły Runge-Kutta trzeciego rzędu:

^k+l = yk
(k  ̂ + 4k^ -ł- k ) ;

k ’ '̂k
(V I I I .15)
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=  l i  f  (X
k k

,  1
2 y y, +  k  ) ;  j ̂  k  2 1 ^

k =  h f  (z, +  h y }r ^  2k
5 k k k k . 1 2 )

Formuły K unco -K utta  czw arteao  rzędu

(k^+ 2k  ̂ + k^)j
^k+1 .Vi-

l i  f  (x
K

^^2

k _ = • 
3

( V I I I . 17)

);

l''crLiUły to Gą na jpows 'zochii io j stosowanymi formułami  

Ruii^e-Kub.ta jako śo fo rm u ły  wyśssych  rzędów są  dosó z łożono  

i  p r a k ty c z n ie  n i  o wykorzystyvnm e.

V/ każde j  z fo rm uł ( V I I I , 16 ) i  ( V I I I . 1 7 )  n a jp i e r w  o b l i ­

cza  s i ę  k o l e jn e  k ^k * . , .  , po czym z n a jd u je  s i ę  y
‘ k-f*1

D la  fo rm u ł  R un^e -K utta  rzędu  p >  2 b rak  j e s t  śc is łych ,  

wzorów o k r e ś l a j ą c y c h  i c h  błć:id; wiadomo t y lk o ,  że fo rm u ła  rzędu
D+ 1

p d a j e  b ł ą d  rzędu  h^

Oprócz wymienionych tu metod można sr)otkaó w l i t e r a t u ­

rze  dosó c z ę s to  stosov/ane fo rm u ły  Adcimsa, S t i r l i n s a ,  daussa  

i  i n n e .

§ 3 * Zagadnie n i e hrz e gowe

Dla równania różniczkowogo zwyczajnego rzędu n można 

fjfoiTAułowaó zagadnienie bx'zegowc v; następuja.cy sx>osób :

Dane róvmanlo różniczkowe

(n ) )  ̂ o ( V I I I . 18)

g d z ie  n 1?. 2



«  0 }̂.

Należy Łmalożd rcsv/iazanie y -  y(:c) te^o róvrnania, które 

v; żądnycli i)vml:tacxi *** ^ \xaruni\.ów

brc;G ,̂ovjycli

>/ , ' v' t^). v"
"y ’ ’ * ’ ’ *>2 ‘ ’ ’ '"k ' 0

(VIII.19)

. y.(=^= (i = 'l ,2 , . . . , k ) ;

y i  V  są  sadanyfui na 02 »̂  ̂ n i e l in io w y m i  funkcjajr ii .  Zakładamy  

X:>rsy tym, że fu n k c jo  V y  z a l e ż ą  od f u n k c j i  y lub  j e j  pociiod-  

nych. \Y co na jn in ie j  dwdcii poniev/a.z vi przećiv/nyin r a z i e

mielibyśmy do c z y n i e n i a  z zagadn ien iem  Caucłiy e^o .

\'l z a l e ż n o ś c i  od p o s t a c i  f u n k c j i  k i  > za^n dn io -  

nie brze ŝoYio może x)Osiadac je d n o ,  k i l k a ,  n ie sk o ń c z en ie  Y/iej-G 

lub nie r)Osiadaś ro zw ią za ń  w c ^ ó l e ,

Zay;adnienie brze^^owo nazywamy liniowymi, j e ś l i  zarówno

rÓYmanio C^1II*1G) jak i Y/arunki (V I I I .19) są liniowe.

\/ najprostszym liniO'.vym zagadnieniu brzegoY/ym do v;arun- 

ków brzOGOY/ycli (V III .19 )• wchodzą tylko dwie współrzędne 

X = a i  X =  b, tzn. rozwiązuje się rÓY/nanie różniczkov;e

, N (V)

\=0
= f(r .) (VII 1.20)

warunkami braey,o\7ymi

k=0

(k)
V  '  '

gdzie p
V

= T , (i= 1 ,2 ,. . . ,n ) (V I I I .21)

(x) i f ( x )  są uadanyini funkcjami, a ą

zadanymi stałymi.
Rtívmanie (V I I I .20) nazywamy jednorodnym je ś li  vf prze­

dziale a « x - $ b  funkcja f ( x ) - 0 ; w przociv/nym przypadlcu
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róvaianiG oo iiazyvmmj' niejednorodnyiiu

AnalOijicznie, v/arunlci brzo¿̂ ,ov/G (V III *c?1) nazywamy 

jednorodnymi je ś l i  v/szys’ükie - 0, a ni o jednorodnymi

pr z y p adlai p r z e c i vm ym.

Zagadnienie brzego\70 nazy'wamy jednorodnym, je ś li  są 

jednorodne zarówno róvniania różniczlcowe jak i warunki brzegov/e, 

Omóv/imy teraz jedno, z najbardziej ogólnych metod rozwia,- 

zyvíania zagadnień brzogov/ych polegającą na sprov;adzaniu tego 

zagadnienia do zagadnienia Cauchy'ogo, Jest to jod.na z najbar­

dziej wygodnych i  najbtirdziej dokładnych metod, V/ ogólnym przy­

padku, kiedy dane jest róv/nanie n-go rzędu (V I I I ,18) z warunkami 

brzegowymi (V III ,19), jego rozv/iązanie można sprowadzić do roz­

wiązania nie więcej niż n+1 zagadnień Oauchy ego w następujący 

sposób:

Poszukujemy n funkcji >̂ 2 > • * • ? będących rozwiązaniom
równań  ̂i- m

z v;arunkami początkowymi'

0

yj^^ka) = 

;dzie k - 1 ,2 , , , . ,n ;

0 , je ś l i  V , 7̂ k~1

1 , je ś li  V -  k-1 

= 0 , i , 2 , , * * ,  n—i *

(V I I I ,22)

(V I I I ,2 3 )

2, Znajdujemy funkcję ŷ  ̂> 

równania różniczkowego

’ • ['o ]
z warunkami początkowymi

(V)

jako rozwiązanie niejednorodnego

f  (x)

y. (a) — 0 n— "1 )
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Vv6v/ciiaft na mocy liiaiov/ości równania ró^nicckov/e2;o 

( y l I I »2 C )  ecu Iran e r o c v; i  ¿1 c ai:i i o mo ż c b y c n a p i  s an o xi p o s t a c i

n
y (x) = y.„ (-'O (V I I I  ,2 4 )

■:;dsio s ta le  c-j,̂  o>creylcno są warunkcani bi-cegowymi (V I I I , 2 i ) *  

Rozpatrzmy bardzie j szcsegó?:ov/o przepadek gdy n = 2 , 

kiody dano jes t  zagadnienie brzegowe

L[y[| = -i- (“ )y '+  p2 ( '- )y" = i ' (x )

c.

( V I I I . 25)

tijQy(a)+-=i ^ y ' ( a )  -i-J?,1’ ' O )

gQy (a )  ■" ( V I I I . 2 6 )

Należy wówesas rozviiązać trzy sagadnienia Caucłiy ego

L[*yJ = f ( x ) ,  y^Ca) = 0 , y^(a)  = 0 ;

Ljy^l = 0 , y, (a) = 1 , (a) = 0;

Liypl = 0 , 3'p (a ) = 0 y,', (a) = 1

(V I I I .27)

Rozwiązanie zagadnienia brzegowego zapisze s ię  w postaci

y ( x )  = Ĉ y.  ̂ (> 0  + ( V I I I . 2 8 )

pi*zy czym

y ' ( x )  = y ' 0O + c^yp x ) +

Przyjmując v; forraułacli ( V I I I . 2 B) :r = x = b oraz

podstawiając je  do vmrunkóv/ brzegowych ( V I I I . 2 6 ) otrzymamy 

układ dv/óch algebraicznych równań liniowych dla określenia 

stałych i  c^. Po ich ob liczen iu  i  podstawieniu do

0/’I I I . 2 8 ) otrzymamy szukano rozv/iąziinie danego zagadnienia 

brzegowego.
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Oprócz omówionej tu metody sprov/adzania zagadnienia 

brzegowego do zagadnień początkowych dosó często stosuje się 

do rozwiązywania zagadnienia brzegowego liniowego i n ie lin io ­

wego takie metody jak różnic skończonych, metodę ’’progonki” , 

metodę Ritca itd .
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