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w roznorodnych dziedzinach wspotczesnej naulii i teclmiki
nymi, dla ktoérych niemozliwe Jest znajdowanie rozwigzan meto--
dami klasycznej analizy matematyczneJ« Bardzo czesto spotykamy
sie z koniecznos$cig rozv7igzywania nietladow rownan algehraicz-
nych liniow:7ch z dziesigtkami, a nawet setkami nie wiadomych”

z rozwigsywandem rowaaan rozniczkowych nie catkowalnych w dzie-
dzinie funiccji clementarnynhf z ohliczaniem pierwiastkow réwnan
algebraicznych wysokich stopni itp* Bardzo szybki wzrost ilosci
takich zadan z jednej strony”™ rozwdj nowoczesnych Sroonow
obliczeniowi™nh Jakimi sg maszyny cyfrowe”™ z drngieje spow/odowaty
gwaltow/ny rozyinj pew,nej dziedziny matemabyki sajmuja’™cej sie
sprawnym operowaniem wielkosciami liczbowymi”™ do ktorych Jalc
wiadomo daje spro7;adzidé sie wiekszos¢ wspomnianych zagadnienc
Dziedzina ta™ to analiza numeryczna™ zwana rowniez czesto
metodami numerycznymi®* zajmujg™ca sie numerycznym rozwigzywa-
niem podstawowych zadan analizy matematyczned™ algebry”™ geo-
metrii ,itd«

Skrypt niniejszy stanowi vykiad wybranych poje¢ i metod
analizy numerycznej« Jest on poswiecony takim zagadnieniom”™Jak
dziatania na liczbach przyblizonych, interpolacja funlcciji,
aproksymacja i dobor wzoréw empirycznych, numeiyczne rozwig-
zywanie r&”/nan algebraicznych i przestepnych, metody nuiiieryczne
algebry liniowej, catkowanie numeryczne oraz nuiaeiyczne rozwig-
zywanie rownan rozniczkowych zwyczajnychc

Tres¢ skryptu i dobor materiatu pozwalajg na korzystanie
z niego czytelnikom posiadajgcym pewno minimum wiadoiriosci

z algebry liniowej oraz analizy matematycznej*



Wiekszos¢ twierdzen wystepujacych w skrypcie podana zostata
bez dowoddéw* Czytelnikom zainteresowanym tymi dowodami, jak
rowniez czytelnikom hardziej zaawansowanym w matematyce wyzszej
polecam literature wymieniong na koncu skryptu.

W celu wiekszej przejrzystosci niektdére metody numeryczne
sformutowane zostaty w postaci regut luh ujete w schematy
obliczeniowe* Dla tatwiejszego‘przesledzenia, wiekszosC przyk-
tadoéw zostata podana w bardzo prostej formie i ma charakter

wytacznie ilustracyjny*



Rozdziat |

DZIALANIA NA LICZBACH PRZYBLIZONYCH

8§ 1, Klasyfikacja btedéw

Numeryczne rozwigzanie jakiegos zadania recznie, za pomocg
arytmometru: lub maszyny cyfrowej, z zasady nie moze by¢ dokona-"
ne z peing dokitadnosScig. Zaréwno przy formutowaniu zadania, jak
i podczas przeprowadzania rachunli:dw, powstaja pewne btedy, ktore
powoduja, ze wyniki koncowe tylko z pewnym przyblizeniem repre-
zentujg rzeczywiste wartosci odpowiednich wielkosSci. Inaczej
mowigc, zdanie, w ktorym wystepujg duze ilosci dziatan na licz-
bach, moze by¢ rozwigzane prawie v?yilgcznie w sposob przyblizony
z pewnym stopniem doktadnosci. W zwigzku z powyzszym, podczas
formutowania zadania, zawsze nalezy podawa¢ dokitadnosSc¢ jego
rozwigzania, tzn. nalezy poda¢ maksymalny dopuszczalny btad
w caljrm procesie obliczen.
Btedy dopuszczalne przy wyrazaniu zaleznos$ci wsrdod zjawisk
fizycznych za pomoca liczb przyblizonych spowodowane sg catym
szeregiem przyczyn. Do najwazniejszych bteddw mozna zaliczyé¢:
1. Btedy zwigzane z niedokiadnym odzwierciedleniem zjawisk
za pomocg aparatu matematycznego, w zwigzku z czym zamiast
samego zjawiska rozpatruje sie jego mniej lub bardziej
wyidealizowany model matematyczny. Powstaja wowczas biedy zwa-
ne btedami zagadnienia, jak rowniez biedy metody.

2. Biedy zwigzane z przyblizonym przedstawieniem wielkosci

fizycznych wchodzacych do procesu obliczen”™a spowodowanych



5*

csectokro¢ niedoktacln.oscig réznego rodzaju pomiarow- Sg io
tzw* bledl]" poczatkowe«

Btedy zwigzane z zastgpieniem procesow nieskonczonych

w analizie matematycznej skonczonymi ciggami dziatan- Sa to
btedy zwane najczesciej bledami obciecia«

Btedy zwigzane z pozycyjnym dziesietnym lub innym przedsta-
wieniem liczb# W obliczeniach moze by¢ wykorzystam jedynie
skonczona ilos¢ cyfr, odrzucamy v;iec dalszo cyfry dokonujac
rownoczesnie okraglenia danych wielkosci« Biedy te nazywamy
btedami okraglenia.

Btedy zwigzane z dziataniami arytmetycznymi na liczbach
przyblizonych, zwane kréotko btedami dziatan.

Btedy dwodch pierwszych typéw nie zalezg od wykonujgcego

obliczenia i nie mozna ich zmniejszy¢ w procesie obliczen#

Mozna je w pewnym stopniu zmniejszyC przed przystgpieniem do

obliczen przez uscisSlenie postawionego zadania i bardziej

doktadne pomiary wystepujgcych w zadaniu wielkosci. Biledy

ostatnich moga by¢ zmniejszone podczas samych obliczen

poprzez wybor bardziej dokiadnych metod obliczeniowych, jak

rowniez poprzez zwiekszenie ilosci cyfr wliczbach bioracych

udziat w procesie obliczen.

Btad powstajacy w procesie obliczen w wyniku skumiilowania

wszystkich bledow nazywamy bledem numerycznym

Ponizej ograniczymy sie w zasadzie do omowienia tylko

niektérych z wymienionych rodzajow btedéw. Zanim jednak przej-

dziemy do omowienia tych btedow, y*ymienimy pewne zasady, jakie

powinny byO przestrzegane w procesie obliczen.



1* Okreslanie matematycznych charakterys*tyk doktadnosci przy-
blizonych wielkosci,

2. Ocena dokitadnosci Wyniku przy znanej dokiadnosci danych
poczatkov/ych.

5, Znajdowanie doktadnosci danych poczatkowych zabezpieczaja-
cej zadang dokitadnos¢ wynikow.

4. Uzgadnianie dokiadnos$ci danych poczatkowych wW celu zaniecha-
nia zbednej pracy dla uzyskania duzej dokiadnosci jednych
wielkosci jes$li inno dano poczgtkowe obarczone sg zbyt
duzym btedom.

5# Sledzenie dokitadnosci wynikdw posrednich dla zabezpieczenia
zgdanej dokiadnosci koncowych yynikéw z jednej strony oraz
uproszczenia obliczen z drugiej.

Radziecki matematyk Krytow stwierdzit, ze wskutek niezna-
jomosci regut dziatan na liczbach przyblizonych w pracach pro-
jektowych z jakimi spotykat sie, okoto 90% rachunkow wykonano
catkowicie niepotrzebnie, dla uzyskania cyfr, ktdére wrzeczy-
wistosci byty bezwartosSciowe.

Bardzo waznym elementem w procesie obliczen jest tzw.
zaokraglanie liczb, ktore odbywa sie wedlug pewnych regut.
Przytoczymy tu jedng z nich. Liczby biorgc© udziat w oblicze-
niach przedstawione sg w okreslonym systemie pozyoyjnjin z zadang

iloscig cyfr i majg postac

X = a¥ xna ooex~u l.
gdzie: a - podstawa systemu rozwiniecia;
m - liczba catkowita"dodatnia, okreS$lajgca ilo i¢ cyfr;

xN- cyfry ustalone w danym systemie rozwinieci i;

i=1,2,...,m



k - dowolna liczba catko?jlta charaicberyzujaca potozenie przccin--

ka.

Jesli liczby poczgl;kO7;e lub wyniki posrednie vynaagaog dla
ich. zapisu wiekszej ilosci cyfr™*niz zostato ustalone dla danego
procesu obliczen, wobwczas kazdg z takich liczb zaokragla cie do
ustalonej ilosci cyfr* W ogélnym przypadlra zaokraglanie do la =
tej cyfry przeprowadza sie wedlug nastepujgacej zasadys
1* odrzuca sie wszystkie cyfry stojgce na prawo od m tej

cyfry;

2# pozostate cyfry pozostajg bez zmiany, jesli pierwsza z odrzu-
conych cyfr jest mniejsza od potowy podstawy danego rosy;i-
niecia;

5, do ostatniej z pozostatych cyfr dodaje sie jedynke, jeSli
pierwsza z odrzuconych cyfr jest wieksza lub rowna potow/ie
podstawy danego rozwiniecia*

Przyktad: Zaokragli¢ liczbe =5*"15926555 do czterech, trzech

I dwoch cyfr po przecinku* Stosujac powyzszg regute otrzymamy

kolejno 5*1716, 5.172, 5<14.

8'2* Zapis dziesietny liczb przyblizonych*
oS¢ cyfr dokitadnych* Cyfry znaczace

Jak wiadomo, kazdag liczbe dodatnig x mozna przedstawic

w postaci skonczonego lub nieskonczonego utamka dziesietnego

eeo e} 12

gdzie: sa cyframi liczby x x"=0,1,2,5""t e**19 » d - pewna

liczba catkowita, nazywana najwyzsza potegg dziesietng liczby X



Przyktad: J14-159.265... =5*10"+1 «107M+5*10'A,'-9*10°+
+2*10“M+6*10~"M+5*10~"+...

Kazda jedynlca zapisana w olzresSlonyia miejscu rozwiniecia
dziesietznego 1«2 ‘ticzi>y x nma okreslony warkosc¢* Jedynka zapi”
sana na pierwszym miejscu rowna sie lo*, na drugim miejscu
10NN, na n-tym -

Jesli liczba X zadana ogd6lnie w postaci 1.1 przedsta—
wiajgca wielkos$é, ktorej rzeczywistag wartos$cig jest x, jest
taka”™ ze wartos¢ absolutna réznicy miedzy x 1 X jest mniejsza

lub réwna potowie jednostki najmniej znaczacej cyfry

k-m
X 1.3

to cyfry »],X2,.. « X nazywamy dokladnymi. W przypadkach, gdy
nie wiadomo, czy nieréowno$¢ 1.5 jest spetniona, lub wiadomo,
ze nie jest speiniona ale réznica miedzy X i X jest nie wie-
ksza od dwoch jednosci najmniej znaczacej pozycji™ wowczas
ostatnig cyfre X nazywsimy niepewng*

Jesli liczba x zapisana jest w systemie dziesietnym 1.2 ,
to wszystkie cyfry w takim zapisie od pierwszej roznej 0d zera
do ostatniej - nazywamy cyframi znaczacymi, jesSli przy tym zera
stojgce na koncu liczby uie zastepuja cyfr nieznanych.
Przyktady:

x= 710" 7+0* 10“\ | «10~"+0* 10~=0jj;,007010

X= 2¢107+0+10®@+0+10"+3 10&+0* d0~=2003000000.
Zera podkreslone nie sg cyframi znaczgcymi. Z powyzszego punktu
widzenia w/ynika, ze liczby 0.002080 i 0.00208 nie majg tej
samej wartosci, poniewaz pierwsza nma cztery, a druga trzy cyfry

znaczace.



Yi procesie oljlicsen re. 15,csoach. przyi)!lzonych powinnismy
korzysta¢ z nastepujgcej bardzo pralrbycznej reguty: W wynikach
posrodnich ilos¢é¢ cyfr znaczacych mozo by¢ wieksza od iloSci
cyfr doktadnych co najwyzej o jedng lub dwie cyfry. Wynik
ostateczny moze zawiera¢ co najwyzej o jednag cyfre znaczaca

wiecej niz jest wnim cyfr doktadnych.
§ 5* Ocena btedow

Ostateczny bitgd obliczen jest wynb5.kiem ztozonego wplywu
btedow zaréwno poczatkovych, jak 1 powstajacych w czasie
obliczen. Ze zwiekszeniem ilosci obliczen, btedy moga kumulo-
wac sie 1 nalezy stwierdzi¢ do jakiej granicy ta kumudacja
bedzie zachodzic.

We wszystkich przypadkach wartosé¢ bezvvzgledna btedu kon-
cowego nie przewyzsza sunmy bezwzglednych wartosci bledor™ skia-
dowych. Jednak w wiekszosci przypadkow taka ocena jest zbyt
gruba, jak tez jest malo prawdopodobne, aby btad catkO7/ity
osiggat taka wartosC graniczng. Doktadne okreslenie otedu
catkowitego jest Z7ykle niemozliwe, szczegdlnie przy auzej
ilosci obliczen. Z tego wzgledu szczegllne znaczenie odgrywaja
metody oceny bledéw pozwalajgce na okreslenie granic “mien
nosci tych biedow.

Oceny zwykle dokonuje sie za pomocg*
1. Btedu bezwzglednego

2. Btedu wzglednego

5. Szacowania ostatniego wyrazu

4

Ocen statystycznych



-blvdonL Dw ednyDi xlczby pj?zyolizono”™ n no-Z”WoiTly won*
toad bezwzgledng r~6znicy pomiedzy liosbg dokiadng 1 liczbag
przyblizong

T A

Btad bezwzgledny nie charakteryzuje w petni dokiladnosci
pomiardéw czy obliczen,, JeS$li na przyklad przy pomiarze diu-
goscidwocli pretév7 otrzymano ivynikl M=1100"Scm;:p'.,lcm i
| 2~2;5cmi;01,1a1s to niezaleznie od tegOj ze biad bezwzgledno"
obu wielkosci jest jodjtiaicowy« pomiar pierwszy jest dokiad--
niejssy od drugiego” -

Btedem wzglednyr.i liczby przyblizonej e nazywamy sto-
sunek btedu bezwzglednego da:?@® liczby do wiirtosci bezv7Zgled--
no3 liczby dokftadnej x

Biad ten w istotny sposob cliaralcteig/zuje doktadnos¢ pomiaréw
I obliczeiu

Nardso czesto liczba dokia.dna. x jost nieznana”™, wowczas
dla okreS$lenia gronie btedu stosuje sie zamiast rOmosci

i 1,5 podwdjno nierownosci

1,6

AL 1 X 14 N

gdzie T i T oznaczajg odpowiednio kros gorny btedu bez*”

wzglednego i kres gérny biedu wzglednego liczby przyblizonej x
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11zonym obliczaniem danej wielkosci* W wielu przypadkach, dla
oszacowania ostatniego wyrazu, wyprowadza sie konkretne formuty,
ktoére pozwalajg na ocene tego wyrazu* Formuty takie bedziemy
podawaC dla metod,dla ktérych one istniejg.

tacznie z kresem gérnym biedu bezwzglednego i bitedu wzgied**
nego, wskazujacymi na mozliwie maksymalne roztozenie liczb
X i X , czesto stosuje sie statystycznag ocene btedu, ktora
charakteryzuje stopien przyblizenia liczby X do rzeczywistej
wielkosci X z zadang miarg wiarygodnosci, tzn. z uwzgledn.ieniein.
rozktadu réznych wartosci réznicy X - x . Wtym przypadku
znajduje sie prawdopodobienstwo tego, ze btad kumulujacy sie

w procesie obliczen, nie przewyzszy pewnej zadanej wartosci.
8 Bledy dziatan arytmetycznych

Przy ocenie biedéw dziatan arytmetycznych nalezy braé¢ pod
uwage nastepujgce oszacowania:
1. Btad bezwzgledny sumy
Btad bezwzgledny skonczonej sumy algebraicznej liczb przy-
blizonych
w = 13C/| 2t -

nie przekracza sumy btedow bezwzglednych tych liczb
n
W S
i=1
Wniosek. Za kres gorny biedu bezwzglednego sumy algebraicz-
nej mozna przyja¢ sume kresow gornych biedow bezwzglednych

poszczegdblnych skiadnikéw

+ K +...+
w X2 N3
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Z powyzszego wynika nastepujgca praktyczna reguta sumo-
wania liczb przyblizonych o bliskich sobie wartosciach bez-
wzglednych i réznych znakach; dla zachowania wymaganej dok-
tadnosci obliczen nalezy brad skiadowe z duzg iloscig cyfr dok-
tadnych, a jesli to nie jest mozliwe, przeksztatcié algorytm
tak, aby odejmowanie liczb o bliskich wartosciach bezwzgled-

nych wyeliminowac*
2. Btad wzgledny iloczynu

Btad wzgledny iloczynu liczb przyblizonych

nie przekracza sumy btedow wzglednych poszczegdlnych czynnikow
n
w :
i=1 ’
Uwaga* Jesli w iloczynie n dziesietnych liczb przybli-
zonych n 10 kazdy czynnik ma mcyfr dokiadnych, to iloczyn
ma z reguty ml cyfr doktadnych /nie mniej niz m-2 cyfry

doktadne, a czasem I m cyfr/#
3* Btad wzgledny ilorazu

Btad wzgledny ilorazu liczb przyblizonych

IN
n2

nie przekracza sumy btedéw wzglednych dzielnika i dzielnej
w

Przyktady:
1. Znalezé sume liczb przyblizonych: O0#578;0#183";3"5*e
235.2; 11.75;9.27;0.0849;0.021™M-;0#00035" a ktorych kazda

ma wszystkie cyfry dokiadne#
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Rozdziat 11

IOTERPOLACJA FUMCJI

8 1, Sfonaulowojaie zagadnienia interpolacji

Pod nazwg interpolacja funkcji i™ozumiano dav/niej zagad-
nienie '/wyznaczania wartosci funkcji odpowiadajgcych posrednim
v;artosciom argumentéw, nie wystepujacym w danej tablicy.

Z zagadnieniem takim spotykamy sie bardzo czesto w wiekszoSci
zagadnien techniki obliczeniowej.

Obecnie pod pojeciem interpolacji rozumiemy réwniez
zagadnienie budov;ania analitycznej postaci funkcji na pod-
stawie tablicy wartosci tej funkcji.

Riech bedzie dana funlccja y = f ktérej znamy tylko

tablice, tzn. wiadomo, ze dla x x, funkcja

ma wartosci y = yQ, y“, y2f *

Zagadnienie geometryczne wyznaczania funkcji f x po-

lega na wykresSleniu krzyv;oj przechodzgcej przez punkty XQ,yQ t
XApnl - " X,y . Jak wiadomo przez punkty te mozna
poprowadzié nieskonczenie wiele krzywych. Tak wiec zagad-

nienie nie jest okres$lone jednoznacznie.



Oznaczmy przez i' x dowolng funkchie przechodzgca przez

te punktyc.

Jesdli zatozymy, ze F x musi spetnia”™ dodatkowe warunki,
zagadnienie bedzie okreslone $ScisSlej. Najczesciej zada sie,
aby F x byta wielomianem stopnia mniejszego niz ilosc¢
znanych wartosci funlccji.

Zagadnienie interpolacji wielomianem mozna sformutowac

nastepujgaco:

Majac wartosci X I Yy = yoryi«'**»yn

F x stopnia nie wiekszego niz n,

wyznaczy¢ wielomian y

spetniajgcy warunki F Ny M ~™n *
Inaczej mowigc, zagadnienie to polega na otrzymaniu

analitycznego wyrazenia dla wielomianu jktory w danych punktach

pi“zyjmuje dane wartosci. Jest ono najczesciej spotykane ze

wzgledu na tatwos¢ obliczania wartosci wielomiandow.
Punkty te*e nazywamy weztami interpolacji.

V/ielomian F x spetniajagcy warunki I1.1 nazywamy
wielomianem interpolacyjnym, a wzory stuzace do jego wyzna-

czania wzorami interpolacyjnymi.
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Ust/Ciliny Joszczo gldwny c©X sijosowsuis. wzoirow ini™orpo*?
lacyjnych* Zastepowanie funkcji wielomianem interpolacyjnym
stosujemy przede wszystkim do znajdowania posrednich wartosci
fimkcji* Zastepowanie takie moze byC stosowane rowniez wow

czas,gdy znamy analitycznag posta¢ funkcji f x , ale jest ona

bardzo ztozona* Interpolacje stosujemy rowniez przy opracowy*-

waniu wielkosci dosSwiadczalnych,kieoy posta¢ analityczna

tunkcji nie jest znana*

8§ 2* Interpolacja wielomianami

Wzdér interpolacyjny Lagrange'a

Rozpatrzmy tablice funkcji o danych wartosciach
yN = f i =0,1,2,*.*,n, przy czym wszystkie I Yy sg
znane. Ralezy wyznaczy¢ wielomian y = I' X stopnia nie wiek-
szego niz n, dla ktérego

FxA» ®A2 I S OoNIf2/***fn 1.2

Szukany wielomian mozemy zapisac

FX s aQ+a’\x+a2X2+.*.+a"xn

Uwzgledniajgc warunki 11.2 otrzymujemy ukitad n+1l roéwaan

Z n+l niewiadomymi
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g IAINVNVF 2 Jeo - 'l ~

o « *rog+gﬂ "

Jesli Xq,x"5*** x” sg r6zne, wobdwczas po?jyzszy ulctad posia-
da jedno rozv7igzanie i mozemy jednoznacznie wyznaczyC Vv/yspot-*

czynniki

Przyktad*

Dane sg wartosci Xg=0
xXN=1 y™=1
N2=2 N2=5

Znalez¢ wspotczynniki wielomianu interpolacyjnego P x st.2,

dla ktérego
FO =1, F1

Przyjmujac
F X = aQ+ta™x-i-a2X
aQ+ar «O™Me0” = 1
2
aQ+ah e =1
2
aQ+UWje2+ane2 = 3
Po rozwigzaniu otrzymujemy aQ = 1, = -1, a~ =1, czyli

F X = l-oc+x”"

Sprouujmy zagadnienie rozwigzaC bardziej ogo6lnie tzn*
wyznaczy¢ wspotczynniki wielomianu interpolacyjnego bez roz-

wigzywania ukitadow réwnan.






Przyktady:

Przy | sl mamy wzor Lagrange”™a oparty na dwoéch punktach

PX = «0+ - *\

/\1*/\0
skad po przeksztatceniu mozemy otrzymac

y0"7i
Xg-XA

F X . X+ 11*4

Jest to wzér na réwnanie prostej przechodzacej przez dwa punkty”
|

stuzacy do interpolacji liniowej. W analogiczny sposéb dla n=2
mozna uzyskaé¢ wzOr bedacy rownaniem paraboli, stuzgcy do inter-

polacji kwadratowej.

Nastepujgca formula

= f X -P X "+l X 11.5

Hii~T
Sdzie b f SRRV X-Xq , XX~
stuzy do szacowania btedu bezwzglednego interpolacyjnego wzoru

Lagrange'a,

8 3, Wzory interpolacyjne Newtona

Niech bedg dane wartosci funkcji f X :

y~ssf , 1S0O, 1,2, eee n
W punicraoh rozmieszczonych w jednakowych odstepach
Xqg, x"N=XQ+h, X2=XQ+2h, . ., Xj"=XQ+nh.

Jak wiadomo, istnieje jeden wielomian P x stopnia n,

caki, ze

PXk gyk tes0,1,2,,,n 11.6
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R&6znica miedzy wzorajni Lagrangc'a i Kewtona polega na tym.
ze we wzorze Lagrange kazdy ze skiadnikow ¢'est wielomianem
stopnia n i wszystkie sktadniki,majag jednakowe znaczenie,
obliczenia musza wiec by6é prowadzone do konca« We wzorze
Newtona sktadniki sg wietlomiannini coraz to wyzszego stopnia,

a wspotczynniki ich sg kolejnymi réznicami dzielonymi przez b
WV odpowiedniej potedze”™ dzieki czemu kolejne wyxazy szybko
malejg, obliczenia mozna przerwa¢ w chwili uzyskania odpo-

wiedniego rezultatu posredniegoc«
,Dla praktycznego postugiwania sie tym wzorom dokonajmy
nastepujacego przeksztatcenia;
czyli x=XQ+th, a po podstawieniu
do 11*8 otrzymamy
P XQ+th yo+ 2y0 ' f_fl_l_gi__t_'f_ 3}0

t t-1 t-2 M« t-nM-1 n

\O 11.9

Wzor ten nazywamy czesto wzorem interpolacyjnym Newtona na

interpolacje w przdod «
Przykitad:

Bana jest tablica logarytméw dziesietnych liczb od 1000

do 1050 z krokiem 10« Obliczy¢ logrrytmy dziesietne liczb

od 1000 do 1010 co

on N
X y y 7 n

1000 3*0000000 43214 -426

1010 5.0043214 42788 418

1020 5.0086002 42370 -409

1050 3.0128572 41961 -401

1040 3*0170353 41560

1050 3.0211893
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drzecie rdéznico nozna przyjaé¢ pradctycznio za Suate*
Przyjmujac = 1000 many 7/q = 5*0000000

= 0.00M5214.

=-0.0C0042S

= 0.0000008
Okreclniy ~wystepujacy we wzorze 11*9 parametr t. Poniewaz

th = 10, to dla X = 1001 ATy ty, = 0*1

dla X2"2= 1002 nany tp = o0.2 itd.

- /\
t X i-Srrl—t-2 ~g ,
6

0*0 1000 0! 0] 0 3.0CO00C00
0.1 1001 43214 192 2 3.0004341
0..2 1002 86428 341 4 3*0008677
0.3 1003 129642 447 5 3.0013009
0 *A 100A 172856 512 5 3.0017337
0.5 1005 216070 533 5 3.0021661
0.6 1006 259284 512 4 3.00259S0
0.7 1007 302493 447 4 50030295
0*8 1008 345712 341 2 3.0034606
0.9 1009 388926 192 1 3.0038912
1*0 1010 432140 0] 0 3.0043214

Porownujac uzyskane wyniki z 7 ~ cyfrowg tablicg logarytmow
dziesietnych okazuje sie, ze wszystkie cyfry uzyskane za po-
mocg interpolacji sg doktadne* Aby zbudO/,a¢ tablice v prze-
dziale 1010 X 1020 przyjmujemy Jako Xq = 1010 oraz uwzgledniamy
drugi wiersz z tablicy réznic* Zastosowany w przyktadzie 77z6r
Jest przydatny tylko na poczatku tablicy funkcji* Na koncu
tablicy stosujemy inny wzor, ktory mozna wyprowadzi¢ V2 analo-

giczny sposob*
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- N D) t 'o+l 2
F X F n |/\r] An_llnl 0 2|TM
nbix2, U2 cmad 11.10
ni O

Jest to drugi wzér interpolacyjny Kewtonae zwany czesto wzorem

interpolacyjnym Newtona na interpolacje wstecz.

Nastepujgace formuty

t~t-| t-"2 . . =0
— dzie t
H, el | yQ g n
- —|- * o —- i A X
p t Yl -2 *e tin rf‘l’iy” gazie t h
“ n+l |

stuza do szacO77ania btedu bezwzglednego odpowiednio pierwszego

I drugiego wzoru interpolacyjnego Newtona#
Przyktad:

W pieciocyfrowych tablicach logarytmicznych dano sag
logarytmy liczb catkowitych od 1000 do 10 000, przy czym
kres gorny biedu bezwzglednego tych logarytméw wynosi g « <0
zbadad”™ czy mozliwa jest interpolacja liniowa z ta samg

doktadnoscia.

Niech y = log x , przyjmujac we wzorach na szacowanie

btedu bezwzglednego zaleznosé

11+1y) fn+1
wowczas y' = /N
y = ::éjZ
f*  2i5 e 1. 10°

10°
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wiec
“0
\L t t-1 2. & 10
R 2
) 1 1 2
poniewag, ot 1, t t-1 4 5 t
. 1 -6
H/j nd . 10* 10 ~

> 2

czyli interpolacja liniowa jest mozliwa#

Oprécz podanych tu wzoréw interpolacyjnych Lagrange™a i
Sfowtona istnieja doSC czesto spotykane wzory Gaussa, Stirlinga,

Bessela, Aitkena 1 inne#

8 4# Ekstrapolacja

EozwazaliSmy dotychczas zastosowanie 7jzorow interpolacyj-
nych do wyznaczania wartosci funkcji odpowiadajgcych wartos-
ciom argumentow lezgcym pomiedzy zadanymi punktami* Wzory
interpolacyjne mozna stosowad rowniez do y/yznaczania wartosci
funkcji dla argumentéw znajdujgacych sie poza granicami zadanej

tablicy. Dakio zastosowanie wzoréw interpolacyjnych nazywamy
ekstrapolacjs.

Przy ekstrapolacji nalezy pamietad, ze wystepuja tu na
0g06t wieksze btedy niz przy interpolacji oraz o tym, ze zakres

ekstrapolacji jest bardzo ograniczony.

Do ekstrapolacji najczesciej stosuje sie wzory interpola-
cyjne Newtona oraz Lagrange”™a, nie nadajg sie natomiast zupet-

nie wzory Stirliga i1 Bessela. Pierwszy wzor interpolacyjny



Newtona stosujeiny do ekstrapolacji wstecs™a drugi do ekstra-

polacji wprzéd r

8 5« Wybor wzoru interpolacyjnego

Wyniki obliczen interpolacyjnych”jak wiadomo,nie zaleza
od wyboru wzoru interpolacyjnego”™ wykazaliSmy bov7ziem™ ze wie-
lomian interpolacyjny jest jeden. Podobnie przodstav;ia sie
sprawa z obliczaniem nie wieloraianu, a bezposrednio jogo war-
tosci w okresSlonym punkcie. Stosowanie réznych wzoréw interpo-
lacyjnych podyktowane jest ~.ytgcznie prostotg i dazeniem do
skrocenia czasu obliczen, jalcie nalezy v/ykonaC dla wyznaczenia

wielomianu, lub jego wartosci.

WsSrod zagadnienn interpolacyjnych wyrézniany cztery zasad-

nicze typy:

l. Poszukiwanie wielomianu stopnia co najwyzej n, przy czym
argumenty funkcji sg romolegte, tzn. - XQ#ih  1=1,2,
Aamo

1. Poszulciwanie wartosci wielomianu w danym punkcie, okreslo-

nego w zagadnieniu typu I.

I1l1. Poszukiwanie wielomianu stopnia co najwyzej n, przy czym

argumenty funlccji nie sg rownoodlegte.
IV. Poszukiwanie warto$ci wielomianu interpolacyjnego v, danym

puniccie, okreslonego w zagadnieniu typu I11.

W przypadku zagadnienia typu 1, jesli dysponujemy tabli-
cami réznic az do n-tej, najv;ygodniej jest korzysta¢ z wzoréw
Newtona, jes$li nie many réznic, korzystamy z wzoru interpola-

cyjnego Lagrange'a.






Rozdziat 111

Aproksymacja

8§ 1. Sformutowanie zagadnienia*

Przyblizenia jednostajne

rachunkach numerycznych bardzo czesto spotykamy sie
z potrzebg zastepowania danej funkcji y « P(x), Inng
znacznie wygodniejszg do obliczen funkcja vy « f (x). Funkcje
f(x) nazywamy woéwczas aproksymacjg lub przyblizeniem
funkcji F(x)*

Postepowanie takie pov/Zoduje powstawanie w procesie
obliczen pev/nych btedow, ktore nazywamy biedami aproksymacji*
Aproksymacja nma sens tylko wodwczas, gdy podaje sie sposéb
oszacowania btedu tej aproksymacji, ktory zalezy w znacznym

stopniu od doboru metody aproksymacyjnej*

Przyktad
Dana jest funkcja y = F(x), ktora w punktach
-»2,-1 ,0,1 ,2, przybiera warto6ci 8,-2,1,-4.,10.
Z#qdajqc przyblizenia tej funkcji wielomianem mozliwie niskie-
go stopnia, ktéry w odpowiednich punktach posiadatby odpo-

wiednie v/artodci, otrzymamy
f (xX) > 2xN + 27 r N

Zadajac przyblizenia funkcja wymierng otrzymamy

1% («)
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Niech bedg dane dwie funkcje F(x) i " okres-
lone w przedziale domknietym Anncje  f(x) nazywacd
bedziemy przyblizeniem jednostajnym funkcji F(x) w prze-
dziale [a>b] z dokiadnoscig do ™~ ™ jezeli

[F(x) - f(X)|< t (rrr.1)
dla wszystkich X€

Najwazniejszym przypadkiem przyblizenia jednostajnego
jest aproksymacja funkcji ciggtej wielomianem algebraicznym*
Nastepujace tv/ierdzenie V/eierstrassa jest podstav/g tej apro-
ksyraacj i :

Niech F(x) bedzie funkcja:‘ ciggtag w przedziale
domknietym ("a,b2* Dla kazdej liczby dodatniej t istnieje

taki wielomian u>(x), ze
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Jest to oszacowanie btedu aproksymacji funkcji }?(x) przez
wielomian u)(x) w przedziale ta,b]].
Rozwijalnodd funkcji VW szereg Taylora pozwala nam

przyblizad jg wielomianami dowolnego stopnia.

Przyktad
Znalezd za pomoca szeregdw potegowych wielomian

piervASzego stopnia przyblizajgcy funkcje P(x) = sin X

v przedziale T
N \J )
Przyjmijmy - N2 N wodwczas
L T
tYX) ~ sirCj"™ + cos\M2 (x* ~"2) " cosN 2 * 2N

0;(X) « 0.96595X + 0»00594.

Obliczmy jeszcze btgd aproksymacji. W przedziale O»‘(f%

many
(n+1)
F(x) I & P'(x) = ]-sin X\ = sin x 0.5, V/iec
- 0.5. Poniewaz a =0, b = c = %'2 to h =
a wiec
IF(x) - (*Iix) I < A<0.0"n72
§ 5. Metoda najmniejszych kv/adrat<5w
Niech bedzie dana funkcja y = 1?(x), ktdéra w réznych
punktach x7, x, PMy3inuje wartooci
» Y2y*FFr>Sym* znalez6 takie przyblizenie funkcji
y = F(xJ wielomianem co najwyzej stopnia (n n<m)
f(x) a + a™ + a™x + ... + a”™x (111.6)

aby btgd Sredni M aproksymacji osiggnat minimum tzn. aby

funkcja
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"Qa> i s> )
(yo_aO——alxo 2%0 anxr(; *
2
aan;) » (111*7)
2 ti
* (‘Y'rrfao_alxn_a/?(m_ anxmv
« (M-l )M

osiggata minimum.

Przy takim x>03tav/ieniu zagadnienia minimalizujemy tylko
btad dredni M 2z jalcirn wartosci wielomianu (11l ,6) w
punktach Seeeyi  PANyblizajg v/Zartodci . Sy™ >eeenyyi
funkcji F(x), O btedzie z jakim wielomian (I111,6) przybli-
za P(x) poza punktami W2 N * AN
0got nic powiedzieo.

Taka metode aproksymacji nazywamy metoda najmniej-
szych kwadratéw. V przypadlcu interpolacyjnych sto-
suje sie v/ielomian stopnia n rovmego ilosci punktow m,
natomiast w przypadku metody najmniejszych lcwadratév/ stosu-
jemy wielomian stopnia n mniejszego od ilodci punktéow n¥

Metode najmniejszych kwadratdy/ mozna rowniez stosowac
w przypadio§ n = m, ale wodv/czas proces obliczen trwa znticz-
nie dtuzej niz za jjomoca innych metod.

VV metodzie najmniejszych kvmdratéw szukamy minimum

funkcji O (an™,a”,...,a”). Muszg wiec byd spetniono warunki

b (111.8)
5 N n

Otrzymujemy stad n+1 réwnan liniowych z n+l niewiadomymi.









-0.004950 + 5.670904 ~’ - 3.502577 (E)

Di-od aredni
P2 _ i (0,004957+0 .0'15'13" +0.00075"M+0 .01430 +0.00484 )
0.00009642

ucnd M O .00982,

IlUgd ton mozna :omu.o;)n?.y0 pr/.0L i>r5.ybliftcnlo funkcji 1 (x)

wielomianem otopnia wKjkacoco niz 2, albo aprokoymowaé i'(x)
nn 1N 030 ycli i;Vaedsi<laol).#
5 , Dobér v.roréw einplryc”.nych

Zro”™adnionio znajdowania wzoru cmpix*yczno(so Xx)oXep,a

na poprowadzoniu Krz.ywoj postaci
y - £(X)

naloni.coj do powuoj klasy K i lozgcoj "mozllwio blisko"
uktadu punktéow H. (x™.y”?) 1 =0,1,2

Ubznlca pOiiileduy intorpolaojag ft doborom vfzoru ompi-
x~csnogo polonu w zasadaie IUx ilodci danych punktéw jakimi
dyGpoaujomye

Konstrukcja v/zoru oiupirycznop,0 przebiega \i d;/éch
o tapn.oli *

1) okrodélonio o0;'6luoj postaci wzoi’'u

2) f.nalosionio nujlepszycU parametrow.

ruakt 1) w duzym stopniu zalezy od dodéwiadczonia opracowujg-

copo dnuo doswiadczalne.'.'"/ V/i9kszodci przypadkéw ograniczamy

Ui,, do wielomiandw, alo doso czysto stosujemy rowniez inno
funkcje olo.uontarne (wymierne, potegowe, wyktadnicze itp.).

Hajczescioj spotykanymi w praktyce wzorami enipirycz-

Vyiiii  zd,1



Y T ax + b

—_X—
Y T ax + b

y =aln x +V

gdzie a,b &\ parametrami podD.ogajacymi optymalizacji*

8§ 5* VAMWGr metody airoksymacij i

Zagadnienia zwitizane z aproksymacjg mozna podzielic
na dwie klasy w zaloznodci od teorii bteddw, na ktorej
opieramy aproksymacije.

Do pierwszej klasy nalezg zagadnienia oparto na
teorii btedow maksymalnych. Zaktadamy tu, ze btad aproksyma-
cji nie moze V zadnym punkcie rozpatrywanego przedziatu
przekroczy¢ okreslonej wartosci, czyli jooszukujemy przybli-
zen jednostajnych. Do klasy tej naleza zagadnienia zwigzane
z aproksymacjg funkcji danych w postaci analitycznej przez
inne funkcje. Stosujemy tu najczesciej metode szoregov/ pote-
gowych albo metode interpolacyjng.

Do dru,:;io] klasy ntilezg zagadnienia oparte na sta-
tystycznej teorii bledov/o Bilad aproksymacji okreslamy przez
podanie btedu Sredniego. Y zVigzku z tym biedy aj~roksymacji
moga by¢ lokalnie bardzo duze, ale prawdopodobienstwo ich

wystgpienia moze by¢ bardzo mate, co uzyskujemy przez zato-

zenie, ze bitgd Sredni ma by¢ mniejszy od pewnej ustalonej



wartosci* Do klasy tej nalezg zagadnienia doboru v/zorow

empirycznych. Poniewaz wyniki eksperymentu majga jedynie

znaczenie statystyczne i prowadzenie doktadnych krzywych

nie ma wiekszego sensuj stosujemy tu najczysciej metody

najmniejszych kwadratow.
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Przyblizono rozwlazyv;aniG rovmail algebraiczianycii

niliniowych i przestepnych

8 | , Sformu?coYianie zagadnienia

Klasyfikacja metod

W rozdziato t™aa omovrlmy metody przyblizonogo rozwig-

zZta';ania rdvniaii postaci
f(X) roO,

gdzie f(x) - zadan™ funkcja jednej zmiennej, ciqg.glo. w prze-
dziale a <x -<b. Dodatkowo zatézmy, zo funkcja f (x)
posiada f~(x) oraz f” (x)*

Kazda warto6c ~ talcg, zo0 f (» 0 nazywamy pier-
wiastkiem ro\mania f(x) - O lub zerem funkcjif(x),

- Funkcje f (x) noga, byc Wielo\mianiiimi stopnia n, Vv0v,_
czas rov;nania nazywamy algebraicznymi nieliniov;ymi lub
funkcjami przestepnymi, \YOwczas rovmania nazyv,amy przestep-
nymi .

W teorii rdvmaii algebraicznych dowodzi sie, ze révma-

nie stopnia n
f(x) = S + a,xM"N A «e« + ~p-1n £~ N

posiada ri pierwiastkow, wsréd ktérych moga bydé zardéwno
pierwiastki rzeczywiste jak 1 zespolono*
liBwnani o przestepne
f(x)-0 .
moze w ogole nie mied j)ierv;iastkow, jak rowniez moze posia-
da¢ slionczona lub niockoiiczong liczbe pierv/lastkévf (rzeczy-

v/istych i zespolonych)*
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Rozwlg/anie réva\an olgebraicznych nieliniowych lub
przestepnych sprowadza sie do znalezienia przyblizonych war-
toif.ci pierwiastkov/, dla ktorych, zadana funkcja i(x) zeru jo
sie z zadang doktadnoscig*

Znajdowanie pierwiastkéw rownania (I1V*1) lub (1V.2)
mozna rozbi¢ na dwa etapy:

1. lokalizacja i rozdzielanie pierwiastkéwtzn. znajdo-
wanie dostatecznie matych przedziatéw, w ktorych
znajduje sie doktadnie po jednym pierwiastku;

2, zYsTiekszenie doktadnosci okreslonych w pierwszym eta-
pie pierwiastkow przyblizonych.

W nastepnych paragrafach omowimy pewne metody lokali-
zacji 1 oddzielania pierwiastkow oraz metody uscisSlania pier-
wiastkow rOY/maii algebraicznych nieliniov/ych oraz révmaii
przestepnych, majgce szerokie zastosowanie w technice oblicze’

niowej+¢

8 2* Lokalizacja 1 rozdzielanie pierwiastkow

V celu rozdzielenia pierwiastkov/ rownania (1V.1)
lub (I1V*2) nalezy przede wszystkim okresli¢ granico x”rzedzia-
tow,w Kktorych roztozone sg pierwiastki odpowlednlejso réwna-
nia. Bardzo przydatne”™ przy tym okazuje sie twierdzenie
Bolzano-Cauchy'ego.

Jezeli funkcja ciggta f(x) ma na koncach przedziatu
domknietego O~ znaki, tzn. f(cA).f (™) < 0, to
wewngtrz tego pi'’zedziatu istnieje co najmniej jeden pierwia
stek réwnania f(x) =0, t'zn. istnieje do najmniej jedna

liczba nlo ktorej f(~ ) - O-
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Jezeli w przodsiale otwartym iIstnieje 1 nio
zmienia znaku pochodna f (x), tzru jezeli f'(x) > 0 Ilub
fA(x) <0 dla a”™ x<b, to jest jedynym piex~viastkiem*
Lokalizacje pierwiastkow rozposczynamy zwykle od ustalenia
znakow na koiicach przedziatu, a nar'tepnio ten przedziat dzio-
limjfAna mniejsze podprzedziaty W2 xxx AN Kktdrych wybor
zalezy od osobliwosci funkcji f(x). JesSli okaze sie, ze dla
pevmego podprzedziatu zachodzi * ANAN O I to na
podstawie twierdzenia Dolz*ino-Cauchy'ego pierwiastki lezg
pomiedzy I

Istnieje v/iele réznych metod okreslimiii poczatkowych

przyblizen pierwiastkow, z ktorych kilka przytoczyoiy.

1, Metoda graficzna

Do rozwigzywania rownan ¢ilgebitaicznych nieliniov/ych
I przestepnych mozemy stosov/ad jedng z metod graficznych*

Rownanie (1V.1) lub (IV.2) mozna zapisa¢ w postaci

f(x) -0

lub ~Mx) - y(x)
Rysujemy kclejno krzywe odpowiadajgce poszczegdélnym funkcjom
f(X) lub 2~ (X) i y (X).

Wspotrzedne punktow przeciecia krzywej f(x) z osig x lub



punktéw v/zajemnogo przeciecia sie krzywych odpowiadajgcych
'f(x) 1 ”~ (X) stanowiag poczatkov/e przyblizenia pierv/iastkéw

rovmania.

Przyktady,

1) Okredlié graficznie pierwiastki rév/nania
Xr. xlog X-1 =0

Po przeksztatceniu rownanie to mozemy zapisad w formie

nastepujacej: log x N, wowczas

MY = log X

/\(X) > N
Tak v/yznaczona liczba stanowi przyblizenie poczatkowe
rownania.

2) Okredlié metodg graficzng pierwiastki rdovmania
ax- /X +0,75 =0

Mozemy tu dokona¢ nastepujacego podziatu N(x) «
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I ~5 stanowiag przyblizenie poczatkowe rownania

X 17 X+ 0,75

2. Metoda Maclaurlna
i
Granico roztozenia pierwiastkdw rownania (1V*1)

o0 v/spoétcsynnikach rzeczywistych przy ~ 0 mozna okredlio
X 1+ (1V*5)
A
1+ a
gdzie
m - indeks pier\7szego ujemnego Vv/spoétczynnika am
w ciggu .,an;

a”™ - najv/iekszy co do bezwzglednej wartod6ci ujemny
wspotczynnik tego ciagu;
N I ~ tzn* wspotczynniki

sg wspotczynnikami réwnania

pomnozonego przez (-1)n
S - indeks pierwszego ujemnego Vv/spoiczynnika b#;
- najwiekszy co do bezwzglednej wartodoci ujemny

wspotczynnik W ciggu bM»b™, . b

V/z6r (1V.3) stuzy do okre$Slania dolnej i1 gérnej gra-
nicy pierwiastkov/ rzeczyv/i'stych.

W celu znalezienia granic pierwiastkow rzeczywistych
ujemnych, nalezy W réovrnnniu (IV .1 ) dokona¢ zamiany X « -Z
I pomnozyC rov/nanio przez (-1

Metode te stosuje sie najczesciej w tych przypadkach,
kiedy wystarczy bardzo gruba ocena granic pierwiastkéw

rzeczywistych.
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Oproécz podonycli tu njiGod lotnio3® wiolo innycli motod

rozwinii“tych szczo”d6lnio dla révman ali“ebraicznych. W colu
znalezienia pierwszych j:»rzyblizen pierwiastkéw dla rownau
przestepnych mozemy postuzyC sie metodami dla rownan algebralcz
uych przez rozwiniecie funkcji v/ystepujtice3 w rév/naniu f (x)-0

W szereg potegowy*

8§ 5* Metoda Newtona

Zatézmy, zo pierwiastek rov/nania
f(x) «O
jest zlokalizowany w przedziale domknietym [a,b] oraz f'(x)
™ (x) istniejg w tym przedziale i nie zmieniajg znaku* /"at0z-
my rownioz, ze znaloalono zostato powno przybllzeido pierwlast
ka Xn 4’ W celu zwiekszenia doktadnosci togo przyblizenia

mozemy postuzyd sie nastepujaca metodg zwang motodg Newtona

albo metodg stycznych.

. A _
Niech NoO= Xn hn
gdzie jAst pewnym matym i)rzyro stern.

Rozwijajgc funkcje f (x) w szereg 'iaylora w otoczeniu punktu

Xn" manmy
o « f(x™ + 17N)=~ NN
f (X
h ( n2\
Sk@d n f ' )
n

O 1lrzymujomy wiec

(n=0,1,2,...) (1V.7)

Interpretacja geometryczna mgtody Newtona przedstawia sie

nastepujgco;
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Zastepujemy kolejno luki krzywej vy =f (X)™ przez stycz-
ng w punkcie stycznag w punkcie itd.

Do szacowania metody Nev/tona stuzy nastepujgca

formuta:

_I_A v f(>r<:)| (IV *5)
gdzie f’(xX) w przedziale
Przyktad;

Znalezd z doktadnoscig do pieciu cyfr ujemny pierwia-

stek rownania
- Hrn 75x - 10000 = O

Po zast030vw/aniu jednej z metod § 2 mozemy stwier-
dzi¢, ze ™ £ (-1™1 -10). Spetniono sg tez nieréwnosci
f’(x) <O I " (x)”™ 0. Mozemy v/iec przyjagc xN > 11

I wykona¢ kilka iteracji metodg Newtona
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n Xn f(x ) f’ (Xn) bn
!
0 -11 3455 ! -5185 0,7
1 -10,5 15'+,5 -4234 0,03
2 -10,27 57,8 : -41 96 0,009
5 -10,261 0,2
Pierwiastkiem rownania jest wiec ~N -10,261

8 4* Reguta falsi

Oproécz metody Newtona bardso popularng jest metoda
zwana regutg falsi albo metodg siecznycii.

Jesli nmanmy zlokalizov/any przedziat domkniety [a,b*]?,
V ktérym znajduje sie pierwiastek ~ rodvaiania f (x) - 0, tsn,
f (a), f(b) < O, wowczas dzielimy przedziat ["a™bj *na dwie
czesci w stosunloA f(a):f(b). Otrzymamy wartdsoé przyblizong

pierwiastka

Gdzie = -f(a') + f(b) W “ f(b)-f(a) ~

Nastepnie stosujemy to samo postepowanie do tego z przedziatéw
Ia.x } i l»t>3, na koncach ktérego funkcja f (xX) ma rézne
' N -

znaki itd.

Geometryczxiie oznacza to, ze zastepujemy tuk krzywej

y = f (x) prosta (cieciv/a) taczaca punkty A i1 B.



Na podstawie rownania prostej przechodzacej przez dwa punkty

mamy
» a - _r_(__b La\]'f'z-a“)- (b - a) (|V6)
Przy zatozeniu, ze f"(x)> 0O, krzywa vy » f(x) nie

posiada punktéw przegiecia w przedziale a ™ x”™ b nozeny

rozpatrzy¢ dwa przypadki:

1) f(@) >0 2) i(a) < O
Z
XO = a
f(x )
"+l N - f(a) n

Metode siecznych szacujemy za pomocg Wzoru:



T - « (1V,8)

gdzie |f*(xX)]® m dla a$l x$ b*

Przyktad I
Obliczy¢ z dokitadnoscig 0.002 dodatni pierwiastek
rownania
xX* - 0.2x™ - 0,2x - 1.2 0o O
Po dokonaniu analiey mozemy stwierdziC, ze pierwiastek
? lezy w przedziale [i ,1.5] . Obliczamy f (1) = -0.6
1 f(1.5) = 1.425.

Stosujemy wiec drugi wzér z (1V,7)

“ 1 + y:v85'v =1 +0.15 -1.15
Xp 1 1.190
X, « 1.198
Poniewaz f*(x) « 3x™- 0*4x - 0.2 dla x» < x < 1*5 jest

f*(x) 5.1.198™ 0.4.1.5 - 0.2 « 5.1.45 - 0.8 * 5*49

002

8 5. Metoda iteracji prostych

Kazdo réwnanie algebraiczne lub przestepne
f (X) «O

mozemy przeksztatci¢ dp postaci

X sy (X) (1vV.9)

Przeksztalcenia tego mozna dokonac¢ réznymi sposobami] uzysku-

jac roézne postaci (I1V.9).
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Przyktad

ROTOanl© - BXN + 8XN - 7x + 11 = O

mozna przeksztatci¢ do postaci

X=~ (0 + 253 . 3x—>’$+ 8x + 11)
lub
X s + 2xN ~ 5xM + 8xN - 6x + 11
albo
o —2x4 - 8x2 - 11
x - BE -7
itd.

Po dokonaniu przeksztatcenia (1V*9) przyjmujemy przy-
blizenie Xo’mozliwie bliskie pierwiastkowi rownania f(x) » O
i budujemy ciag

Ne+l o« (k =0,1,2,... ) (1v.10)

Przy pewnych warunkach cigg tak otrzymanych liczb x~ jJest
zbiezny do jednego z pierwiastkéw rownania*
Geometrycznie metoda ta interpretuje pierwiastki rownania jako

punkty przeciecia prostej y‘= x oraz krzywej y 2 'j'(X)

Proces zbieznodci tej metody zalezy od indywidualnych whasnosci
funkcji f (xX) i czesto jest niezbyt szybki.
Przykitad

Obliczy¢ najwiekszy pierwiastek dodatni rév/nania

x5 + X = 1000
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3 doktadnoscia do 10
Jako punkt startowy przyjmijmy «10.
Dokonajmy przeksztatcenia

X = 'm~"lOGO - X

Y/6wecsas otrzymujemy cigg

X033 10

Al © 9.96655

X 9.96666
ns  9.96667
ktory jest zbiezny i z dokitadnoscig 10— mozna przyjao
Y « 9.96667
Metode iteracji prostycti stosuje sie zazwyczaj do

obliczania pierwiastkéw z niewielkag dokitadnoscig lub w pota-

czeniu z innymi szybko zbieznymi metodami*

8§ 6* Pordéwnanie metod

Metode siecznych i metode Nev/tona stosuje sie zv/ykle
do zv/iekBzenia doktadnosci pierv/iastkObw rzeczywistych rov/nan
algebraicznych i przestepnych* W tym celu mozna rowniez stoso-
wad metode iteracji prostych,sprawdziwszy uprzednio warunki
zbieznosci #

Metoda Newtona rézni sie zaréwno od metody siecznych
jak 1 metody iteracji prostych znacznie szybszga zbieznoscig
kwadratowg, przy ktorej biad maleje proporcjonalnie do przybli-
zania sie obliczanego pierwiastka do pierwiastka rzeczywistego*
Jednakze na pierv/szych etapach, kiedy dokiadnosé przyblizenia

jest jeszcze niewielka, metoda Newtona moze dawad gorsze



wyniki niz metody siecznych 1 iteracji prostych.

Niekiedy bardzo pozyteczne jest kombinowanie metody
Newtona z mebod” .siecznych lub iteracji prostych: na pierwszych
etapach v7ykorzystuje sie. jedna z tych dwoch metod, a przy kon-
cu jeden lub dwa etapy v/ykonuje sie metodg Newtona. Pozywata
to, 'znajgc f*(x), obliczy¢ v/zgledny i bezwzgledny blad pier-
Yfiastka.

Kazdy etap metody siecznych, oprécz pierwszego wymaga
zwykle w przyblizeniu takiej samtoj ilosci obliczen co metoda
iteracji prostych. Y/ykonanio jednego etapu metoda Newtona
wymaga Srednio dwukrotnie wiecej obliczen.

Y tych przypadkach, kiedy utrzymanie Kkilku zbednych
cyfr niezbyt komplikuje obMczenia, celowe jest postugivmnie
sie metodami przyspieszenia zbieznosci. Pozwala to, szczegol-
nie dla rownan wysokiego stopnia, lub ziozonych réwnan prze-

stepnych, skréci¢ ilos¢é obliczen wielokrotnie.
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Rozdziat V

Rozv/lazywanie ukiadov/ rovmaii algebraicznych liniov:ych
8 1. Kliisyfikac ja metod

Do rozwigzywania ukitadov/ rownan algebraicznych linio-

wych zapisanych w formie rozwinietej

* /\ eeoeo n n /\
»21 *1 » 2272 + m' asnV 2 (V.1)
am 1 *sp9"9 ™ nnn- n
lub w formie macierzowej
Ax ® N Nn”"™»2)

stosuje sie rozne metody™ ktére mozna podzieli¢ na dwie
zasadnicze grupy:
1. doktadne,
2, literacyjne.
tletody dokiadne pozwalajg w wyniku skonczonej, z gory
znanej ilosci operacji arytmetycznych, otrzymaé¢ szukane roz-
wigzanie* Nazyvfamy je dokitadnymi ze v/zgledu na istnienie
mozliwosci otrzymania za ich pomocg rozwigzania dokiadnego.
Jednakze w praktyce, metody te nie dajg wyniku doktadnego
wslmtek uwzglednienia btedéw poczatkowych oraz bieddéw
zaokraglen.
Dla metod iteracyjnych charakterystyczne jest to,
ze wymagajg one okresSlenia przyblizen poczatkowych niezna-
nych wielkos$ci, rozwigzania poszukuje sie wediug schematu
iteracyjnego,w postaci ciggu stopniowo polepszanych przybli-

zen, liczba ktorych moze nie by¢ znana wczesniej, dla
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uzyskania szukanego rozwigzania wymagane jest aby proces itera-

cyjny byt zbiezny. Metody iteracyjne pozwalajg uzyskad roz-

wigzanie przyblizone z praktycznie dov/olnym stopniem doktad-

nosci, chociaz doktadnego rozwigzania w skonczonej ilosci kro-

KBr w tym przypadloj. uzyskad nie mozna. Doktadny viynik jest

granicg nieskonczonego ciggu przyblizen. W praktyce proces

iteracyjny trv/a dopoty, dopodki dwa kolejne przyblizenia
x'f‘k+1)\ nie pokryja sie z zadang iloscig cyfr.

Liczne metody rozviigzywania ukiadéw (V.2) zwigzane sg

z odwracaniem macierzy, poniewaz wartosci niey”iadomych

x (i =1,2,...,n) spetniajg rownanie macierzov/e

X s5ALlp,
gdzie A'1 oznacza macierz odwrotng do macierzy A. Zalctada

sie przy tym, ze macierz wspoiczynnikdéw jest nieosobliwa.
8§ 2# Metoda G-aussa

Podstawowg i1deg metody Gaussa, zwanej tez metodg eli-
minacji, jest kolejna eliminacja niewiadomych z rév/nan i do-
prowadzenie ukiadu (V.1l) do formy trdjkatnej, wygodnej do bez-
posredniego znajdowania wartosci niewiadomych.

Na pierv/szym etapie tej metody eliminujemy niewiadomag
xN ze wszystkich rov/nan uktadu (V.1l) poczynajac od drugiego.

W tym celu wszystkie v/spoétczynniki pierwszego rownania, tacz-

nie z wyrazem wolnym, dzielimy przez po czym otrzymane
rownanie

+ ... N
nmnozymy kolejno przez >siI227” *1 N odejmujemy od drugie,

go, trzeciego i wszystkich pozostatych réwnan. W wyniku tego

otrzymujemy ukitad réwnan n-1 rzedu
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<2 ®2B 5  te* 2n ™M " 2
32 N2 335 *e*  A3n \ ° 5
n (V.3)
gdzre O) T L N ¢ 2)
® ) "1
uo ) "
h-n
igim etapie w
domg ze wszystklcli réwnan uktadu Cf.”~) oJd)réca pierwszego.
Na k-tym etapie otrzymamy rdovmania
'k * AK-. NN+ N ree W NN Mn -\
k+l k+17M+1 oo k+1n n k+1
(V.4)
(k) 7 - (K™ v(K)
Nii k+1N+1 N Fee NN N n

w ktdorych poczynajac od drugiego nie wystepujg niewiadome

x* (= 1j2,...jK).

Wspotczynniki przy niewiadomych 1 wyrazy wolne ukiadu

(V.a) obliczymy ze wzorow:

(k-1)

A - Ky 08K
a

k N

o? =" (k)

®KK (V.5)



ak-1) ™Mk ..,
Y: Mk lg) G e
_ o, (k1) .
- ik K (i > k1)
L .. : (k)
oczywiscie przy zatozeniu, ze arUC ~ 0.

Po zebraniu v/szysfckicli piorwszych rownan otrzymanych
na kazdym z n etapow uzyskujemy trdojkatny ukiad réwnan,

ktory jest rownoviazny ukitadovii (V«1).

F *s2 27 8&3K3 " eee ¥ in v
+ «(2) a (2), (2)
A2 N N 3'A3 N N “2[‘] — /YQ
+ ... + - Db (V.6)
w < p (N
n n

Ylartoo6 niewiadomych otrzymujemy z tego ukiadu przez

proces odvirotny, ktory mozna zapisac

TC S3 b " /\Ik /\k (I = n’n«l’«*»fl) (V17)
k=i+1

Dla lepszego zilustrowania metody Gaussa zapiszmy

dla uktadu czterech rownan odpowiednie elementy na poszczegOl-

nych etapach w nastepujgcej tablicy
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gdzie : NOY o dla i 3
1 ari ij NT

N~ N dla 1 = j
Uktad rownan (V.8) mozna zapisaC¢ w postaci

= N g

i rozwigza¢ wedtug (V*9) przyjmujac jako przyblizenie poczat-

_(o) _ 7 :
Otrzymamy WOYYCZaS
@)
(2
(V,10)

k+1
X = A +

»X gt ee- >e

1 N\
X = lim ik to jest ona rozwigzaniem uktadu (V.8).
k-~ oo

Gltébwng zaletg tej metody jest prostota schematu oblicze,
niowego, mata ilo66 réwnoczesnie zapamietywanych wynikéw po-
Srednich oraz wihasnos$¢ autokorekcjie Y/adg metody jest nato-
miast jej pov;olna zbieznos¢* Dlatego zaleca sie stosowanie

te] metody tgcznie z metodami przyspieszajgcymi zbieznosSc*
8§ 4* Metoda Seidela

Metoda ta stanoY”™i pewnego rodzaju modyfikacje metody
iteracyjnej* Modyfikacja polega na tym, ze przy obliczaniu
(k + 1)-go przyblizenia niewiadomej X» bierze sie pod uvmge
obliczone uprzednio (k + 1)*ze przyblizenia niewiadomych
f32>... [ ]

Zapiszemy uktad rownan f postaci

n

3-1



}0

Pr7.yjmu3ac jaleo pr~ryblijoaio pocr~gtleowc

dowolno lic™.b?/ rao.~cjiy
oapisabd
n
k41 ,, n e X ar)
’V{ ri N U
n
X20'+") 3\ p 1 I:,1X1p AT A3 1
1-1 - n .
(k+1) RN e & oi11)
pi 3=i
* 7 _ x(k)
Xr-]f > ':!:n nj j Imn
Bardzo czesto zdarza sie, ze metoda Seldela daje
das

liczbow> zbiezny, gdy proces iteracji jest rozbiezny, ale

moze zdarzyC sie tez sytuacja odwrotna. Zalezy to bowiem od

roznych kryteridéw zbieznosci tych laetod.

Przykitad
Rozwigza¢ uktad rownan metodg Seldola
10x] + %, + 5 = 12
N+ 10x_&i 15
2x., + 2x° 1OX’.J§ =14
Nn_- : - - .
Sprowadzmy ten uktad do posé[laci WYGoHngs dg stosowania kole,

nych iteracji

0.1 X
X., - 1_.2 0.1 x™ - 3
X.. -1 .3 . 0.2x,~ - O.lX3
e — 4 - 0.2xn - 027
X ey ©
zatkowo przyimijmy '

2

Stosujac kolejno wzory C~.H) otrzymamy kolejno
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@)

X 2) ="J5 ~-0.2*1.2 — 0.1™0 = 1.00

=1,2 -0*1 .0 - 0.1-0 =1.2

X-,(l) = 1.4 - 0.2*1.2 - 0.2*1.06 = 0.948

Zapiszmy wyniki kolejnych kilka iteracji w tablicy

K x(K) 5 .
8T
o) 1.0M0 0.0000 0.0000
1 1.200 1*0600 0.9480
2 0*9992 1.0054 0.9991
3 0.9996 1.0001 1.0001
4 1.0000 1.0000 1.0000
V/artodciarai dokiadnymi pierwiastkéw sg =11 x*= 1> xM= 1

8§ 5 V/ybor metody

V/ybor metody rozwigzywania ukiadu rovw/nan algebraicznych
liniowych zalezy od wielu czynnikéw, ktore czesto trudno ze
sobg pogodzi¢* Sano sformutowanie zagadnienia moze stav/iad me-
todzie rézne wymagania. Ta sama metoda moze by¢ bardzo dobra
przy rozwiazaniu jednego ukitadu rownan, a dajgca zupeinie nie-
zadowalajace wyniki przy innym uktadzie. Przy tym istotno jest
i to, jaki problem fizyczny lub matematyczny opisuje dany uktad
rownan*

Przy wyborze metody wazna™ role odgrywa stopien uwarunko-
wania ukitadu* Uktad uwazamy za dobrze uwarunkowany jedli nie-
wielkie zmiany wspotczynnikow ukiadu i wyrazéw wolnych nie po-
wodujg duzych zmian w rozwigzaniach bego ukiadu* Warunek ben

jest réwnowazny stwierdzeniu, ze przy matych zmianach elementéw
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macierzy A nieznacznie zmieniaja sie elementy macierzy od-
wobnej A . JeSli male zmiany macierzy A prowadzag do
istotnych zmian macierzy odwrotnej A", to uktad nazywarmy
ilo uvrarunkowanym.

Czesto uwarunkowanie ukiadu rownan ocenia sie v/iel-
koscig wyznacznika | |* Taka ocena nie moze jednak w peini

charakteryzowad stopnia uv/arunkowania uktadu« Znacznie dosko-

nalszg metoda oceny uwarunkowania jest metoda oceny wielkosci
elementéw macierzy odwrotnej A < JeSli te elementy sa duze,

to ukiad jest Zle uvmrunkovianye Innymi Kkryteriami oceny

uv/arunkowania uktadu sg liczby

M= n X at
ijr
1Ub P « ]
min
gdzie wartosciami wlasnymi macierzy A*

Liczby te nazywamy liczbami uwarunkowania ukiadu rownanc

Na wybdér metody ma réwniez bardzo duzy wplyw stopien
uktadu révman] bigd dopuszczalny, ztozono$é schematu oblicze-
niowego itp. Nie moze wiec istnie¢ jedna uniwersalna metoda

dla wszystkich ukiadéw réwnan* Nawet duza ilo$s¢ roéznych metod

nie chroni przed réznymi niespodziankami spotykanymi w praktyce.



Rozd25iat VI

Wrsnacsanie wartosci wlasnych i wektoréw wiasnych*

8§ 1# Sformutowanie zagadnienia*

Klasyfikacja metod

Ogromna llosé zagadnien z roznych dziedzin nauki
zarowno teoretycznych” jak i praktycznych”™wymeiga wyznaczania
wartosci wiasnych i wektorow wlasnych macierzy okreslonych
w spos6b nastepujacy:

V/iadonmo, ze jednorodny ukiad réwnan algebraicznych
liniowych zapisany w formie macierzowej

AX » AV (VI *1)
posiada rozwigzanie niezerowe wtedy i tylko wtedy, Kiedy

wielkosd skalarna X stanowi pierwiastek rownania algebraicznego

11 * 12 ~1n
®2I ®2n
la . Xil
®n2
m i) ALAE e L. '»aj m 0 (T1.2)
gdzie A - macierz kwadratowa o wspdtozynalkach

I < Baciara jednoatkowac

1) - wspoOiczynniki wielomianu otrzymanego z rozwiniecia

wyznacznika (T1.2).

Rownanie (T1.2) nazywamy rownaniem charakterystycznym,
a Jego pierwiastki " 1,2,...n) - wartosciami wilasnymi
macierzy A, Wektor X, bedgoy nletrywlalnym rozwigzaniem

uktadu (VI.1), nazywamy wektorem wilasnym macierzy A,
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Kazdej wartosci wiasnej ~ odpowiada wektor wiasny X \

spetniajacy rovmaniG

A ~ = 0.

Do v/yanaczania wartosci v;tasnych i wektorow wiasnych

macierzy stosuje sie rozne metody, ktore mozna podzieli¢ na

dwie zasadnicze {S"upy:

®/ metody pozwalajgce rozwigzywac¢ petne zagadnienie

2/

witasne, tzn* pozwalajgce wyznaczyC "jszystkie wartosci
wiasne i1 wektory witasne;

metody pozwalajace na czecciov;e rozv;igzywanie zagad-
nienia wiasnego, tzn* pozyralajgco wyznaczy¢ jedna lub
kilka Y/Zarto¢ci witasnych i odpov;iadajgcych im v;ektorovf

wiasnych*

Oproécz takiego podziatu metod wyznaczania Y/Zartosci wihasnych

I wektorow v/iasnych istnieje tez inny podziat, v; ktorym

wyréznia sie:

1/

2/

metody posSrednie, zwigzano z poszukiwaniem wspoétczyn-

nikOY™ wielomianu charakterystycznego (VI1*2), a na-
stepnie wyznf\czaniem jego pierwiastkOYir;

metody bezposSrednie, pozwalajgace Y/yznacza¢ wartoSci
Y/tasno i odpowiadajgce im v;ektory v/tasne bez rozwija-
nia vAznacznika (VI *2).

Pierwsze z tych metod czesto nazyYramy metodami

A

doktadnymi, a drugie metodami iteraayjnymi* Przez metody

doktadne rozumiemy takie metody, ktére przy doktadnych war-

tosciach elementow macierzy i dokitadnych obliczeniach pozwa-

lajg znalez¢ dokiadno wartosci wspotczynnikow Y>rielomianu

charaldjerystycznego. W metodach iteracyjnych wartosci wiasne

i skladoY/e odpov;iadajgcych im wektoréw witasnych sga granicami



pewnych ciggoéw liczbowych.
8§ 2. Metody doktadne

7 paragrafie tym omowimy dwie najczfgdciej stosov/ano
metody pozwalajgce na obliczanie wspdtozynnikd?” wielomianow

charakterystycznych.
1« Metoda Krylowa

Podstav/owa idea metody Krylovra polega na tym, ze za
pomocg szeregu przeksztatcoii wyznacznik (VI1.2) sprowadza sie

do postaci

°11 ®12 *** °1n

®RPl “ N~ ®RR2 °2n

nl Noon2 nn

gdzie A wystepuje tylko w pierwszej koluianie. Wyznacznik
taki Jest wygodniejszy z tego wzgledu, ze pozwala obliczac
wspotczynniki wielomianu charakterystycznego bez obli-
czania kolejnych minoréw macierzy. Do tego celu wykorzystuje
sie twierdzenie Cayley™a - Hamiltona,dzieki ktoremu otrzymuje
sie uklad n rownan algebraicznych liniowych z n niewiado-
mymi wspoétczynnikami wielomianu charakterystycznego. Uklad ten

mozna zapisa¢ w formie révmania wektorowego

On * * Vv 2V2 o
gdzie
Oi « o (VI1.4)
gdzie C - dowolny wektor poczatkowy.
W taki sposéb Y/yznaczonio wartosci wiasnych macierzy

A sproY/adza sie do rozv/igzania ukiadu rownan algebraicznych



liniowych (V1.5) oraz v;yznaczenia pierv/iastkév; wielomianu
charakterystycznego (V1.2).

Doktadnos¢ otrzymanych tg metodg wartosci wilasnych
w duzym stopniu zalezy od dokitadnosci uzyskanych wspoiczynni-
kow v;ielomianu. Dlatego tez przy rozwigzywaniu ukiadu (VI1.3)
nalezy postugiwacC sie metodami dajacymi bardzo dokiadne
wynikie

Metoda Krylov/a pozwala po znalezieniu G., b i

(1) i

i . . i
obliczy¢ wektory ;Yiasne X Z nastepujgcego wzoru

ii)
AATj ne1-3 (V1.5)

gdzie sg okreslone za pomocag formuty rekurencyjnej

*NQ = 0 =1,2........ n-1).

Metode Krytowa stosuje sie najczesciej dla macierzy
niezbyt wysokiego rzedu, kiedy z nieduzg doktadnoscig chcemy

znalez¢ wszystkie wartosci I wektory wiasne.
2. Metoda Danilev/skiego

Metoda Danilewskiogo polega na sprowadzeniu macierzy

wyjsciowej A « za pomocg (n-1) przeksztalcen podobien-

stwa do tzw. macierzy Frobeniusa.

/O0O0
100 ...
(n) V1.6
010 ... b, o ( )
- . ./
\o oo ... b. /

Macierz ta zawiera w ostatniej kol\imnie w jav/nej po-

staci szukane wspoiczynniki wielomianu charakterystycznego

(V1.2).



ISlementy macierzy A N otrzymanej na k-tym eta-
ple przeksztatceil oblicza sie z eleraen-béw macierzy ACO

na podstawie wzorow

P(k)y _ 1 ~ (k)
k+1,3 - ~JKT~ = ~ k+1,]
~k+1,k
_ (k) (k) (k) o
U ij ke1,j (1 KD
(k+1) (VI.7)
ea
i
(k1) "
. =Z 1 ¢c(~"™(K)
bkl A i3 3k
gdzie o1 1 K+l 3 oznaczajg elementy
i ;

czej c.
W celu eliminacji przypadkéw zwyrodnienia procesu
(co moze mied miejsce przy a bliskim zeru) i w celu

(K)

zwiekszenia doktadnosci obliczen, jako wybiera

sie najwielcszy co do modutu element (k) przy j A K+l

Dokonuje sie rownoczeSnie w macierzy przestawienia
(k+1)-go i j-go wiersza oraz j-tej 1 (k+1)-szej
kolumny.

Metoda Danilevisklego pozwala rowniez obliczyd na

podstawie znajomosci wartosci wiasnych odpowiadajgce
im wektory wiasne
n-i n-l-j (1 ® njH"1 [==9]2y1)
1=1

(k) ~  (k+l) (k+1) (k)

yi © « yj Nl ik (ij~k+1) cri.8)

str? - )f<+1 k+1 ,k
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gdzie by X<y o~ IH*2l oo «l?l

Metode Danilev/skiego stosuje sie w tych. przypadkach,
kiedy nalezy znalezd z duza dokiladnoicig wszystkie wartosSci
I wektory wlasne macierzy A, Ktorej rzad jest nie wiekszy
niz 20«

8 5» Metody iteracyjne

Omowimy tu jedng z najczesciej stosowanych metod
tzw* metodg obrotow. Metoda ta dotyczy v/prawdzie macierzy ,
symetrycznych, ale z macierzami takimi w”praktyce spotykamy
sie najczesSciej.

Idea metody obrotow zawiera sie w tym, ze droga ci™a-
gu przeksztatcen podobienstwa macierz symetryczng A spro-
wadza sie do macierzy diagonalnej, gdzie wszystkie jej war-
tosci wilasne wystepujg w jawnej postaci. Wspomniany cigg
przeksztatcen daje nam w wyniku cigg macierzy

(o) , (1) A(2)

A»A A ktérych kazdg otrzymuje sie

z poprzedniej w wyniku zamiany dwoch wierszy i1 dwoch kolumn.

: : k
W ten sposob ze wzrostem indeksu k macierz A( )

coraz bardziej przybliza sie do macierzy diagonalnej. Miarg
tego przyblizenia moze byd suma kwadratow elementow poza—
diagonalnych.’

Proces przeksztatcen dokonuje sie za pomocg elemen-

tarnych macierzy zwanych macierzami obrotow.



</

+eX

& (i w0 /1.9)
N 09 9 A

(Mdsio c is dobior™\ sin V¥ ton sposobi aby element niediago-

(k).

nalny macierzy ,Alﬁ),\ zeroY”al sie.

Eliminacja olomentéw niediagonalnycli odb™a™a sie

cyklicznie (zwykle wierszami od leviej do prawej strony

I z gory w doét). Eliminuje sie przy tym tylko te elementy,
ktdére przekraczajg ustalone ginanice, nie zmieniajagc pozosta-
tych. Jako granice przyjmuje sie malejacy do sera ciag
wielkosci t} X ,... (liczbe granic i ich wax'toSci moga byo
dowolne, praktycznie wystarczy przyjaC 4-5 granic).

Po tym jak wszystkie niediagonalne elementy beda

mniejsze od x przyjmujemy nastepng granice :
i proces eliminacji elementOYiT niediagonaanych powtarza sie
(tym razem eliminuje sie tc z nich, ktéro sg wieksze od/""/N*
¥ podobny sposOb postepuje sie z »x2/stat3'mii granicami.
W wyniku tego wszystkie ni©ditonalne elementy bedag bliskie
zeru. WproYiadzonie omoéwionych granic Xx)ozwala znacznie Sioro6-
clé iloso obliczen.

Jeden krok omoéwionego procesu tworzy sie w nastepu-
jacy sposob. JeSli podczas przeglgdania maciorzy a
znajdzie sfe elemont li- wowesas okresSla sie ele-
menty Cc i 0 macierzy o Wyl~rzystuje sie do tego

1)
celu nastepujgce wzory:
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: a KiJ
C:/IaJE,d_id_);
d= " cii’ -
S = sisn a(lf)”’(k) - ai(.li,) iy h - q

Nastepnie znajdujemy macierz

i0 ]
(V1.)
~k+1) (k) k)
i T T S‘%j'
(t =1,2,...,n)
(kt1) _ (k) " (k)
a{j = saii. + Ca‘tj’
Obliczone v,”edtug formut (VI.11) elementy i-tej i |J-te]

kolilmny v/stav/ia sie na miejsce odpoviiednich kolumn macierzy
Analogicznie postepuje sie z wierszami, Ktore obliczamy

Ze WwWzorow:

_(k+1) ~ () g (k)

(k+1) (K) .. ... (k) (t

1,2,...,n)

Jk+1) _ (k+l) ., o

i I
Nastepne kroki tv/orzy sie podobnie jak dotychczas dopoty,
dopdki nie przel<roczag wszystkich grfinic. Diagonalne elementy
macierzy otrzymanej w ostatnim kroku takiego x>ostepowania be-
g v;artosciami v;tasnymi macierzy A.

Metode obrotow stosujemy najczesciej \ tych przypad-

kach, kiedy:

1/ poszukujemy wszystkich Y/Zartosci wtasnych macierzy
symetrycznej A z bardzo duzg doktadnoscia;

2/ macierz A jest macierzag wysokiego rzedu.



Hozdaiat. Vil
Catk ov/¢ini 0 niuneryozae

5 1. Sformutowanlo zagadnienia

calleov,gnia ununerycznego

Zagadnienie przyblizonego obliczenia pojedynczej catki ozna-
czonej mozna sformutowaC w nastepujacy sposob;

Nalezy obliczy¢ warto$¢ caitki

f(x)dx (VIl1,1)
a

jesli znane sg v/artosci funkcji podcalkoviej f (x) oraz war-

tosci jej pochodnych f*(x), f"(x),....f 1) (x), w ustalonych
punktach | X X g przedziatu catkov/ania [?9| , Punkty
Xi,x™,,..,x™ nazyv/ainy czesto \7eztarai calkovmnia. Formuty

pozwalajgce obliczy¢ przyblizong v/artos¢ catki jako funkcje
f'(xK), f nK),... ,f ), Gdalo k =1,2,5,.-. ,n nazywamy
formutami Icv/adraturov/ymi lub krotko kwadraturami*
Najprostszymi sag formuty kwadraturov/e, w ktérych cat-
ka wyraza sie za pomocg liniowcej kombinacji f(x) w punktach

weztowych x™ > tzn* formuty postaci

i f (x)dx - "ka(XIC) + I_rI\ (VI1,2)
k=1
gdzie sg pewnymi statymi wspédtczynnikami nie-

zaleznymi od f(x), a R oznacza doktadnos¢ formuty kwadratu*
rowej, récvmag roznicy miedzy dokiadng wartos$cig catki a sumg
stojgca po prawej stronie (VII*2).

w praktyce czion R reguty odrzuca sie* formute k\7adratu—
rowa nazywamy dokiadng jesli RV = ~> tzn, jes$li suma stojag-
ca X0 prawej stronic (VII*2) daje dokiadng wartos¢ catki*

Formuta (VI1.2) jest niezbyt wygodna ze wzgledu na to,



ze wspotczynniki A+ oraz wezty x  zaleza od przedziatu
catkowania La,bJd . Wcelu uv/olnienla sie od tej zaleznoSci

przez podstawienie x = a+(b-a)t zamieniamy przedziat

na przedziat

Wowczas
b 1
.~ f(x)dx a (b-a™ f |a+(b-a)tjdt «
VI
n (VI1O)
Aj~fla+(b-a)td +
kal
albo
1
J fla+ (b-a)t]dt = 2 _j
b-a
A,
gdzie 0 a—-ds-1 OoO~t ~ 1 (k = n)
N b-a N

Wspotczynniki 0% oraz wezty t™ nie zalezg od przedziatu
catkov/ania# Ogo6lnie nozemy teraz zapisac

J'bf (k) dx - (b-a) y [a*(b.a)t] + R® (VI11.4)
' k«1

W praktyce postugujemy sie zwykle formutami kwadratowymi po-
staci (YIll.4)e Rbézne formuty kwadraturowe tego rodzaju rdéznig

sie tylko liczbg n oraz sposobem wyboru wspotczynnikéw
I weziow ™

8§ 2# Metoda Newtona-Cotesa i jQj
szczegoblne przypadkKi

Metoda. Nev/tona-Cotesa nalezy do grupy metod zwanych

interpolacyjnymi, W formutach tego typu funkcje podcatkowa

aproksymuje sie wielomianem



ktéry w punktach weztowych przyjmuje te seune wartosci co

f-unkcja podcatkowa f(x), tzn. spetnia warunek
An-12A\) = F(\) (k =

ifielomian interpolacyjny tworzy sie za pomocg wzoru
interpolacyjnego Lagrange a. Formute Iwadraturowg uzyskujemy
pruez catkoy/aiiie wielomianu P ~(X).

V formutach Newtona-Cotesa

b n
f(x)dx= (b-a) (VI11.5)

N mose przyjmowad rézne wartoocl w zaleznosci od postaci
funiwcji podcatkcwe j * Przy wybranym n

k-1

_ g k=1,2,%.,n),

co odpowiada podziatowi przedziatu catkowania na n-1 row-
nych czedéci oraz aproksymacji funkcji podcatkowej wielomia-

nem stopnia n-1, VVspoéiczynniki Cic v/e wzorze (VI1.5)

wyrazajg sie nastejpujaco :

flfc
(VII. 7)

Tak obliczone wspoétczynniki charakteryzujg sie
nastepujgcymi \7tasnodéciami:
1/ sa liczbami wymiernymi
n

pg® Ok % 1
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Vo chel-k Sk tan* (e Y/spotcsynniki odpowiadaja-

ce V/ealom potozonym symetrycznie wzgledem drodka

przedziatu cotkov/ania sg sobie rov/no«

Btedy formut Newtona-Cotesa wyrazajg sie wzorami

p (N+1) _b
Rn fn+1'5n a Av(x)dx przy 'n nieparzystym
n (V11.8)
af () w(x)dx przy’ n parzystyia
n n a
gdzie a < ? <b a v;(x) « (x—x..)(x—xd)-o. (x—xn)*

V/ynika stad, ze formuty Wev/tona-Cotesa beda dokiadne
jezeli funkcja podcatkoYfa bedzie \Yielomianem stopnia n-1
przy n parzystym oraz stopnia n przy n nieparzystym.

Przyjmujac dla formuty (VIla5) konkretno wartodci

otrzymamy:

1/ Dla n w 2 metod€i trapezovi dla ktorej

V tym'przypadku funkcje podcatkoYig aproksyrauje sie

wielomianem stopnia pierws zego

Pr(x) = f(a) + (x - a),

QO geometrycznie oznacza, ze polo powierzchni figury Kkrzyvio-
liniowej zastepujemy polem trapezu prostokatnego o podstawach

f(a) 1 f(h) oraz vfysokosci b-a.

[/Ff (a) f(h)



Formule trapezow mozna zapisad w nastepujgcy sposob:

b-a

a
gdzie Rg = - M| JE ), a<'f<b
2/ Gdy n =5 otrzymujemy metode Slimpsona, dla ktoérej
N “ 2 t =1, c =c_ =1, cC =393

3 1. 3 6’ 2 3 -

i tym przypadicu funkcje podcatkowag aproksymuje sie
wielomianem stopnia drugiego, czyli zastepuje sie krzywg

y = f(x) odcinkiem paraboli.

Formuta Simpsona wyraza sie wiec wzorem

(‘f(x)dx =~pfia) +4f(~) + f(b» +R (VI11.10)
J
gdzie R a< l< b
180.2n N
Przyktad
Za pomocg formuty SimiDSona obliczy¢ catke
1
- dx

- 1 1 +Xx
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N N+ 4.0]66667 + 1+2°66668 +
1+X 6 u

S 6 *16668 K Of69™M A~

W celu zwiekszenia dokladnosci mozemy przedziat catko-
wania podzieli¢ na pewng ilosS¢ odcinkow i do nich stosowac
metode Simpsona* Zaktadajgc,ze przedziat catkowania podzielimy

punktami ... *10 rownych odcinkéw, wowczas
formute Simpsona mozemy zapisac

f(x)dx « N if Xg)y+f XNQ)y+4a (f X™M)y+f (Kjy+f XM+ 1 (XM)+ (Xe))

+2 (f(X2) + f(~4) +

Stosujgac te formute do przykiadu otrzymamy

f dx 1l rqg + 0I5 + 4.5f45955 + 2-2f72818J = 0, 69515
J 1+x “ 50 L

Doktadna wartos¢ tej catki wynosi [In2 ~

8 5» Metoda CJaussa

W celu skonstruowania formuty catkowania Claussa

1 oA
/Hdt A (TI1.11)

A k-1
wspotczynniki oraz odciete wybieramy tak, aby byta
ona doktadna dla dowolnego wielomianu algebraicznego stopnia
nie wiekszego niz 2n -1. Wybdr taki jest optymalny i- moze
byé dokonany dla dowolnego n. Odciete Oaussa t~ 2zwi gziane

sg z pierwiastkami 2~ wielomianu Legendre a

, X 1 iL r 2 ni VI1l.12)



zaleznoscia

(V11.13)

a wspotozynnikl G-aussa c. okresSla sie wzorem

Orii.14)

Odciete ™ i wspotczynniki ™ wystepujgce w for-

mule Gaussa charakteryzuja sie nastepujacymi wilasnosciami:

+l-k ¢ MNKN tzn# odciete ™ sg roztozone

symetrycznie wzgledem punktu ®g

2/ C » Gk> tzn. wspodtczynniki odpowiadajgce

N
n+1-k
symetrycznie roztozonym weztiom sa sobie rowne.

n

3/
k*1

Btad formuty Gaussa wyraza sie wzorem
_a\ANAN | P * (n\)
Rn» Mn (b-a) f fy) ogdzie Mn>

a<c”™N<b (V11.15)
Zaletg formuty Gaussa jest to, ze daje ona dosO duzg
doktadnodo, przy stosunkowo matej liczbie wezidw, nawet jesli

na koncach przedziatu catkowania funkcja podcatkowa jest nie-

okresSlona.

Przyktad

Obliczy¢ wartos¢ caiki

0
metodg Gaussa przyjmujgc n» 2 oraz n « 5*






dt
1t 1+40.11 470 t 0.44444 145y +

* N\
+ 072777 1 10.88750 & Rerngino

8 ylyhor metody

Najdoktadniejszg z opisanych WV niniejszym rozdziale
metod catkowania numerycznego jest metoda Gaussa; jest ona
bowiem oparta na Y/ielomianie interpolacyjnym stopnia >
podczas gdy w metodzie Nev/tona-Gotesa wystepuje wielomian
stopnia co najwyzej n. Pewng wadg formuty Gaussa jest trud-
no$¢ szacowania btedu przez szacowanie wartosci pochodnych
wysokich rzedovf*

W przypadlai gdy dobdér wartosci zmiennej niezaleznej
w rOYmych odstepach wyraznie utatwia obliczanie v/Zartosci funk-
cji, korzystamy zazwyczaj ze wzorovf Newtona-Cotesa, a w szcze-
go6lnosci z formutly trapezdy/ lub Simpsona.

Metode Neyftona-Cotesa mozna stosov/ad dwojako* Albo
dobiera¢ wzory mozliwie dokiadne dla catego przedziatu catko-
wania, albo dzieli¢ catly przedziat na czesci i stosowaC¢ do kaz-
dej z tych cze$ci wzory nizszego rzedu# Jesli wezmiemy pod uwa-
ge, ze trudnos¢ szacowania bitedu w metodzie Newtona-Ootesa
YiTzrasta bardzo szybko ze v”~zrostem wartosci n, stwierdzimy, ze
najwygodniej jest stosowa¢ metode dla matych wartosci n, ale
za to nie do catego przedziatlu catkowania, lecz do jego czesci*

Metode Nev/tona-Ootesa dla n> 2 stosuje sie zazwyczaj
w przypadku wartosci funkcji podcatkov{ych danych z doswiadcze-
nia, ktére z réznych v/zgledév/ sg dane w réwnolegtych punktach*
ZastosoYiranie formutly Gaussa jest viovczas niemozliv/e.

Oprocz podanych tu metod v, praktyce spotyka sie rov/niez

formute Czebyszev/a, metode szerego\Y potegowych i inne.



Rozdziat VIII

Rozwigzywanie rownan rozniczkowych zwyczajnych
8§ 1e Uv;agi ogolne

Roéwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu n nazywamy

v/yrazenie
(VII.1)
gdzie X jest zmienng niezalezng, a y funkcjg niewiadoma,
Y/iadomo, ze rozviigzanie ogolne réwnania (VII1.1) moz-

na zapisaC w sposOb nastepujacy

a (x,y ,G" N (VI11.2)
gdzie ~Mnaczajg dowolne state.
Rozwigzania, otrzymane z rozwigzania ogolnego (VI111.2)
przy ustalonych v/artosciach rozwigzaniem
szczegllnym roéwnania (VI1I11.1).

'‘Aby otrzymacC z rozwigzania ogolnego rozwigzanie
szczegOlne, nalezy zada¢ n viarunko\Y, ktore pozwolg jedno-
czesnie okreslic 12 N’ Warunki te mozna postawic
okreSlajac wartosci poszukiwanej funkcji i jej pochodnych

w pewnym punkcie x > tzn. podajac

yo = y(xX?), y» = y'(XN)........ yo =y

Tale postawione zagadnienie catkowania rovman réznicz-
ko\Yych nazyv/amy zagadnieniem Cauchy ego, a v/arunki (VIII1.5)>
Varunkami poczgtkowymi.

W teorii réwnan rozniczkowych zv/yczajnych rozwigzanie
przedstav/ia sie za pomoca pev/nego wyrazenia analitycznego
y = y(x), Kktdore podstavfione do rév/nania (VIII.1) spetnia je
tozsamosciov/o.

Rozwigzanie rownania roézniczkov/ego (V111,1) metodami



przyblizonymi oznacza znalezienie dla danego ciggu argumentow
X wartosci funkcoi in: y(xic)

(lc « 0,1 ,2,., *I), bedacych analitycznym rozwigzaniem (VII11,1).
Rozwigzani© analityczno dla funkcji vy « y(x), z zasady nie-
znane, moze ni© byS znaleziono w skonczonej formie*

Wlelkosd hK = X1v+/] xK nazywamy krokiem catkov;ania*
ICrok catkowania nazywamy przemiennym jes$li dla réznych k
wielkosci WY sg réozne. Jesli h”™ = const*, mowimy, ze cat-
kowanie odbywa sie ze statym krokiem i X = x™ + Kkh
(k ~0,1,2,«<.*, m)*

Metody numerycznego rozwigzyviania zagadnienia Cauchy”ego
najbardziej zostaty rozwiniete dla révman rézniczkov/ych, roz-

wiktanych wzgledem najvfyzszej pochodnej, tzn. dla rdéwnan

yAA = f(X, Y, YL Y. y b (VII.4)

Jesli nmamy révmonie dane v, postaci (VIIl.1), to postu-
gujagc sie metodami rozwiodzywania rév/nan z jedna niewiadoma,
mozna je zawsze spro\/adzié do postaci (VIII.4)*

W zasadzie wszystkie formutlty numerycznego rozv/igzywa-
nia zagadnienia Canchy ego sg formutami rokuroncyjnymi, pozwa-
lajg bowiem na podstawie jednej lub kilku wartos$ci funkcji
i 33 pochodnych obliczy¢ kolejng wartosé¢ funkcji. lormuty
rekurencyjne réwnan rozniczkowych w przeciv/ienstv/ie do innych
charakteryzujg sie tym, ze sg mato dokiadne, a na kazdym kroku
obliczexi dokiadnos$¢ zalezy od metody, kroloi catkoY/ania oraz
wilasnosci szukanej funkcji y = f(x).

W dalszym cigagu rozpatrzymy kilka metod rozwigzywania

rovman rézniczkov/ych 1l-go rzedu.



80

8 2~ Metody rozwigzywania rovmari rozniczkov/ych

'1-GO rzedu
Niech bedzie dane rdév/nanie
v A (X,Y) (VI111.5)
Dla zadanych warto6ci argumentu zatozonych

w porzadku rosngcym, nalezy obliczyé wartosci \’/*k ~ VY k)

(k * 1 funkcji vy y(X) bedacej rozwigzaniom row-
nymia (VIII.5), przy zatozeniu, ze
~ yr =y (\) (VI111.6)

1/ Metoda potegowa
Zatézmy, ze szukana funkcja y = y(x) posiada ciagte
pochodne az do rzedu pi-l wle”rcznie. Mozemy woéwczas Yy = y(X)

roztozy¢ w szereg Taylora w otoczeniu punktu x =

vix +h) = v + -~ v' + — 1 + + +6 V
(VII.7)
gdzie o0 <0 < 1-
Poniev/az pochodna vy ~ jest ciggta, a wiec ograni-

czona, to mozna dobraé¢ tak mate h, ze ostatni czton rozv/i,-

nieoia (VII11.7) mozna zaniedbac.
Wowczas
h W . h® _ (p) (VI11.8)
y (V TT "k iT 7~k n K
Jesli krok hK = Xk—}—l - Xk z ktorym odbywa sie catko-
wanie rownania (VI1I11.5) jest dostatecznie maty, to przyjmujac
h a otrzymamy
*p
\ L(p) (VI111,9)

h
yic+l“ vV If V 21 ~k pl



\izOT ton wykorzys oujo sie clo catkor/ania révmania
(VIIl.5) przyjmujac kolejno k 0,1,2,,.,,m. Kolejno i~ochod-

P
y 1y"=1'»=y( )

mozna znaloz¢ p.rzoz ré~niiczkowanio rcSima--
nia (VI1I11.5).

Praktycznie motode potegowag dla p > 1 wykorzystujo
sie bardzo rzadko, poniewaz obliczanio x)ockodnych dos$¢ wyso-

kich rzeddéw bywa ucigzliwo* Zam.iasl; formuty (VIII *9) wykorzy-

stujemy metody nie z€iwierajgcc i~ochodnych funkcji y = y(x)*

2/ Metoda Kulera
Jesli we wzorze (VIII *9) pozostav;id tyl.ko dwa pierw-

sze cziony, to otrzymamy formute

(VI111.10)

ktéora nazywamy formuitg IDulera*

Btad tej formuty wyraza sie wzorem

=" oyt (f)

Jale wida¢ btad formuty Eulora jest bardzo duzy na kaz-
dym kroku catkov/ania. Znacznie 3,ex')sza dokitadnos¢ daje ulepszo-

na metoda Eulera, v/yrazona formutami;

o'k+l "k K K™k

z pierwszej z tych formut oblicza sie pierv/sze, bardzo
"grube" przyblizenie wartosci N nastepnie druga, formuty,
zwieksza sie dokitadnosé \izyslaijac *

Btad tej metody mozna zai>isac

"k “ 4 N sdaio -1 < © < 1 oraz f '~*1+1

(\rill.i5)
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Podczas catkowania ze statym krolcicm h wygodnie jest

uulicsy6é z formut (VI1I11.12) tylko y”, a nastQpnie stosov/aée

wzOT zwany zmodyfikov/ang formuta Pulera

k-1 K K (VII.17n)
ktorego bitad v/yraza sig v/zorem
A ™
K 5 ym » Akl A . (VI111.15)

Metode Kulera we wszystkich jej odmianach stosuje sie
w tych przypadkach, kiedy wymagana jest niewielka dokiadnodd
wynikOY/. Zwiekszenie dokladnosci bovw/iom mozna uzyskad tylko
przez zmniejszenie krolcu h, co zkolei powoduje bardzo znacz-

ny wzrost ilosci obliczen.
3/ Metoda Runge - Kutta

Metoda Runge-Kutta polega na zastgpieniu odcinka szeregu
Taylora dla funkcji y = y(x) wyrazeniami nie zawierajgcymi
pochodnych.

Metode Runge-Kutta nazyviamy metode p~go rzedu jesli
odpowiada ona odcinkov/i szeregu Taylora, zawierajagcemu pochod-
ne funkcji y = y(x) do p-go rzedu wigcznie.

Metoda Runge-Kutta pierwszego rzedu pokrywa sie z me-
toda Eulera (VII1.10), a metoda drugiego rzedu z ulepszong
metoda Eulera (VII11.12). Dla p > 2 istnieje kilka postaci
formut Runge-Kutta, z ktorych dwie przedstav/iamy.

Formuty Runge-Kutta trzeciego rzedu:

_ KN + 4k™ 4k );
~rk+l T Yk ( )

(V111.15)
K’k
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=1 fx 1 _

k k 2 J/\yy’k + 2 kl)'/\

K =h f(z, +h Yy A S
5 k k kK k . 1 2)

Formuty Kunco-Kutta czwarteao rzedu

(K™+ 2KN + KA

~k+1 Vi-
|in (x
M2 (VII11.17)
)
k  =-
3

I"crLiUty to Ga najpows'zochiiioj stosowanymi formutami
Ruiife-Kub.ta jako $o formuty wysssych rzeddw sa dosdé ziozono
i praktycznie nio wykorzystyvnme.

VV kazdej z formut (VIII1,16) 1 (VIII.17) najpierw obli-
cza sie kolejne k "k *.,., po czym znajduje sie vy
‘ kef1

Dla formut Run”e-Kutta rzedu p> 2 brak jest S$cistych,
wzorow okreslajacych ich bié:id; wiadomo tylko, ze formuta rzedu
p daje btagd rzedu h~o

Opr6cz wymienionych tu metod mozna sr)otkaé w literatu-

rze dosd czesto stosov/ane formuty Adcimsa, Stirlinsa, daussa

i inne.
8§ 3* Zagadnienie hrzegowe

Dla rownania rézniczkowogo zwyczajnego rzedu n mozna
fifoiTAutowaé zagadnienie bx'zegowc Vv, nastepuja.cy sx>0séb :

Dane révmanlo rézniczkowe

(n))’\O (VI11.18)

gdzie n 122



« O/}

Nalezy tmalozd rcsv/iazanie vy - y(:c) te”o rdvrnania, ktére

v, zadnycli i)vml:tacxi okl A \xaruni\.ow
brc;G™,ovyycli
> ' A ™). \a
Ily 79 % ’ 7\>2 ) c ’ 1lllk 1 0
(VII1.19)
L y.(=h= G =',2,...,k);
y i Vv sa sadanyfui na 02 nieliniowymi funkcjajrii. Zaktadamy

X>rsy tym, ze funkcjo vy zalezg od funkcji Y lub jej pociiod-

nych. \y CO najniniej dwdcii poniev/a.z vi przeciv/nyin razie
mielibySmy do czynienia z zagadnieniem Cauctiy e”o.
\lI zaleznosci od postaci funkcji k i > za”™ndnio-

Nnie brze"soYio moze x)Osiadac jedno, kilka, nieskohnczenie Y/iej-G
lub nie rOsiadas rozwigzan w c”éle,

Zay;adnienie brze™owo nazywamy liniowymi, jes$li zaréwno
rOYmanio CALII*1G) jak i YZarunki (V111.19) sa liniowe.

V najprostszym liniO'.vym zagadnieniu brzegoY/ym do v;arun-
kéw brzOGOY/ycli (V111 .19 » wchodzg tylko dwie wspotrzedne

X =a i X = b, tzn. rozwigzuje sie rOY/nanie rézniczkov;e

 NM = gr) (VI11.20)
\=0

warunkami braey,o\7zymi

, (k) =T, (i=1,2,...,n) (VI11.21)
k=0

gdzie pV(X) i f(x) sa uadanyini funkcjami, a a
zadanymi statymi.

Rtivmanie (V111.20) nazywamy jednorodnym jesli W prze-

dziale a «x-$b funkcja f(x)-0; w przociv/nym przypadlcu



rovaianiG oo iiazyvmmj' niejednorodnyiiu

AnalQijicznie, v/arunici brzog"ow/G (V111 *¢?1) nazywamy
jednorodnymi jes$li v/szysukie - 0, a niojednorodnymi w
przypadlai przecivmym.

Zagadnienie brzego\70 nazy'wamy jednorodnym, jesli sg
jednorodne zarowno rovniania rézniczlcowe jak i warunki brzegov/e,

Omiv/iny teraz jedno, z najbardziej ogdélnych metod rozwia,-
zyviania zagadnien brzogov/ych polegajaca na sprov;adzaniu tego
zagadnienia do zagadnienia Cauchy'ogo, Jest to jod.na z najbar-
dziej wygodnych i najbtirdziej dokitadnych metod, V ogélnym przy-
padku, kiedy dane jest rov/nanie n-go rzedu (VI1I11,18) z warunkami
brzegowymi (VI1Il,19), jego rozv/igzanie mozna sprowadzi¢ do roz-

wigzania nie wiecej niz ntl zagadnien Oauchy ego w nastepujacy

sposob:
Poszukujemy n funkcji SN2 >e*e? bedacych rozwigzaniom
rownan N- m

(VI1I1,22)
z v,arunkami poczatkowymi'
poczaticony 0, jesli Vv, Mkl (V111,23)
ik — )
yi~rka) 1, jesli V - kil

dzie k- 1,2,,,.,n; =0,i,2,,*, n4*
2, Znajdujemy funkcje y*> jako rozwigzanie niejednorodnego

rownania rézniczkowego

o] T

z warunkami poczatkowymi

y(v) (a) —0 I”IA)



Woev/ciiaft na mocy liiaiov/osci réwnania rdé™nicckov/e2;o

(yll1»2C) eculrane rocvi¢lcaiio nozc byc napi sano x postaci

n
y(X) = V., (O (VI ,24)

m;dsio stale ¢ o>creylcno sg warunkcani bi-cegowymi (VII1,21)*
Rozpatrzmy bardziej szcsegd?.0v/o przepadek gdy n = 2,

kiody dano jest zagadnienie brzegowe

LIv[l = + (“Yy'+ p2(-)y" = i'(x) (V111.25)
tijQy(a)+-=i ~y'(a) 921 0)
gQy(a) W (VIll.26)

Nalezy wowesas rozviigza¢ trzy sagadnienia Caucliy ego
L[*yd = f(x), y~Ca) =0, y~(a) =0;

Liy~l =0, vy, (a)

1, (a) = 0O; (VI111.27)

Liypl 0, 3p(a) 0 vy.,(a) =1

Rozwigzanie zagadnienia brzegowego zapisze sie w postaci

y(x) = CyN (0 + (VIll.28)
pi*zy czym
y'(x) =y'00 + crypx) +
Przyjmujac v, forrautacli (VII11.2B) r = X = b oraz
podstawiajgc je do vmrunkov/ brzegowych (VIll.2e6) otrzymamy
ukiad dv/éch algebraicznych réwnan liniowych dla okreSlenia
statych i ¢~ Po ich obliczeniu i podstawieniu do

o/ll1.28) otrzymamy szukano rozv/igziinie danego zagadnienia

brzegowego.



Oproécz omoéwionej tu metody sprov/adzania zagadnienia
brzegowego do zagadnien poczatkowych dosé czesto stosuje sie
do rozwigzywania zagadnienia brzegowego liniowego i nielinio-

wego takie metody jak réznic skonczonych, metode ”progonki”,

metode Ritca itd.
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