











PRZEDMOWA

Celem wydania niniejszej pracy jest blizsze zapozna-
nie oficerow z zastosowaniem metod graficzne—analitycznych
dla potrzeb dowodzenia 1 kierowania wojskami.

Jestesmy dzisiaj sSwiadkami rozwoju pracy wojskowo-
naukowej, ktory jest, miedzy innymi, spowodowany konkretnym
zadaniem 7podnies¢ poziom dowodzenia i1 kierowania wojskami”*
Zeby zrealizowaé¢ to wynaganie, dowédztwo wydaje szereg za-
rzadzen o charakterze naukowo-doswiadczalnym.

Doswiadczenie oraz praktyka w zupednosci potwierdza-
Ja obiektywng koniecznosC¢ powyzszego wymagania. Istnieje wie-
le powodéw, dla ktdérych warunek wysokiej efektywnosSci proce-
su kierowania /zarzadzania/ obowigzuje zardéwno panstwa so-
cjalistyczne jak 1 kapitalistyczne.

W szeregu prac przeanalizowano praktyczne skutki re-
wolucji naukowo-technicznej dla kierowania wszystkimi proce-
sami, przede wszystkim procesami spotecznymi oraz pokazano
istnienie ogélnych praw kierowania réwniez w specyficznych
warunkach si4 zbrojnych.

Rozwazania te jJednoczes$Snie potwierdzajg, ze tak samo
jak w gospodarce narodowej, chodzi w zasadzie o zmiane do-
tychczasowego myslenia ekonomicznego za pomoca zmian kwan-
tytatywnych catego systemu planowego kierowania rozwojem
gospodarki narodowej, rowniez w kierowaniu sidfami zbrojnymi
w zasadzie chodzi o to samo - o zmiane w mysSleniu ludzi oraz;
0 osiagniecie wysokiej efektywnosci dowodzenia. Zostato do-

wiedzione, ze osiagniecie tak waznego celu nie jest mozliwe
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bez maksymalnego wykorzystania wszystkicb mozliwosci, ktore
dostarc%egq wspotczesne wyniki nauki i1 techniki* Dlatego
ostatnio mozna zausrazy0 w wojsku duze zainteresowanie za-
stosowaniem metod 1 Srodkdéw cybernetyki* Mozna stwierdzic,
ze chociaz jestesmy dzisiaj na samym poczatku tego procesu,
to pewne uogOlnienie elementarnych wiadomosci cybernetyki

o zasadach 1 potrzebach kierowania z4ozonymi .systemami,

0 jej metodach 1 Srodkach oraz ich wptywu na podniesienie
poziomu naukowosci 1 obiektywnosci decydowania pokazato nie
tylko szereg waznych problemow, ale rowniez pokazato metode
ich rozwigzywania*

Jednym z pozytywnych rezultatow wpdywu studidw tych
probleméw jest podkreslenie znaczenia pracy naukowo-badaw-
czej 1 teorii dla potrzeb praktyki* Dzisiaj jest juz oczy-
wiste, ze rozwigzywanie skomplikowanych proboblemow wspod-
czesnego dowodzenia nie jest mozliwe bez systematycznej pra-
cy naukowej, ze rozwigzywanie to,nie jest problemem jednora-
zowym, ale d¥fugotrwatym, procesem ciggtym* Codzienna prak-
tyka utwierdza w tym, ze g4oéwnym wynikiem inwazji roéznych
dziedzin naukowych, zwkaszcza nauk Scistych, sg wysokie wy-
magania dotyczgce poziomu wyksztakcenia dowdédztw 1 sztabow*

Ostatnio czesto spotykamy sie z nazwg '‘naukowosci
zarzgdzania”™* Nie ma zadnych watpliwosci odnosnie potrzeby
naukowosci w zarzadzaniu* Jest réwniez oczywiste, ze istnie-
Ja dzisiaj sprzyjajagce warunki, tj* wysoki poziom nauki 1
techniki. Jednak nie zawsze 1 nie wszedzie pamietamy o tym,
ze istnienie tych warunkéw nie podniesie poziomu naukowego

zarzadzania, ze nie wystarczy wiedzie¢ o istnieniu nowych

metod i1 Srodkoéw, ale jest konieczne ich stosowanie w prak-—
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tyce, aby zmienicC te obiektywng mozliwosS¢ w rzeczywistosc
naukowego zarzadzania#

Proces rozwoju zarzadzania jest dtugotrwatym oraz
wszechstronnie rozbudowanym procesem 1 podniesienie poziomu
zarzadzania nie jest tylko problemem wprowadzania wystarcza-
jacej ilosci srodkéw mechanizacji do systemu dowodzenia# Pod-

niesienie poziomu zarzadzenia jest bardzo skomplikowanym pro-
cesem polegajacym na zmianie myslenia ludzi, problemem zmia-

ny wzajemnych stosunkéw ludzi w procesie dowodzenia# Kazda
zmiana w dotychczasowym systemie oraz metod 1 Srodkéw wyma-
ga gtebokiej 1 wnikliwej analizy wszystkich aspfektow dowo-

dzenia , : - n i
*Prosto 1 4atwo mozna dojs¢ do wniosku, ze dotychcza-

sowe metody nie pozwalajag pozna¢ istoty 1 sensu kierowania,
dlatego ostatnio praca wojskowo—naukowa koncentruje sie na
nowo powstatej dziedzinie naukowej, ktorag nazywamy badania-
mi operacyjnymi*

Chodzi w zasadzie o zespo+ nowych albo udoskonalonych
metod analizy, ktdére czerpig wiadomosci z réznych dziedzin
naukowych, zw#aszcza nauk Scistych - matematyki, statystyki,
logiki 1 innych*

Metody te stosuje sie dzisiaj we wszystkich panstwach
rozwinietych do analizy rozlegtych i z+ozonych procesow#
Celem ich zastosowania jest przede wszystkim umozliwié rze-
czywiscie naukowe i obiektywne decydowanie, pozbawione wszyst*
kich dotychczasowych pierwiastkéw intuicji i doswiadczen,
ktore dla skomplikowanych 1 nowych proceséw nie wystarczaja#
Metody te zastepuja powazng czesSC intuicyjnych osgadow i1 za

pomoca zwiezdych, obiektywnych kalkulacji prowadzg do po-



- 5 -

stepowania opartego o matematyke 1 logike. Do obliczen

1 optymalizacji mozliwych wariantow uzywa sie zwykle maszyn

matematycznych. WH#asnie duze mozliwosci techniki obliczenio-
wej umozliwidty wspodczesny rozwdj metod badan operacyjnych#

Jest bezsporne, ze dowodzenie wojskami jest wkasnie
jedﬁym z typowych, bardzo skomplikowanych 1 dynamicznych
proceséw, dla ktdorych istnieje duzo wariantéw decydowania#
Dlatego zupednie naturalne jest wykorzystywanie do analizy
1 do dowodzenia wojskami w maksymalnej mierze odpowiednich
metod badan operacyjnych#

W niniejszej pracy zapoznaioy oficerdow z podstawami
graiflczno—analitycznych metod, ktdore noszg wspolng nazwe
”analiza sciezki krytycznej™.

Metody te stosuje sie w sSwieclie na biezgco do ana-
liz, planowania, kontroli oraz do operatywnego kierowania
z4ozonymi procesami zawierajacymi duzg i1losC czesciowych,
wzajemnie warunkujgcych sie czynnosci.

W literaturze mozna znalezé¢ dziesigtki réznych mody-
fikacji metod analizy Sciezki Krytycznej o réznych nazwach#
/W USA - CPM, PERT, CPP, LESS, RMiIPS 1 inne, w ZSRR -
KOPPER, tj. metod kriticzeskowo obzora projektoplanowych
reszenij 1 SUR, tj. systiema uprawienij razrabotkami/#

W zasadzie jednak chodzi przewaznie o modyfikacje dwoéch
podstawowych metod — CPM i PERT, ktdre rozniag sie tylko
roznym wyrazeniem wpdywu prawdopodobienstwa i elementodow
przypadkowych przy okreslaniu terminéw poszczegdélnych czyn-
nosci#

G+oéwnym powodem ich stosowania jest to, ze metody
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analizy Sciezki krytycznej pozwalaja wyraza¢ graficznie lo-
giczng strtakture analizowanego procesu wraz ze wszystkimi
wzajemnymi powigzaniami 1 warunkami czynnosSci czesciowych«
Oprocz tego pozwalaja odkryC wszystkie zapasy czasowe przy
realizacji procesu# Dlatego metody te sg skutecznym Srodkiem
planowania procesow i1 kontroli ich realizacji# Plan opraco-
wany za pomocg graficzno-analitycznej metody umozliwia ope-
ratywne kierowanie jego realizacjg oraz wptywanie na jego
przebieg 1 uzyskanie optymalnego rozwigzania nie tylko z
punktu widzenia czasu, ale rowniez z punktu widzenia efek-
tywnego wykorzystania wszystkich zrodet.

Innym powodem ich stosowania jest gruntowne teorety-
czne opracowanie tych metod oraz niektdre praktyczne dos-
wiadczenia uzyskane w ZSRR,- USA, HRD oraz w niektdérych na-
szych zaktadach#

Oprocz szeregu artykudéw w réznych naukowych czaso-
pismach w grudniu 1964 roku”~Panstwowa komisja rozwoju i1 ko-
ordynacji nauki 1 techniki opublikowata prace zbiorowg
“Metoda PERT 1 Sciezki krytyczne /CPM/” oraz Laboratorium
ekonomiczno-matematyczne przy Instytucie Ekonomii CSAV
opublikowato prace ekonomisty M# Zeleneho “Analiza z4ozo-
nych procesow za pomocg metody Sciezki Krytycznej”#

Opanowanie istoty tych metod przez dowédztwa, zwka?-
szcza przez organy planowania wszystkich szczebli dowodze-
nia, daje mozliwos¢ kolejnego podwyzszania poziomu dowodze-
nia 1 kierowania wojskami#

Dla opanowania oraz eksperymentalnego zastosowania

tych metod do roznych zadan uwazamy za celowe dostarczycC
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dowédztwu publikacje czesciowo dostowang do konkretiiycki za-
dan wojska, chociaz zastosowania tych metod dla celow woj-
skowych sg w poczatkowym stadium rozwoju«

Trzeba podkresli¢, ze nie mozna nie doceniac¢ graficz-
ne—analitycznych metod 1 ich znaczenia dla dowodzenia 1 Kie-
rowania wojskami« Bydoby rowniez niestuszne uwazacC je za
lekarstwo na wszystkie trudnosci dowodzenia i1 kierowania,
ktore mozna z powodzeniem wszedzie 1 zawsze stosowac« ITie
mozna od nich oczekiwa¢ niespodziewanych wynikéw od razu
przy pierwszym zastosowaniu, rowniez nie mozna przy ewen-
tualnym niepowodzeniu metody te odrzucic« Nie nadajg sie
one do rozwigzywania wszystkich zadan, ale sg efektywne
dla rozwigzywania duzej i1losci zadan* Trzeba dopiero usta-
lic”Mdla ktorych sg najbardziej korzystne* Najpierw metody
te musimy opanowac*

Zadng metodg nie mozna rozwigzac rzeczowych problemow
dowodzenia 1 kierowania* Chodzi o analityczne metody, Kboére
pomagaja graficznie i1 obliczeniowo efektywnie planowac —
organizowaC realizacje ztozonych procesow w ten sposob, ze-
by logicznie powigzac¢ ich czesSciowe czynnoSci oraz rozwig-
zywaC optymalne czasowe stosunki 1 ustali¢ poprawng kolej-
nos¢ ich znaczenia dla koncowego rezultatu*

Chodzi wiec w zasadzie o to, aby wykorzystac¢ te me-
tody w wojsku dla opracowania naukowo uzasadnionych plamiéw
realizacji1 ztozonych, przede wszystkim ddugotrwatych czyn-
nosci, wykorzysta¢ je do kontroli przebiegu ich realizacji
oraz do skutecznych operatywnych zabiegow w czasie trwania

procesu«
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Naturalnie zadna metoda nie moze okreslic¢ celu roz-»
wigzania. Oczywiscie, Jezeli nie znamy aoktadnie, co chcemy
osiggngcC, wtedy nie mozemy planowaC 1 przy pomocy dotychcza—*
sowych metod.

Z drugiej strony, odpowiednie zastosowanie tych metod
w odpowiednim miejscu,czesto umozliwia doktadniejsze 1 har-
dziej naukowe planowanie, kontrole 1 kierowanie. Umozliwia-
ja one bowiem analize poszczegOlnych czesciowych czynnosci
planu, uwzgledniajac wszystkie powigzania 1 zaleznoSci 1 tym
samym pozwalaja przewidywa¢ zawczasu ewentualne dysproporcje,
mtore moga powstacC przede wszystkim przy planowaniu bardzo
prawdopodobnych procesoéw.

Ualszg wielkga zaletg tych metoa Jest to, ze oproécz
wykrycia czasowych zapasCw planu ustalajg Sciezke krytycz-
ng, tzn. te decydujgace czynnosci catego procesu, od reali-
zacji ktorych zalezna Jest realizacja i zupednosS¢ rozwiagza-
nia catego zadania, "'Sciezka krytyczna" Jest to w zsisadzie
t+ancuch gtdéwnych czynnosci realizacji catego planu, na ktory
trzeba przede wszystkim skoncentrowaC¢ uwage kontroli 1 ope-
ratywnego kierowania. Oprocz tego metody te umozliwiajg kon-
kretnie wyznacza¢ odpowiedzialnosS¢ wszystkich stopni Kkiero-
wania 1 pomagajg w ten sposob podwyzszaC organizacje .pracy.

Jestesmy przekonani o tym, zZe wHasnie w procesie do-
wodzenia 1 kierowania wojskami istnieje duzo takich czynno-
Sci, do ktdérych mozna dane metody z powodzeniem zastosowac,
O tym réwniez sSwiadczy to, ze metody te powstaty whasciwie

dla potrzeb wojska.
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Rowniez wspodczesny poziom technicznej hazy dowodze-
nia umozliwia wykorzystywanie nowych metod do najroézniej-
szych zadan sztabow.

Z kolel 1i1stnieja wszystkie przestanki ku temu, zeby
w wojsku droga doswiadczalng sprawdzi¢ mozliwosSci zastosowa-
nia nowych metod planowania 1 kierowania na szeroka skale do
najréozniejszych zadan.

Wymaga to jJednak opanowania tych metod przez duza
liczbe specjalistow wojskowych. WHasnie dlatego, zeby do-
starczyC oficerom materiat do samodzielnego studiowania,

opracowano niniejszag prace zbiorowg.

gen. mjr Jan Knotek
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Metody analizy Sciezki /drogi/ krytycznej cieszg sie
wzrastajgcym zainteresowaniem w wszystkich dziedzinach ludz™-
kiej dziatalnosci# Mozliwosci zastosowania metod kierowania
procesami z4ozonymi bada sie w gospodarce, nauce, Wwojskowo«™
Sci oraz w kulturze# Do tej pory jednak nie istnieje w CSES
praca zbiorowa zajmujgca sie obszerniej tym tematem#

Okazuje sie, ze dla doktadniejszego zrozumienia tych
metod konieczne jJest przypomnienie podstaw matematycznych#
Dlatego do pracy wkaczone zostaty dodatki matematyczne#

W nich znajdzie czytelnik potrzebne wiadomosci z teorii gra-
fow, rachunku prawdopodobienstwa oraz z algebry liniowej#

Dodatki matematyczne zawieraja tylko materiat konie-
czny dla zrozumienia wy4tozonych metod, nie chodzi wiec o
eeautonomiczne” zbudowanie samodzielnych matematycznych te-
ormi™®

Z tego powodu sg szczegotowo omowione przede wszyst-
kim te czesSci lub dowody, ktdore maja bezposSredni zwigzek
z algorytmami obliczeniowymi®

W pozostatych czesciach pracy autorzy starali sie
przedstawi¢ podstawowe mysli bez zbednego przytaczania
szczegOtow#

Czytelnika pragngcego zapoznac¢ sie gtebiej z wytozonym
materiatem odsytamy do spisu literatury zamieszczonego nha
kohcu pracy#

Cata praca sktada sie z trzech podstawowych czescis
1# Dotychczasowe sSrodki 1 metody

2# Metody analizy za pomocag Sciezki krytycznej /CPA/
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3« Dodatki matematyczne*

W jaki sposot nalezy studiowa¢ niniejszy potoecz-
nik?

Rozdziaty 1 oraz 2*1 nie dotycza bezposrednio metod CPA*
Mozna je poleci¢ czytelnikowi, ktory pragnie gtebiej zapo-
znaC sie z podstawami powstania metody CPA. Jezeli czytelnik
chce szybko opanowa¢ metody CPM 1 PERT, moze powyzsze roz-
dziaty opuscic*

Dla obu metod wazny jest rozdziat 2«2* zawiex’a—
jacy podstawowy materiat dla metod tego typu* Dlatego
nalezy zwroci¢ wiekszg uwage na powyzszy rozdziat* Dogod-
nie jest studiowaC¢ najpierw rozdziat 3*1l« CzesSC 2*5«1 tak
samo jak 2*4 mozna studiowaC samodzielnie po przeczytaniu
2*2; Zeby zrozumieé objasnienie metody PERT /tj* 2*4/ ra@»
lezy zapoznaC sie z materiatem zawartym w rozdziale 3R5

W tej czesci rozdziatu zajmujgcego sie metodg CPM,
ktora porusza zagadnienie dotyczace przeliczen kosztow,
tj. 2*3*2, zaktada sie znajomosSC rozdziatu 3*1*

Caty rozdziat 2*5 zajmuje sie techniliami pckre?/nyEii
I jego zadaniem jest zapoznaC czytelnika z mozliwosSciami
dalszego zastosowania metod oraz ich rozszerzenia* Zak#tada
sie znajomosSC rozdziatdéw 3*3 oraz 3#2* Przeznaczony jest on
dla czytelnikow interesujgcych sie niektdorymi specjalnyiii
zastosowaniami ewent* dalszym teoretycznym rozwojem metod
CPA*

Rozdziat 2.6 jest samodzielny 1 jego zadaniem jest
poinformowa¢ czytelnika o obliczeniowych mozliwosSciach w

CSRS 1 za granicg oraz przedstawi¢ szkic praktycznego po-
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stepowania przy oMiczeniach#

Stosunkowo obszerna literatura tmozliwia orientacje
W rozszerzeniu niektdrych specjalnych zagadnien ewent# stu-
dium klasycznej literatury#

.W trosce o mozliwie najwyzszg kompleksowosS¢ opracowa-
nia oraz wkgczenia do pracy najnowszych wynikéw teorii CPA
nie moglismy dotrzymac¢ idealnej ciggtosci wyktadu# Praca
zawiera kilka samodzielnych czesci, ktére wymagatyby doktad-
niejszego opracowania# Rozwdj metod CPA jest jednak bardzo
szybki 1 nie mozna mu dotrzyma¢ kroku bez pewnych ustepstw#

Poszczeg6lne rozdziaty opracowali;
ing# Petr Bezdek /rozdz# 1,2,5#5*1, 2*6, 5#2/, mgr mat#
Raroslat Moravek /rozdz# 2#/"#2#2, 2#5#5#2, 2#5#3, b5#1,
5#5/ i1 mgr-ekon# Milan Zeleny /rozdz# 2.1, 2.2, 2.3.1,
2.3*2#1, 2.4, 2.3*1, 2.5*H, 3.3*9/.

Rysunki i1ng. Petr Bezdek.

Autorzy pragng podziekowaC za wspodprace pracownikom

osrodka MM) 28#

Praga, 1.5.1965 r#

Autorzy,
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1. DOTTCHCZA.SOWB SRUDKI PIAITONAITIA 1 KIBHOWAITIA

Coraz bardzieo skomplikowany proces wytwérczy i
zmiany wymagaja ciggtej obserwacji i1 kontroli*

Zeby moc skutecznie kierowaé poszczegélnymi procesa-
mi wytworczymi lub czynnosciami, musimy potrafi¢ je z gory
zaplanowac*

Dzisiaj w praktyce planowania Korzysta sie z "kla-
sycznych” , -cradycyjnych met;oa, a dopiero powoli pojawiaja
sie nowe metody korzystajgce z mozliwosci maszyn matematycz-
nych. Dajbardziej pracochdonne czesci obliczania wykonywane
sa za pomocag maszyn, metody te wykorzystujg szybkosSC 1 nie«
zawodnos$¢ pracy maszyn, fo, ze maszyna pracuje nieporowny-
walnie szybciej nlz powszechnie wprowaazona mechanizacja 1
praktycznie bez bteddéw, umozliwia sporzadzi¢ kilka warian-
tow planu oraz wybra¢ najlepszy wariant.

Zapoznanie z dotychczasowymi metodami planowania ma
charakter pogladowy, a jego celem jest tylko naszkicowanie
wspotczesnych metod planowania, przedstawienie 1 podkresle-
nie wad Zewent* zaiet/ oraz pokazanie wynikéw osiggalnych

za pomoca wspotczesnych metoa planowania*
1*1 Harmonogramy

Jednym z negprostszych sposobdéw planowania procesow
wytworczych w czasie, jest harmonogram. Harmonogram zosta#t
wprowadzony w &DRS na szersza Skale dopiero w latach trzy-
aziestych. Harmonogram powstat na podstawie tzw* wykre-

sow Gantta.



Zasada:

Harmonogram szereguje planowane czynnosci w jednej

rzednej - rzednej czasu* Informacje o dtugosSci trwania za-
planowanych czynnosci, ich ogolnej ilosci oraz i1losci w kaz-
dej jednostce czasu*

111 IH J
ZlawlISKOA R B a b c
mvm m i m - Ot h, Cij
k-y— H
Q a*b*c
b-dft RmoeiezuK mim wmzié
fi-fl-A aR s

y«cm TRAWR ZIRNSKR ff

/ >y. cze$¢ OKRiSLOUR DO RCRLIZRCII ZJRWISKP R IV JTDU. CZRSU
Bys. 1

Zaplanowanie poszczegolnych czynnosci w czasie przeprowa-
dza sie wedtug nastepujacych zasad:

1. Konieczne jest zapewni¢, zeby w okreslonym czasie
I w okreslonej przestrzeni przebiegato tyle czynnosci, ile
jest wskazane /przewaznie tylko jedna/*

2* Przestrzegac¢ zasady o nasyceniu frontu robot*

3* Planowanie przeprowadzi¢ w ten sposob,

zeby mak-
symalnie wykorzysta¢ mechanizacje

1 technike*
4* Ciagle

I nieprzerwanie wykorzystywac¢ sity wytwor-
cze*
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Punkt 4 razem z punktem 1 stanowig dzisiaj przewaznie

gtoéwne kryterium* Tak jJest dlatego”™ ze dzisiaj odczuwa sie

brak sit+ wytworczyctki w CSRS prawie w wszystkich, gateziach
produkcyjnych*

Jezeli przy uktadaniu harmonogramu uwzgledniamy nie-
przerwane wykorzystywanie sit wytworczychj mozna przebieg

wzrastania sit wytworczych przedstawi¢ nastepujgcos

T\ 0tSij

CZns

Rys* 2

Jest wiec korzystne opracowa¢ plan w ten sposéb, zeby utrzy-

maC jak najdtuzej statg i1losC sit wytworczych.

=< - Jesli harmonogram zostat opracowany bez dok#adnego

organizacyjnego i1 technologicznego opanowania planowanych

przedsiewzie¢, moze sie zdarzy¢, ze zwiazki pomiedzy zja-

wiskami bedag tylko »czasowe**, a nie ™rzeczowe” . Zeby czes$-

ciowo usung¢ te ewentualnos¢, uzywa sie przy planowaniu

kazdego przedsiewziecia kilku jednostek pomiarowych, np*

z+, m”, normogodzin itp* Przy poréwnywaniu jednostek moz-

na odkry¢ niektdére zwigzki pomiedzy planowanymr czynnos$-

ciami, ktore w przeciwnym razie mozna 4atwo przeoczyc.
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Wpdyw czasowego podziatu.

Ze wzgledu na to, jaki rodzaj zjawisk planujemy,
musimy rowniez dobra¢ odpowiednig skale czasu. Jezeli wez-
miemy zbyt drobny czasowy podziat, toopracowanie harmono-
gramu bedzie bardzo pracochdonne. Z drugiej strony, gruba
skala czasu moze nie ujawni¢ niektorych waznych powigzan
pomiedzy planowanymi przedsiewzieciami 1 nie otrzymamy za-
dowalajgcego obrazu przebiegu planowanych przedsiewziec¢. Na
ogo+ nie mozna powiedzieC, jaka skale czasu nalezy obrac,
ale korzystne jest dzieliC czas na takie odcinki, w ktorych
bedziemy planowane czynnosci oceniac.

Jezeli istnieje mozliwos¢ wyboru tylko jednej techno-
logii dla obranego zespotu planowanych czynnosci oraz mozna
dla niej doktadnie wskaza¢ kolejnos¢ poszczegdélnych przed-
siewzie¢, to dla lepszego pokazania przebiegu planu mozna
korzysta¢ z prostej formy harmonogramu w postaci linii sumo-

wanych /zob. rys. 5,4,5/*

Q2UQCUUIi u 2 3 4 5 6 7 umomum
iImmo R m D a0 D 40
URWISKO i  m 5 0w
URWISKO e m 40 0] 40 20
URWISKO D m $0 so 3D 40
ImiSKO £ m 20 S0 a0

<00 SO 8 D m 95 40

20 0 m 24S 165 UO 500
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Obi6ktywaie oconiaj”c tozoba zaznaczyc¢” zO baxinoiio«—
gram jako Srodek stuzgcy do graficznej ilustracji planovm-
nych. przedsiewzigCj jest prosty w wykonaniu i asysty#
Z drugiej strony”™ wadg jego jestj ze umozliwia sSledzi¢ pla**
nowane przedsiewziecia tylko w czasie$ a ni®© przestrzenia

Rowniez planowanie czynnosci wymagajgacych korzystania z
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trudno d.ostepnych zZzroded jest bardzo utrudnione*
1,2 GykloCTamy

Cyklogram przed.stawia planowane przedsiewziecia w
czasie 1 przestrzeni* Cyklogram pozwala stwierdzié¢, gdzie
W przeznaczonym okresie czasu znajduje sie ktorykolwiek ze-
sp6+ roboczy realizujacy poszczegolne planowane przedsiewziecC
cia* Umozliwia to doktadnie przeanalizowa¢ kolejnos¢ plano-
wanych robdét, odpowiednio wyznaczyC przerwy technologiczne,
dotrzymywa¢ napednienia frontu robdét oraz nie zmieniaé¢ w
ciggu pracy skdadu zespotow roboczych. Catos¢ planowanych
przedsiewziec¢ dzieli sie w przestrzeni na dziatki robocze
/zespoty robot/. /Dziatka robocza jest to konstrukcyjny
lub tec#mologiczny odcinek planowanego przedsiewziecia, dla
ktorego jest opracowyvjany caty cyklogram. Réznica pomiedzy
objetosciami robot w poszczegdlnych dziatkach roboczych nie
powinna przekracza¢ 20%. Czas potrzebny do zaplanowania
dzielil sie na rytmy. /Rytm jest to czas potrzebny do wyko-
nania czynnosci odpowiadajacych jednej dziatce roboczej/.
G+béwne zasady ustalenia kolejnosci planowanych czynnosSci

I robot sg nastepujaces
1.2.1 Metoda kolejnego wyiconywania robot

Metode te stosuje sie w tych przypadkach, kiedy nie
mozna pracowac¢ jednoczesnie na kilku dziatkach roboczych,
np. przy budowie tunelu /1. mierzy, 2. strzatowi, 3. robot-
nicy usuwajgcy rozsadzong skate/. Chociaz zespoty robocze
wykorzystywane sg w sposob ciggty /ciagle pracuje tylko

jeden zespod/, konieczna jest ich ustawiczna zmiana.
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1,202 Metoda nednoczesne”™ wykonywania robot
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Metode te stosuje sie wtedy, kiedy mamy do dyspozy-

cji wystarczajacy zapas sit roboczych, i1 mozna pracowaC jed-

noczesnie na wszystkich dziatkach roboczych za pomoca tej
samej technologii, np. przy wykonaniu drogi komunikacyjnej
Przy tej metodzie potrzebna jest duza ilos¢ zespotdw robo-

czych w stosunkowo krotkim okresie czasu.

102®3 Metoda potokowa /rownomierna/ wykonywania robdt

Przyk+ad;
avrMVv
mm mmow m .
4 1 i 4 f 6 7 6 9 4 U n
; UCm DIIQUK m .
4 /
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cc - ?
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Ustalenie czasu potrzebnego do ssykonania budowy:
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Jezeli pojawi sie koniecznosS¢ przerw technologicznych po-
miedzy zejsSciem i wejsSciem poszczegdlnych zespoddw roboczych
na dziatki, musimy dla ustalenia czasu T doda¢ do wyrazu

k e /nH-n-1/ #aczny czas trwania przerw.

Metoda potokowa nadaje sie do wykonywania robdot jedno-
JFEj02?2unkowych /Znp. linie kanalizacyjne/ oraz wszedzie tam,
gdzie istnieje mozliwos¢ wykonywania robot na kilku dziat-
kach roboczych zespotami roboczymi réznych specjalnosci /np.
budowa jednostek mieszkaniowych/.

Zasadnicze fTazy potoku:

T = czas wzrastania potoku

czas ustabilizowania potoku /2/

czas zmniejszania potoku

GP =1} - T1 —5T

Bardzo wazna jest druga faza, tj. czas ustabilizowa—
potoku, poniewaz w tym czasie rownomiernie 1 nieprzer-
wanie realizuje sie produkcje. Z doswiadczenia wynika, ze im
dduzszy jest okres ustabilizowanego potoku 0? w stosunku do
i tym bardziej potok jest korzystny 1 ekonomiczny.
Dla oceny potoku, z punktu widzenia réwnomiernosci,
najczesciej stosowany jest wskaznik rownomiernosci poto-
ku 7 . Wyraza sie on stosunkiem czasu ustabilizowanego po-

toku do czasu budowy
ngfn-1 /?/

Im wiecej zbliza sie 7 do 1, tym lepsza jest organizacja
potoku. /Jezeli T 0,5 oznacza to, ze potok prawdopodob-

nie nie jest prawidfowo zorganizowany/*
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Za pomocg cyklogramu opracowanego dla metody potoko-

wej wykonywania robdt, mozna uzyskal jeszcze nastepujgce da-

ne:

fiic PHIMSO
POTOKU

PnOIATOSC BOZPOCZ(TVCU
oimz POL

0+ olJiTasd umcioum
oiipia POL

r* (A% IV KropM gooo

$0 wmopoi p |l o

Rys, 9

Wybor kata oC /tj, predkosci toku/: dobiera sie w zalezno-
Sci od najwazniejszej roboty /robota prowadzaca/ 1 do niej
dostosowuje sie pozostate roboty,

W zaleznosci od tego, jakie zwigzki zachodzg pomie-
dzy poszczegolnymi czynnosSciami, rozrozniamy:

1, Potok zrownowazony: A/ rytmiczny
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2* Potok niezrownowazoiay nierytmiczny

3. Potok niezrownowazony rytmiczny

Na podstawie przytoczonych przykfadow mozna stwierdzice ze
informacje uzyskane przy planowaniu za pomocg cyklogramu sag
bardziej obszerne, niz przy planowaniu za pomocga harmono-
gramu* W odroznieniu od harmonogramu ufozenie cyklogramu
jest bardziej skomplikowane, wymaga ono dokdadnej znajomos-
ci projektu, technologiit wykonania 1 organizacji przedsie«.
brorstwa lub zak#adu wykonujgcego zaplanowane roboty. Sprawa
komplikuje sie jJeszcze bardziej, jJezeli zaktadamy prace zmia-
nowg oraz uwzgledniamy rok kalendarzowy /to znaczy Swieta,

niedziele 1tp/.
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Wadg cyklogramu jest nieco utrudniona orientacja
oraz to, ze prawie kazda zmiana w stosunkach, pomiedzy po-

szczegolnymi planowanymi przedsiewzieciami pocigga za sobg

niemalzawsze przerobke catego cyklogramu#
1*5 Zwigzek pomiedzy cyklogramem 1 harmonogramem

Ich wsp6lng cechg jest rzedna czasu# Jezeli wiec pro-
ces wytworczy zostat zaplanowany za pomocg cyklogramu, moz-
na go przeksztatci¢ w harmonogram za pomocg metody pokaza-
nej w nastepujacym przyktadzie:

mLOQkm

[iPilIAOUOCKTilA CZPS

Rys. 15

Przejscie od harmonogramu do cyklogramu nie jest
jednoznaczne i1 wcale nie tak proste# Trzeba najpierw po-
dzieli¢ catos¢ na dziatki robocze ktéorychharmonogram nie

uwzglednia# Podziat ten zalezny jest od wykonawcy#
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1.4 Podstawowe zwigzki pomiedzy harmonoCTamem 1 siecig
powigzan

Podstawg w przygotowaniu o*bliczenia projektu za po-
mocg metod typu CPM, PERT i innycli jest sieC powigzan /zob"
2#2/, ktora przedstawia kolejny przebieg czynnosci 1 ich
wzajemnych stosunkow.

Ze wzgledu na to, ze w praktyce korzysta sie przewaz-
nie z harmonogramow /i wyjatkowo potrafimy przeksztatcic
cyklogram na harmonogram/, w nastepujacych przyktadach sg
przytoczone podstawowe zwigzki pomiedzy harmonogramem 1 sie-
cig powigzan.

Przyktad 1

CzynnosS¢ 7a”. Wezet 1 jest poczatkiem i1 wezed 2 jest kon-

cem czynnosci a
a
Rys. 14
Przyk4ad 2
Dwie czynnosci ’a” 1 *b*, przy czym czynnos¢ b ™ moze nastg-

pi¢ dopiero po ukonczeniu czynnosSci *a’.

a

Hys. 15



Przykd4ad 3

Dwie czynnosci 1 ’b*” majace jednakowy czas trwania oraz
rozpoczynajace 1 konczace sie w jednakowym czasie* /Uzycie
zapisu I 1 Il zalezy tylko od czynnosci konczacych 1 roz-
poczynajacych sie w poszczegolnych weztach* Uzycie zapisu

Il jest niedopuszczalne/*

Eys* 16
Przyktad 4
Dwie czynnosci 7a” i1 ™t wykonywane jednoczesnie oraz czyn-
nosc trwa przez krotszy okres czasu niz ”a” 1 moze roz-

poczaC sie w ktorymkolwiek momencie trwania czynnosci 7a’*
/Zapis 111 - drugiej fTikcyjnej czynnosci mozna uzy¢ dla lep-

szej orientacji, ale jest zbedny/*
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Przyk+ad 10
Czery czynnosci ’a”, *»", 7’c” 1 sg zalezne od siebie tak,
ze czynnosSC ’c” moze rozpoczaC sie dopiero po ukonczeniu

czynnosci *a” 1 7b”, dla rozpoczecia czynnosci 7’d” wystar-

czy ukonczenie czynnosci b”.

— <«)— m 5 )

0-S-H~) - - k5)

Rys. 27



Przyktad 11

Piec’ Czyanoéci "a11 , ll_l_>11 , 11CII’ Ildll i llell

zaleznych od siehie

O ten sposob, ze czynnosSC ’e” moze rozpoczaC sie dopiero po

ukonczeniu czynnosci "a" i1 "'c", ktdérych rozpoczecie natomiast

uOTarunkowane jest rozpoczeciem czynnosci ”b"™, na odwrot dla

rozpoczecia czynnosci "d" wystarczy ukoriczenie czynnosci "b"«

Rys« 2A

Przykdad 12

Pieé¢ czynnosci "a', "b", 7c", "d" i "e"

zaleznych od siebie

O ten sposoOb, ze czynnoS¢ e moze nastgpic¢ dopiero po ukon*

czeniu czynnosci "'c¢c” 1 ”b”, natomieist do rozpoczecia czyn-

nosci ''d” wystarcza ukonczenie czynnosci "b". Rozpoczecie

czynnosci b 1 "¢ moze nastgpiC dopiero po ukonczeniu

Rys. 25



Przyk+ad 15

Pie¢ czynnosci 7a*% e, MU zaleznych od siebie
w ten sposob, ze czyimos¢ ’a” powinna by¢ ukonczona np# 50
jednostek czasowych przed ukonczeniem catego projektu# Po
ukonczeniu czynnosci ™ konieczna jest przerwa o ddugosci
14 jednostek czasowych /np# remont/, a dopiero potem mozna
rozpoczaC czynnos¢ ’c”# Czynnos¢ ’d™* powinna byC¢ ukonczona
w pewnym momencie trwania czynnosci ’c”, od ktdorego jest
zalezne kontynuowanie czynnosci *¢’# Na odwrot czynnos¢ ’e”

mozna rozpoczaC dopiero po ukonczeniu czynnosci *d’#

Przyktad 14 26

Szereg czynnosci, ktore od pewnego momentu zbiegaja sie w
technologicznej kolejnosci. Zeby osiagnaé przejrzystos$é sie-
ci powigzan przy duzej ilosci czynnosci, korzystne jest gru-
powaC poszczegbélne komplety czynnosci oddzielnie 1 wyzna-

czaC zaleznosci pomiedzy tak utworzonymi grupami warunkow

czasowych /"*£*"/=
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49
ryso 27

Przykd#ad 15 *
Przy realizacji duzych projektow wymagajacych wiekszej i1los-
ci czynnosci jest hardziej korzystne opracowa¢ ogolny sche-
mat przedstawiajacy drobne czynnosci oraz ich zwigzki w po-
staci blokow, ktore zwykle oznaczamy duzymi literami» W
przyktadzie tym jJest uproszczony przyk#ad 14 i uzyto tu blo-
kow *"B” 1 ”C”» Wprowadzone bloki podkreslane sg gra-

ficznie - np* linig podwojna»
A

rys, 28
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DotyckilLCzas przytoczone metody planowania”™ ~tradycyj-
ne” harmonogramy lub cyklogramy albo nowe CPIM, PERT 1 innef
polegaja na tym, ze rozdzielajg uprzednio ustalong i1los¢
planowanego przedsiewziecia w czasie« W praktyce jednak spo-
tykamy sie z tym, ze w#asnie trzeba obliczy¢ te catkowityg
i1 loSc¢«

Ostatnio z powodzeniem stosuje sie przy rozwigzywa-
niu tego typu zadan modele strukturalne« Dla lepszej orienta-
Cji nizej przytaczamy podstawowe wiadomosci o modelach struk-

turalnych«
1#5 Modele strukturalne

Modele strukturalne stanowlig uproszczone przedstawie-
nie rzeczywistosci« Najprostsze sg modele liniowe, ktore
przedstawiaja zwiazki modelowane za pomocg ukdtadu réwnan li-
niowych« Eozrozniamy modele dotyczgce gospodarki narodowej,
resortowe 1 modele dotyczace przedsiebiorstw«

Konstrukcja modelu«

Przy konstrukcji modelu wychodzimy z zatozenia, ze
produkcja 1 zuzycie poszczegolnych produktéw znajdujg sie
w rownowadze« Stosunki pomiedzy objetoscig produkcji i ob-
jetoscig zuzycia poszczegolnych produktow potrzebnych do
realizacji produkcji, sa funkcjami /w wiekszosci mozna je
wyrazi¢ jawnie w postaci funkcji liniowych/«

Podstawy do sporzadzania modeli mozna uzyska¢ w za-
sadzies
1/ metoda bilansowo-anal ityczng

2/ metoda technologiczno-syntetyczng«
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Przy stosowaniu metody bil ansowo-analityczne3 korzy-
stamy ze znajomosci stosunkow pomiedzy zuzyciem i1 produkcja
poszczegdlnych produktéw. Podstawy uzyskujemy za pomocg sta-
tystyk zawierajgacych wyniki minionego okresu.

Przy stosowaniu metody technologiezno-syntetycznej
podstawy konstruujemy na podstawie norm, przeprowadzonych po-
miarow w procesie produkcyjnym oraz zwigzkéw technologicz-
nych.

Zadnej z obu przytoczonych podstawowych metod nie moz-
na w praktyce prawie nigdy zastosowaC oddzielnie. Zazwyczaj

obie metody kombinujemy.
Modele statyczne otwarte 1 zamkniete

Dla modeli statycznych charakterystyczne Jest to, ze
wszystkie wystepujgce w nich wielkosci odnoszg sie do Jedne-
go wspolnego okresu czasu®

W modelu statycznym zamknietym”~ogélna produkcja row-
na sie globalnemu zuzyciu produkcji w rozwazanym okresie
czasu.

Statyczny model liniowy zamkniety mozna wyrazic¢ dla
n gfiiezi /lub n dziedzin produkcyjnych/ za pomoca Jednorod-
nego uktadu réwnan liniowych®

Oznaczmy przez
Xj catkowita produkcje J-ted dziedziny gatezi
X __. ObjetosS¢ produkcji i-ted gatezi zuzytej w J-ted gatezi.

ij

Viftedy zachodzi

X11 + xJ2
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Powyzszy zapis mozna rowniez wyrazi¢ w postaci

tabeli:
Gataz Zuzycie w gateziach Produkcja catkowi-
prod. ta
1 N 1 N\ 2 Y Y Y X
2 A21 A22 ... A2n X2
n N e*eoooe N

Statyczny model liniowy otwarty mozna przedstawic

za pomoca ukd#adu réwnan liniowych.

Jezeli nastepnie oznaczymy przez y”~ koncowe zuzycie
produkcji i-tej gatezi, mozemy napisac

ee¢ + VY ~
/5/

+ N22  eee W APR A2 ~ A2

1 N9 coe An o~ N

Ukd+ad tych n réwnan, ktdére nazywajg sie rownaniami
bilansowymi podziatu produkcji, jest punktem wyjSciowym w
analizie pomiedzy poszczegolnymi gateziami. Jednostki produk-
cji moga byC wyrazone w postaci albo naturalnej /t, g, m,

m , szt., 1td/ albo pienieznej.

Analogicznie do poprzedniego mozna zapis znow wyra-

zi¢ za pomocag tabeli.
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Gataz Zuzycie w gateziach prod. Koncowe Cadkowita
N 2 o* «. n zuzycie produkcja
1
2 A21  NA22  eges* A2Q 72 nQ
n N2 «® ® yn

\/ obydwu przypadkach, /model otwarty i1 zairkniety/ trzec
ba wprowadzi¢ nastepujace zatozenia:

a/ wielkos¢ zuzycia produktow i—tej dziedziny w j_ tej
dziedzinie jest proporcjonalna do catkowitej produkcji j—tej
dziedziny /zatozenie liniowosci/?

b/ nastepnie w produkcji zachodzi taki zwigzek, ze po«
wiekszenie jednego z czynnikoéw produkcji, zakdfadajac przy
tyli, ze zaden z pozostatych czynnikéw sie nie zmieni, nie
prowadzi do podwyzszenia catkowitej produkcji.

Zatozenie liniowosci mozna zapisac = a™ e Xj,
gdzie oznacza tzw® wspodczynnik techniczny /prosta nor-
ma zuzycia/, ktdérego waznosS¢ jest ograniczona w czasie /w
réznych modelach rézny okres waznosci — rzedu kilka lat/#

Po wprowadzeniu wspétczynni&réw technicznych mozna
ukdady réwnan zapisa¢ w postaci

a/ model zamkniety

S /6/

b/ model otwarty
n

H a™ + vy s AN X s n /?/
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Nastepnie oznaczmy przez A macierz wspodczynnikow technicz-

nych
/
a
11 N2 ee= @ln
A = 21 R-22 eee N2g /87
®ul ®H2 ®an
Wektor produkcji Wektor koncowego zuzycia
r ._n
X1 n X\ll
no N2
X = Y Y = hd /9/
P *
a [ J
/\n * n

wtedy mozemy napisac
a/ model statyczny zamkniety w postaci réwnania macierzo-
wego
AX =X [e-a] .- X=0 /10/
h/ model statyczny otwarty
AX+ X=X lub Y=jpP-al.X 1lub X =[e-"X, 711/
gdzie E oznacza macierz jednostkowg /zob. rozdz. 3.2/.
Znajdujac wspotczynniki techniczne mozemy za pomocg
statygzneggzmodelu liniowego zamknietego obliczyé stosunek
miedzy produkcjami poszczegélnych gatezi.
Za pomocg statycznego modelu liniowego otwartego
mozna oblicza¢ /znajac wspédczynniki techniczne/

- koncowe zuzycie X przy okreslonej catkowitej produkcji X

- catkowitg produkcje X przy okreslcctym koncowym zuzyciu X
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WH+asnosci wspodczynnikow technicznych”™»

Wspoétczynniki techniczne sg okreslone rownaniem

cii ri—d N IX
0 ile 1 ZJ wyraza sie w jednostkach nattiralnych»
wspodczynnilci okreslajg” jaka i1los¢ produktéow 71”7 wyra

zona w jednostkach naturalrgrch potrzebna jest do produkcji
jednej jednostki produkcji Yy’ wyrazonej roéwniez w jednost-
kach naturalnych®

5?rzeba uswiadomi¢ sobie”™ ze wartos¢ bezwzgledna
wspotczynnikow zalezna jest od jednostek™ w ktdérych mierzymy
obydwie produkcje 1 ZMO0 Zmiana jednostek powoduje zmia<h
ne wartosci wspodczynnikéw technicznych®

Jezeli objetos¢ produkcji wyrazona jest w jednost-
kach pienieznych”™ wspodczynnik techniczny jest liczbg bez-
wymiarowg® Wartos¢ wspoédczynnika zalezy w tym przypadku nie
tylko od objetosci naturalnego zuzycia”™ tj® od zwiazkow
technologieznychg ale réwniez od stosunku cen zuzywanego
1 koncowego produktu«.

Agregacja dziedzin

Klasyfikacja dziedzin jest podstawg do .konstruoNia-
nia 1 Ffunkcjonowania modeli strukturalnych® Jezeli nie zo-
stata ona poprawnie wykonana”™ wspodczynniki techniczno reo-
ga sie zmieniaC 1 nie odpowiada¢ wymaganiom® Liczba dzie-
dzin musi by¢ jednak ograniczona® Ograniczenie jest konie-
czne przede wszystkim ze wzgledu na mozliwosci tecimikl
obliczeniowej” jak rowniez dlategoj ze przy duzej i1losci

dziedzin istnieje mozliwosS¢ zastepowania jednej przez dru-
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ga, co jest w sprzecznosci :z zatozeniami konstrukcji mode-
lu strukturalnego».Z doswiadczenia wynika, ze najkorzyst-
niejsza liczba dziedzin wynosi od 50 do 200® Zeby nie prze-
kroczyc¢ tej Iiczpy mozna 4gczyC¢ dziedziny w wieksze catoscii
taczenie dziedzin nie jest problemem o rozwigzaniu
jednoznacznym i1 dopiero w ostatnich latach zostaty odkryte
Sciste zaleznosci matematyczne® [Drzeba uswiadomi¢ sobie,
ze przy kazdym +#gczeniu gubimy pewne informacje» Mozna wiec
zgubi¢ np» niektdore dziedziny deficytowe, poniewaz mogg one
by¢ tylko czescig dziedziny zagregowanej« Przy rozlegtym
+gaczeniu moga zniknaé¢ cechy charakterystyczne wspoédczynni-
kow technicznych dlatego, ze w tym przypadku wyrazajg one
zuzycie dziedziny, ktora nie jest jednorodna« To moze wpdy-
na¢ negatywnie na rezultaty bilansu sporzadzonego na podsta-

wie wspodczynnikéw technicznych»
Przykdad agregacji?

Jezelil 4gczymy dziedziny t, g, h w jedng dziedzine r, wtedy
wspotczynnik techniczny dziedziny r wynosi

CKep Xr , gdzie

Ajnp =Mt + X.Vv / W

Podstawiajac o] ¢0 rownania /1/ otrzymamy
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To oznacza, ze wspodczynnik dziedziny zagregowaneo
jest Srednig wazna wspodczynnikow technicznycli dziedzin
+gczonych*

Ze zwieztego opisu wspotczesnych metod planowania wi-
da¢, ze za wyjatkiem modeli strukturalnych, sg one sztywne*
Sg rowniez mato operatywne« Héwniez 1 to, ze tylko mata
czes¢ z nich mozna zaprogramowa¢, wskazuje na duzg praco-
ch+onnos¢ ich opracowania.”

Dlatego by4y 1 sa poszukiwane nowe drogi 1 metody,
ktére mogtyby umozliwic¢ przeniesienie najbardziej praco-
chdonnych czesci na maszyny matematyczne i1 dostarczytyby

zarazem co najmniej tyle informacji co metody dotychczasowe*
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2, MEJODY AITALIZY ZA POMQCA SCIBZKI KRYTYCZNEJ

2«1  Warunki powstania metod analizy sieciowe,t i icti miej-

sce w badaniach operacy.jnycti /Operations Hesearch//

Zagadnienia kierowania i1 kontroli procesow ztozonych
I systeméw pojawidy sie w czasie drugiej wojny Swiatowej#
Potrzeba byto rozwigza¢ duzo skomplikowanych sytuacji na
froncie 1 na tytach# Powstaty nowe Srodki #gcznosci, maszy-
ny do przetwarzania danych, teoria cybernetyki 1 metody po-
zwalajace na naukowe 1 obiektywne rozwigzyvjanie problemow
kierowania procesami ztozonymi« Powstata nowa dyscyplina -
Operations Research /badania operacyjne/#

Dla badan operacyjnych jest charakterystyczne to,
ze powstaty one podobnie jak cybernetyka, z podgczenia roz-
nych dyscyplin naukowych# Badania operacyjne korzystajg z

rezultatow matematyki, statystyki, logiki, psychologii,

socjologii, ekonomii, biologii, cybernetyki, nauk tech-
nicznych itp» Badania operacyjne sa nowag naulcg, ktdra sie
dopiero ksztattuje 1 rozwija# Mimo to jest juz dzisiaj sto-
sunlcowo jednolita dyscypling 1 zastuguje na wiekszg uwage#

Rozwojowi metod badan operacyjnych sprzyjaja wspod-
czesne warunki /maszyny matematyczne, metody modelowania
matematycznego/«

Nie mozna jeszcze dzisiaj doktadnie wyznaczy¢ zakre-
su zastosowania metod badan operacyjnych# Bo najbardziej
znanych nalezg programowanie matematyczne, analiza struk-
tur<nl.na, teoria gier, teoria masowej obstugi /frontéow/,

teoria zapasow, metody Monte Carlo, metody analizy sieci.
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teoria niezawodnosSci itp#

Konieczne jJest nowe podejscie do rozwigzywania no-
wych zagadnien, poniewaz metody te wykorzystujg wiadomo-
Sci duzej ilosci dyscyplin naukowych. Warunkiem jest wspot-

praca réznych specjalistéw i ich grupowanie. W dziedzinie
tej wykorzystuje sie modelowanie matematyczne. Model matema-
tyczny stuzy do uchwycenia zjawisk 1 procesow z4ozonych.
Uzycie modelir jest konieczne ze wzgledu na to, ze ekspery-
meniatorstwo w zakresie wojskowosci 1 gospodarki jest prak-
tycznie niemozliwe.

Na modelach mozna przeprowadza¢ doswiadczenia, opra-
cowywaC rozne warianty 1 z nich wybieraC optymalne. Przy
opraco?\ianiu duzej ilosci wariantéw stosuje sie ostatnio me-
tody symulacji, ktore operuja liczbami losowymi. Do zasto-
sowania tych metod potrzebne sg jednak duze maszyny matema-
tyczne.

Praca w zespotach, modelowanie 1 symulacja sg g#ow-
nymi charakterystycznymi cechami wspodczesnego podejsScia do
rozwigzywania skomplikoviianych zagadnien technicznych i eko-
nomicznych.

Poszczegdlne metody badan operacyjnych sa dzisiaj
na roznym poziomie opracowania 1 praktycznego uzycia. Nie-

ktére mozna doktadnie wyrazi¢ w postaci algorytméw, istnie-

Jja dla nich sprawdzone programy®, metody sga wyprobowane 1 Sto<

sowane w praktyce /programowanie liniowe, analiza sbrulctu-
ralna, metody analizy sieci - CPM, PSET 1tp/. Dla rnnych
metod szukamy dopiero matematycznego sformudowania«

Nantepnie zostang przytoczone g#déwne cechy charak-
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terystyczne i1 zagadnienia rozwigzywane za pomocg nhiektdrych

bardziej znanych metod badan operacyjnych.
Programowanie matematyczne /Mathematical ProCTamming/

Metody te mozna podzieli¢ na metody programowania li-
niowego 1 metody programowania nieliniowego. Chodzi tutaj
O rozwigzywanie zadan wariancyjnych, tj. takich™w ktorych

mozna dojsS¢ roznymi drogami do okreslonego celu. Tylko je-
den albo ograniczona liczba sposobow jest op£§malna- Z pun-
ktu widzenia modelu matematycznego mamy wiec znalez¢ ekstre-
mum, tzn, minimum lub maksimum funkcji charakteryzujacej
cel, ktory zamierzamy osigagnhgc.

Jezel1 funkcja ta jest liniowa, zagadnienie sprowa-
dza sie do programowania liniowego”™. Jezelil nie jest liniowa
/np. dwumianowa/, zagadnienie sprowadza sie do programowania
nieliniowego.

Optymalizujgc modele liniowe sg pedniej opracowane
1 wielokrotnie wyprébowane w praktyce. Dla modeli nielinio-
wych ciagle jeszcze szukamy najdogodniejszych algorytmow
rozwigzania zadan®

Najprostszymi modelami programowania liniowego sg
tzw. zagadnienia alokacji. Przede wszystkim jest to prob-
lem transportowy, w ktérym bada sie optymalne rozwigzanie
dowozu przy okreslonych wydajnosciach 1 wymaganiach. Ce-
lem jest zminimalizowanie kosztéw w ten sposob, zeby zo-
staty spednione wszystkie warunki ograniczajgce. Nastep-
nie do talcich modeli sprowadzajg sie zagadnienia przypo-
rzadkowania - rozwigzujace optymalne wykorzystanie maszyn,

sity roboczej itp. na roznych stanowiskach roboczych.
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Tzw* zagadnienie przejazdéw obwodowych /''zagadnienie
komiwojazera'/ rozwigzuje problem dowozu, w przypadku kiedy
Srodek komunikacji w czasie jazdy obwodowej kolejno wyta-
dowywuje swoj +adunek 1 wraca z powrotem* Zadanie jest na-

stepujace: przejecha¢ tylko raz przez kazde miejsce, wro-
Cié do punktu «yjsciowego oraz osiggnag¢ minimalng i1loscC

przebyt%ch km* 3 o :
zakres programowania liniowego wchodzg tez modele

dystrybucyjne, ktore sg uogolnieniem modeli zagadnien tran-
sportowych, zagadnienia mieszanki rozwigzujgce optymalne wy-

korzystanie surowcow itp*
2. Analiza strukturalna /Input - Output Analysis/

Pierwszy ras zostata matematycznie sformutowana

opracowana przez W*W*Leontiewa w okresie miedzy pierwszg

drugg wojna swiatowg* Leontiew kontynuowat mysli Quesnay e

Parrota*

Analiza strukturalna korzysta z rachunku macierzo-
wego oraz z przestawienia tabelowego* Chodzi tutaj o metody
bilansowe, ktore majg za zadanie ustali¢ wymagania i zrodta
dla kazdej gatezi gospodarki narodowej, dla kazdego produk-
tu pewnej gatezi i1tp* W potaczeniu z modelami optymalizujag-
cymi usituje sie znalez¢ optymalng stukture gospodarki na-
rodowej™*

Dla okreslonych wymagan zuzycia, metody te umozli-
wiaja obliczyC optymalng strukture produkcji lub dla okres-
lonej zdolnosci produkcji obliczyC optymalng strukture zuzy-
cia* Umozliwiajg rowniez za pomocag macierzy odwrotnych
1 tzw* wskaznikow kompleksowych okresli¢ wpdyw zmiany pro-

dukcji1 jednej gatezi na produkcje wszystkich pozostatych
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gatezi Ich mozliwosci sg diize, przede wszystkim w po-
+gaczeniu z modelami optymalizujacyal, metodami analizy sie-
ciowej I1tp#

Wadag dotychczasowych modeli1 strukturalnych jest to,
ze sa statyczne* Pokazuja struktirce tylko w pewnym ustalo-
nY/m czasie* Nie umozliwiaja one okresla¢ wystarczajgco do-
kd+adnych naukowych przewidyisan* Te zagadnienia rozwigazuja
tzw. modele dynamiczne* Na razie jednak i1ch metodyka nie
jest zadowalajgco opracowana*

Z modeli1 striikturalnych korzysta sie nie tylko w ska-
i gospodarki narodowej, ale réowniez w skali gatezi, dzie-

dzin, zak#adow itp*

3. Teoria masowej obstugi /frontéw/ /Queuing Theory/

Teoria masowej obsd4ugl nosi tez nazwe teorii fron-
tow* Z rozwojem urzadzen umozliwiajgacych zbiorowg obstuge
duzej 1ilosci jednostek powstato zagadnienie, jJaka jest
zdoInos¢ urzadzen w pewnych warunkach 1 w jakiej proporcji
sg koszty eksploatacyjne i czysty dochéd*

Chodzi tutaj o zagadnienia z zakresu dziatania li-
nii telegraficznych 1 telefonicznych, ruchu komuniltacyjne-
go, Ffunkcjonowania urzadzen sanitarnych, samoobstug, linii
operacyjnych itp*

Og6lnie zawsze bierzemy pod uwage jakis system, kto-
ry jest zdolny obstuzy¢ pewng ilos¢ okreslonych elementéw*
Czas wejscia do systemu waha sie, czas obstugi rowniez*
Mozemy dostarczyC dane o gromadzeniu sie elementow przed

wejsciem do systemu* Potem mozna udozyC stosunek miedzy
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natezeniem wejscia 1 wyjscia w ten sposob, zeby gromadzenie

nie przekroczy4o pemej granicy*

4« Teoria zapasow /ZlIlnventory Theory/

Nazywa sie rowniez teorig sktadowania* Metody teorii
zapasow umozliwiajg rozwigzywa¢ problemy powstate w zwigz-
ku z nagromadzeniem surowcow, produktow, czesci zamiennych
itp. Pewne nagromadzenie zapasow jest konieczne, zeby zapo-
biec ewentualnym trudnosciom w zaopatrzeniu* Okreslenie
optymalnej ilosSci zapaséw moze by¢ bardzo skomplikowanym
zadaniem*

Wymagania mogga zmienia¢ sie w ten sposb6b, ze pewng
wielkosS¢ zapaséw wymagamy z okreslonym prawdopodobienstwem*
Utrzymyv;anie zapasow dla "matoprawdopodobnych” wymagan jest
przewaznie bardzo kosztowne* Dla takich wymagan musimy li-

czyC sie z przerwami w przebiegu produkcji*
5* Teoria gier /Theory of games/

Przy rozwigzywaniu praktycznych zadan z zakresu eko-
nomiki, wojskowosci itp* bardzo czesto trzeba rozwigzywac
sytuacje, kiedy spotyka sie dwie lub wiecej ’przeciwstaw-
nych** stron* Kazda strona />”gracz”/ zmierza do celdéw odwrot-
nych niz przeciwnicy* Powstaje sytuacja konfliktowa, w kto-
rej postepowanie jednej ze stron zalezy od rezultatéw po-
stepowania strony drugiej.

Model matematyczny powyzszego przypadku nazywa sie
gra* W odrdéznieniu od opisanej sytuacji”gra przebiega we-

ddug ustalonych regut koniecznych dla matematycznej analizy
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Regutami nazywamy zespot warunkoéw okresladgcyxih moz-
liwe warianty postepowania obydwéch stron. Surategiag nazy-
wamy zbidr regut okreslajgc.ch w sposéb jednoznaczny posu-
niecie gracza przy kazdym posunieciu przeciwnika w zalezno-

sci od potozenia ulctadajacego sie podczas gry.

Celem jest znalez¢ optymalng strategie, ktora zapew-
nia przy jakimkolwiek posunieciu przeciwnika maksymalng
mozliwg wygrang. Jest to tzw. zasada minimaks, ktdéra réwniez
zapewnia przeciwnikowi, ze przy jakimkolwiek naszym posu-
nieciu istnieje posuniecie zapewniajace mu minimalng prze-
grana.

Modele teorii gier mozna w prosty sposob sformudo-
waC¢ jako zagadnienia programowania liniowego. Wtedy ogra-
niczenia sg rownowazne regudom gry i nalezy znalez¢ strate-
gie ekstremalizujacag funlccje wygranej. Whasnej strategii od-
powiada rozwigzanie jednego zagadnienia, strategii przeciwni-
ka odpowirada rozwigzanie zagadnienia sSprzezonego.

WSrod przytoczonych metod badan operacyjnych szcze-

golnie wazna jest metoda analizy sieciowej.
6* Analiza sieci /Critical Path Analysis/

Metody te rozwigzuja zagadnienia zwigzane z kierowa-
niem, planowaniem i1 kontrolg przebiegu procesow z+ozonych.
Sg to procesy, przy ktorych do osiggniecia wyznaczonego ce-
lu potrzebne jest zrealizowanie setek tysiecy nachodzacych
na siebie logicznie 1 technologicznie zwigzanych operacji
I Cz;>"nnosci.

Dotychczasowe metody nie pozwalaty rozwigzac¢ problem

kierowania takjmi procesami w catosci przy ich ztozonosci.
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G+owng role odgrywato doswiadczenie i intuicja* Dopiero ist-
nienie maszyn matematycznych, 1 modelowania matematycznego
umozliwi4o i1ch powstanie* Podwyzszajg one sprawnos¢ kierowa-
nia za pomocag szybszej 1 bardziej odpowiedzialnej kontroli,
odkrywajag problemy wczesniej niz mogg nastgpi¢ dysproporcje
I umozliwiaja sprawnag redukcje czasu i1 kosztow w rozwigzy-
wanych zadaniach*

Istnieje juz okoto 40 roéznych modyfikacji wyprowa-

dzoriych z dwéch podstawowych metod CPM 1 PERT*
Sg to przede wszystkim:

PERT /Program Evaluation and Rewiev Technique/, CPM /Criti-
cal Path Method/, TOPS /The Operational PERT System/, HEPP
/Hoffmann Evaluation Procedure/, GAP /Graphic Application
of PERT/, LESS /Least Cost Estimating and Scheduling/, LOB
/Line of Balance/, RARIPS /Resource Allocation and Multi
Project Scheduling/, SCA® /Scheduling and Control by Auto-
mated Network Systems/, RITE /Rapid Information Technique
for Evalution/, MAPS /Multivariate Analysis and Prediction
of Schedules/, DBPS /Decision Box Planning and Scheduling/,
MS /Multiship, Multishop, Workload - Smoothing Program/,
PEP /Program Evalution Procedure/, CPS /Critical Path Sche-
duling/, CPPS /Critical Path Planning and Scheduling/,
PROMOCOM /Project Monitor and Control Method/, IMPACT /Im-
plemantation. Planning and Control Technique/, CPP /Criti-
cal Path Programming/, PERT /COST, PILOT, RPSM, MCX, CiiAV,
COMET, PROMPT, DELTA, HARMS, TARMS, PLAHHET, PRISM, SVS,
TRACE, PEST, RELECOMN PERT - HAP, SUPERT, PERTOCOM 1 inne*

Wskazuje to na ich dostosowania sie do rdéznych wariankéw i

celow*

2*1*1 Historia powstania

Historia powstania obu podstawowych metod jest szcze*
golnie pouczajgca z punktu widzenia szybkosci i1 catosci ich
rozwoju* Dlatego przytoczymy niektdére najbardziej wazne
Tataty™

Metoda CPM jest starsza od metody PERT* Juz pod ko-

niec 1956 r* firma E*I* du Pont de Heumeurs Comp* roz-
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wigzywata zagadnienie kierowania 1 planowania I>udowy zauto-
matyzowanego przemysd4u chemicznego, przede wszystkim plano-
wanie prac konserwatorskich i1 kontrolnych. Przy wspoédpracy

z Sperry Pand Corporation pod kierownictwem Morgana R. Wal-
kera 1 Jamesa E. Kelley ego zostat opracowany projekt cza-

sowego planowania za pomoca sieci powigzan. Pierwsze obli-

czenia zostaty przeprowadzone juz na poczatku 1957 r.

Pierwsze wyprobowanie nowej metody w praktyce, prze-
prowadzone rownolegle z tradycyjnymi metodami planowania,
pokazato wszystkie zalety nowej metody: prostsza, bardziej
elastyczna, ujawnia decydujgce czesci projektu itd.

Nastepnie wykorzystana zostata przy planowaniu prac
konserwatorskich 1 kontrolnych w zalctadzie chemicznym w
Louisville. Rowniez tutaj zostaty osiggniete bardzo dobre
wyniki. Metode CPM zaczeto stosowac¢ réwniez poza granicami
koncernu du Pont.

Rowniez i1nne spotki akcyjne, np. Remington Rand
UNIVAO 1 Mauchly Associated braty duzy udziat przy rozpow-
szechnianiu metody CPM 1 jej dalszym rozwoju.

W ostatnich latach metodg CPM i1ntensywnie zajmuje
sie Tirma General Electric* Tutaj powstata metoda CPM/GE,
Ktora jest modyfikacja metody CPM z punktu widzenia plano-
wania gt+ownych wez4éw /Milestones/. Nastepne — to metoda
PROMOCOM, uwzgledniajgca planowanie kalendarzowe oraz RAMPS
umozliwiajgca planowanie wiekszej i1losci projektow jedno-
czesnie przy optymalnym wykorzystaniu zroédet.

W literaturze metode CPM mozna znalezC czesto row-
niez pod innymi oznaczeniami, np. CPS, CPPS, LESS, CPP,

Itp. ROznice sg jednak znikc
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Metoda PERT, druga podstawowa forma analizy Sciezki
krytycznej /Critical Path Analysis/, powstata nieco poézniej

Przy realizacji tzw, programu PBM /tj* Pleet Balli-
stic Missile Program/ pojawity sie /w zwigzku z rozwojem
rakiet Polaris/ duze trudnosci z dotrzymywaniem terminow#
Opracowany harmonogram realizacji nie odzwierciedlat zmian
w zaplanowanych terminach catego projektu i jego kontrola
by4+a bardzo trudna.

Wysunedto sie “‘wiec zadanie znalezienia dobrych syste-
mow planowania prac badawczych, rozv™ojowych, konstrukcyj-
nych 1 wytwérczych# Wykonawcag zadania by+ Urzad do zadan
specjalnych /Special Project Office/ nalezacy do Minister-
stwa Marynarki#

Projekt otrzymat nazwe PERT /Program Evaluation
Research Task/# Jego realizacje rozpoczeto 27*1*195S
Grupa specjalistow pod kierunkiem Willarda Pazara obrata
dla przedstawienia projektu juz poprzednio znang sieC po-
wigzan# Me by+o mozna odgadngC czasow trwania poszczegol-
nych czynnosci, poniewaz by+ to projekt badania 1 rozwoju
/B D/# Zostat opracowany system trzech oszacowan i dla
obliczenia wartosci Sredniej obrano aproksymacje rozkta-
dem~n #

Cata metode opracowano w rekordowo krotkim czasie#
Juz w lipcu 1958 r# zostata opublikowaiia podstawowa praca
opisujaca metode PERT "Summary Report Phase I*™ 1 w miesigc
pézniej ''Summary Report Phase 2% Catg metode uogdélniono
i nazwano PERO?, tj. Program Evaluation and Eewiev Tech-
nigue. Metoda ta umozliwida wjrrohi¢ prosty poglad na caty

kompleks czynnoscig znalezC czynnosci majgace decydujacy
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wpdyw na zrealizowanie catego kompleksu 1 ustali¢ wpdyw
zmian na wykonanie catego programu#

Metode oddano dyspozycji w tak krotkim czasie, ze moz-
na ja byto catkowicie zastosowaC do projektu Polaris# Pierw-
szg prace za pomoca metody PERT przeprowadzit+ admirat Wil-
liam F# Rabom# Projekt rozwoju rakiet Polaris udato sie
skrocic¢ o dwa lata#

Na zakonczenie trzeba podkresli¢, ze metody typu PERT
nie przedstawiaja zupednie nowej koncepcji#Bezposrednio nawi”
zujag do niektdérych zagadnien teorii grafow /teoria sSciezki
krytycznej/, statystyki, rachunku prawdopodobienstwa, so-
cjologii produkcji i1tp. W czasie pieciu lat ich istnienia
osiggnieto duzo znakomitych rezultatow# Ich rozwéj idzie
szybko naprzoéd, powstaja nowe i doskonalsze metody /RAMPS,

IMIACT, GE/CM, 1itp/# istniejg setki publikacji#

2#2 Wykres procesu ztozonego - siecC

Pierwszg fazg przy zastosowaniu metod analizy Sciez-
ki krytycznej jest wykres procesu ztozonego# Chodzi tutaj
O procesy z zakresu badan, rozwoju, projektowania, budowy,
konserwacji i produkcji. Ich wspolng cecha jest skomplikowa-
nie i rozlegtosé# Zeby méc przeprowadzié analize procesu
z4ozonego, trzeba zapoznac¢ sie z wszystkimi jego logicznymi
1 technologicznymi zaleznosSciami, dokdadnie okresli¢ zespot
wszystkich czesciowych czynnosci 1 robot koniecznych do
osiggniecia wyznaczonego celu i okresli¢ odpowiedzialnosc
za wykonanie poszczegolnych czesci badanego procesu#

Caty kompleks robdét i czynnosci koniecznych do osiag-

niecia wyznaczonego celu bedziemy w dalszym ciggu nazywac
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pro.iektem P»

Projekt P /bez wzgledu na konkretne zastosowanie/ za-
wiera dwa podstawowe rodzaje elementdédw — czynnosSci oraz zdg,
rzenia™ Modelem graficznym takiego projektu jest wydcres
zorientowany /skierowany/ /zob# 5*1/# Wykres /graf/ zorien-

towany”™ jest to skonczony zbior zdarzen /wezdow/

U= wu /1/
gdzie uporzadkowang pare wez#ow ) nazywamy 4ukiem
zorientowanym»

mGraf zorientowany, w ktérym poszczegélne wezdy przed-
stawiajg etapy 1 poszczegolne dulci, zorientowane czynnosci
projektu, nazywamy siecig projektu P»

gieC projektu P s#clada sie z czynnosci, ktdérym odpo-
wiadajg strzatki ----—-- oraz wez4ow, ktorym odpowiadaja
kétka Q e D+ugos¢ odcinka na ogo+ nie ma zadnego zwigz-
ku z czasem trvjania odpov7iadajacej czynnosci /w matematycz-
nej terminologii méwimy o tzw* guasiwektorze, tj» wektorze,
ktoérego ddugos¢ i1 kierunek nie majg znaczenia/*

Jezeli mamy udozyC sieC projektu, musimy go rozdo-
zy€C na czynnosSci 1 zdarzenia

CzynnosS¢ okreslamy jako element projektu zuzywajacy
zrodta /sita robocza, maszyrxyt materiat, pienigdze itp/
I trwajgcy w czasie. Kazdej czynnosci odpowiada jedno zda-
rzenie jako jej poczatek 1 drugie jako jej koniec.

Zdarzenie, w odréznieniu od czynnosci, jest to taki
element projektu, ktory nie zuzywa ani 2zZrodet ani czasu.
Jest to tylko moment, w ktérym niektdre czynnosci rozpo-

czynaja sie a il0jae konczg sie.



Zadna czynno$é nie moze ropoczaé sie wczesniej, do-
poki nie zostato osiggniete poprzednie zdarzenie, tj* dopo-
ki nie zostaty i1ikonczpne czynnosci poprzedniee

Odrebny przypadek stanowig zdarzenia poczatkowe 1 zda-
rzenjg. kohicowe sieci# Zadna czynno$¢ nie moze poprzedzaé
zdarzenie poczatkowe 1 zadna czynnosS¢ nie moze nachodzi¢ na
zdarzenie koncowe# W rzeczywistosci przedstawiajga one roz-
poczecie projektu oraz jJego takonczenie#

Czynnosciami moga by¢ np# poszczegolne fazy procesu
produkcyjnego, opracowanie projektu, rozruch prébny, oczeki-
wanie dostaw, Ffazy decydowania /np# zatwierdzenie projektu,
kontrola i1tp/#

Zdarzenia sg symbolami painktow stycznych poszczegol-
nych czynnosci# ITp# zdarzeniem poczgtkowym czynnosci ~’mon-

taz” jest ''rozpoczecie montazu' 1 zdarzeniem koncowym jest
"ukonczenie montazu"# Zapis graficznie wyglada nastepujaco

/rys# 29/s

rys# E

CzynnosSC - oznaczamy (i>d) -~ jJest wiec okreslona za po-
moca zdarzen, ktdore Jg ograniczaja# Zatem czynnosSC¢ i, j)

+aczy zdarzenia 1™Nj#
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Przy prostych technologicznych 1 logicznych zalezno-

(1))

ciach nie mogg pojawi¢ sie wieksze trudnosci zwigzane ze
sporzadzeniem sieci# Przy bardziej skomplikowanych zaleznos-
ciach trzeba rozwigzywa¢ niektdére zagadnienia zwigzane z gna?«

riczuys przedstawieniem# W skrocie przytoczymy niektére z

nich#

1# Jest niedopuszczalne, zeby sieC zawierata
lub cykle zamkniete”™ tj# zaden wezedt nie moze poprzedzac

samego siebie /rys. 50/#

37ys. 50

Taki stosunek bowiem nie moze byC zrealizowany w czasie
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na przyktad, icieay kazda z trzecki czynnosci a,” b, c nie
moze zosrad ukonczona dopoki nie sg znane rezultaty pozo-
statych dwéch czynnosci* Takie sytuacje mogg w rzeczywisto-
Sci powstac, ale ich wykres /tak jak na rys. ~1/ jest nie-

dopuszczalny* w tym przypadku przeprowadzamy tzw* redukcje

sieci /rys* "2/*

Kys. 32

r Odpowiada sumie trwania czynnosci a, b, c 1 wezet X
przedstawia ich ukonczenie*

2* \/ praktyce bardzo czesto zdarza sie, zZe niektore
nastepujace czynnosci moga hastgpi¢ przed ukonczeniem po-
przeoniej czynnosci* Jest to przypadek tzw* czynnosci zdo-
zonej * Zato6zmy, ze czynnosci b, c, d zaleza od réznego stop*

nia wykonania czynnosci a /rys* 33/*
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Z¥ozong czynnoS¢ a mozemy tutsg podzieli¢ na trzy
czesciowe czynnosci a2 » oraz wyznaczyC poprawnie cza-

sowe zaleznosci /rys* 5°N/*

rys. y\

3. Jezelil projekt P jest bardzo skomplikowany 1 roz-
legty, mozna catg sprawe uprosci¢ w ten sposob, ze projekt
P podzielimy na szereg czesciowych projektow NQNKFKFNYNT
dla ktérych opracowuje sie samodzielne sieci /sieci pod-
rzedne/* Te poszczegdlne czesciowe projekty w globalnej sie-
ci projektu P przedstawiamy za pomocg czynnosSci zagregowanej

/rys* 35/*



tig 58 i’

X thtQl Ay b

Rys. 35

X o0znacza czynnosSC zagregowang,

4, Bardzo czesto spotykamy sie z czynnosciami
leznymi 1 niezaleznymi. ZaleznosSC czynnosSci wystepuje wsze_
dzie tam, gdzie wiecej czjnnosci konczy lub rozpoczyna sie
w jednym zdarzeniu. ZeBy zaznaczyé¢ te zalezno$é, wg>rowadza~

my tzw, czynnos¢ fikcyjng 1 oznaczamy jg-------—-—- »—-
Czynnos¢ fikcyjna jest to czynnosS¢ nie majaca zadnego trwa”
nia w czasie 1 nie zuzywajaca zadnych, zZroded. Musi jJednak

posiada¢ kierunek w czasie oraz numery wezdow,

Np, czynnosSC c ma nastgpi¢ rownoczesnie z h dopiero
po ukonczeniu czynnosci a. Zaleznos¢ tutaj wyrazamy za po-

moca czynnosci fikcyjnej /zob, rys, 56/.

Za-



rys# 36

Przytoczymy inny przypadek czynnosci zaleznychki i1 nie*

zaleznych. Czynnos¢ c nastepuje po dwéch révmolegle przebie-

gajacych czynnosciach a i h, przy czym od ukonczenia h za-

lezna jest czynnosC dj ktora jest z kolei niezalezna od a

/rys. 37/.

rys. 37

Niewtasciwy wykres w tym przypadku wygladatby nastepujaco
/rys. 38/:

rys. 38

5. Innym przykdadem zastosowania czynnosci Fikcyj-

nych jest przypadek czynnosci rownolegdych. W prawiddowo
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wykonanej siecli nie moze wiecej czynnosci rozpoczynacC sie
Iud konczy¢é w jednym zdarzeniu /rys* 39/#

a

Jest to przypadek tzw. multigrafu, ktdory jest nie-
dopuszczalny, poniewaz wszystkie rownolegte czynnosci mia-
+yby jednakowe oznaczenie# Przy n rownolegle przebiegajg-
cych czynnosciach ~n-1j z nich musimy uzupedni¢ czynnos-
ciami Fikcyjnymi, Zzeby zachowa¢ sprawnos¢ sieci# Przy tym
jest obojetne, czy czynnos¢ fTikcyjna poprzedza lub naste-

puje po czynnosSci rzeczywistej /rys# 40/#

Dla bardziej rozlegtych projektow wprowadzamy
tzw# czynnos$¢ przedwstepna# ktéra zawiera rdézne prace
administracyjne 1 przygotowawcze 1 ktdorg trzeba wykonac
przed rozpoczeciem samego projektu# Ustawiamy jJa przed

pierwszym wezdem 1 oznaczamy linig wezykowatg /rys# 41/*



rys* 41

Skrécenien czynnosci przedwstepnej przesuwaiay termin
rozpoczecia catego projektu* Zdarzenie 0 okresSla czas, w
ktorym znajdujemy sie przy rozpoczeciu opracowywania sieci 1
zdarzenie 1 okresla czas rozpoczecia prac projektowych*

W sieci mozemy rowniez uchwyci¢ rdézne zewnetrzne
ograniczenia* Rozpoczecie niektdérych czynnosci moze 'hy¢
zalezne,od zrealizowania pewnych prawnych luh gospodar-
czych wymagan, od dostaw, od zatwierdzenia itd* Ewentual-
nie pewns roboty /np* budowlane/ muszg koniecznie zostac
zakonczone do przerwy zimowej* Wszystkie te ograniczenia
wygodnie jest oznaczy¢ +4ukiem zorientowanym wychodzgacym z

pierwszego wezdta sieci /rys. 42/*

rys. 42
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eJezeli przy obliczeniu dla zdarzenia k otrzymamy naj-
gyc:nesniej mozliwy czas dtuzszy niz czas trwania ograniczenia
wewnetrznego /np® przerwa zimowa nastgpi w ciggu X dni od
zdarzenia 0/ nie mozna ograniczenia dotrzyma¢* W tym przy-
padku staramy sie skracaniem czynnosci przedwstepnej utozyc
czasowe proporcje w sieci w ten sposéb, zeby odpowiadaty
zevmetrznym ograniczeniom* W innych, przypadkach mozemy czyn-
NosS¢ przedwstepng przedtuzyé, zeby zachowaé zgodnosé z wa-
runkami zewnetrznymi*

Przy uk#adaniu sieci mozna postepowa¢ kilkoma sposo-
bami* Najpierw jednak musimy zna¢ odpowiedzi na nastepuja-
ce podstawowe pytania:

- Ktdre czynnosci poprzedzajg bezposrednio kazda czynnosc?
Ktdére czynnosci nastepuja bezposrednio po kazdej czynno-
ci?

- Ktore czynnosci przebiegajg rownolegle?

- Ktdére czynnosci sg od siebie zalezne ewent* niezalezne?

Konstrukcje grafu mozemy wykonywaC postepowaniem na-
przéd, postepowaniem wstecz i1 postepowaniem ze Srodka*

Czasami jest korzystniejsze rozpoczgC od lewej stro-
ny schematu, tj* od zdarzenia poczatkowego* W ten sposob
postepujemy gtdéwnie przy metodzie CM, Kktdrg stosuje sie
w projektach, ktdérych czynnosci sa dobrze znane i ktdore juz
zostaty kilka razy wyiconane*

Przy bardziej skomplikowanych projektach lub przy
opracowywaniu nowego, dotychczas nie”wyprébowanego projektu
/badania/ bardziej korzystne jest stosowaC metode postepo-

wania wstecz /przy zastosowaniu PERT/e
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ITajpierw dokdadnie okreslamy koncowy cel, do ktdrego
dgzymy* Potem staramy sie okresli¢ wszystkie zdarzenia i
czynnosci, ktore bezposrednio poprzedzajg lub warunkujg zda-
rzenie koncowe* Zadnej $ciezki sieci nie mozemy konstruowad

wczesniej, dopoki nie ustalimy wszystkie te zdarzenia* Musi-

my zapewniC, ze zadne ze zdarzen nie zostanie ominiete* “ak
samo postepujemy w przypadku kazdego nowo uzyskanego zdarze-

nia. W ten sposob postepujemy ciggle wstecz az do czasu, w
ktorym sie znajdujemy*

W szczegb6lnych przypadkach lub w bardzo skomplikowa-
nych sieciach mozna postepowaC ze srodka albo jednoczesnie
naprzod oraz wstecz*

Jezeli sieC zostata catkowicie utozona, przyporzad-
kujemy kazdemu wezdowi liczbe nieujemng tak, zeby 1 J
/sieC nie zawiera cykli/* Numerowanie rozpoczynamy od wezta
poczatkowego, ktory oznaczamy 0, kolejno az do koncowego
wezda n* Otrzymamy n + 1 wezdow*

Warunek 1 J nie musi by¢ dla niektdérych programow
spedniony* Ostatnio zostaty opracowane programy /gtownie
dla metody PERT/, dla ktorych wystarcza 1 ™ j.

Sie¢, o ktdorej mowa, nazywa sie siecig fukowo okresh::
long* Poszczeg6lne czynnosci sg przedstawione za pomocg po-
szczegolnych +ukéw* Istnieje jJedn™ak Inny sposob, przy ktérym
czynnosci sg przedstawione za pomocg wez4ow. Chodzi o tzw*
sie¢ weztowo okreslong* Ten sposOb stosuje sie raczej przy
metodzie PERT, poprzedni przy metodzie CPM* Dla ilustracji

pokazemy oba typy sieci dla jednego projektu /rys* 43 i 44/*



Strzatki na tsnn wykresie okreslajag tylko zwigzki”
nastepstwa poszczegolnycti czynnosSci w sieci* Widziiily, ze wy-
kres nie zawiera zadnych, czynnosci fikcyjnych, co moze hy¢
korzystne* To, ze czynnosSci oznaczamy jednym wskaznikiem j
zamiast 1i,jJ jest niewgtpliwie korzystne z punktu widze-
nia obliczania na maszynie matematycznej# 0d sieci wez4owo
okreslonej mozna stosunkowo prosto przejs¢ do sieci +ukowo
okreslonej# Kazdy wezet 1 w sieci wezdowo okreslonej zamie-
nimy parg wez4oéw /ij 1"V* W iIstocie czynnosci 1 przeksztat-
camy na czynnosc¢ /i, 1 /» tuki w sieci weztowo okreslonej

symbolizujg tylko zwigzki nastepstwa, a nie trwajg w cza-

sie. Mozemy zamieniC jJe czynnosciami Ffikcyjnymi. Jezeli
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zaniedbamy®czynnosci fTikcyjne, potaczy sie wezet koncowy
poprzedniej czynnosci z wezdem poczgtkowym czynnosSci nastep-
nej 1 otrzymamy w ten sposob réwnowazng sieC dukowo okres-
long.

Przy ukdadaniu sieci jest korzystna wspodpraca grupy
0sOb bezposrednio odpowiedzialnycki za wykonanie podstawowe-
go zespodtu robot. Dla poszczegdlnych, odcinkow bydoby wygod-
niejsze uktadanie szczegotowiej czesciowych sieci /tzw.
sieci podrzednych/” ktére potem dla potrzeb kierowania catym
projektem wkgczamy w g¥éwng sieC projektu.

EozlegtosC sieci zalezy od poziomu kierowania, stop-
nia agregacji 1 obszernosci projektu. Dla orientacji podamy
nizej tablice utozong przez Walter Cosinuke™a. Podaje ona
zaleznos¢ i1losci czynnosci od kosztow inwestycyjnych /za-

k+ady chemiczne/.

Eaktady inwest. w min ~ 11oS¢ czynnoSci
340
5 1300
8 1500
12 2400
20 3200

Jednemu zdarzeniu odpowiada przecietnie 1,6 —
czynnosci. Jako przykdad przytoczymy sie¢ udozong dla fik-
cyjnego projektu budowy zak#adu maszynowego. Ponizsza
sieC bedzie stuzy¢ w catej pracy do demonstracji wszystkich

nastepnych obliczen /rys. 45/»
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rys* 45

ITawet w ten sposdl> utozona sieC, tg» na razie bez
oceny czasu trwania poszczegolnych czynnosci, ma w poréwna;»
niu z klasycznymi metodami szereg zalet# Haka sieC stuzy
co najmniej jako:

1# niezawodna baza dla czasowego planowania

2# jasny 1 zrozumiaty wykres projektu

3# Srodek dla okreslenia poszczegolnych celdow 1 drog
prowadzgcych do ich osiggniecia

4# Srodek prewencyjny przeciw opuszczeniu czynnosci na:-
lezgacej do projektu

5# obraz wyznaczenia odpowiedzialnosci za poszczegoOlne
odcinki projektu

6# podstawa dla dalszego doktadnie jszego opracowania
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pierwotnego planu projektu
7* Srodek wykrycia nachodzacycti na siebie zewnetrznych
czynnikéw, tj* dostawcy, odbiorcy, konsumenta, banku
1tp#
8« Srodek dla orientacji i1 edukacji kadr projekcyjnych
Poszczeg6lne fazy utozenia sieci sg dla wszystkich
metod analizy Sciezki krytycznej w zasadzie jednakowe# Na-
stepnie sieC przeksztatcamy w model matematyczny w ten spo-
sOb, ze do kazdej czynnosci dodajemy jedng czasowg ocene
/CPM - model deterministyczny/ lub trzy czasowe oceny
/PERT - model stochastyczny/ lub wymagania dotyczace Zzroded

I czasu /RAMPS - model wielowymiarowy/#
2#3 Metoda CPM
Czasowe planowanie za pomocag metody CIM

Jezel1 mamy udozong siec projektu P, musimy poszcze-
golne czynnosci sieci uzupedni¢ ocenami czasu ich trwania,
obliczy¢ czalSy poszczeg6lnych wez4ow, wyznaczyC Sciezke
krytyczng, wielkosS¢ 1 rodzaje zapasow na drogach niekry-
tycznych#

Najpierw dla kazdej czynnosSci oszacujemy tzw# czas N
oczekiwany trwania czranosci (i#] Jest to czas,

w ktorym najprawdopodobniej zostanie zrealizowana czynnosSc
z zachowaniem wszystkich zewnetrznych ograniczen# Ograni-
czeniami moga by¢ np# 1l1os¢ 1 kwalifikacja sit roboczych,
liczba i1 wydajnos¢ maszyn, planowane godziny nadliczbowe,
zmianowosSC¢ i1tp# Biorgc pod uwage wszystkie te czynniki, mO"

zermy okresli¢ y¥Y. Oien czas bierzemy nastepnie przy meto-
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dzie CPM jako statg ocene ewent* norme, ktorg staramjr sie
przestrzegac.

Jezeli przyporzadkujemy kazdej czynnosci sieci 7°$
uzyskamy matematyczny model deterministyczny CBi1 /zol),

rys, 46/,

DefiniCela modelu '

Korzystajgc z powyzej przytoczonej definicji sieci
mozemy zdefiniowa¢ model CPM*

Mamy skonczony zbidor P /projekt/, przedstawiony w
postaci sieci, ztozony z n+l zdarzen 1 m czynnosci®
W zbiorze P rozroézniamy dwa zdarzenia - zdarzenie poczat-
kowe 1 zdarzenie koncowe. Zdarzenie poczgtkowe poprzedza
wszystkie pozostate zdarzenia sieci 1 wszystkie zdarzenia
siecl poprzedzajg zdarzenie koncowe® Kazde zdarzenie jest
ponumerowane liczbg nieujemng. =+ J- Kazdemu zdarzeniu
jest przyporzadkowany czas N zdarzenia poczat-

kowego zachodzi t = 0,
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Kazdej czynnosci i, J£ P przyporzadkujemy czas
oczekiwany trwania

Zachodzi

Ny - Mi>Nij

Modelem matematycznym CPM projektu P jest wiec wek-
tor ’ 1 (nH-n+1 ™ - wymiarowej przestrzeni etiklideaowej,
y 1 t sg wektorami o skfadowych y™ ~

Czas trwania 72" musi by¢ dla wszystkich czynnosci

0) £ N podany w tych samych jednostkach czasu* Mozemy
operowaC dniami, tygodniami, miesigcami, ale rowniez godzi-
nami lub latami* Czasami jest korzystne uzywa¢ kalendarzo-
wych jednostek /PROMOCOM/* Mozna wytwarza¢ sztuczne jedno-
stki czasu np* dekady, kwartaty itp. Sulzer Brothers Comp.
pracuje z jednostkami odpowiadajgcymi 1/100 roku*

Czasami moze by¢ niekorzystne to, ze sie¢ nie od-
zwierciedla realizacji projektu w kalendarzowym czasie* Te
wade mozna usunaé przez to, ze narysujemy sie¢ w skal |l cza-
su* Teraz ddugosci tukéw maja znaczenie — ich ditugosci od-
powiadaja czasom trwania czynnosci w obranej skali*
Czynnosci fikcyjne, ktérych czas trwania jest zero\i/y, ry-

sujemy zawsze pionowo /zob* rys. 47/*



rys, 47

Powyzsza sieC jest naj”ysowana w tzw. ""wewnetrznym
kalendarzu” . Kazda sie¢ ma wkasny kalendarz, o poczatku w
zdarzeniu poczatkowym sieci, ktorego czas rdwna sie zeru.

Dla potrzeb praktyki sie¢ mozna réowniez rysowac w
"kalendarzu zewnetrznym', tjJ. czas zdarzenia poczatkowego
bedzie niezerowy. ¢ciezka krytyczna sie nie zmieni, jak row-
niez wielkos¢ zapaséw. Zmieniag sie tylko czasy poszczegélnych

zdarzen o wartos¢, o ktérg rézni sie czas zdarzenia poczat-

kowego od zera.



nzasowe obliczenia w siecl.

Po ustaleniu wszystkich yY okreslimy tzw. najvvczesniejszx .
poczatek czynnosci (1>.J)> Widzimy, ze czynnos¢ (i,0) moze roz-
poczaC sie dopiero po zrealizowaniu zdarzenia i. Jezeli do i-
-tego.zdarzenia prowadzi wiecej drog, moze zosta¢ zrealizowane
ono po ukonczeniu, najdtuzszej z nich* Oznaczmy najwczesniejszy
poczatek czynnosci ti>D/ przez t*

Na.iwczesnie.iszy koniec czynnosci (i.j) uzyskamy pi-zez dodanie
czasu trwania y.”™ do czasu tu?. Jezeli do zdarzenia j pro-—
wadzi wieciej drog, jest okreslony czasem trwania czynnooOci
na najdduzszej Sciezce /yjzdhuz najdtuzszej Sciezki/* Potozmy
najwczesniejszy poczatek zdarzenia poczatkowego rowny zeru*

Wtedy mozemy napisac

0 - ©)

jezeli i1<j; a,pn P;

T | dla kazdej czynnosci (i,J) obliczamy analogicznie
poste;ujqcDod zdgzenia poczatkowego do zdarzenia koncowego*
Wychodzimy od 0* Najv/czesniejsze ukonczenie projektu P
bedzie I¥™ Zaplanowany termin ukonczenia projektu oznaczmy przez
A *

Jezeli AN t, zatem, wartosc¢ okresla termin XiQoznlhejrz»
ukonczenia projektu P» Jezeli zdarzy sie, ze ™ > ~ | zatem dla
danej technologii nie moze by¢ projekt ukonczony w zaplanowa-

nym czasie. Musimy przeprowadzi¢ takie czasowe redukcje w sie-

ci lub projekcie, zeby zachodzi4o t°4 A - t©l1 Przez oznaczamy
najpozniejsze ukonczenie projektu P. Jezeli jest spedniony po-—

wyzszy warimek, mozemy okresli¢ najpdézniejszy koniec oraz
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najpozniejszy poczatek kazdej czynnosci (i,]).

Wychodzac od © A kolejno odejmujemy czasy trwania czynnos-
ci (i,j) y+y Jezeli prowadzi do zdarzenia j wiecej drdog, ode-
jmujemy czas trwania czynnosci wzdluz drogi najdtuzszej.

Mozemy pisac

t A

= min LY - y. } , ®
dla i<6; 16isn-1.

Czas trwania kazdej czynnosci jest ograniczony przez naj-
wczesniejszy poczatek I najpozniejszy koniec t™l Rdznice
tj - 0nazyv/amy maksymalnie dopuszczalnym czasem /'\trwania
czynnosci (i.j]).

Dla kazdej czynnosci mozemy wiec obliczy¢ nastepujace naj-
wazniejsze wartosci:

1. najwczesniejszy poczatek

2. najwczesniejszy koniec ryij

3. najpozhiejszy poczatek

najpézniejszy koniec t'?
3emaksymalnib dopuszczalny przedziat czasowy
-

Obliczenie tych wartosci mozemy przeprowadzi¢ trzema pod-
stawowymi metodami:

1. recznie”™bezposrednio w sieci powigzan

2. za pomocg macierzy sprzezonej

5. za pomoca maszyr’™ matematycznej

ad. 1. Reczne obliczenie bezposrednio w sieci powigzan.

Obliczanie to stosujemy tylko w przykiadach instrukcyjnych

' bardzo prosta logiczng budowa. Tym sposobem mozna réwniez



przeprowadza¢ kontrolne przeliczenia mniejszych odcinkéw sie-
ci. Jezeli sieC jest bardziej rozlegta, takie obliczanie nie
jest ekonomiczne.

Mozna jednak w#asnie na tej metodzie dobrze pokazac¢ algo-
rytm znajdowa-niawszystkich najwazniejszych wartosci. Dlatego
zajmiemy sie nig blizejo

Kazdy wezet sieci doprowadzimy dla przejrzystosci do naste-

pujgcej postaci/rys. 48/s

Rys. 48
W gornej czesci jJest numer wezda /zdarzenia/. Do lewej
dolnej czesci wpisujemy wartos¢ t? i do prawej tN.Otrzymamy

sieC¢ /rys. 49/:

Metoda obliczenia tY:
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a/ dla zdarzenia /wezta/ poczatkowego wpiszemy do lewej
dolnej potoivy 0

b/ na koncu wszystkich strzatek wychodzgcych z zdarzenia
poczgtkowego zaznaczymy wartosc

c/ znajdziemy takie zdarzenie /wezet/, ze wszystkie strzat-
ki do niego skierowane sg juz oznaczone 1 wybierzemy v;artoso
najwieksza, ktorag wpiszemy w miejsce przeznaczone dla

d/ powtarzamy postepowanie od b/ dla wszystkich wez#ow sie-
ci, dopdki nie dojdziemy do wezda /zdarzenia/ koncowego.

Nastepnie obieramy t¥YL ©™i1 obliczamy ™ ;

a/ dla zdarzenia koncowego wpiszemy do prawego dojnego po-
la obliczong wartosc /zaktadamy, ze rov.na sie ona

b/ na poczatku wszystkich strzatek prowadzacych do zdarze-
nia koncowego wpiszemy v;artos¢ t» - y\©

c/ nastepnie znajdziemy takie zdarzenie, ze wszystkie strza]
ki z niego wychodzgce sg oznaczone, obierzemy wartos¢ najmniej-
szg, ktdorg oprawa y w ramlci 1 wpiszemy do pola wyznaczonego
dla tJj /prawego/

d/ powtarzamy postepowanie od b/ do d/ tak d¥ugo, dopoki
nie dojdziemy do zdarzenia poczatkov;ego.

Dla zdarzenia poczatkov;ego musimy otrzymaé¢ t~= 0. Jezeli
otrzymamy inng wartos¢, oznaczato, ze w obliczeniu znajduje
sie.btad.

Czynnosci, dla ktorych wartosci na poczatku i koncu strzat-
ki opatrzone sg w ramki, nazywamy krytycznymi. Ich ciag, prowa-
dzgcy od zdarzenia poczatkowego do zdarzenia koncowego nazywa-

my Sciezka krytyczng.
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Oznaczmy roéznlcf d&z d 0 Zdarzenia, dla ktdérych zachodzi

d§= o, lezag na Sciezce Kkrytycznej,
ad 2. Obliczenie za pomocg macierzy sprzezonej.
Jezeli mamy do czynienia z mniejszymi sieciami / od 50 do
100 wez4ow/, czasami korzystne jest przeprowadzi¢ obliczenie
odrecznie z zastosowaniem macierzy sprzezonej sieci projektu.
Macierz sprzezona jest to 1Inne przedstawienie tego samego
wykresu i1 rezultaty obliczen powinny by¢ takie same jak przy
zastosowaniu ktorejkolv/iek innej metody.
Utozymy teraz macierz sprzezong dla naszej sieci. Bedzie
ona zawieraC tyle wierszy i kolumn ilewez#Sw zawiera sieC zdarzen

/wezdow/ . Wiersze i kolumny oznaczymy kolejnymi numerami zda-

rzen.

(6)]
=
N
2

{ 2 \ 7 3

° 3 . 6 3 8 o
15 q 0 5

15 5 4 9

12 6 5 14

20 7 ‘N‘ 6

26 8 4

30 9
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Kazdej czynnosci odpowiada w macierzy i- ty wiersz
I j- ta kolumna* Do pola stanowigcego przeciecie i- tego wier-"
sza | tej kolumny vrpiszemy czas trwania ozjmnosci (i,j)—y, *

Jezeli chodzi o czynnos¢ fikcyjng”™ wpiszemy 0. Pozostate pola
sostawiam”™r pustec

Dla poprawnie utozonej siecig tj» skonczonej, skierovjanej,
hez cykli, itd., otrzymamy macierz trdjkatna taka, ze wszystkie
wpisane wartosci lezg nad gtovjng przekatng* W wypadku, otrzy-
manmy pewng wartos¢ na lub pod gtbwng przekgtnag, oznacza to, 7
sie¢ zawiera petle lub cykl*

Dla obliczenia wartosci ti? i t™ po—
dany nastepnie prosty .algorytm:

a/ do kolumny dla ™ wpiszemy dla zdarzenia O /pierwszy wierJ
wartos¢ 0, poniewaz 4(0) 0

b/ w kolumnie odpowiadajgcej nastepnemu zdarzeniu do war-
tosci y\.1j dodamy odpowiadajgcg wartosc¢ i/)?v ANOrg manmy juz obli-
CZona

c/ jezeli w j- tej kolumnie jest tylko jedno pole niepuste

/ w zdarzeniu konczy sie tylko jedna czynnosc¢/, \"piszemy wartosé
+ y”j do kolumny odp* t"?WwW wiersza odp* j- temu zdarzeniu*

d/ jezeli w j- tej kolumnie jest wiecej pol niepustych
/w zdarzeniu konczy sie wiecej czynnosci/, dodajemy kolejno

~N i)’ wybierzemy wartos¢ najwiekszg, ktorg wpiszemy

e/ analogicznie postepujemy /powtarzajgc postepowanie od
o/ do e/ / dla wszystkich kolumny dopdki nie otrzymamy tj.
najwczesniojszy czas dla ostatniego zdarzenia*

Jezeli znalezliSmy wszystkie mozemy obliczy¢ czasy t"G’\

X
nastepujgco



a/ w wierszu odp. ﬁﬁ.wpiszemy w ostatniej kolumnie /odp.
zdarzeniu n/ obliczong wartos¢ t¥\ poniewaz ™.

b/ bierzemy wiersz odp# poprzedniemu zdarzeniu i wartosci

w niepustych polach koleono odeomiemy od odp. t.., ktdore juz
zostaty obliczone

c/ jezelil i1- ty wiersz zawiera tylko jedno niepuste pole,
tj. w zdarzeniu i1 rozpoczyna sie tylko jedna czynnos¢, wpisze-
my wartos¢ t. - y™~ pole przeciecia wiersza odp. t. i kolumny
odp# zdarzeniu i =

d/ jezeli w i- tym wierszu znajduje sie wiecej pol niepus-
Ftych, tj. z i- tego =zdarzenia wychodzi wigcej czynnosci, znajdzie-
KH; wszystkie wartosci t- - wybieramy wartos¢ najmniejsza,

ktora v/piszemy

e/ postepujemy analogicznie dla v/szystkich v;ierszy. tak ddu-
go, dopoki nie otrzymamy t@? tj. czas najpoézniejszy dla pierwsze-
go zdarzenia.

Jezeli otrzymamy t~/ 0, oznacza to, ze w obliczeniach znaj-
duje sie b#ad albo sieC nie jest wystarczajgco gesta. Obliczamy
nastepnie dla kazdego zdarzenia réznice 7. g . Zdarzenia, dla
ktérych v;artos¢ roznicy wynosi zero, lezg na Sciezce krytycznej#

ad 3# Obliczenie z zastosowaniem maszyny matematycznej”

Stosowanie maszyn matematycznych zalecane jJest w takich
przypadkach, gdy sie¢ jest bardziej rozlegta /zawiera zwykle
wiecej niz 100 wezdow/# Zagadnieniom zwigzanym z obliczeniami
za pomocg maszyn matematycznych posv/iecony jest rozdz# 2. 6#

Zat6zmy, ze maksymalnie dopuszczalny przedziat czasowy CZTOSCI

_— t= rbéwna sie czasowi jJej trwania, tj. zachodzi
J i



wg = W Ve~ 0, o)
Stad wynika, ze
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poniewaz
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Czynnos¢ 1i,d> , ktdérej czas trwania y. . rowna sie maksymaln:
dopuszczalnemu przedziatowi czasowemu, nazywamy czynnoscig kry»»
tyczng. Cechag charakterystyczng czynnosci Kkrytycznej jeyt row-
nowaznosS¢ poczatku 1 najwczesSniejszego poczatku oraz roéwnowaz-
nos¢ konca i1 najpoézniejszego konca /z zachowaniem powyzej przytO(
nych v/arunkow/ .

Dla tych czynnosci, dla ktérych

- (6)
istnieje roznica pomiedzy maksymalnie dopuszczalnym przedziatem
czasowym czynnosci (i,jJ) 1 czasem jej trwania y. EdGznicg po
lewej stronie nierdéwnosci (6) nazywamy zapasem czasowym czyn-
nosci ti,j). Czynnos¢, dla ktorej istnieje zapas czasowy, hazy-
wamy czynnosciag niekrytyczng. Wartos¢ zapasu czasowego czynnosci
niekrytycznej otrzymamy przez zamiane nierownosci /6/ na rownosc

Wartos¢ zapasu czasowego czynnosci Kkrytycznej roéwna sie zeru.

Cigg czynnosci krytycznych prowadzacych od zdarzenia poczat-
kowego do koncowego nazywamy Sciezkg krytycznag sieci. W jezyku
teorii graféw Sciezka krytyczna jest droga zorientowang zawiera-
jaca 4ulci, ktore przedstawiaja czynnosci Krytyczne.

Sciezka krytyczna jest takim ciagiem czynnos$ci, ktorej czas
trwania jest dduzszy od czasu trwania ktérejkolwiek innej drogi
sieci. V/szystkie iInne drogi posiadaja krotszy czas trwania, po-
""adaja wiec zapas czasowy. Sciezki zawierajace zapas czasowy

nazywamy sSciezkami niekrytycznymi. Sa one utworzone z ciggow cz;



nosci niekrytyczijych,

Sciezka krytycznoL jako najddfuzsza droga sieci okresla czas
trwania catego projektu tg»:s ™ e Kazda zmiana czasu trwania lub
przesuniecie ktérejkolwiek czynnosci na Sciezce krytycznej pro-
wadzi do przedtuzenia lub skrocenia czasu realizacji catego
projektu, poniewaz Sciezka krytyczna nie posiada zadnego zapasu
czasowegoe

Jezeli celem analizy jest skrécenie czasu realizacji projek-
tu, mozna postepowaC trzema podstawowymi sposobami :

a/ staramy sie usung¢ niektdére czynnosci na Sciezce Kry-
tycznej# Sg to te czynnosci, ktore nie sg konieczne dla ukon-
czenia projektu lub te, ktdore nie maja wiekszego znaczenia;

b/ staramy sie realizowa¢ rownolegle te czynnosci, ktoére
pierwotnie byty zaplanowane ze sobg;

c/ mozemy skroci€¢ czas trykania czynnosci na sciezce Kry-
tycznej w ten sposéb, ze przeprowadzimy czesSC zrodet z drog
niekrytycznych na Sciezke krytyczng* Wyczerpiemy pewng czesC za
pasow na Sciezkach niekrytycznych.

Ostatni sposéb jJest bardzo kosztowny i1 dlatego stosujemy
go dopiero po wyczerpaniu pierwszych dwéch mozliwosSci* Musimy
zastanowiC sie doktadnie nad tym, czy jest celowe skracacC czas
realizacji projektu za cene ewentualnego powstania nowych Scie-
zek krytycznych* Moze sie to zdarzy¢, jezeli zapasy czasowe na
Sciezkach niekrytycznych sg stosunkowo mate* Grozi bowiem nie*
bezpieczenstwo, ze caty projekt zostanie "napietym* systemem i
najmniejsza zmiana w stosunkach czasowych spowoduje niedotrzy-
manie zaplanowanego terminu ukonczenia projektu*

Jezell za pomoca przesuniecia dodatkowych Zréde¥, tj* sit
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roboczych, maszyn, materiatu, godzin nadliczbowych 1tp*, skro-
cimy czas realizacji niektérych czynnosci na Sciezce Krytycznej,
tym samym skrocimy rowniez catkowity ea czas realizacji projek-
tu. Uzycie tych zrodet w krorymkolwiek innym miejscu i1 jakiej-
kolwiek ilosci jest zbedne o ile nie zostata uprzednio skroéco-
na sSciezka krytyczna. Ich uzycie ma sens tylko na Sciezce kry-
tycznej.

Analiza Sciezki krytycznej umozliwia wiec w procesach z4ozo— |
nych znalez¢ takie czynnosci albo taki cigg czynnosci, na ktoére
organ kierowniczy powinnien skoncentrowa¢ uwage przy realizacji
projektu. Jest oczytoste, zende kazda oszczednosS¢ czasu i1 Zro-
det daje efektywne rezultaty dla catego projektu.

Przez wyznaczenie niekrytycznych oraz wielkosci, zapasow
odkrywamy te miejsca projektu, gdzie znajduja sie potrzebne do-
datkowe zrodta.

Pewne przedtuzenie realizacji wzdduz Sciezek niekrytycznych
niekoniecznie ma wpdyw na czas realizacji catego projektu /za-
leznie od wielkoSci zapasu czasowego/.

Sciezek krytycznych moze byé wiecej, moga sie réznie rozga-
teziac¢ 1 moga przechodzi¢ réwniez przez czynnosci Fikcyjne. W siel
cil oznaczamy je grubg linig*

Duze znaczenie dla kierowania maja drogi krytyczne druCT-
rzedne* Sg to drogi posiadajgce bardzo maty zapas czasowy. Gro-
zi bowiem niebezpieczenstwo, ze zapas zostanie szybko wyczerpany!
Sciezka krytyczna drugorzedna posiadajaca zapas czasowy o0 wartosJ
ci jednej jednostki staje sie nowag Sciezkg krytyczng przy przed-|
t+uzeniu ktorejkolwiek czynnosci o jedng tylko jednostke czasu.

Sciezki krytyczne drugorzedne odkryyaja miejsca mozliwych dys-
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proporcji; trzeba im poswieci¢ najwieksza uwage

Zapasy czasowe«

Dla czynnosci niekrytycznych zachodzi t - - "N )>
tj* maksymalnie dopuszczalny przedziat czasowy roézni sie od
czasu jej trwania o wartos¢ zapasu czasowego. czasowe
mozna wykorzystaC w celu racjonalnego v/ykorzystania zroded4™na-
wet w czasie uktadania sieci albo realizacji projektu. W grani-
cach wielkosci zapaséw czasowych mozna przesuwa¢ lub przedduzac
czas realizacji czynnosci niekrytycznych bez wphkyv;u na koncowy
termitm catego projektu. Mozemy jednak wptyngC na najwczesniej-
szy poczatek nastepujacych czynnosci. Dlatego korzystajac z zapa—e
sOw czasowych musimy rozrozniaC¢ jakiego rodzaju jest zapas i1 ja-
kie sg jego whkasnosci#

W kazd;>aii wezle /zdarzeniu/ sieci mamy obliczone wartosci
1 ™, przy czym zachodzi

i? 4

Jak wiadomo, zdarzenie, dla ktdrego v, lezy na Sciezce
krytycznej. Jezeli t > ©*, to zdarzenie i1 nie lezy na Sciezce
krytycznej 1 roéznica d.= t .- okresla czas, w ktdérym moze-—
my oczekiwaC ukonczenie czynnosci konczacych sie w zdarzeniu I1*

Mamy obliczone wartosci "1 d dla kazdego zdarzenia#
Pomiedzy czasem trwania czynnosci (i>J) 72" 1 czasami

t?\ o zachodzg nastepujace zwigzki :
7N 4 “ti

>4 3



Ze wzgledu na to, ze 1/?4 zachodzi roéwniez

18 - In?

O

Jezeli w powyzszych nierdéwnosciach zachodzi réwnos¢, czyn-
nosci znajdujg sie na Sciezce krytycznej# Nie posiadajg wiec
zadnych zapasow czasowych. Jezeli zachodza ostre nierownosci,

wartosC zapasow czasowych mozna ustali¢ za pomoca uzupednienia

- 7z 7z

nierownosci rownosci :
Yismw 0 1 “o-
Yriio 3 1 o (10)
B

J13- 1 - 17 —«=1]}

713« A -™13
Za pomocag przeksztatcenia powyzszych réwnan mozemy oblicz;

wartos¢ poszczegdlnych zapasow

“ 13 - 713

2*13“ "3 - "Mi’- ”13

®13= ~3 - *f -

ZZjj= tf- 1*>- 73

Wszystkie zapasy czasowe mogg odrozniaC sie od siebie

wielkoscig, interpretacjg oraz uzyciem# Nastepnie scharaktery-

zujemy poszczegolne rodzaje zapasow#



1. Zapas czasowy catkowity - t9?_ y™M

ZCi;- jest to roznica pomiedzy maksymanie dopuszczalnym
przedziatem czasowym I czasem trwania czynnosci* ZC.. jest
zawsze nieujemne* Podaje,o ile jednostek czasu mozna przeddu-
zy¢ czas trwania lub przesung¢ czas najwczesniejszego poczatku
czynnosSci w przedziale "bez przedtuzenia terminu
ukonczenia catego projektu th= t*

Jezeli zapas catkowity rowna sie zeru, czynnos¢ (i,jJ) lezy
na sSciezce krytycznej. Po zupednym wyczerpaniu zapasu catkowi-
tego czynnosci (i,J) , tj. przy przedtuzeniu czasu y¥™ o warr
tos¢ ZC.. powstanie w sieci nowa Sciezka krytyczna, na ktorej
lezg wezdy /zdarzenia/ 1 , j oraz czynnosc Cifj)*

Zapas catkowity otrzymamy wtedy, jezeli wszystkie poprzednie
czynnosci zostaty ukonczone w najwczesniejszym poczatku i
wszystkie nastepne czynnosSci rozpoczng sie w najpozniej do-

puszczalnym czasie. Graficzne przedstayjienie zob. na rys* 50*

Rys™ 50



@ Q4 -

2* Zapas czasowy wolny 10

Jego wartos¢” jest nieujemna. Podaje o ile jednostek czasu
mozna przedtuzyC czas trwania lub przesungC najwczesniejszy
poczatek czynnosci, zeby najwczesniejsze poczatki wszystkich
nastepnych czynnosci nie zostaly zagrozone. Zapas czasowy wol-
ny powstaje wtedy, jezeli v/szystkie poprzednie czynnosci- zo-
statyukonczone w najv/czesniej mozliwym czasie 1 wszystkie nastep-
ne rozpoczng sie rowniez najwczesniej mozliwym czasie. Wa-
runkiem jest, zeby w j- tym zdarzeniu konczydty sie conajmniej
dwie czynnosci (i,j) i1 tk,j) o réznych najwczesniejszych kon-
cach czynnosci.

Jezeli

137 -ja m YKj
powstaje zapas czasowy wolny czynnosci 1i,jJ . Graficzne przedsta-

wienie znajduje sie na rys. 51*

Rys. 51



Jezeli nie chcemy dopuscié¢, zeby powstata nowa Sciezka
krytyczna, nie mozemy zupednie wyczerpaé¢ ZW. . tych czynnosci,

(i,jJj), dla ktérych zdarzenie j lezy na Sciezce Kkrytycznej.

3. Zapas czasowy niezaleznyZN” n - W - yvW©

ZN. . moze by¢ nieujemny Hlub ujemny. Pozostadte zapasy moga
rowniez przyjmowa¢ wartosci ujemne /tj. powstaje negatywny
zapas czasowy/. Za wyjatkiem zapasu niezaleznego oznacza to,
ze 0 To znaczy, ze nie mozemy dotrzymaé¢ zaplanowanych
termindw 1 wszystkie nastepne czynnosci musimy zaplanowaé¢ jesz-
cze raz. Mozemy jednak korzystac¢ tylko z dodatniej wartosci
ZN, ..

Z punktu widzenia obliczania za pomocg, maszyny matematycz-
nej korzystamy z wzoru

ZN,j= maks (O, - y,N. (12)

Zapas czasowy niezalezny podaje o ile jednostek czasu mo-
zemy przedduzy¢ czas trwaoiia lub przesungé¢ czas najwczesniej-
szego poczagtku czynnosSci niezaleznie od czasowych stosunkow
w sieci. Jego wyczerpanie nie zmienia zadnej z wartosci i
t™"M~2~oraz wielkosci zapasow zadnej innej czynnosci.Przy jego
catkowitym wyczerpaniu mozemy dotrzymac¢ terminy najwczesniej-
szych poczatkdéw nastepujacych czynnosci, chociaz czynnosSci
poprzednie zostang ukonnczone w najpézniejszym czasie. Graficz-
ne przedstawienie zob. na rys. 52-

Jezeli nie chcemy, zeby powstata nowa $Sciezka krytyczna,
nie mozemy w zupednosci wyczerpac¢ zapasu niezaleznego zadnej
czynnosci (i,j), ktorej zdarzenia 1 1 j lezg na Sciezce kry-

tycznej. Wtedy bowiem zachodzi
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Rys. 52
7\
4. Zapas czasowy zalezny ZZ.U-: t(J?— tci) - yX'ij'

ZZij podaje o j[ie jednostek czasu mozemy przedtuzyC czas
trwania czynnosci lub przesungC termin najwczesniejszego po-
czatku czynnosci, przy zatozeniu, ze wszystkie poprzednie
czynnosci zostang ukonczone w najpozniejszym czasie oraz wszyst*
kie nastepne rozpoczng sie rowniez w najpoézniejszym czasie.

W zdarzeniu 1 muszg rozpoczynaC sie conajmniej dwie czyn-
nosci (i,J) 1 (ifk) o roznych najpoézniejszych poczatkach. Jeze-

Q) - B
A3 - yid > - ~ik

powstaje zapas czasowy zalezny czynnosci (i,j)- Jego graficzne
przedstawienie zob. na rys. 53*

Jezeli nie chcemy, Zzeby powstata nowa Sciezka krytyczna,
nie mozemy w zupednosci wyczerpa¢ zapasow zaleznych (“gynnos-

ci, dla ktdérych zdarzenie 1 lezy na Sciezce Krytycznej.



Rys. 55

Dotychczas zwracalismy uwage tylko na te zapasy, ktore
odnoszg sie do poszczegolnych czynnosci (i,jJ)* W literaturze
zalicza sie zwyczajnie do zapasow /ktére w tym wypadku nazywamy
luzami/ réwniez roéznice dN= t™M- odpowiadajgca zdarzeniu
i, wiec tym wszystkim czynnosciom, ktdére rozpoczynajag lub kon-
czg sie w zdarzeniu 1. Tym odréznia sie on od powyzej przytoczo-
nych rodzajow zapasow, ktore zawsze odpowiadajg pewnej czynnos-

ci. Bedziemy go nazywa¢ luzem /zapasem/ krytycznym ZK~".

5. Luz czasowT krytyczny ZKV= é&-jp)

ZK™ okresla czas, w ktorym oczekujemy ukonczenia czynnosci
konczacych w zdarzeniu i. Okresla on mozliwos¢ przedfuzenia czyn-
nosci (i,j) lub przesuniecia najwczesniejszego poczatku, ktéry

mozna osiggnaC za pomocag przesuniecia poczatku wszystkich

nastepnych czynnosci, zob. rys. 5
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Im mniejsza jest wartos¢ luzu krytycznego”™ tym bardziej
jest prawdopodobne, ze zdarzenie znajdzie sie w czasie reali-
zacji projektu na Sciezce Kkrytycznej* Za pomoca luzu krytycznego
mozna rowniez wyraziC niektore zapasy /ewent* luzy/ przy pomo-

cy i1nnych*

iA)

Rys. 5

Zwigzki pomiedzy wielkoSciami poszczegolnych zapasow cza-
sowych czynnosci niekrytycznych (i,J) sa przedstawione na

rys. 55.

Podstawowe zwigzki pomiedzy zapasami sg nastepujace t

u —_
2. zC,. - ZK, 13
Nys= DL = 2Ky - 2Ky



Cy n

A i+ Y/ S

Nii

Rys. 55

WielkoS¢ poszczegdlnych zapasow czynnosci (i,j) moze zmie-
niaC sie w zaleznosci od potozenia czynnosci w sieci /w zalez-
nosci od jej potozenia ze wzgle%.u na Sciezke krytyczng/#
Rozpatrzymy g#déwne przypadki :

a/ oba zdarzenia i, jJ oraz czynnosC (i,jJ) leza na Sciezce

krytycznej# Wtedy zachodzi N

J* zatem otrzymamy
2Ci.= INij= o m
b/ oba zdarzenia i, jJ leza na Sciezce krytycznej, ale czyn-

nos¢ (i,J) nie. Wtedy zachodzi

L,, . > 0 ( E»
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c/ zdarzenie i1 lezy na Sciezce krytycznej, natomiast zda-

rzenie j nie. Wtedy zachodzi

€5))
nz13« m1gx K

S . =T
ZZIJ’ ZN10 ZK

d/ zdarzenie j lezy na Sciezce krytycznej, natomiast zda-

rzenie 1 nie. Wtedy zachodzi

“ 13- **13 “ 13- ™13
N\
Lt 13 - AA13* ZK (13 I3I TM13I (17)
mM13- “ 13

Teraz obliczamy za pomocg macierzy sprzezonej wszystkie
rodzaje zapasow wszystkich czynnosci w naszym przykdtadzie.
Na razie znamy wielkos¢ luzu krytycznego ZKN dla kazdego zda-
rzenia i1 /ewent. roznice d”/. Wyniki uporzadkujemy do tablicy.
Do pierwszej kolumny wpiszemy po kolei wszystkie czynnosci siei

ci 1 do pierwszego wiersza wszystkie potrzebne dane oraz zapasy



3, o T 2
8\ 1> i’ t- A.4f : N /\%» 1
9’\ Sy S O

0,1 5 0 5 O 5 O O 0O O O O
1,2 2 5 7 5 8 1 0 0 1 1 0
1,5 4 5 9 5 9 O 0O 0 oO 0O O
2,4 7 7 15 8 15 1 1 0 O o 1
2,5 5 7 15 8 16 6 5 4 5 1 1
5,4 6 9 15 9 15 0 0 0 0 0 0
5,6 5 9 12 g 12 0 O 0 ©O 0 0
5,7 8 9 20 9 20 5 5 5 b5 0 0
4,5 0 15 15 15 16 1 O 0 1 1 0
4,7 5 15 20 15 20 0 0 0 0 0 0
5,7 a 15 20 16 20 1 1 0 0 0] 1
5,8 9 15 26 16 26 2 2 1 1 0 1
6,7 5 12 20 12 20 5 ’5 5 5 0 0
6,8 14 12 26 12 26 0 0 0 0 0 0
7,8 6 20 26 20, 26 0 O 0 O 0 0
17,9 4 26 50 26 50 O O O O O O

2.5.1*1 CPM/General Electric>

Przy praktycznym zastosowaniu metody CPM zauwazono,ze za-

pasy czasowe poszczegoélnych czynnosci nie maja jednakowego znaczO*

niao Nie chodzi tutaj o rézne rodzaje zapasow, ale o ich
wielkosSci .Dwie czynnosci posiadajgce zapasy jednakowej wiel-
kosci 1 1/020 samego rodzaju mogg mieC zupednie inny charakter.
Dla niektdérych czynnosci nie ma sensu liczy¢ sie z duzymi zmia-
nami zaplanowanego czasu y .= 1 Istnienie zapasu prowadzi do
niepotrzebnej luznosci sieci. Dla innych znow jest lepiej li-

czyC sie z niepewnoscig zaplanowanych terminow; tutaj

zapas 1 jego wielkos¢ w pewnym sensie okreslajg te niepewnosc.
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Specjalisci z General Electric Company opracowali metode
CPM/GE, ktdéra rozwigzuje przytoczone problemy. Metoda ta po-
lega na przyporzadkowania kazdej czynnosci sieci okreslonego
czasu» Pierwotna metoda CPM uwaza za obowigzujgce tylko czasy
czynnosci lezacych na Sciezce krytycznej. W metodzie podanej
tutaj mogg w pewnym sensie posiada¢ wartosci niezerowe roéwniez
niektore czynnosci, ktore nie lezg na Sciezce krytycznej. Dla
czynnosci (i,j) obliczamy czasy t™ i Réznica - W™ -
*Nij wielkos¢ planowanego zapasu czynnosci niekrytycz-
nej. W ten sposob mogg rowniez na sciezkach niekrytycznych
powsta¢ czasowe napiecia, ktore pozytywnie wpiywaja na dotrzy-
mywanie planowanych termindéw.

Rozwigzanie za pomocg GE polega na systemie oceniania
poszczegolnych czynnosci. ROzne znaczenie zapasOow czasowych
odbija sie w przyporzadkowanych preferencjach WKW’ ktore przyj-
muja wartosci od O do 90 Najwiekszg wartosC¢c maja preferencje
tych zapasow czynnosci, dla ktorych niepewnos¢ czasu y{”-jest
najwieksza. Im mniejsza jest niepewnos¢, tym mniejsza jest
preferencja czynnosci. Czynnosci Ffikcyjnej zawsze odpowiada
preferencja O.

Kryteria przyporzadkowania preferencji moga by¢ roézne.
Np. niepewnos¢ wczesnego zapewnienia materiatu lub maszyn,
niezadowalajgce uzasadnienie norm, mozliwos¢ wpdywu nieprze-
widzianych czynnikéw oraz inne czynniki, ktére moga wptynac
na opoznienie realizacji.

Wyznaczenie preferencji zalezy bardzo czesto od doswiadcze-

nia wykonawcy, wiec ich wartos¢ ma zawsze charakter zatozen.



Metoda GB nawigzuje do klasycznych obliczen metody CPM.
Najpierw ukdadamy sie¢ weddug Original CPM. W tablicy wynikow
uwzgledniamy tylko zapas catkowity 1 wolny.Dotychczas zapas
wolny rozwazano tylko dla ostatniej czynnosci lezacej na Sciez-
ce niekrytycznej. Przy planowaniu za pomocg metody CPM/GE za
pomoca preferencji zapasy wolne rozdzielamy do pozostatych czyn-
nosci niekrytycznych.

W ten sposéb uzyskamy tzw. planowane zapasy dla czynnosSci
niekrytycznych. W kazdym wypadku planowany zapas musi by¢ wiek-
szy od zapasu catkowitego czynnosci. Metode CPM/GE zademonstru-
jemy na naszym przyktadzie.

Wykorzystamy czesc¢ tablicy wynikéw CPM

cCzw - IS

nosa Z- - rid "0 d %6 /‘C? ~id
0,1 5 5 0 0 1 1 9 O 5 0
1,2 2 8 1 0 1 1 8 5 7 0
1.3 4 9 0 0 2 2 7 5 9 0
2,4 7 15 1 1 2 2 6 7 15 1
2,5 5 16 6 5 2 2 5 7 15 5
3,4 6 15 0 0 1 2 6 9 15 0
3,& 3 12 0 0 1 1 6 9 12 0
3,7 8 20 5 5 3 3 4 9 20 3
4.5 0 16 1 0 0 2 5 15 15 0
4,7 5 20 0 0] 2 3 4 15. 20 0
5,7 4 20 1 1 1 3 4 15 20 1
5,8 O 26 2 2 1 3 3 15 26 2
6,7 5 20 3 3 2 3 4 12 20 3
6,8 14 26 0 0 3 3 3 12 26 0
7,8 6 26 0 0 1 3 3 20 26 0
8,9 4 30 0 0 2 2 1 26 30 0



Dla wyznaczenia planowanych termindw stosujemy wzor

0

/ @
{d ¢ "1J)R3 ¢ (18)

gdzie y . . jak zwykle oznacza czas trwania czynnosci (ifj),

if"planowane czasy zdarzen i, jJ (i< j}, najpozniejszy
koniec czynnosci (1,}))*

GJ 1 sg to tzw. wagi i1 sg okreslone dla kazdego zdarze-
nia oddzielnie* Poszczegolne GW obliczamy nastepujgco

Pok6zmy GA= 1% (19)

Dodajac preferencje th zapasu czasowego otrzymujemy ko-

lejno wszystkie G™* Jezeli z zdarzenia i wychodzi wiecej drdg,

wybieramy wage najwiekszg, tj*

G.= maks nij
Wage H. ustalamy w

-

nny sposéb : jest nig najwieksza sposraod
wszystkich wartosci preferencji zapasu czasowego poszczegolnych

czynnosci konczacych w zdarzeniu j :
HO. = maks W7\<j (21)

Przytoczong tablice wynikow CPM uzupednimy obranymi pre-
ferencjami WXJ? Wartosci WXJ.wpiszemy do macierzy* W przecie-
ciu wiersza odp* zdarzeniu 1 1 kolumny odp* zdarzeniu j znaj-
duje sie W. . odpowiadajgce czynnosci (1,j}* Przy pomocy macie-
rzy obliczymy Gb i Hj- Uzyskane wartosci wpiszemy do tablicy 1
mamy teraz do dyspozycji dane potrzebne do obliczenia t% 1 .

J
weddug wzoru (1S)«
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Obliczone wartosci ® t? i J wpiszemy do tablicy 1 usta-

limy wielkos¢ planowanego zapasa kazdej czynnosci
P - -Y « 12.2)

Wartosci planowanych zapasow s”™ wpisane w ostatniej kolum«™*
nie tablicy* W odroznieniu od pierwotnego planu mozemy zauwa-
zyC pewne zmiany* CzynnosC (1™2) posiada planowany zapas rowny
0j zapas czynnosci (2,5) zmiejszyi si8 o czynnos¢ fikcyjna(4j”
ma teraz zapas zerowy*

Metoda CPM jest proéba bardziej obowigzujacego
planowania oraz bardziej racjonalnego wykorzystywania zapasow.

Kilka rodzajéow zapasow zastepujemy jednym planowanym zapasem.

Wyznaczanie preferencji jest jednak zbyt subiektywne polega



ono na dokkadnej analizie wszystkich czynnos$ci*Zeby otrzymaé
przy zastosowaniu metody CPM/GE dobre wyniki, potrzebne sag

duze doswiadczenia oraz trzeba zastosowac¢ metode Original CPM*

2*5*n*2 Kierowanie procesem realizacji projektu i jego kontrola*

Zastosowanie metody CPM 1 pozostatych metod analizy sieciowe]
nie konczy sie na utozeniu sieci, jJej obliczeniu 1 analizie*

W ten sposéb uzyskamy tylko wstepny plan realizacji projektu,
kt03?y mozemy za pomoca maszyny poréwnywaé z rzeczywistymi termin
nami realizacji projektu i wydawaC¢ odpowiednie rozporzadzenia
stuzgce do naprawy* Rownoczesnie przeprowadzamy sprawng kontro-
le realizacji projektu*

Jezeli prawidtowo dziata sprzezenie zwrotne, tj* organy
zarzadzania otrzymuja okresowo potrzebne dane o realizacji pro-
jektu,mozna efektywnie kierowa¢ projektem.W ciggu realizacji
projektu mozna wstepne czasowe oszacowania w sieci zastepowac
rzeczywistymi czasami realizacji* Nowe obliczenia w potgczeniu
z rzeczywistymi danymi i ocenami czasu trwania czynnosci, ktodre
nie zostaty dotychczas zrealizowane, umozliwiajg coraz doktad-
niejsze planowanie pozostatej czesci projektu*

Organy kierownicze zwracajg uwage przede wszystkim na ter-
min realizacji catego projektu, tj* ktory zmienia sie jJed-
noczesnie 7t zmianami terminow realizacji niektdérych czynnosci*
Porownywaniem z zaplanowanym terminem ~ wyznacza odchyle-
ni™ 1 wydaje takie rozporzadzenia, zeby zachodzito 4 A -

W zaleznosci od charakteru i znaczenia projektu mozna do-

bra<® dowolnie matg liczbe £. , ktdérag nazywamy dopuszczalng to-
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lerancjg. Jezeli zachodzi A-£ , nie wydajemy zadnych roz-
porzadzen, realizacja przebiega w dopuszczalnych granicacho

Jezeli zachodzi

A NA- £ (23)
trzeba skoncentrowa¢ uwage na te drogi /sSciezki/ projektu, kto-
rych dfugos¢ jest zawarta w przedziale -1, e Jezeli

, trzeba wyda¢ odpowiednie rozporzadzenia, zeby osigg-
nac . w innym wypadku projekt nie moze zostaC ukonczony
w terminie A ®

Za pomocag analizy mozemy ustali¢, ze dla pozostatej czesci
projektu trzeba opracowa¢ nowy plan, poniewaz nie mozemy w zad-
nym wypadku osiagnaé poczaktowo wyznaczonego A < Mozemy roéw-
niez opracowaC wiecej wariantow, wyznaczyC ich wpdyw na termin
koncowy, naktady 1 zrodda oraz dobra¢ optymalny wariant*

Czas trwania sprzezenia zwrotnego pomiedzy projektem i
organami kierowniczymi musi by¢ jak najkrotszy* Jezeli jest on
zbyt d#ugi, wtedy rozporzadzenia stuzgce do poprawienia oraz de-
cyzja organow kierowniczych dziatajg w potozeniu roznym od tego,
w khorym projekt znajdowat sie w momencie przekazywania infor-
macji* Za pomoca maszyny matematycznej mozemy znaczenie
skroci¢ czas pomiedzy wejsciem 1 wyjsciem danych organéw kierow-
niczych# Okres pomiedzy nastepnymi zawiadomieniami O stanie
realizacji projektu powinnien by¢ dduzszy niz czas pomiedzy
wejsciem 1 wyjsciem danych organéw kieroivniczych#

Podstawe dla zarzadzania organdw kierowniczych stanowig
okresowe zawiadomienia o stanie realizacji projektu# Zawierajag

one spis dotychczas ukonczonych czynnosci oraz przy kazdej roz-
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poczetej czynnosci czas konieczny do jej catkowitego ukonczenia#
Na podstawie tych danych mozna utozy¢ nowag sieC, w ktdorej nie
uwzgledniamy tych czynnosci, ktore juz zostaty ukonczone* Rozpo-
czete czynnosSci zamieniamy przez iInne czynnosci z czasem trwa-
nia potrzebnym do ich ukonczenia* W ten spos6b uzyskamy wiecej
nowych zdarzen poczatkowych* Ta metoda jest jednak zbyt praco-
chtonna.

Bardziej korzystne jest zmieniaC czas trwania tych czynnosci,
dla ktérych rzeczywiscie wystagpity pewne zmiany* Przeprowadzane
jest to za pomocg maszyny matematycznej, ktdéra oblicza zmiany
ddugosci czasu trwania czynnosci* Za kazdym razem uwzgledniamy
ewentualne zmiany 1 za pomocg maszyny obliczamy ich odbicie w cza-
sowych stosunkach sieci. Ukonczonym czynnosciom przyporzadkujemy
czas trwania rowny zeru*

Mozemy rowniez ukonczonym czynnosciom przyporzadkowa¢ rzeczy-
wiste terminy ich realizacji 1 korzystajgc z nich mozemy obliczaé
dane dla pozostatej czesci projektu* Wychodzimy wiec kolejno z
coraz bardziej realnych zatozen 1 wtedy przewidywania sg doktad-
niejsze* W przypadku granicznym, tj. kiedy projekt zostat ukonczo-
ny 1 zamiast wszystkich czynnosci podstawiamy ich rzeczywiste ter-
miny realizacji, model dokdtadnie odzwierciedla rzeczywistosc*

W krajach zachodnich z duzym powodzeniem stosuje sie modelo-
wanie 1 eksperymentowanie przy analizie rozwigzania realizacji
projektu* Projekt uwazamy za tzw* “black box” 1 obserwujemy je-
go zachowanie sie przy roznych mozliwych wartosciach podanych
na wejsciu* Do modelu mozna wprowadza¢ pewne zatozenia, np.
zastosowanie bardziej nowoczesnej maszyny, nowych materiatow,

roznych wariantéw dostaw itp* i1 oblicza¢ ich wptyw na caty projekj
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Mozna wiec kazde rozporzadzenie "wyprdébowac¢” za pomocg mode-
lu przed jego wprowadzeniem do praktyki i wedfug rezultatow
doswiadczenia przyjac¢ lub odrzuci¢ rozwigzanie albo obrac¢ ten

wariant, ktory jJest w danej sytuacji najbardziej korzystny*

2*3*1*5 Zastosowanie metody PPM przy koordynacji wiekszej licz-"
hy projektown~.

Dotychczas rozwazalismy obliczenia sieci jednego projektu,
zamknietego kompleksu* Poszczegolne etapy projektu P sg jednak
w praktyce zalezne od wynikow poszczegdlnych etapdow lub catego
projektu P™- zwigzek ze zleceniodawcg 1 na odwrotjwarunkuja one
etapy lub caty projekt P — zwigzek z odbiorcg -

Zadaniem jest utozy¢ plan /siec¢/, ktdory uwzglednia czasowe
mozliwosci zleceniodawcy 1 czasowe wymagania odbiorcy. Plan po-
winnien uwzglednia¢ réwniez terminy wymagane globalnym planem
gospodarki narodowej* Trzeba przestrzegaC zwigzki sprzezenia
wewnetrznego pomiedzy poszczegolnymi projektami, tj* rozpocze-
cie projektu PYWjest zalezne od ukonczenia P i rozpoczecia P
zalezne jest od rozpoczecia P™ Trzeba dotrzyma¢ wszystkich
podanych ograniczen przy jak najkréotszym czasie realizacji
projektow.

Zwigzek pomiedzy projektami P 1 P jest czasowym warunkiem
okreslajacym czas, w ktdorym mozna rozpoczaC czynnos¢ T, j/v: P*
Realizacja czynnosci if,jJ ™ oraz wszystkich nastepnych cz;”osci
jest zalezna od czasu zdarzenia f. Oznaczamy go przez T], co
przedstawia czas zdarzenia, ktorp jest

odiorcg P*
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Zwigzek pomiedzy projektami P~Ni PMjest zndw czaso-
wym warunkiem okreslajgcym tym razem czas ukonczenia czynno-
sci "iLg P waznej dla odbiorcy# 0d realizacji czynnosci

1,0 oraz wszystkich czynnosci Ja poprzedzajgcych zalezne

sa niektdére czynnosci projektu PM Zalezg one od czasu
Xk
zdarzenia g,, Oznaczamy Qo T%, tj# czas zdarzeniat ktoére

jest zalezne od zleceniodawcy i P."”
Przytoczone zwigazki mozna dla projektu P przedstawic

nastepujgco /rys# 56/s
jft P

Jest oczywiste, ze projektowi P moze odpowiada¢ kil-
ka roznych wartosci Tj 1 :# Czasy /terminy/ te moga od-
nosi¢ sie do kazdego zdarzenia j, nie wydaczajac zdarzenia
poczatkowego 1 koncowego#

W sieci projektu P zaznaczylismy wszystkie zdarzenia
fig, do ktorych odnoszg sie terminy PAi TP . Dla

uproszczenia mozna zatozy¢, ze wszystkie zewnetrzne warunki
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CZ3.S0wW6 1133PZ2UC0116 mfodo p2?z6z jJOdn©go zlcconiodawce 1
jediiogo odbiojice» Mozna wx8c udozy¢ sieci P~/zleceniodawca/
1 P /odbiorca/ wzajeianie potgczone czyzinoscianii fikcyjny-
mi 1 zdarzeniami T 1 do ktorych, odnoszag sie warunki cza-
sowe« Siecl te przedstawione sg na ryse 56@
Sie¢ P"ma postac¢ prostej serii czynnosci z zdarzenia-
Po& p£sO4e™ p~5 gdzie Pqg oznacza zdarzenie pozaGcniczej
k liczbe zewnetrznych, warunkéw czasov”ch zleceniodawcy« Kaz-
demu zdarzeniu przyporzadkowany jest jeden termin zlecenie-—

davicy w ten spgséb” zeby zachodzito
Y 724/

dla 1 ¢1 j
R
[=34

sposob”™ zeby nie przewyzszata rozpoczecie realizacji projek«

Zdarzeniu p”™ przyporzadkowana jest wartos¢ T w ten
tu Pc Czas tr?jania czynnosci 7"Pj™,plj J jest okreslony wzo-

rem

" Tr 725/

Czynnosci p™pi j nie przedstawiajg zadnych konkret-
nych prac zleceniodawcy”™ okreslajg tylko warunki czasowe
zleceniodawcy tak samo jak siec P«

Sie¢ P"™ma ré?vniez postacC prostej serii czynnosci
ze zdarzeniami p™ P2?2«*"«9 P~s P~M"» gdzie p™” oznacza
zdax’zenie pomocnicze™ m liczbe zewnetrznych warunkow czaso-
wych odbiorcyo
Kazdemu zdarzeniu przyporzadkowany jest termin

odbioru Fri w ten sposoby zeby zachodzito



pu p*
726/
Zdarzeniuiw%/\ przyporzadkowana jest wartoscé IJf
n H-1
w ten gposobe zeby byta ona wieksza od terminu ukonczenia
projektu Czas trwania czynnosci plj j jJest okreslony
.ozorem
D"
/27/
74 p3
Czynnosci pj Jnie przedstawiaja zadnych kon-

kretnych prac odbiorcy”™ okreslaja tylko warunki czasowe
odbiorcy tak samo jak sieC

Wszystkie sieci PAN przedstawione na rys« 57«
potgczone sg za pomocag czynnosci Fikcyjnych w jedng sie¢ If
tzwe siec koor.drynacyjng™ Zewnetrzne ?jarunki czasowe uohi”co-
ne sg w ten sposoby ze zdarzenia p" T~ dla ktorych zacho-

dzi
llp!, — e

potaczone sg czynnoscig fikcyjnag ] ® Zdarzenia gj p”™,

dla ktérych zachodzi

PR pP
T: 729/

podgacsone sg czymosSoig fTilicyjng ig» RN ) e
ITastepnie musimy w sieci X podgczy¢ zdarzenie pom,
p’> ze zdarzeniem poczatkoyiym sieci P czynnoscig fTikcyjna
1Po9 PMj oraz zdarzenie koncowe sieci P ze zdarzeniem pom,

j>2 czyciioscig fikcyjng

Zdarzeniu pom, przyporzadkujemy taki termin -
P , Zeby
(%)
Hf > f € P 750/
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*
oraz zdarzeniu pom* te3?min P* A 8 zeby zachodzi4o
- ™' s t O - D 731/
-m+1 Pm > Pn

Teraz mamy vjykres ]T przygotowany do zastosowania me«
tody CRI. I11os¢ wez#déw wyD.osi nl

n n » k mE 2

Jezeli mamy do czynienia z duzag ilosScig bardziej roz-
legtych sieciag bardzo szybko wzrastajg wymagania na maszyne
matematyczna® Zemy méc rozwiazywaé takie skomplikowane za-
dania, stosunemy reduiicje siecig Biec zredukowana zawiera
tylko minimalng 1los¢ zdarzen 1 czynnosci koniecznych do
koordynacji®

Jezeli wystgpi koniecznosci skrocenia czasu trwania
projektu lub czynnosci albo musimy korzysta¢ z zapasow czyn-
nosci 1tp® musimy z powrotem sieC uzupednic¢ szczegodCmil sie-
ci wyjsciowych®

Hedukcje sieci przeprowadzamy nastepujgaco /zob® row-
niez rys® 35/®

Mamy sie¢ P zawierajgca zdarzenia p/|,*@®«j "
Dla kazdego zdarzenia ustalimy dfugos¢ najdtuzszej
drogi /sSciezki/ prowadzgcej od zdarzenia py] do zdarzenia p”®
oraz tfg tj® roznice pomiedzy ddfugosciami najdduzszej Jio-—
gi prowadzacej od p”~ do p”™ 1 najdfuzszej drogi od p” do p™®
Zachodzi+

n ®  oraz = o.

Do niektdérych zdarzen odnoszag sie 7arunki czasowe*

Warunek czasowy zleceniodawcy odnosi sie do zdarzen f 1 od-—

M
biorcy do zdarzen g* Zdarzeniu T przyporzadkujemy t», zda.—
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rzeniu g czas

Sie¢ zredukowana zawiera zdarzenia f, g, N
1 przybiera postaC prostej seriil zdarzen oraz czynnosci.
I1oS¢ zdarzen w sieci zredukowanej wynosi

mw k +m4 2g

gdzie k jest liczbag zdarzen £~ m liczba zdarzen g, .Czyn-
nosciom sieci zredukowanej nie odpowi.adajg teraz zadne rze-
czywiste czynnosci. Oznaczaja: one tylko przedziat czasowy
pomiedzy zdarzeniami fTig.

Dla koordynacji udozymy wiec sieC projektu zlecen
pj projektu odbioru PMoraz sie¢ zredukowang koordynowanego
projektu /projektéw tych. moze by¢ wiecej/. Sie¢ koordynacyj-
ny przybiera teraz postac¢ rownolegle przebiegajacych serii
czynnoscij ktore sg wzajemnie podgaczone za pomocg czynnosci
fikcyjnych,
# Opisana metoda koordynacji czasowej wiecej projektow
nie daje odpowiedzi na pytania zwigzane z rownomiernym wy-
korzystaniem zdolnosci dostawcow, nie usuwa szczytowego
zuzycia zrodet 1tp® Problem optymalnego podziatu zroded
wsrod wiekszej 1losci jednoczesnie wykonywanych projektow

musimy rozwigzywaC za pomocg metody RAJCPS,



105

2*3.2 Eozszerzenie metody CPM uwz™M~dnian”™c naktady
2 .5*2.1 Bformutoyjanie zagadnienia

Dotychczas mielismy do czynienia tylko z czasem.
Chcemy jednakj zeby projekt zostat zrealizowany nie tylko
w jak najkrotszym czasie”™ ale rovmiez zeby naktady na rea-
lizacje byty jalc najmniejsze. Chcemy wiec znalez¢ optymalne
naktadowo-ozasowe kombjjaacje czynnosci projektu P.

Uwalalismy czas trwania czyinosci (i?jj" jako
staty. YJpraktyce mozemy jednak przewaznie zmniejszyc yL.A
jeZeui podniesiemy nakdady na czynnosc (idj)()Czas trwaﬂia

NS staje sie zmienng, niezalezng”™ ktdora moze przyjmoimC

0 Q -
wartosci y- ,i Q,, yRA z przedziatu domknietego
1 D
and.jIs D. « Przedzi<?t ten musimy najpierw znalezC.

Uajpierw dla opracowanej alternatywy czasu trwania
poszczegélnych czynnosci ~i?j j szulcamy nalctadéw minimalnych.
Czas trwania czynnosci (i™jJ] 7 przy ktorym naktady sg mi-
nimalne« na™\*iemy czasem normaln™/m trwania czynnosci (i™j ) .
Oznaczaioy go przez DJ™™. Powiekszenie D;g jest nieekonomiczne.
poniewaz prowadzi do powiekszenia yvj i nakdadow.

Jezeli mamy za zadanie skroéci¢ czas realizacji cate-
go projektu™ musimy skracac bez wzgledu na wysokos¢ na-
k#adoéw. Dla kazdej czynnosci istnieje minimalny czas trwa-
nia, przy ktorym jaliiekolwiek podniesienie naktadéw nie
umozliwia skrécenie czasu trwania. Jest to tzw* najkrotszy
czas trwania czynnosci - d™™*

W praktyce zwykle mozemy osiggna¢ tylko po wyko-

naniu obszernych 1 kosztownych zabiegéw. Wyjatki stanow!lig
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czynnosci fikcyjne, dla ktérych = 0*
Kazdej czynnosci fi, jJ )E P przyporzadkujemy przedziat
ten sposéb, zeby czas trwania y* spedniat

warunek 04 N /32/

Wysokos¢ naktadow odpowiadajgaca roznym czasom trwariia
czynnosci ~iJJ ) oznaczymy przez zmienng zalezng Przy
tym dla obydwdéch rozwazanych czasow trwania czynnosci odpo-
wiadajgace naktady oznaczymy nastepujaco;

c™1j = naktady zwigzane z realizacjg przy czasie nor-

malnym trwania N

~N21i1J “ naktady zwigzane z realizacja przy najkrotszym
czasie trwania djVk
W naszych rozwazaniach bierzemy na razie pod uw"3"e
tylko nal™Mady bezposrednie /surowce, materiat podstawowy
1 pomocniczy itp/, dla ktorych ich przyrost w przedziale
jest w przyblizeniu funkcja liniowag# Graficz-

nie mozna zmiane nakdfadow przedstawi¢ nastepujaco /rys#57?/;
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Funkcja przedstawiona na rys* 57 D®st funkcjg cz/s"
~mflilna liniom , nierosngca i wypuk#g zmlenneA yj*rpzedzi®

le

Przy zatozeniu liniowosci naktady na czynnosci fi,a

. - - - - - L m_
w3ccazone sg funkc™Njg liniowag jej czasu izewania y™*

_ /33/
-+ = 'in

gdzie 4 ,0, N0? yioiIMid? Mia-N-

adwnanie prostej przechodzgcej przez punkty (<iij¥°2ij)
i (Bj*
C.
> Jjj + /34/
N o“m “iaj
Dla kazdego czasu yvYJ mozemy wiec znalez¢ naktady

na czynnos¢ (i,j) , jezeli znamy punkty graniczne na-

szej fTtmkcji, tj. (ij» °2ij) > @ij* ~ij ) *
Przy skracaniu czasu trwania od D™j do dy*» mozemy
nhi nv.7.v¢ wskaznik narastania naktadéw na jednostke czasu
skrécenial
C.

- 0. /35/
D.

Najpierw skracamy te czynnosci, dla ktorych wartos-

ci k™J sg najmniejsze.
Jezelil okreslimy funkcje naktfadow ¢y dla kazdej czyn

nosci projektu P, to za pomocg ich dodania otrzymamy fun-

kcje, ktora charakteryzuje przebieg naktadow bezposrednich

Cp projektu w zaleznosci od czasu trwania 'X e
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/37/
¥ |) N j /\j N\
Z poprzedniego wiemy, ze y™ Jest funkcjag parametru
, tJ, czasu trwania projektu. Z tego wynika, ze réwniez
Op Jest funkcja parametru X , co oznaczajnyC p® ;(,

Funkcje naktadow bezposrednich na projekt Cp(x)moze-

my przedstawi¢ nastepujgco /rys. 58/j

Jezell wszystkie y™ = . oraz 1 - otrzy-
mamy tzw, rozwigzanie normalne. Czas realizacji projektu

X rowna sie 1 g 1 odpowiada mu minimalna wielkosSC na-

k+adow
Skracanie czasu A ~ do ™~ o0znacza, ze niektdére

mulimy wiec skréci¢ czas trwania czynnosci lezg-
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cych na Sciezce Kkrsrtycznej* Niekoniecznie musimy skracac
wszystkie czynnosci, najpierw oczywiscie skracamy te, dla
ktoryck wartosc jest najmniejsza.

Jest oczywiste, ze wartosci X ” mozna osiagnac
lkoma sposobami w zaleznosci od tego, ktdére czynnosci skraca-
my. Dla ustalonego % roézne warianty beda réozni¢ sie wyso-
koSciag naktaddéw. Tylko w jednym przypadku wysokosS¢ nakdadcow
osiggnie minimum. Zadaniem jest dla kazdej wartosci

Jj---,znaczyc¢ naktady minimalne. Chodzi sie w znale-
zienie krzywej BA z rys. 58. Istnieje taki czas realizacji
projektu , 2e dla kazdego A ~ mozna sposrod duzej
1losci mozliwych rozwigzan wybra¢ co najmniej jedno, dla
ktorego funkcja Cp osigaga minimum.

Powyzsze zagadnienie sprowadza sie do zagadnienia
parametrycznej programowania liniowep;o» Zagadnienie mozemy
sformutowaé¢ nastepujgco:

Mamy znalez¢ minimum funkcji

} /587

uwzgl f~*Aadgc waruzilci ograniczad”ce

Aid A Ad o d

o N N ~  DjLj
=0 /59/
t _ A
dla(i,d)€.P, 1 = d="1»2, _.*_.»ab

Przy rozwigzywaniu, iago zagadnienia uzyskainy wartiO*
Sci yjj, dla Ktorych funkeda przydmude wartosS¢ nadmniedszag

/minimum/, W ten sposoh uzyskamy doéd.en punkt krzywed BA z



“e "D *e

rys* 58* Postepujac analogicznie dla réznych wartosci X
uzysicamy w“s™arczajgcg ilos¢ punktow dla skonstruowania
krzywej BA*

Eozwigzanie za pomocg metody simpleksow, best bardzo
skomplikowane* Algorytm rozwigzywania podaje np* James
Kelley® Jest to tzw* Primal - Dual Algorithm* Kelley korzy-
sta przy tym z algorytmu D*R.Pulkersona dla rozwigzania za-
gadnienia potoku w siecij tzw* Ford - Fulkerson Flow Algo-
rithm /FFF-Algorithm/* Stosowany aparat matematyczny jest
jednak dos¢ skomplikowany”™ algorytm jest bardzo pracochdon-
ny 1 bez uzycia maszyny matematycznej nie mozna go zastoso-
wac® Jego objasnienie znajduje sie w rozdz. 2*5*2*2.

Dotychczas rozwazalismy tylko takie nakdfady9 ktore
wzrastajg przy skracaniu czasu realizacji projektu, tj* na-
k+tadami bezposSrednimi* W czasie realizacji projektu musimy
jednak uwzglednia¢ rowniez i1nne naktady, tj* posrednie albo
koszty obstugi 1 kierowania produkcjg /koszty handlowe, pta-
ce pracownikéw administracyjnych, materiat pomocniczy/, kto-
re wzrastajg w zaleznosci od wzrostu A ® Musimy réwniez li-
czyC sie z tym, ze im dduzej trwa realizacja projektu, tym
wieksze sg straty zysku uwarunkowane stratami zbytu przy
opéznianiu projektu, straty produkcji, straty dewizowe itp®
Trzeba dobra¢ funkcje, ktora uwzgledniataby przeciwdziata-
jacy wplyMi obydwoch rodzajéw nalckadow; Celem bywa zwykle
minimalizacja globalnych naktadéw Aosztéw/®

Funkcje nak#adow globalnych otrzymamy przez dodanie
funkcji nalctadow bezposrednich oraz funkcji nak#adow posred-

nich* Wymagamy, zeby projekt zostat zrealizowany w czasie
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zapewniajacym najmniejsza wartos¢ naktadéw globalnych. Jest

to tzw, opt2talny czas trwania 1 jest przedstawiony nha

rys, 59

2,5.2,2 Primal - Pual . Jl " r £t £M+0® t ~
Zagadnienie wyznaczania krzywej nalckadéw zostato juz
srormutowane, Mamy wiec znalezC minimum lun”~cji
b o VA (V4
Cp = Y I. (Hj*3™ij * ™ij Ll A
Z odow tylko rormalnych oraz dla uproszczenia be-
dziemy rozwigzywaC zagadnienie’rownowazne powyzszemu!

Mamy zmaksymalizowa¢ iorme liniowg o wspodczynnikach

dodatnich sutlii

uwzgledniajagc
U.fi<~tmz O oraz O™ d.e Z. N 4« N
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Jest to zadanie paj?ametr7cznego programowania linio-
wego z parametrem X «
Tutaj U (X):-O oraz > 0. A2/
Aleoh((~j i Joznacza program dopuszczalny dla czasu

trwania X e Ojtereslamy nastepujgce zespoty /zbiory/ czyn-

nosci ;
T (i>dj 7lij + B - v =0, (irdj £ I*}
= § O (1,d)EP}/743/
7ij = ©ij = ~ijr @D EP}
% = i (i.d) j j~ j» @dDePw
Twierdzenie 1» ITieck.] U jest optymalnym dopuszczalnym roz*

wigzaniem dla czasu trwania X o Jezeli 6" 1., (7~JjcP

oraz- cT jest minimalizacjg formy liniowej
I 6 ij /™>N
(Ca) =X
oraz sg speinlone warunicl
Pij - /\ij I <ii
TR 0 dla wszystkich (1,jJjJ£f D ~2
o ., f A5/
.= 0 aia icazdego (i,jj6P - Q" -
~ 1y N~ 0 dla kazdego (1,dj£EQ™ "~ Q4»
wtedy rozwigzanie” ;.\ okreslone wzorem
TS T M = /46/

jest optymalnym dopuszczalnym rozwigzaniem dla czasu trwa-

nia oraz
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gdzie

min- ( M5 %y rid
lliz‘"l

foo ™~ jezeli Pj > 0O dla kazdego ~i,jj) €,P 747/

Gl - »lijé ij
P jezeli 7 O dla wszystkich ~i1,jJl£P

ikln ry*™ - dj -1
} oo ~ jezeli ~ jLI~N N wszystkich (i, ]JjJOP«

Dowodu twierdzenia 1# nie "bedzieiny przeprowadzac”
ale przytoczymy podstawowe mysli™ na ktorych ,sie opiera*
Rozwazmy nastepujace zadanie parametrycznego progra-

mowania liniowegot

Ax =p™- e, x> @

CA = macK & jJest parametrem
ZatO6zmy”™ ze znamy rozwigazanie zadania dla = 0,
cXx = max.

Ut6zmy program liniowy
=4 (1 =0 0)

= min»

Niech xi jest rozwigzaniem powyzszego programu ll-
niowego oraz/™"N</MN"~N_ gdzie 3 oznacza najwieksza wartoscé,
dla ktorej spedniona jest nierownosc-*1" o-"o/o ile takie ist-
nieje/.

Wtedy
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jest rozwigzaniem programu liniowegoo
Bardziej szczego6towo mozna zapoznalC sie z zagadnie-*

niami parametrycznego programowania liniowego w innych wy-
dawnictwach /zdb~ spis litera-tury/®
Za pomocg twierdzenia 1® mozemy”™ znajac optymalne
rozwigzanie dla maksyr-alnie dopuszczalnej wartoscig znalezc
optymalne rozwigzanie dla pozostatych wartosci®
Zadanie minimalizacji nazyw?a sie ograniczonym zagad-
nieniem sprzezonym® Podamy nastepnie podstawowe whasnosSci
funkcji Tk
Twierdzenie 2® Dopuszczalne roz7agz3nie|”; i okreslone na-
stepujacoi

(isdjt /50/

jest dopuszczatjajna rozidigzaniem optymalnym dla wartosci

A . . M. /5V
Dowdd» Fatychmiast wynika z faktu™ ze > 0.
twierdzenie 3» Dla wszystkich M jest

Sens twierdzenia; algorytm ma sens tylko dla wartos-

cig

twierdzenie Eozwazmy wartosci y., d"jjJ niech.
6 =o, i. =max (ii, ft.), iLi?) t . /52
1?/tedy U jest okreslone dla kazdego 1 tylko

dla tych x ®

Z twierdzenia 2"3™" wynika; Punkcja nak#addéw v (X)

jest okreslona w przedziale » 00J przy czym w przedzie*

le ¢1 Mp~est stalg»



- 115 -

Twierdzenie 5» Hozwazmy funkcje f (m~J] okreslong
)= max >A(j A A
gdzie /4 oznacza macierz, U ,C sg wektorami kolumnoTjymi,

c ' jest wektorem transponowanym do C, F (xj Ffunkcja wekto-

rowg zmiennej wektorowej . Niech, funkcja//"tma te whas-
nos¢, ze dla kazdej pary wektorow zachodzi

/L F(x™)f {>NZ)NF(/cxM(N-MxAMInV
ghgie 0x N 1dowolne®

Wtedy rowniez zachodzi
/54/
dla kazdych oraz 0~ ;A ™ I«

Dol i0d. fX i= EI3S I

If/iadomo, ze mozna znalez¢ wektory

f N/F A SVE

Nastepnie z definicji funkcjyi f (x) oraz z(5),4)";iyn.ika, ze
/i f YAz ) -

Stg.d natychmiast “vijynikai ze

cf(/iX™M (FM)X™N) =maAy : F(/ix.t (f-gU)x™):?>

xc'[/ | TA-FNJyz) =~ f t~ )~ (M7 N) Y 1-22z) cb.do.

Twierdzenie 6« Funkcja U (A.) jest funkcja ogronicsong, cag

gta, czesciami liniowg oraz wklestg w przedziale » m, a j*
Nie bedziemy przeprowadza¢ dok#adnego dowodu twierdze-

nia. OgraniczonosC funkcji U (X) wynika z tego, ze

y, -~ D. ., wypuktos¢ z tw. 5. "o, ze funkcja U fX) jJest

44 “ N0
czesciami liniowa”™ jest
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ogolng wkasnoscig wartosci o;ptymalnych funkcji parametrycz-
nych programéw liniowych#

Z ostatniego faktu wynika réwniez ciggtosé. Z tego,
ze Tunkcja (x) jest wklesta w przedziale ¢1 m, ct™J oraz
stata w /1 M, wynika, ze w przedziale Z. m, c>o"jest nie-
mate jaca.

Graficzne przedstawienie znajduje sie na rys. 60

rys. 60 \
Oméwienie algorytmu

"u Wychodzgac z twierdzenia 2 konstruujemy rozwieza-
nie optymalne dla M, y“Y™. = . za pomocg metody CM, Po-
+6zmy 70: M.

2. Jezeli uzyskalismy rozwigzanie optymalne dIaA™MT,N
konstruujemy nastepnie zbiory oraz ograniczone zagadnie-
nie sprzezone. Jezelil ograniczone zagadnienie sprzezone po-
stada dop”uszczalne rozwigzanie, przechodzimy do punktu 3;
jezelil nie posiada dopuszczalnego rozwigzania, przechodzimy
do punictu 4.

3. Przy rozwigzywaniu ograniczonego zagadnienia gprzeh

zonego konstruujemy na podstawie twierdzenia 1 rozwigzanie
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optymalne dla wszystkich x ~ dla ktdérych”¢ ,gdzie

0 gest wyznaczone tw« 1/®
?0 ukonczeniu wracamy do punktu 2®
4* Ograniczone zagadnienie sprzezone nie posiada roz-
wigzania dopuszczalnego o Wtedy zachodzi = hi; koniec algo-
rytmu®

Po skonczonej ilosci krokéw dojdziemy do punktu 4»
Dowodu znéw nie podajemy”™ bylko go Blizej objasnimy® Wek-
tory ~1) uzyskane za pomocg algorytmu odpowiadaja
wektorom -ekstremalnym /wierzchotkom/ pewnego ograniczonego
wypuktego wielosScianu zawartego w wielowymiarowej przestrze-
ni eulclidesowej ® Wierzchotkéw ekstremalnych istnieje tylko
skonczona 1l1oS¢ /zob® np® 1111/ m

Hozwigzywanle ograniczonego zagadnienia sprzezonego.
Mamy rozwigzac¢ nastepujace zadaniei
Znalez¢ minimum

ag_G.G , 9

taJt, zeby byty spednione warunki

P-1 =(o (Fi - N 0 dla kazdego (:,ijeqr 755/

0 o dla (i ,d}€Q2 »~ Ijn ®
5" ~ 0 dla (i,d}eP - (@™-Qj) 4=0» 4 =
Za poraocSi metody opisanej w rozdziale zajmujacym sie
algebrg liniowa 1 programowaniem linitowym sformutujemy za-

gadnienie sprzezonej
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Kazdej uieréwnosci /55/ przyporzadkujemy zmienna:

AN «woo (MO SN e FRF® *
oC ee-- (i,6jcQM N g2 ... (ijdjeo™ n
zmiemia odpowiada rownaniu (= 0 ~ 2 réwnaniu > = 1

Od™Miowiadajgce zwigzki liniowe sg nastepujace:

JI.> iol> =& isd® n Qo
Y v v ¢ Q

R VAL A VAR
Sy Ty m e ) £ n Qa /57/
=y (,)c- QuBuU

/1 odpowiada wezdowi wevynetrznemu sieci/®

Poi™iyzsze rovi?nania mozemy zapisac iInaczej

0~ ored G?H& " Q2
0 yhC on GL)E QY ~ Q) m /
0 Wy &0 Gii)E &~ Qa
Ngg N\ Ngg N /\i' "' £
Waruililek oS%ynaliJzacji .15
-(',C'é: f—- yééjﬂ' =mQX /59/
cmeg ~

3est: zadaniem na wyznaczenie maicsymalnego potoku w siecl.
Dla Ci-i*"Y)c'P - okmeslamy”™*® = O,

Za poraocg metody opisanej w rozdziale zajmujacym si§
teorig graféw, wyznaczamy maksymalny potok w sieci, Sfcrmu~
fujemy najpierw niniejsze zagadnienie w sensie ogolnej teo~
rii przeptywdw w sieciachi nastepnie podamy niektdre podsta-
wowe whasnosci przepdywu w sieci.

Oznaczmy przez X zbior wez#débw /zdarzen/ *©

gdzie Xqg oznacza wejscie i wyjscie.
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Tok XM{x,uj-~est przyporzadkowany przeptywowi

nastepujgco!
jezeli X = y = P
jezeli X = Xj, Yy = x. JEP
pozostatych przypadl:ach.

Puhkcje ograniczenia okreslamy nastepujaco*

=g”-fg,ua”)

o, ..., An=ayr O, ThJic(Q,NQ)U[QIA, < YUQHMV
> U) ~ o w pozostatych przypadkach®

Jezelil u oznacza potok maksymalny oraz (R,sj prze-
kr6j minimalny sieci
® = {""ilui
/1, J sg to odpowiadajace zbiory wskaznikédw zdarzen z E x S/,
Vittedy zachodzi podstawowy wzor
u 7AN (e*SA «
Ua podstawie powyzszego wyprowadzimy nastepujace

Twierdzenie 7

VAN

a/ jezelt 1 £ 1, J €J, wtedy
(Gi-J)eQri
b/ jezeli 1 £ 1, 3 e J, wtedy

/¢y =a,ydla (i) £ O W
JIiFO dla (i»j) £ *-1n ("2 * N3)

c/ jezeli ie I, (1,a)EQi (% » n

J C d«
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Dowdéd» Wzor u (b ,S) = N B,S Jmozemy przedstawi¢ w posta-
ci u kazdego x € y € 3» /61/

Ze wzgledu na definicje wartosci u ~Xx,yjJ jJ ™", V]
rozrézniamy nastepujace przypadlci:

1, X = y = x~, (1,] - (Aj U Org
Wtedy u ~Xx,y jJ = "JX,yl = Stad wynika
czesc a/,

2e X = Xj, y = x», (is6jCcon - (Q2n *5)

Wtedy u (x,y) = - 2N (X,yjJ = ai-, td. u. .=,
3. X = y = x», (i.d) €-00"™ (Q2 ¥3)
Wtedy T (x,y)= 0, u (x,y) wi8cC = 0.

Z przypadku 2 13 wynika czes¢ 1%/ twierdzenia*

4e Zeby udowodnié c/, wystarczy pokazaé, ze zbior
ag=|(i,0)EPi i £ 1, dCJ* (i,d)eQ”n(Qju Q@

jest pusty*
Ezeczywiscie, gdyby bowiem "i,jjg Q oraz x =
y = Wstedy nie moze by¢ spednione réwnanie u ("X,yj =
T IN(XJY ) poni©Gwaz przeptyw moze przyjmowaC tylko wartosci
skonczone*
Pokazemy teraz, jak mozemy skonstruowaC rozwigzanie

optymalne znajac przeptyw maksymalny*

Pot6zmy
~Nig o~ N A3 N MY < aELl, JEd /52/
G\ij e (/\/\2/\ /\3) N j €T

N 1] 20 w pozostatych przypadkach*

Dalej &=0dlan1 £1, otr=1 dla 3 1t J. /63/
n )
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10 koriczy dowody Obliczymy deszcze warto$cé W po-
zostatych przypadkach;
[(i,dj € 1) lub ((i,d)e i) » wtedy " = 0.
(i»d}£ iel, 3 ej,wtedy=0d}=0cr=0R "1
~i,d) £ P-QN, de€l, 1€ J, wtedy » 7j=0,c)¢=1,( =0,p"Nj=1,
W sumie*wiec otrzymalismy

1, jezeli 6 e I, i eJd (i,ide(@ - Q*Ju Q2" %

o Y
- -
[SSTRE
| |

_1, jezeli i€1, j £3f (i,j)EP-0/] /65/

Pid = A pozostatych przypadkach«

W kazdym kroku algorytmu oméwionego na str* 116 i 117
rozwigzudeiny w istocie rzeczy ograniczone zagadnienie sprze-
zone za pomocg maksymalizacdi przep4yvm w pewned sieci.

W rozdziale zadmudacym sie teoriag graféw zostat oméwiony
algorytm wyznaczania potoku maksymalnego w sieci przy zato-
zeniu, Ze istnied® potok dopuszczalny«

Rozwigzywanie zagadnienia podzielimy na dwie czesSci.
Nadpierw pokazemy, ze w przypadku X s M potok dopuszczalny
mozna skonstruowa¢ w sposéb trywialny. Rzeczywiscie dla
A = M rozwigzanie optymalne okreslagag wartosci yVj =

Stad wynika, ze

/ " oznacza zbior pusty/.

Ograniczenia
0 z dj £ n Q2
o éticij ¢loo dla (i,jj £ A Q3 /56/
0¢.A 470 dla (i,j) £ P -
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stad wyaika, ze potok/¢;™" = 0 jest dopuszczalny™("t,yyeP.

Uastfpne pytanie; Zatézmy, ze znalezlismy rozwigza-

nie optymalne dla pewnego X =

Konstruujemy ograniczone

zagadnienie sprzezone oraz odpowiadajace zadanie dla potoku.
Jakim sposobem mozna znalezé¢ potok dopuszczalny dla rozwazar-

nej sieci? Odpowiedz podaje nastepujgce

Twierdzenie 9. Jezeli U™ jest potokiem maksymalnym W sieci

odp. ograniczonemu zagadnieniu sprzezonemu dla 1= wtedy

u.- jJest potokiem dopuszczalnym w sieci odpowiadajgcej ogra-

niczonemu zagadnieniu sprzezonemu skonstruowanemu dla war-

tos

0

Dowdéd pozostawiamy czytelnikowi.

Pozostaje jeszcze jedno pytanie: W punlccie ~ algory-

tmu moze sie zdarzy¢, ze ogr. zagadnienie sprzezone me po-

siada rozwigzania dopuszczalnego. Nastepujace kryberijm

jest jednym z wynikdéw ogdlnej teorii programowania liniowe-

go»

Ti".ifirdzenie 10. Jezeli 1i1stnieje potok maksymalny w siecx

przyporzadkowanej ograniczonemu zagadnieniu sprzezonemu,

wtedy réwniez 1iIstnieje rozwigzanie ograniczonego zagadnienia

sprzezonego /punkt 3/. W odwrotnym przypadku ogr. zagadnie-

nie sprzezone nie posiada rozwigzania dopuszczalnego/punkt V

2.3.3. Przyktady obliezjen n£~dndow

Obliczenie optymalnego czasu realizacji mozna prze-

prowadzi¢ dwoma sposobami: za pomocag metody Webera albo

algorytmu Kelley"ego. Dla kazdej czynnos$ci musimy znac

nastepujace danés
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- czas normalny trwania czynnosci oraz odpowiadajace mu na-

kd4ady;

- najkrotszy czas trwania oraz odpowiadajgce naktady dodat-

kows;
- nieosiaggniete zyski", tj, straty spowodowane przez péz-

niejsze wprowadzenie iInwestycji w ruch obliczone na jed-

nostke czasu,

2.3»3,1 Metoda Webera

Przy tej metodzie korzystamy z sieci czasowo okres-

lonej oraz z pomocniczej tablicy obliczen.

Dla kazdej czynnosci obliczymy nakdtady jednostkowe

°21) ¢ °lij

gdzie ~ aakiady zwigzane z realizacja przy czasie nor-
malnym trykania czynnosci
~"21J ~ naktady zwigzane z realizacja przy najkrotszym
czasie trwania czynnosci
= czas normalny trwania czyimosci

N najkrotszy czas trwania czynnosci,

T
I

Bierzemy pod Ewage wszystkie mozliwe "drogi"iw Jieci,
ktore +aczag zdarzenie poczagtkowe z zdarzeniem koncowym, Me-»
toda polega na tym, ze sposrod wszystkich mozliwych drog wy-
bieramy najdduzszg - Sciezka krytyczna - 1 dla niej skracamy
te czynnosci, dla ktérych naktady jednostkowe sg najmniejsze,
Skracamy o tyle jednostek czasu, ile wynosi réznica pomiedzy

droga krytyczng i droga, ktorej ddugosS¢ najwiecej zbliza

sie do ddugosci drogi krytycznej, /Zachodzi: z i1loscig skro-
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cen rosnie 1los¢ Sciezek krytycznych/»
Metoda jest "blizej objasniona na przyktadzie /rys,

61/j

Rozwigzanie w tablicach 112«

Oznaczenie Kaktady Ozas trwania
czynnosci || '3 i i o
3 norm«] dodatki! norm*j skroc®

a1l o~ 1,500 1 1,500 5 5 0,200/2 0,100
b A-9 i 0™M00 0,420 2 1 1 0,020/1 0,020
c 1-5 §0,200 1 0,400 4 1 5 0,200/1 0,200
hh >6 I 0,700 0,700 5 1 5 nieokreslone

6 5-7 W1,100 1 1,700 8 1 6 0,600/2 0,500
f 54 §1,600 1 1,900 6 j 4 0,500/2 0,150
e 2~ 10,600 i 0,900 7 j 4 0,500/5 0,100
d 25 §O0,600 0,700 5 i 2 0,100/1 0,100
1 4-7 30,800 1,000 5 5 0,200/2 0,100
m 6-7 K 2,500 2,500 5 5 nieokreslone

k 5-7 I 0,200 0,600 4 2 0,400/2 0,200
n 6-8 K1,200 1,400 14 10 0,200/4 0,050
i 5"S 1,700 2,100 9 7 0,400/2 0,200
0O 7-8 0,100 0,120 6 5 0,020/1 0,020
P B r 0,100 1 0,500 1 2 0,200/2 0,100

> ?12,900 116,040 |



Kolejnos¢ skra-,
cania czynnosci

O—1F+24—
0«1-2«5~7«8-9
0onN1-3-4-7-8-9
0-.1-3-.7-8-.9
0-.1-3-6-8-9
0-1-"5-5-7""8-9
0-1-2-4-5-7-8-9
0-1-2-4-5-8-9
0-i->.4-5"7--8“9
10— 1—-5-4«5*8-9

23

29
24

126

1

1 2 3 4 5 .6 7
6-8 0-1 8-9 4-7 1-3 1-26-8 4-,76-8
7-8 6-8 5-75-4  3-15-S
23 21 19 19 19 18
280 26 24 23 g)
23 21 19 19 19 18 17
@ @ (8) €3) 0
26 24 23 23 22
@ @ @ o @ O
26 24 22 22 21 21
27 25 23 23 @
27 25 23 23 @ 0
28 26 24 gy @ 0
28 26 24 1(g9) @ 0

5}abela 2,

O™bliczanie nakiadow!

12,900
I 12,900 +
12,970+
= 13,170+

= 13,370 +
%
23 13,520 +

13,720 +

. 14,240 + 1.
0% 2"

1.0,050 + 1.0,020 = 12,970(~=0,070 )
2.0,100 = 13,170 (A*=0,200; 0,270)
2.0,100 =
1.0,100 +

1.0,200 =

1.0,020 +

13,370 (Aj=0,200; 0,470)
1*0,050 &= 13,520K= 0,150; 0,620)

13,720 (Ag= 0,200:; 0,820 )

1.0,150 + 1.0,300 + 1.0,050=14,240

(A~= 0,-520; 1,340 )

0,100 +1.0,050+ 1.0,200 + 1.0,200 = 14,970

(a = 0,550; 1.890j
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Optymalny termin realizacji uzyskamy za pomoca doda-
nia krzywych nakfadow na realizacje 1 nieosiggnietych zyskow#

Graficzne przedstawienie zob« na rys» 62#

eattiowiu
4f (80
\
M m
\L tifikKinn¥ unuutn
J.
n 960
} TCAVII Rtnuznui
u 060
umif{fewf£n NI
4-
400L.

2,3.3.2 Algorytm Kelley.lego

Dla ilustracji tej metody podamy przykdtad, ktory
w stosunku do poprzedniego jest troche zmieniony A>i1?ak czyn-
nosci fikcyjnej/. Czytelnik moze poréwnaé¢ obydwie krzywe

naktadow*
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Schemat ohliczania:
Tablica 1: poszczegdlne wiersze odpowiadajg +omom sieci
/czynnosciom/« Do pierwszej kolumny wpiszemy wskazniki a®
w przypadku® ze d™ = Dj, tj« a¥™. nie jJest okreslone, zo-
stawiamy puste miejsce« Do kolumny oznaczonej
wpiszemy odpowiednie wartosci pamietajgac, ze na poczatku ma-
Nij ~ NMij* N"Sstepnie obliczamy wartosci ynN -
- dnp, + ) - -, ktore sa wazne dla zbiorow
Zbiory te wpiszemy do nastepnych kolumn* Y/yznaczymy roéwniez
n 029 N AN A j ‘e n N NG

W przypadku, gdy jakis$ zbidr jest pusty, opusScimy odpowia-
dajgca mu kolumne®

Do kolumny oznaczonej ™®ograniczenia*” opiszemy ogra-
niczenia dot*rczace H4ukow sieci. Y kolumnie ™potok*” oblicza-
my potok matcsymalny. Wieksze wartosci przeptywu opisujemy
zawsze na prawo od pierwotnych. Zeby znalez¢ potok maksymal-
ny, szukamy Sciezek nienasyconych, ktdére wpisujemy do odpo-
wiedniej kolumny. Znalezienie potoku maksymalnego zwigzane
jest ze znalezieniem minimalnego przekroju (1,J) * Y/yznacza-
my 1 Pij /wzory (62)1i G65) /.
Tablica 2. Do kolumn enieparzystych vpisujemy t*, do pa-
rzystych W pierwszej kolumnie oblicza-
my ti)za pomoca metody Sciezki krytycznej /Tablica 2/.

Obliozany wartosci «<C. 7™,z wzorow ~7 . Do na-
stepnych kolumn tablicy 1 wpiszeiay nowe wartosci y" « -
- yK, y™ + tj - tj obliczone za pomocag wzordéw ("6] i

Nowe wartosci w tablicy 2 obliczamy za pomoca wzoru

/zob. rys, 63/,
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Ekonomiczna gellg

W kazdym kroku przykd#adu obliczamy wysokos¢ naktadow

na realizacje*
=30

=29

GA _,, = 15,870 + 1.0,020 + 1.0,150 + 1.0,050 = 14,050
Ustalamy nieosiggniete zyski na jednostke czasu
/0,200/ .
Suma nak#adow na realizacje 1 nieosiggnietych zyskow
przedstawia przebieg 4aczrycki naktadow w czasie.
A =50 1=29 1=27 1=25 1=23 1=22 1=2-1
12,900 12,970 139170 14,370 13,670 13,870 14,090
1,800 1,500 1,200 0,800 0,400 0,200 0,000

14,700 14,570 14,370 14,170 14,070 14,070 14,090

Optymalny czas realizacji wyznaczamy tak, zeby krzy-
wa naktadow /1 nieosiggnietych zyskow/ osiggata minimum

/zob. rys, 54/.
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NAKLADV REALfzZAa/

OP7VMALNV termin REAUZACtI’

mMOSIAGNtETE IVSK!

li ZZ Zk z5 26 z7 B (-’9 IO czas

ryso 64

2*4 Metoda PW\Q?

wowg metoda tzw* Orginal — PERT”‘X

W niniejszym rozdziale zapoznamy sie z drug” podsta-
/

X/ Metoda PERT jJest rezultatem tadan amerykanskiej mdynarki.

Niezaleznie od tego amerykanskie lotnictv?o wewspodpracy
z Lockned Missjis Comp. rozvaineto metode PEP. Pows”-

4y Tomiez liczne mod fikag&e
np. NASA - PERT, PERTCO - PCO, TOPS, PII™ /GE, PERT-1JAP,

PSRT-COST, PERTCOM, SUPERT, PROEIT/PERT, PEST itd.
O niektdorych rowniez uczynimy wzmianke.
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Bedziemy sie interesowaC g#déwnie tym, czym odrodznia sie
PERT od CPM.

Obydwie metody réznia sie. przede wszystkim zakresem
zastosowania# Metode (FRd stosuje sie gtownie w projektach
budowlanych, konstrukcyjnych 1 innych projektach charakteru
deterministycznego, metode PERT - w skomplikowanych projek-
tach badawczych 1 rozwojowych# Projekty badawcze 1 rozwojowe
maja te whasnosé, ze wiekszos¢ czynnosci wykonuje sie pierw-
szy raz, nie ma wiec opracowanych norm, brak doswiadczenia
przy ich realizacji. Nie mozna uzyska¢ autorytatywne 1 nie-
zawodne oszacowania czasOw trwania czynnosci# Mozemy tylko
powiedzieC, ze rzeczywiste czasy czynnosci beda wahac¢ sie w
pewnych granicach /mozemy okresli¢ przedziat/# Z tego rowno-
czesnie wynika, ze nie mozemy okresli¢ terminow poczatkow i
kohcow poszczegolnych czynnosci# Oceny mogg by¢ w duzym stop-
niu niepewne# Nie uwazamy wiec trwania czynnosci za dane de-
terministyczne, ale za zmienng losowg, ktdéra moze z pewnym
prawdopodobienstwem przyjmowa¢ wartosci w przedziale (Ca,b™ =

Stformutowanie modelu

Podstawg przy zastosowaniu PERT jest rowniez graficz-
ne przedstawienie projektu — sie¢# ROznica pojawia sie do-
piero przy transformacji sieci w model matematyczny# Przy
metodzie CPM uktadamy model deterministyczny, natomiast przy
PERT model stochastyczny#

Model PERT mozemy okreslic¢ nastepujaco:

Mamy skonczony zbidr P /projekt/ przedstawiony za
pomoca sieci o /n+1l/ wezdach /zdarzeniach/ i m czynnosciach.

W P rozrozniamy dwa zdarzenia - poczatkowe 1 koncowe - taki”
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ze zadna czynno$¢ nie poprzedza zdarzenia poczatkowego i1 zad-

s 7z

na czynnos¢ nie nachodzi na zdarzenie koncowe. Kazdej czyn-

nosci jest przyporzadkowana zmienna losowa, ktdérg nazywamy
trwaniem czynnosci.
Trwania czynnosci majg niezalezne rozktady prawdopodobien-

stwa, kazdemu odpowiada skonczony przedziat wartosci zmien-

r

nej.

Interesuje nas, jakiego typu sg rozktady prawdopodo-
bienstwa trwania czynnosci. 0golnie kazdej czynnosci moze od-
powiada¢ inna funkcja rozkdtadu. Ustalenie typéw rozktadu po-
szczegOlnych czynnosci jest M praktyce niemozliwe. Trzeba
wiec znalezC rozktad aproksymacyjny.

Zmiennos¢ zmiennej losowej charakteryzujemy za po-
moca jej wariancji w przedziale -¢.a,b> =

Wariancja zalezy od d#ugosci przedziatu™a,b7”oraz
od przebiegu krzywej gestosci prawdopodobienstwa F /x/ w
przedziale "a,b7® e Pole zawarte pod krzywag gestosci

prawdopodobienstwa réwna sie jednosci, tj.

P = r f/x//dx = 1. /67/

Dla jednakowo d4ugich przedziatow ¢i a,b>krzyw®
f /x/ mogg byC i1nne, wiec rowniez zmiana zmiennej X /trwa-
nia/ moze by¢ roézna. Mozemy rozrézniaC nastepujgce gtowne

przypadlci /rys. 6.5/t



o | ] 1 40 -

rys. 65

Prawdopodobienstwo, ze zostang zrealizowane czasy a
lub b jest prawie zerowe. Czas z najwiekszg gestoscig praw-

37/

dopodobienstwa /moda m/ moze jJednak znajdowaC sie w réznych
punktach przedziatu ~"a,b>c

Wed4ug charakteru zmienﬁej X moze osiggnac rowniez
wartosci graniczne, tj. a=m lub b = m. Jezeli rozktad
prawdopodobienstwa jest symetryczny i jednomodalny /przypa-
dek 1 i1 2/, moda lezy w Srodku symetrii.

W tym przypadku m jest identyczne ze Srednig arycme-
tyczng I wartoscig Srednig zmiennej losowej/nadzieja
matematyczna/.

Moda m moze by¢ przesunieta blizej a lub b. Jezeli

rozktad jest lewostronnie asymetryczny /przypadek 5/, moda

lezy na lewo od Sredniej arytmetycznej i1 wartosci Sredniej

ae/ Moda - wartos¢ modalna, wartosS¢ najczestsza, dominanta
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= jezelil rozktad jest prawostronnie as”etryczny /przy-
padek 4/, moda lezy na prawo od Sredniej arytmetycznej 1
wartosci Sredniej «

Zmiennos¢ trwania czynnosci charakteryzujemy za pomo-
cg wariancji /7 O / alho odchylenia standartowego /0 /.
Jezeli wartosci ich sg duze, oczekiwana wariahilnosé jest
wysoka z dotrzymaniem odpowiedniego czasu wigze sie wieksza
niepewnosc»

Statym wartosciom a, m 1 h mogg wiec odpowiada¢ roz-

ne krzywe gestosci rozktadu /rys« 66/:

%

rys «66

Najkorzystniejszym hytohy charakteryzowa¢ rozktad
prawdopodobienstwa poszczegélnych czasow bezposrednio za po-
mocg Ffunkcji rozk#adu« Jednak ich wyznaczenie 1 obliczenie
jest praktycznie niemozliwe« Ograniczamy sie wiec tylko do
oszacowan 7Jartosci a, b 1 m*

Oszacowania wartosci a, m i b sg podstawg metody
Ich oszacowanie nie jest jednak w praktyce proste* Oszacowa-

nia te uzyskujemy w postaci ocen czasowych trwania poszcze-—
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goliaychi czynnosci# Pracownicy odpowiedzialni za realizacje
réznych czynnosci wyznaczajg czasy potrzebne do wykonania
tych czynjiosci przy zatozeniu najlepszych, najgorszych oraz
najbardziej prawdopodobnych /normalnych/ warunkéw. Ustalimy
w ten sposOb trzy oceny czasowe:
1/ optymistyczna ocena trwania czynnosci - a
2/ pesymistyczna ocena trwania czynnosci - b
5/ najbardziej prawdopodobna ocena trwania
czynnosci - n
Miedzy tymi trzema oszacowaniami zachodzi zwigzek
a”~ m ™ b.
Podamy teraz zwiezdg charakterystykg trzech oszacowan:
a - najkrotszy czas realizacji czynnosSci. Nie istnieje zad-
ne prawdopodobienstwo, ze czynnos$¢ zostanie ukonhczona
w czasie Kkrotszym. Ten czas mozna osiggnac tylko wtedy,
jezelil wszystko przebiega i1dealnie, bez jakichkolwiek
przeszkod.
IrandopodobienstiTO osiggniecia tego czasu jest b.mate.
W praktyce dzieje sie @ w jednym przypadku na sto
b - jest to najdduzszy czas realizacji czynnosci. Podaje,
jalc dtugo by trwata realizacja czynnosci, gdyby wszyst-
kie trudnosci, ktore inoga logicznie pojawié¢ sie, rzeczy-
wiscie wystgpity /za wyjatkiem obiektywnych niekontrolowa-
nych sytuacji/. Prawdopodobienstwo otrzymania tego cza-
su jest bardzo mate® Praktycznie jeden przypadek na sto#
m - najbardziej prawdopodobny czas realizacji czynnosci przy
normalnych zwyk#ych warunkach. Jest to czas, ktéory wy-
stepuje najczesciej, jezeli realizujemy wielokrotnie

czynnos¢ przy jednakowych warunkach.
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Wyznaczenie oszacowan a i m nie sprawia wiekszych
trudnosci™* Trudniejsze jest czasami oszacowanie h* Zalecane
jest wyznacza¢ najpierw m, potem a, a nastepnie h*

Czasami stosuje sie takg metode, ze wyznacza sie war-

a i 't W ten sposéh znajdziemy przedziat, w ktérym mie-

=+

osSc

(/)N

ci sie wartos¢ m* Tutaj jednak grozi niebezpieczenstwo, ie
zamiast jisjartosci m oszacujemy Srednig arytmetyczng

a b
2

Przy wyznaczaniu oszacowania najwiekszego b trzeba
postepowa¢ bardzo ostroznie* Zwhaszcza jezeli chodzi o pro-
jekb badawczy, dla ktorego jest bardzo trudno,uzyska¢ ocene
czasu, w ktorym zostanie osiggniety cel koncowy. ITikt nie
moze dokdtadnie wyznaczy¢ absolutng granice czasu, ktdra nie
zostanie przekroczona. Tutaj trzeba dokdadnie okreslic¢ obiek«
tywne trudnosci, ktdérych nie mozna przewidzie¢ Aatastrofa
zywiotowa, strajk, kryzys itp/. Ich wpdywu nie mozna uwzgled.
ni¢ w oszacowaniach. Ta rzeczywistos¢ wpdywa na charakter
rozk+adu prawdopodobienstwa. Dla wiekszosci czynnosSci nie*
pewnosC¢ rosnie, jezeli zblizamy sie do oszacowania pesymi-
stycznego, rozktad jest bardziej ptaski, NajczesSciej spoty-
kany rozktad trwania to rozkdfad lewostronnie asymetryczny*

Jezeli dla kazdej czymosci mamy wyznaczone trzy
oszacowania czasu ich trwania, mozemy oszacowania te zazna-
czyC w sieci. Nasz przykdad przybiera teraz nastepujaca

postaci



Hys. 67?

Trzy oszacowania a* m 1 b niewystajczajgaco charaktery-
zuja typ rozktadu« Trzeba obliczy¢ dalsze charakterystyki”®
mianowicie wartos¢ Srednia I wariancje 8§ =

Do obliczen trzeba wprowadzic¢ jedyna wartos¢ dla kazn
dej czynnosci« Uzycie mody oznaczatoby przejscie do metody
CPM« Lepiej jest uzyC wartos¢ Srednig danego rozk#adu zmie»«*
nej losowej, poniewaz rozktad prawdopodobienstwa nie musi
by¢ symetryczny 1 moze byC¢ bardziej przesuniety w kierunku
a lub b« Wartos¢ Srednia i1 wariancja wystarczajgco charak-
teryzuja zmienng losowg«

Trzeba obrac¢ taki rozktad teoretyczny, Kktory najle”
piej charakteryzuje przebieg zmiennej losowej 1 za pomocag
ktérego mozna przeksztadtci¢ trzy oszacowania w jedno, tjo

Srednig wartos¢ obranego rozktadu*
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Poprawne postepowanie polegatoby na przeprowadzeniu
rozlegtych badan duzej ilosci roznych czynnosci oraz mozli-
wych czasow trwania przy roznych warunkach. Dla kazdego typu
czynnosci trzeba by byto wyznaczy¢ rozkdad empiryczny cze-
stosci wszystkich mozliwych czasow trwania przy wielokrotnym
powtarzaniu czynnosci. V/tedy mozna skonstruowaC empiryczny
rozktad prawdopodobienstwa poszczegélnych czasow trwania da-

nej czynnosci.

Np. /rys. 68/: N
Czas trwanial 1 3{ 4
X - .
0,1 1u" ).0il10.00 j
P M u ,ZQ»O,SlIo,l I]O 0|llo 0 J o
Hys. 68

Te empiryczne rozkdady skokowe S4 rézne dla réznych
typow czynnosci. Teraz trzeba znalez¢ taki teoretyczny roz-
kdad prawdopodobienstwa, ktory najlepiej okresla empiryczny
przebieg wiekszosci czynnosci. Za pomocg tego rozk#adu trze-
ba wyrazi¢ jakakolwiek zmiane zwigzang 2> trwaniem. Takie po-—
stepo7anie jest jednak bardzo pracochdonne 1 waznos¢ wynikow

jest ograniczona wspodczesnym stanem techniki, organizacji
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i IintensywaosSci pracy#

W pierwotnych badaniach PERT, przy projekcie rakiety
Polaris, obrano rozkdad bez badan empirycznych# Dla trans-
formacji trzech oszacowan na potrzebne wartosci, tj# wartosc
Srednig 1 wariancje, w badaniach amerykanskich obrano tzw#
rozktad J3 .

Rozktad J3 nie jest wiec wyprdébowany empirs”cznie,
ale obrano go z powodu niektérych jego wkasnosSci: prosty,
ciagty, jednomodalny, dowolnie asymetryczny itp# Moda moze
znajdowaC sie gdziekolwiek w przedziale Z.a,b;?"#

Tego, czy rozk+ad J3 odpowiada rzeczywistosci, nie
mozna teoretycznie udowodni¢. Mozna tylko ampirycznie wy-
znaczyC¢ jego wieksze lub mniejsze odchylenie od rzeczywisto-
Sci# Rozk#ad J3 jest tylko aproksymacjag rzeczywistosci i
trzeba go w ten sposob rozumiec¢# Riemozliwés¢ wyznaczania
rozktadow prawdopodobienstwa czasow trwania poszczegolnych
czynnosci bezposrednio za pomocag funkcji rozkdadu zmusza nas
do uzycia takiej aproksymacji#

Znajac mode 1 przedziat czasowy kazdej czynnosci mamy
obliczy¢ wartos¢ Srednig i1 wariancje przy zatozeniu, ze dlg
czynnosci zachodzi rozk+4ad J3 # Wyprowadzenie tych wartosci
znajduje sie w dodatkach w rozdziale zajmujgcym sie prawdo-
podobienstwem

Wartos¢ Srednig t™”™ rozktadu nazywaC bedziemy ocze-

kiwanym czasem trwania# Zachodzi réwnosc

x/ W teorii prawdopodobienstwa wartos¢ Srednig oznacza sieF
zazwyczaj za pomocag symbolu Jt , E/X/ 1tp# W literatu-
rze dotyczacej metody PERT uzywa sie symbolu t~ /z an-
gielskiego eapected time/#
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+ a+ 4m e b
6 5 /68/

Mase prawdopodobienstwa rozrzucong w otoczeniu war-
tosci Sredniej mozna oszacowaC z nierdownosci Czebyszewa
wed4ug "‘reguty 66". Wynika stad, ze od pylenie standartowe

S -te powinno rowna¢ sie 1/6 ddtugosci przedziatu# Prawdo-
podobienstwo na zewngtrz przedziatu 5 « jest praktycznie

y
zerowe# Dla wariancji wiec zachodzi

o /69/

Dla odchylenia standartowego
3 te /70/

Dla kazdej czynnosci sieci obliczymy teraz za porno-
ca znanych oszacowan a, m i b wartosci t i e Wzory
/68/ 1 /69/ trzeba stosowa¢ bardzo ostroznie, Trzeba pamie-
tac o tym, ze wartosci a, m 1 b przedstawiajg tylko subiek-

tywne oceny rzeczywist!;ych wartosci A, M i B /ryS* 69/.

for

rys. 69
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Wtedy réwniez wartosci t™ i1 S sq tylko ocenami
rzeczywistych wartosci i Rozk#ad a, m 1 b jest
niekoniecznie zwigzany z rzeczywistym rozktadem J3 « Warian-
cje j 5 3 nie muszg by¢ zwiazane z rzeczywistg wa-
rlancja

_ . N2 12T

W metodzie PERT zak#adamy, ze N

Przeprowadzimy obliczenia dla sieci w przyktadzie

przytoczonym wczesniej.

2 & u 4 _
BCzyonos¢é m " oa b-a e | o it
F—=nkrsiK
0,49 |
1.00 |
1.69 n
2,89 1
J 0,09
1
o0 |
2,89 i
0,00 1l
4._.00 n
1.69 |
4_.00 1
4 .00 [
14 1Q,
> 18 |
1.00 J
a=_ilL=== sii=lI i2l°
a + Ini

Za pomocag wzoru t" = redukujemy model
stochastyczny do modelu deterministycznego.

Wartos¢ t- nie mozna uwazaC¢ za czas, ktdory trzeba
osiggnac¢. Ze sposobu wyznaczania oszacowan wynika, ze
a m ~ b 1 rozktad moze byC lewostronnie asymetryczny,
tj. zachodzi /m - a/ /b - m/, tj.

Uzycie t» moze spowodowaC straty czasu, niewykorzy-
stanie sit roboczych oraz maszyn 11”7

W stoczni gdanskiej stosuja wzor /68/ w nastepujacej

nostaci:
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W/na + + WAT]

/71/
+ Wg + W,

gdzie WA, Wg 1 WJ sa wagami. Dla rozk#aduy”™Wn = 1, Wg = 4

i W = 1. Wybor wag moze by¢ rozny w zaleznosci od typu pro-
;Jektu 1 czynnosci. Dla niektdorych typéw czynnosci leple;3
jest uzy¢ dwoéch oszacowan, gdyz mamy tylko dwa do dyspozy-

cji. Wtedy mozna skorzystaC ze wzorow

WAa+W. b N Wat-v7gn A ViYAHHED 770y
— A - QEfTIfg ~ ® + W,
4 'T V2 iy *1
1iastepnie ~Tyznaczamy czasy i ktére sg przy-
porzadkowane wszystktDi zdarzeniom /wezdom/ sieci*
Praktyczne obliczenie jest analogiczne dla meto-

dy CRI. 7 metodzie C?M dla kazdej czynnosci okreslamy czte-

ry czasy tiiO / > -i/A/.» “j > “’j/ « W metodzie
PERT obliczamy czasy T/ 1 dla poszczeg6lnych zdarzen*

2*4*1* Czasowe obliczenia \V sieci

2a pomocg kolejnego dodawania wartosci t~ od zdarze-
nia poczatkowego do koncowego wyznaczamy dla kazdego zdarze*
nia tzw* najwczesniejszy czas zdarzenia

Tg jest to najwczesniejszy czas™ w ktdorym mozna z
pewnym prawdopodobienstwem oczekiwaC realizacji zdarzenia*
Jego wartos¢ rowna sie sumie czasOw oczekiwanych trwania
czynnosci lezacych na najdtuzszej Sciezce prowadzacej od
poczatku projektu do danego zdarzenia* Obliczenia przepro-

wadzamy wed#ug wzoru:

"E/j/ = Yerir T el m !
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oraz wariancja

NajpOzniejszy czas otliczaioy W3rchodzac od ustalo-
nego koncowego terminu catego projektu Tpg /Zanalogia parame-
tru ~ w metodzie CPM/# ¢Tezeli taki termin nie jest okres-
lony, przy obliczaniu korzystamy z najwczesSniejszego czasu
zdarzenia koncowego catego projektu Tpg®

Czas ten bedziemy uwaza¢ za statg wartos¢, zatem za-

chodzi:

« APE  ApL B - O/ /751

Za pomocg symbolu oznaczamy najpoézniejszy czas
przyporzadkowany danemu zdarzeniu« Jest on rowny wartosci
maksymalnej sumy oczekiwanych czasow trwania czynnosci two-
rzacych sciezke prowadzgca od zdarzenia koncowego sieci do
danego zdarzenia* Chodzi wiec o najdtuzszg Sciezke zawierei-.

jaca te zdarzenia* Obliczenia przeprowadzamy weddug wzoru

oL/i/ = [ V67 * ness /76/
oraz wariancja
N NS A VA VA *e/1,3/
Wartosci i sg jednoznacznie okreslone za pomo-

cg wartosci sSrednich t niezaleznych zmiennych losowych
/trwan czynnosci/ o znanych rozkdadach prawdopodobienstwa
/rozktad /. Mowimy”™ ze i sg funkcjami wartosci
Srednich t™*

Czasy zdarzen uwazamy teraz za niezalezne zmienne lo-
sowe 0 wartosciach Srednich Tg ewentualnie Bo ich obli”

czen zastosowalismy twierdzenia o dodawaniu wartosci Sred-
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nich 1 warrancji niezaleznych zmiennych losowych*
Obliczanie wartosci i pokazemy na naszym przy-
ktadzie za pomocag macierzy sprzezonej* Algorytm obliczania
jest taki sam, jaki zostat opisany w rozdziale 2*5*1le BOz-
nica polega tylko na tym, ze w macierzy PiIKT jednoczesnie
dodajemy odpowiednie wariancje czynnosci, zeby wyznaczy¢
rozrzut w otoczeniu wartosci 1 ™ Do poszczegolnych pol

tablicy wpisujemy t~ i pod nig odpowiadajgca wariancje w™m*
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Jaki jJest rozktad prawdopodobienstwa zmienziych loso-
wych o wartosciach Srednich ewentualnie 7 Na. podstawie
tw. Lapunowa znanego rowniez pod nazwg centralnego twierdze-
nita granicznego mozemy przy wystarczajgco duzej liczbie czyn-
nosci /praktycznie n 210/ uwazac¢ ich rozktad za rozktad
asymptotycznie normalny. Zatozenie to umozliwia rézne obli-
czenia prawdopodobienstwa»

Czasy Tjg i uwazamy wiec za Srednie dwéch normal-
nych, stochastycznie niezaleznych rozktadow»

Réznice - Dg oznaczamy przez

Wartos¢ TR podaje wielkos¢ zapasu czasu dla poszcze-
gélnych zdarzen /jest on analogiag zapasu krytycznego ZK dla
metody CPM/» Jezeli N to TR O oraz zdarzenie po-
siada tzw» zapas czasowy nhegatywny. Jezeli = Tg, to TR «

= 0 1 zdarzenie lezy na Sciezce Kkrytycznej. Oczekiwang war-

toS¢ zapasu TR przestawimy na tys. 700

rys. /0

x/-Jezell do zd<arzenia prowadzi wiecej czynnosci, korzystne
jest obliczy¢ réowniez luzy czasowe, tj»

T-Lsd7 « ~BZi/ * ~0/i.,d/
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Z forniy 1 rozmieszczenia krzywych rozk#adu widac > ze
iIstnieje pewne prawdopodobienstwo, ze rzeczywisty zapas be-
dzie rozni¢ sie od zapasu oczekiwanego TR*

Oznaczamy rzeczywisty zapas przez Czas moze
przyjmowa¢ ktorgkolwiek wartos¢ ~ krzywej rozkdtadu, ale z
roznym prawdopodobienstwem. Tak samo czas Tg moze przyjmowac
ktorgkolwiek wartos¢ e lezgacg na odpowiedniej krzywej# Rze-
czywisty zapas TR" jest potem okreslony roznicag miedzy wars*
teSciami e 1 1# Zachodzi TR"s 1 - e# W przypadku przed-
stawionym na rys. 70 obydwie krzywe przecinajg sie, moze
wiec z bardzo matym prawdopodobienstwem zdarzy¢ sie, ze pow-
stanie zapas negatywny, tj. TR*= e - 1, chociaz Tg Tg#
Jezelil uwazamy czasy za zmienne losowe, trzeba uwzglednié¢ te
mozliwoS¢. Rzeczywisty zapas TR™moze byC wiec wiekszy lub
mniejszy od TR.

O przebiegu krzywych rozk#adéw dostarcza informacji
wartancja 3 t oraz5 m . Im wieksza jest wartos¢ warian—
cji, tym bardzigj ptaska jest krzywa. Ra odwrot, im bar-
dziej stroma jest krzywa, tym mniejsza jest wartosc P -TR™: O
Zmniejsza sie bowiem wspolna czesC obu krzywych 1 powstanie

zapasu negatywnego mozna oczekiwa¢ z bardzo matym prawdopo-

dobienstwem#

2.4.2. Obliczenie prawdopodobienstwa

Prawdopodobienstwo powstania pewnej wartosci zapasu
czasu mozna wiec w metodzie PERT oszacowaC; bedzie ono za-
lezne od wielkosci oczekiwanego zapasu czasowego, TR oraz
od ksztattu krzywych gestosci rozk#adu normalnego, tj. od

wartosci ® j N
E
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Poniewaz i sg sSrednimi dwoch rozk#adéw normal-»
nych, réwniez roéznicy - O™ = 0® bedzie odpowiadacC rozktad
normalny*

Przebieg gestosci prawdopodobienstwa jest przedstawiony na

rys. 71.

rys. 71

Oczekiwana wielkos¢ zapasu czasu TH posiada wiekszg
gestos¢ prawdopodobienstwa. Wartosciom wiekszym oraz mniej-
szym odpowiada mniejsze prawdopodobienstwo. Na rys. 71 jest
TH = 2™ Widzimy, o ile rzeczywisty zapas TRMrézni sie od ze-
ra 1 TH oraz z jakim prawdopodobienstwem. Istnieje pewne
prawdopodobienstwo, ze TR™A"0O /pole zakreskowane/. Wartosci

prawdopodobienstw TR O i1 TR"™ 0 mozna oszacowaC naste-

pujaco:
Jezeli mamy dwa niezalezne rozktady normalne 1 wa«-

riancje ~ in , wtedy dla odchylenia standartowego
s Iy
réoznicy zachodzi wzor
2 m /
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Iloraz

TE
T s
podaje o jaka wielokrotnos¢ odchylenia standartowego roézni

sie TR od zera# Jezeli odchylenie wynosi w przyblizeniu
3 5 gig, mozna liczy sie z tym, ze zapas czasowy bedzie po-
zytywny# Jezeli wartos¢ t bedzie mniejsza od 3 3 gig, bedzie

rowniez zmniejszac¢ sie prawdopodobienstwo powstania zapasu

pozytywnego#
po.s.»la zapa=«
negatywnego, tj# P | TR <1 oK skorzystamy ze wzeru
4 "B ~ -TE

/797
*(( V L

Jezelil odchylenie to znajduje sie w otoczeniu -5&é $
mozna liczyC sie z tym, ze zapas czasowy bedzie negatywny#
Jezeli t przesuwa sie w kierunku zera, prawdopodobienstwo
powstania zapasu negatywnego zmniejsza sie# Prawdopodobien-
stwo jest okreslone za pomocag pola zawartego pod krzywg w

przedziale od —co do V' m -
OTE

Dla wyznaczonych t wartosci f' /t/ rozk#adu normal-
nego podaja szukane prawdopodobienstwo« Wartosci ~ /t/ mozni
znalez¢ w tablicach. Jezeli TE = 0, prawdopodobienstwo pow-
stania zapasu pozytywnego ewentualnie negatywnego réwna sie
50 %,

Mozna to wyrazi¢ nastepujgco:

Jezeli”~zmienna losowa T posiada rozktad normalny o
wartosci Sredniej E /T/ i1 wariancji 6 g,, wtedy mozna skom-

struowac¢ przedziaty symetryczne wzgledem E /3?/ odpowiada-
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Jjace prawdopodobienstwom:

pl | T-EA/Z1<Ttb5
dlat=1 P . T-E/N/1<a j

dla t=2 P {1 T - E /T/ I< 235;

T m /80/

dla t=5 prawdopodobienstwo prawie rowna sie jednosSci#

W praktyce zwykle zwracamy uwage na problemy zwigzane
z dotrzymywaniem terminow decydujacycti zdarzen /Zetapow/,
ktdére maja zasadnicze znaczenie dla osiggniecia koncowego
celu# Sg to tzw# gtdéwne zdarzenia /milestones/# Najwazniej-
szym z nieb jest zdarzenie koncowe. Dla tycb zdarzen zwykle
planujemy terminy ich osiggniecia# Zaleza one zazwyczaj od
pewnych zewnetrznych warunkow, ktore usidujemy dotrzymac#
Zdarzeniami g¥ownymi mogag by¢ np# dostawy waznego urzadze-
nia, termin przerwy zimowej, likonczenie catego projektu itp#

Planowany termin pewnego wewnetrznego zdarzenia sieci
oznaczymy za pomocg symbolu Tg /scheduled time/# Planowany
termin zdarzenia koncowego, tj# ukonczenia catego projektu
P oznaczymy przez ~p3# Te planowane czasy nie sg teraz zmien
nymi losowymi i ich wariancja rowna sie zeru. Czasy Tjg i Tj®
okreslajg przedziat, w ktorym mozemy z pewnym prawdopodo-
bienstwem oczekiwa¢ realizacji planowanych terminow#

Najpierw wyznaczamy prawdopodobienstwo realizacji
koncowego terminu catego projektu Tpg, tj# P ~ ~PE N ~Ps|N
gdzie Tpg oznacza najwczesniejszy czas zdarzenia koncowego
Taki© obliczanie prawdopodobienstwa jest tylko szczegolnym
przypadkiem oszacowania prawdopodobienstwa zapasow czaso-—
wych dla = Tpg oraz ~ ~ . 0. W tych warunkach wz6i

na t mozemy dla ostatniego zdarzenia napisacC nastfpujgcoi
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APS “ APE

L " E 0 PE

Jezelil t = 0, tj. Tpg = Tpg, dotrzymainy terminu kon-
cowego projektu z prawdopodobienstwem 50%. Jezeli t > O,
prawdopodobienstwo dotrzymania wzrasta /Tpg « Tpg/. Jezeli
t ~ o, prawdopodobienstwo dotrzymania zmniejsza sie
/Tpg > ~7PS™™

Mozna rowniez obliczaC prawdopodobienstwo niedotrzy-
mania, tj. przekroczenia terminu Tpg,

Wzor ma postac s

t " Zss. /82/

Wartosci funkcji ~ /t/ okreslajag bezposSrednio war-
tos¢ prawdopodobienstwa. W praktyce obliczone prawdopodo-
bienstwa interpretuje sie nastepujaco; jezeli ? f Tpg ""Tpgf

- 0,25, to z wykonaniem planu zwigzane jest zbyt duze ry-

zyko* Trzeba wiec znow zbada¢ czynnosci lezagce na Sciezce
krytycznej oraz zapewnie dotrzymanie Tpg za pomocg uzycia
dalszych zroédet albo zwiekszy¢ prawdopodobienstwo jego do-
trzymania za pomocg przesuniecia planowanego terminu* lezeli
wartos¢ prawdopodobienstwa znajduje sie w granicach od 0,25
do 0,60, to ryzyko zwigzane z dotrzymaniem Tpg jest noriasine
I uzycie Srodkéw zostato dobrze zaplanowane* Jezeli prawdo-—
podobienstwo jest wieksze niz 0,60, oznacza to, ze uzybo
zbyt duzej 1i1losci Srodkéw. Jezeli uzycie Srodkow zostato

dobrze zaplanowane, wartos¢ prawdopodobienstwa dotrzymania

planowanego terminu znajduje sie w przedziale
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025" P ' Tpg A ~ps 0,60 /83/

Jezeli Tpg > Tpg oraz P Tog ~ Tp3 0,25,
nie mozna liczyC sie z dotrzymaniem terminu w zadnym wypad-

ku* Taka sytuacja jest przedstawiona na rys. 72*

rys. 72

Czes¢ zakreskowana olccesla prawdopodobienstwo tego,
ze zdarzenie n zostanie zrealizowane w czasie Tpg. Za po-
moca przesuniecia "PS do Tpp prawdopodobienstwo powiekszy
sie do wartosci 0,5* Najpierw jednak staramy sie zapewnic
dotrzymanie planowanego terminu za pomoca wprowadzenia do-
datkowych sit 1 Srodkéw. Dopiero wtedy, kiedy nawet takie
posuniecia nie daja dobrych rezultatow, przystepujemy do
powtdérnego zbadania czasow 1 wyznaczymy nowg wartosc.

Oszacowanie prawdopodobienstwa dotrzymania planowane-
go terminu pewnego z wewnetrznych g4éwnych zdarzen sieci

jest analogiczne jak dla zdarzenia koncowego. Obliczamy
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prawdopodobienstwo P * N Tg ™ T~ m, tj, prawdopodo-—
bienstwo, z jakim czas &@ znajdzie sie w przedziale @ - Tg#
Mozna jednak rowniez obliczyC prawdopodobienstwo do-

trzymania Tg”™ ¢y# P | N I weddug wzoru

< T.
Tt = /84/
Tg
albo prawdopodobienstwo nieprzekroczenia najpézniejszego

czasu, tj# P 1 Tg Tj.] =
Dla P ~Tg i Tg ¢ Tgj zachodzi réwnosc

T. T,
t = /85/
. L
Przeprowadzimy analize prawdopodobienstw dotrzymania

planowanych terminow wewnetrznych g#éwnych zdarzen, Tg#

Tutaj rozroézniamy dwa podstawowe przypadki# Jezeli
dla pewnego zdarzenia zachodzi Tg”™ Tg /negatywry zapas
czasowy/, podstawiamy Tg = Tg# W przypadku, gdy
wyznaczenie Tg jest bardziej skomplikowane#

Dla wszystkich mozliwych wartosci Tg 1 Tg, ktére mo —
ga wystgpi¢, oznaczamy je przez e i 1, Tg musi spedniac wa-
runek e Tg”™ Tg# Zwracamy przy tym uwage na ksztatt krzy-
wych gestosci prawdopodobienstw zmiennych losowych Tg 1 Tg,

zob# rys# 73s

Ti
rys# 73
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Najpierw wyznaczyiay przedziat dla ktdorego
zachodzi?
N3INL? P e N Ty 0,25] P i a 0,50*
I'eraz obliczymy wartosc
r or &E %>ft
el ¢ A . /86/

Dla jednakowych krzywych gestosci prawdopodobienstwa
wartos¢ planowanego terminu zdarzenia bedzie réwnac sig?
T.. ™
2

T, 4-

Jezeli jednak wartosci » 1 8 m2 rdéznig sie za-
sadniczo”™ mozna sproébowac”™ czy przez zwiekszenie lub zmniej-
szenie wartosci s /mozliwej wartosci T2~/ nie mozna o0sigagnac
wiekszego prawdopodobienstwa« Chodzi o postepowanie 1iteracyj-
ne celem osiaggniecia wiekszego prawdopodobienstwa dotrzyma-
nia Tg*

Planowany termin Tg ofa?esSlamy w ten sposob”™ zeby sped-
niat on zagdane warimi“ij a jego prawdopodobienstwo by4o moz-
liwio najwieksze® Tg bedzie wiec znajdowaC sie w punkcie mak-
symalizujacynn prawdopodobienstwo P 4 e N Tg A

P 0 Tg ~ 1% " Biax Ip (e”s) /87/
Dla wartosci Tg wyznaczymy wiec wartosci f /t/ dla

0 b oraz /88/
Em

oraz obierzemy talci termin Tg, dla ktorego prawdopodobi”

stwo dotrzymania terminu jest wieksze*
T, ~ T«
Z rysunku 74 widaé” ze dla Tg = €&

prawdopodobienstwo P / Tg “»* T™™"rowna sie 0,50, ale
J
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P Tg » powiekszy¢ za pomocag przesuniecia Tg na
poézniejszy termin wzgledem wymaganego prawdopodobienstwa do-

trzymania planowanego terminu danego zdarzenia /rys* 7N/*

in ~h 1 '
a I
rys« 74
Przeprowadzimy teraz obliczenia”™ korzystajgc z macie«

rzy naszego przyk#adu 1 wyniki uporzadkujemy w tablicys

T IMTE Tte Uz JE)
) y. A &) Ny zsx
O 0,00 "¢“ 07 o< 15.07™*7,"83 ,0,5000 0,5000
0,49 | 5 {14,58] O 15.07 0,5000 00,5000
1,49 8 19,58] 1 11.07 0,6179 0,5821
2.18 i 12,80 0 1507 0,5000 0,5000
7»4? 6,691 0 14.16 0,5000 0,5000
7,47 a,58] 1 11,85 5,44 0,6170 0,5850
%.18 11,8 0 15.07 5.88 0,5000 0,5000
11,47 269 0 14.16 56 0,5000 0,5000
14.07 15.07 5,88 0,5000 0,5000
o 15.07 15.07 5.88 0,5000 0,5000 0,5000
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Waznosci prawdopodobienstwa tegoj ze zapas czasowy
bedzie mniejszy lub wiekszy od zera wyznaczamy dla wartosci

-t 1 t z tablicy funkcji /t/ rozk+adu normalnego*

2*4*3* Obliczenia PERT w sieci weztowo okreslonej

Dla 1lustracji metody PERT uzyto przedstawienia za
pomocg sieci Htukowo okreslonej w CPM* Tylko jedyna ocene za-
mieniono na trzy oceny*

Przy zastosowaniu metody PERT korzystniejsze jest po-

stugiwanie sie siecig weztowo okreslong”™ poniewaz wyniki od-
noszg sie do poszczegolnych zdarzen /wezdow/* SieC wezdowo
okreslona przedstawiona jest na rys* 4 w rozdziale 2.2*
W praktyce stosuje sie jednak nieco innag sieé* Zeby moc ob-
liczy¢ wyjsciowg sie¢ weztowo okreslong rowniez dla zdarzen
koncov)?ychj trzeba przed pierwsze zdarzenie wstawi¢ czynnosc
o trwaniu O i1 kazdemu powigzaniu /strzatce/ przyporzadkowac
oczekiwany czas trwania nastepnego zdarzenia*

Wykorzystamy te same oszacowania jak w poprzednim

obliczeniu* Wezmy przyktadowg sieC /rys* 75/s



rys. 75

Czynnos¢ 1 bedzie poprzedzac¢ zdarzenie pomocnicze O
0 czasie trwania rownym zeru. Nastepnie wyznaczymy dla kaz-
dej czynnosci czas tgj tj przeksztatcamy trzy oceny w jedn™«
Czasy t poszczegolnych czynnosci przyporzadkujemy zwigzkom
/strzatkom/, ktdére prowadzg do danego zdarzenia. Przeprowa-

dzimy wiec obliczenia dla wszystkich powigzan w siecii
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- “TF—
!zd;};eﬁ m b t b-a Al:e > te
O] 5 4 0,7 0,49
6 1,0 1,00
Lt 8 "1,5 1,69
.2 2 1 o0y3 0,09
10 2,89
14 2,3 5,29
10 1,7 2,89
6 1,0 1,00
12 2,0 4,00
8 1,3 1,69
7 12 2,0 4,00
8 1,5 1 1,69
12 2,0 j 4,00
12, 2,0 4,00
8 1 1,3 1,69
12 2,0 - 4,00
5 1 12] 8 1 1,3 1,69
3 115]j 12 2,0 4,00
18 12 1 28I 20 j 3,3 10,89
6 1,0 1,00
I 10 8 1,3 1,69
u 11 8 1 1.3 1,69
i 12 8 1 1.3 1,69
B3 6 & 1,0 1,00
i 14 151 3! 6 1 1,0 i 1,00

— =l

Jezeli wartosci te zostaty przyporzadkowane odpo-
wiednim powigzaniom na rys. 75» przeprowadzimy obliczenia
najwczesniejszycti 1 najpozniejszych czasow Tj, 1 oraz od-
powiednich wariancji»

Obliczenia przeprowadzimy za pomocg macierzy sprze-

zonej. Teraz okazuje sie» dlaczego ocenialismy powigzania
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Obliczone v9artosci wpiszemy znéw do tablicy wynikéw tak

samo jak we wszystkich poprzednich przyktadach#

r2 1

fra;: k. ==
urzé1*| b 1 T R
1

iLnia

Tg! T.
Sl HE3= _
N4N581F70

9,58 1 1

12,89 # O

5.00 0 6

6.69 1 1

6.69 j O

7 2.69 I 3
I 12 | 11,89« O

1.00 0 2
10 269 1 1
O

3

O

0]

0]

2,18

" 20 ! 2.69 I

2.69 1
1.00 I

114 26 1.00 I
30 0,00 I

wWidzimy,
szczegotowe wyniki

-_— = . =

J
I
|

15.07
11.07
15.07
6,58
11.07
14,16
7,76
15.07
12,47
11,85
14,16
9,87 | 3,14
15,07 j 3,88
14,16 | 3,76
15,07 }3,88

fi
r @@
pjrTR:i>0]j
=3s3aaaaa
0,5000

0,6179
0,5000
0,9893
00,6179
0,5000
0,8643
0>5000
0,7257
0,6179
0,5000
0,8413
0,5000
0,5000
0,5000
a

ze przytoczona metoda daje dla PERT bardziej
niz sie¢ +ukowo okreslona# Pordéwnujac wy-

niki w niniejszej tablicy z tablicg wynikéw dla metody CPM

W rozdz# 2.3*1* widzimy,

wiada zapasowl

ze zapas czasowy

czynnosci

odpo-

catkowitemu tej samej czynnosci# Np# czynnos-

ci 4 z zapasem 6 dla metody PERT odpowiada czynnos¢ /2,5/

z zapasem catkowitym 6 dla) metody GPM#

Dla odrdéznienia zapas zasowy

praktyce PERT

raza on przedziat czasowy,

nazywa sie czesto w

luzem# Luz jJest to termin dla metody PERT

1 wy-

w ktorym mozna z pewnym prawdopo-

dobienstwem oczekiwa¢ zrealizowania niektdrego zdarzenia#
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Zapas czasowy jest to termin metody CPM i oznacza przedziat
czasowy dla czynnosci pomiedzy dwoma zdarzeniami®™ w ktérym ta
cz™ainoso trwa ‘bez wplywu na sSciezke krytyczng*

Obliczenia przeprowadzamy analogicznie jak dla metody
OPMb za pomocg trzech metods recznie”™ za pomocg macierzy lub
masz my matematycznej* ?/ybor jednej z nich zalezny jest od
rozlegtosSci sieci i tzw» stopnia uwiklania sieci* Stopien uwi-
ktania sieci jest okre$lony liczbg weztéw /zdarzen/ stopnia
wiekszego lub réwnego 2~ tzn* do zdarzenia prowadza co najp-
ilniej dwie drogi® Stopien zdarzenia jest to wiec liczba czyn-
noscig dla ktorych zdarzenie jest ich zakonczeniem. Jezeli
stopien uwiktania sieci jest maly™ wtedy stosujemy reczne ob-
liczenie /zdarzenia posiadajg w wiekszosci stopien 1/« Jezeli
stopien uwiklan.ia sieci jest duzy, wtedy korzystniejsze jest
przeprowadzenie obliczern za pomoca macierzy ‘ewentualnie ma
szyny”

Stopien uwiktania sieci mozna ustali¢ stosunkowo tatwo,
Niech m oznacza liczbe zdarzen /weztow/ i n liczbe #tulcéw zo-
rientowanych w sieci. SieC jest zorientowana i ciggta™ wiec

zachodzi
n m - 19

tzn.j aby moc potaczy¢ m weztébw /zdarzenn/ w ciaggta slec~ po-
trzeba co najmniej m- 1 tuicow. Jezeli liczba tukéw wynosi

dokitadnie m- 15 wtedy powstaje sie¢ ciggta, w ktdorej stopien
kazdego wezta rowna sie jednosci. Kazdy nastepny tuk powiek-
sza stopien uwiktania sieci. Zatem stopien uwiktania sieci S

rowna slet
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Dla obliczanego przykd#adu prostego projektu mozna wy-
znaczyC¢, ze sieC tukowo okreslona posiada stopien uwik#ania
S=16-10+1=71 sie¢ weztowe okreslona posiada stopien
uwikdania S = 25 - 16 + 1 = 8, SieC okreslona wez4owo posiada
wiec wiekszy stopien uwiktania®

Dla uzupednienia przytoczymy, ze maksymalna liczba n
+ukéw w sieci zawierajacej m wezdow rowna sie

n=0,5_.m"2m*“ 1]

W macierzy sprzezonej sieci z maksymalnag liczbag Hukéw
zostatyby zajete wszystkie pola nad g#déwnag przekatng» Oznacza
to, ze kazdy wezet sieci potaczony jest ze wszystkimi pozo-
statymi wezdami» Liczba n +ukdw w sieci jJest wiec ograniczona
ze wzgledu na ilos¢ m wez#bédw nastepujaco:

m-1" n ™ 0,5 e« m» Tm — 1y

2»4._4_. Wady metody_ I ~ /

Dotychczas mowilismy o zaletach metody PERT i
pozostatych metod analizy sieciowej* Metody te maj” jednak
rowniez wady«, przede wszystkim w teorii metody PERT istnigjq
czesto luki*

Podstawowa koncepcja wszystkich metod jest bardzo pro®
sta* To3 ze sg zrozumiate 1 proste”™ nie moze “ukryé falctu, ze
rzeczywistos¢ jest bardzo skomplikowana* Modele sg tylko
uproszczeniem rzeczyvyistosci i CPM i PERT ocenia ja tylko :
punktu widzenia czasu ewentualnie naktadow* Z#ozony proces

gospodarczy jest w kazdym momencie czasu zalezny od duzej

loSci zmiennychs czasu8 sit roboczych i1 ich iloscig kwali-
fikacji™ wydajnoscig psychologii i1tp*j maszyn i1 ich wydajno«»

Sci, zuzycia”™ i1losci i1tp*j materiatu i1td* Zatozenie,» ze pro-
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ces jest i1™unkcja czasu, przedstawia wiec aproksymacje rze-

czywistosci* Aproks.ymacja ta jest jednak umotywowana, ponie-
waz w iIstocie rzeczy mozna wszystkie pozostate zmienne prze—
transformowaC¢ na czas, ktory jest ich wspolnym mianownikiem*

Przytoczymy niektére wady metod przede wszystkim dla-
tego, zeby zrozumie¢ je tylko jako $Srodek pozwalajacy uzyskac
podstawy do decydowania* Zadne metody nie moga zamienié¢ 0SO-
by kierujacej 1 ekonomicznej decyzji cztowieka* Ich zasto-
sowanie daje pozytywne rezultaty wtedy, jJezeli znamy nie tyl-
ko zalety, ale rowniez ich ograniczenie, tj* to, co mozna od
nich oczekiwac*

\V/ teorii metody PERT nie wydgaczamy ewentualziych bte-
dow w oszacowaniach czasow czynnosci, zroddem ktdérych moze
byc¢:

1/ ITie zncmy fFaktycznego rozk#adu prawdopodobienstwa
czynnosci* Mozna o nim tylko powiedzie¢, ze Jest ciggty, jed-
nomodalny 1 posiada skonczony przedziat dodatni. Te warunki
spednia oczywiscie duzo typow rozktadow*

Rozk+ad J3 obralismy z definicji*

Dla trzech jednakowych wartosci, a, m i b mozna otrzymac¢ zu-
pednie inny przebieg gestosci prawdopodobienstwa /zob* rys*
¢6/* Jak duzy moze byc¢ b#ad wartosci Sredniej? Ewentualny
b4gd yjartosci Sredniej jJest funiicjg mody, ktdéry moze znajdo-
waé¢ sie gdziekolwiek w przedziale Z a,b Dla uproszczenia
rozwazmy przedziat Z0,1 > 1 0Z m Z 1/2* Najwiekszy b+ad

/wartos¢ bezwzgledna/ wartosci Sredniej wynosi

max 1/6 (4m+ 1) - 1/2 1 ; j1/6 (4m + 1j Hnj =
/3 (1 2mj. /90/
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Jezel1 moda jJest przesunieta blizej koncéw przedziatu
ewent* bd4ad moze by¢ réwny 1/3, tj. 33%* Jezeli moda jest
scentralizowana, tj# |1 - 2m |~1/6, b4ad moze wynosi¢ 11%#
B+ad odcktiylenia standartowego moze maksymalnie rownac¢ sie 1/6,
tj# 17%; nie jJest on zalezny od mody#

2/ Przy zatozeniu, ze rozk4ad czynnosci jest rzeczy-
wiscie 7 rozktadem, wtedy dalsze ewentualne btedy mogg byc¢
spowodowane uzyciem aproksymacji t = 1/6 # ~a+4m Tb)
oraz zatozeniem ~ t™ = 1/6 b - aj , chiociaz znamy doktad-
ne wartosci a, b i m#¥ Wartos¢ Srednia i odctiylenie standarto-
we sg funkcjami parametru ct 1 mody /zob# dodatki mat#/ w

przedziale Z. 0,1

+_ ill N

/91/
<5/

(oCi (ad 5)

/= °t
oLt

Najwiekszy bdad wartosci Sredniej rowna sie
1/6 + 1) - t a)
\ / c? + 2m
tj# w przyblizeniu 35%#

Najwiekszy bd4ad odchylenia standartowego wynosi

1/6 \ ] CcfCroém + 3mJ
tj# w przyblizeniu 17%« Przy zatozeniu, ze moda jest scentra-
lizowana (11/2 - m 1~ 1/sj oraz dla parametru zacli1odzi

1M«>¢"6, b4+ad wartosci t. wjmosi okoto 4% i okoto 7%»

3/ Przypusémy, ze rozkdad ~ 1 wzory na wartos¢ Sred«
nig oraz wariancje sa doktadne# Wtedy b4edy wynikajg z nie-

doktadnego oszacowania wartosci a, m i b ktdore mogg w duzym
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stopniu rozni¢ sie od rzeczywistych wartosci M 1 B#
Na podstawie tej analizy L*H«Mc CHIWON 1 Ch*A#
RXAVBO 2 Rand Cérporation proponuja zastosowa¢ rozktad trdoj-
katny zamiast rozktadu ~ . Dla rozktadu tréjkatnego mozna
bowiem napisa¢ doktadne wzory na wartos¢ Srednig i1 warianc»
cje*
4. a+m+Db

/93/

Jezeli za pomoca a, m i b okreslimy mode oraz prze-
dziat rozktadu trojkatnego, znamy tym samym caty rozktad*

Nie jest to mozliwe dla rozk#adu J3 , ktdory jest
bardziej elastyczny. Jednak nie korzystamy z tej w#asnosci,

poniewaz wprowadzilismy zatozenie
= 1/6. (b -

Na razie przeprowadzalismy analize ewentualnych bte-
déw ocen czasow poszczegolnych czynnosci# Nastepne biedy mo-
ga powstac¢ przy obliczaniu Sciezek sieci oraz przy szukaniu
rozktadu prawdopodobienstwa dla zdarzenia koncowego. Nawet
przy zatozeniu, ze wszystkie dane czasowe poszczegolnych czyn-
nosci sg poprawnie wyznaczone, nie mozna unikngC pewnych bie-
déw w sieci.

Zatb6zmy, ze sieC zawiera n roznych Sciezek ?/].,#ee
prowadzacych od zdarzenia poczatkowego do zdarzenia koncowego
Kazdej z nich odpowiada zmienna losowa, tzw. czas trwania
przedsiewziecia dla danej Sciezki. Zmienne te oznaczamy za

pomoca symboli p™,...#.,p". Jedna z tych zmiennych losowych
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bedzie posiadata wartosC¢ oczekiwang wiekszg niz /n - 1/ po-
zostatych* Ta najwieksza zmienna losowa odpowiada Sciezce
krytycznej 1 jej wartos¢ oczekiwana rowna jest TN*

W teoriil PERT zaktada sie /na podstawie tw. Lapuno-
wa/, ze czas trwania-pro jektu o wartosci Sredniej
ma rozk#ad normalny# Dystrybuanta rozk#adu normalnego /Gaus-

sa/ ma postac t-

/9™/

,.zle , =<rl - W

o W . _
Wartosci fTiarkcji R /t/ mozna znalez¢ w tablicach, wyzna-

czaja one prawdopodobienstwo

It/ =8 | I /7957
tj# prawdopodobienstviO tego, ze ktérakolwiek wartos¢ p” be-
dzie krytyczna# Prawdopodobienstwo to nazywamy dggytyc zi]oS™
cia sciezki#

Do wyznaczania Sciezki krytycznej przy metodzie
PERT, uzywa sie tylko wartosci Srednich trwania czynnosSci#
Elementu stochastycznego wariancji trwania — nie uwzglednia-
my# "~
W modelu stochastycznym kazda Sciezka posiada prawdopodo-
bienstwo, ze bedzie Sciezkg krybycznag /réwniez zerowa/,
Prawdopodobienstwo tego, ze okreslona Sciezka jest Sciezkag
krytyczng, w bardziej rozlegtych sieciach moze by¢ bardzo
X Tylko wtedy, kiedy istnieje wiecej najdtuzszych Sciezek,

uwajzamy za krytyczng te Sciezke, dla ktorej odchylenxe
standartowe jest najwieksze#



- 174 -

mate# Najbardziej prawdopodobna Sciezka krytyczna moze poja-
wi¢ sie rzadko;”™ najbardziej prawdopodobna krytyczna Sciezka
I Sciezka krytyczna mogg wiec roznic sie*

Wspotczesna metodyka PERT rozwaza tylko sSciezke kry-
tyczng a nie najbardziej prawdopodobng sSciezke krytyczng* Le-
piej jest uzywaC pojecia czynnosci krytycznej, poniewaz czyn-
nos¢, dla ktorej prawdopodobienstwo tego, ze lezy ona na
Sciezce krytycznej jest najwieksze nie musi wcale leze¢ na
najbardziej prawdopodobnej Sciezce Kkrytycznej*

Korzystniej jest obliczy¢ krytycznos¢ czynnosSci oraz
Sledzi¢ tzw* krytyczny cigg czynnosci, ktore niekoniecznie
tworza #ancuch od poczgtkowego zdarzenia do koncowego*

Jezelil jedna ze Sciezek jest dtuzsza od pozostatych,
wtedy mozna zastosowaC centralne twierdzenie graniczne oraz
sumowa¢ czasy czynnosci lezgacych na tej Sciezce* Pozostate
Sciezki nie majag wpdywu na rozkdtad catkowitego czasu czynno-

ci*

U

Im wiecej jest rownolegtych Sciezek,mniej wiecej jed-
nakowo ddugich, tym bardziej wzrasta bdgd wartosci Sredniej
catkowitego czasu, poniewaz rozkdad prawdopodobienstwa ma
wptyw na wiecej Sciezek*

Potgczenia pomiedzy tymi rownolegdtymi Sciezkami /tzw*
korelacje/ w pewnym stopniu kompensujg btedy* Dla wiekszosci
sieci 1istnieje duzo czynnosci, ktorych prawdopodobienstwo, ze

beda krytycznymi, mozna prawie zaniedbac*

e/ Jezeli rzucamy 1000 razy monete, najbardziej prawdopodob-
na liczbg reszek jest 500, ale prawdopodobienstwo tego,
ze 500 razy otrzymamy reszke, jest mate*
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Dla uproszczenia obliczen mozna nie bra¢ pod uwage
tych czyanosci* Mozemy wiec przeprowadzi¢ redukcje sieci#

Dwie czynnosci +tgczace sie szeregowe mozna uwazaC za
jedng o czasie trwania, ktdry jest sumg czasow trwania oby-
dwoch drége Dwie rownolegte czynnosci mozna uwazaC za jedna,
przy czym za czas jej trwania uwazamy czas dtuzszej z nich#

Poréwnamy sume czasow optymistycznych wszystkich czyn-
nosci wzdduz kazdej Sciezki prowadzgcej do danego zdarzenia
Z sumg czasow pesymistycznych wszystkich czynnosci wzdduz kaz-
dej Sciezki prowadzacej do danego zdarzenia# Jezeli suma cza-
sow minimalnych wzdduz jednej, Sciezki jJest wieksza od sumy
czasow malcsymalnych wzdduz Sciezki drugiej, wtedy Sciezka
w drugim przypadku nie moze wpdyna™d na rozkitad prawdopodo-
bienstwa okreslonego zdarzenia i mozna jej nie uwzgledniac
przy obliczeniach#

Korzystne jest przeprowadza¢ obliczenia krytycznosci
czynnosci za pomocg metod Monte Garlo# Kiektdre aspekty ob-
liczania znajduja sie w rozdz# 2@50"#

Pokazanie niektdérych wad metod sieciowych ma na celu
zwrocenie uwagi na to, ze nie mozna uwaza¢ metode PERU za
~lekarstwo na wszystko*®# Trzema pamietaC o tym, ze zadne me-
tody, matematyczne albo inne, maszyny matematyczne oraz inne
srodki techniki obliczeniowej nie moga dad pozytywnych re-
zultatéw w z8.sto30Waniach, o ile zostang zastosowane bez gte-
bokiej znajomosci danej problematyki oraz bez wszechstronnej
analizy naukowej#

Zalety metod analizy za pomocag sciezki krytyczne,1 /CPAZ

UmysSlnie interesowalismy sie wadami metod OPA, szcze-*

gotowo metody PERT# Zalety metod CPA w pordownaniu z metodami
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Iinnymi sg oczywiste i1 nie bedziemy sie nimi blizej zajmowac.
Przedstawimy w 10-ciu punktach, jakie mozliwosci dajg metody
CPA, Metody te umozliwiajg?

1/ wprowadzac¢ porzadek i harmonie do planowania i1 kierowania
procesami gospodarczymi?

2/ rozwigzywaC w catosci bardzo ztozone projekty ze wzgledu
czasowego 1 rzeczowego;

3/ wykry¢ te czesci projektu, ktére maja bezposSredni wpiyw
na zrealizowanie planowanego terminu oraz te, na ktoére
trzeba zwréci¢ uwage kierowania. Hownoczesnie wykrycC te

czesci, gdzie znajduja sie nadmierne Srodki;

4/ automatycznie rozpozna¢ ewentualne dysproporcje w czasie
1 naktadach;

5/ poprawicC pierwotny plan przy stwierdzeniu, ze zaplanowane
czasy nie odpowiadajg rzeczywistosci;

6/ ustali¢ optymalny termin trwania projektu ze wzgledu na
naktady albo skrécie czas jego trwania przy najmniejszym
wzroscie naktadow;

7/ kontrolowaC przebieg realizacji projektu za pomocag wyko-
rzystania potoku informacji, zeby méc zawczasu wydaC roz-
porzadzenia dotyczace poprawy planu;

8/ obliczy¢ prawdopodobienstwo wykonania waznych planowanych
etapow oraz catego projektu;

9/ dok#adnie opisa¢ gospodarczg sytuacje w ktérymkolwiek
momencie realizacji projektu;

10/ udtozy¢ harmonogram prac w ten sposoOb, zeby osiggngc pedne
1 ciagte wykorzystanie zrodet /si+ roboczych, maszyn, ma-

teriadow i1tp/.
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Sa to gtoéwne zalety metod« Metody te maja jeszcze
szereg mniejszych liib wiekszych zalet w zaleznosci od kon-

kretnych warunkéw zastosowania*
2*5*
2.5.1. Uog6lnienie metody TMI

Uogolnienie metody PERT pozwala rozwaza¢ alternatywy
wykonania pewnych etapéw projektu* Raoul Freeman przedstawit
te mozliwoS¢ rozszerzenia metody PERT 1 nazwat ja pQneral i”ed?
PERT* Howard Eisner opracowat nowg metode teoretycznie 1 ob-
liczyt pierwsze przyktady* Metode te nazwano DBPS /Decision
Box Planning and Scheduling/, tj. te”ohnika planowania za po-
mocag zdarzen decydujacych*

Metode DBPS opracowano dla- kierowania 1 kontroli prac
badawczych. W sieci PERT, w jej dzisiejszej fTormie, odczuwa-
my przede wszystkim brak zadowalajgcego stopnia swobody* Je-
zel1 wykorzystujemy metode PERT do procesow badawczych, mamy
do czynienia z podstawowym ograniczeniem - nie uwzgledniamy

bardzo waznego aspektu — niepewnosci*

V planowaniu badan nie wystarcza okresli¢ tylko czasy
trwania czynnosci i ich rozrzut, tj* okresli¢ czynnos¢ staty-
stycznie. Trzeba wprowadzi¢ wystarczajgacy stopien swobody.
Charakter czynnosci badawczych jest inny niz charakter po-
zostatych czynnosci. Sg to czesto samodzielne studia, proby
dotyczgace uzasadnienia istnienia lub nieistnienia pevinych

zwigzkow lub hipotez, szukanie pewnych faktow i1tp* Nastep-

ne czynnosci sg zalezne od wynikéw tych studiow*
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W rzeczywistosci wiec w projekcie badawczym rozpocze«*
cie pewnej czynnosci nie zalezy tylko od ukonczenia czynnosci
poprzednich, ale przede wszystkim od rezultatow tych czynno-
sci™*

Zatozmy, ze w pewnej Tazie realizacji projektu zosta-
nie osiggniete zdarzenie, z ktdérego prowadzg dwie drogi, z
ktorych musimy obrac¢ jedng» Takie zdarzenie nazywamy decydujg-

cym zdarzeniem /A/» Np. na rys. 77

rys. 77

Wybor dalszego postepov7ania zalezny jest od rezulta-
téw czynnosci konczgcych w zdarzeniu A. W naszym przypadku
chodzi o dwie alternatywne mozliwosci, co spotyka sie prze-
waznie w projektach rozwoju nowych produktow. Ogélnie z decy-
dujacego zdarzenia moze prowadzic¢ wiecej alternatywnych drdg.

Dwie drogi prowadzace z decydujacego zdarzenia A na-
zywaja sie koniunktyvjnymi, jezeli do zrealizowania catego pro-
jektu potrzebne jest, aby obydwie zostaty zrealizowane.W tym
przypadira zdarzenie A jest i1dentyczne z pojeciem zdarzenia

znanego z teorii metody PERT. Jezeli mozna w zaleznosci od re«



- 179 -

zultatow poprzednich czynnosci zrealizowaC tylko jedng z al-
ternatywziych drog, to drogi te nazywamy rozdgcznymi* Tutaj
zdarzenie A wystepuje w roli decydujgcego zdarzenia, poniewaz
decydujemy w nim w jaki sposéb bedziemy kontynuowa¢ projekt#

SieC zawierajgcg czasowe I decydujgce zdarzenia be-
dziemy nazywaC¢ DB-sieciag /tj, siecia ze zdarzeniami decyduja-
cymi - decision bos”™. Przy zastosowaniu metody DBPS badamy
najpierw projekt z punktu widzenia czeSciowych rezultatéw i
logicznych gwiqzkéw czynnosci. Sporzadzimy ogolng DB-siecC,
ktdéra nie z;wiera zadnych czasowych ocen, ale przedstawia moz-
liwe postepowania zalezne od poszczeg6lnych zdarzen decyduja-
cych# Zdarzenie decydujace jJest to w zasadzie pytanie, ktoére
prowadzi do jednej lub wiekszej liczby alternatyw# Jest ono
rownoczesnie punktem kontroli odkrywajacym te miejsca projek-
tu, w ktérych oczekujemy waznych decyzji dotyczacych catego
projektu# DB-sieC zawiera wiec nie tylko drogi koniunktywne,
ale rowiiez roztgczne. Mozna powiedzieC, ze sieC PEPT jest
szczegblnym przypadkiem ogolnej DBt-sieci zawierajacym tylko
drogi koniunktywne«

W DB—sieci rozrézniamy dwa odrebne typy zwigzkow?

1# zaleznos¢ drog koniunktywnych

2. punkty spojenia drog koniunktywnych#

1# ZaIeZn%Sé drog koniunktywnych powstaje wtedy, Kkie-
dy czynnos¢ lezgca na jednej Sciezce jJest zalezna od odpowie-
dzi na pytanie szczegolnego zdarzenia decydujgacego lezgcego

na sciezce drugiej# Zob. rys# 78#



- 180 -

rys* 78

Sciezki 1. i1 2, sa koniunktyvme oraz prowadzg do zda-
rzen B 1 C# Zatozmy, ze obydwie Sciezki sa zalezne w ten sp?—
sob,. ze w przypadku negatywnej odpowiedzi na B kierunek dal-
szego postepowania bedzie zalezny od odpowiedzi na C* Sposob
przedstawienia tego zagadnienia jest nastepujacy: za B pow-
tarzamy jeszcze raz C w postaci a dopiero potem kontynu-
ujemy nastepne. Skierowanie negatywnej alternatywy z B wprost
do C pocigga za sobg fatszywe wnioski. Eezultat B nie warun-
kuje C, ale C™moze nastgpi¢ jJednoczesnie z C albo pézniej#

2. Drugi zwigzek przedstawiony na rysunku jest \
zony za pomocag punktu, w ktérym realizuje sie spojenie dwu
lub wiekszej liczby koniunktywnycb Sciezek. W naszym przypad-
ku jest to zdarzenie D. Do z#aczenia sciezek J. 1 4. dochodzi

w D 1 dlatego jest konieczne otrzyma¢ odpowiedzi na B i C
przed osiggnieciem D.

Ze wzgledu na istnienie sSciezek roz4gcznych jest
oczywiste, ze nie osiagniemy w rzeczywistosci wszystkich moz”

liwych zdarzen koncowych roznych rozdgcznych Sciezek# To o0z-
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nacza, ze nie wszystkie czynnosci projektu zostang zrealizo-
wane 1 nie wszystkie zdarzenia zostang osiggniete. Trzeba
znalez¢ mozliwe kombinacje zdarzen koncowych, tj, okreslic
mozliwe rezultaty rozwoju projektu.

Metode te zademonstrujemy na uproszczonej DB-sieci,

w ktorej dla uproszczenia ominieto wszystkie zdarzenia oproécz
decydujacych /rys, 79/»

Zdarzenia decydujace 2 1 2"przedstawiajg przypadek
zaleznosci Sciezek koniunktywnych. Zdarzenia od A do H przed-
stawiajag wszystkie mozliwe rezultaty /lub cele/ projektu.
Czynnosci fikcyjne x 1 y zostaty wprowadzone dla potrzeb ob-
liczen dla punktu zdgczenia Sciezek koniunktyv>mych w zdarze-
niu 4, Wprowadzimy nastepnie symbole A dla koniimkcji 1 tJ
dla dysjunkcji.

Dla wyznaczenia kombinacji mozliwych rezultatow be-
dziemy korzysta¢ z podstawowych wiadomosci algebry Boole_ an
wyznaczymy zaleznosci koniunkcji 1 dysjunkcji zdarzen konco-
wych 1 za pomocag praw #acznosci i1 dystrybutywnosci okreslimy

zbidr mozliwych kombinacji rezulbatéow» W naszym przyktadzie

zachodzi
(a u B)ln (yue)u-(gUnh) U ¥ -, /96/
gdzie XnY = Cu D»

Za pomocag przeksztatcenia /96/ otrzymamy zbidr moz-

liwych rezultatoéw: 1y] ., M E}, 1 yJd , 1e] ,

X1t) =(clubd), Xib), G,H 1B.



- 182 -

Ok
UcC
o4
2' m
01y
<« 0S
TK
0,7
UH Of
TOK 0.k
(071
Rys* 79

Zaleznos¢, sciezek koniunktyraych wyznaczona za pomocag
zdarzen 2 i1 2~ ogranicza zbidor wynikow# VAniki 1 yJ
i i nie sga mozliwe, poniewaz wkasciwie dajg roézne od-
powiedzi na jedno decydujace zdarzenie 2# Jezeli wezmiemy pod
uwage, ze i Y) jest identyczne z jJC lub D] , otrzymamy

nastepujacy zbior mozliwych wynikow:
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Powstaje partanie: Dla ktdérych z podajoych mozli-

wych wymikow istnieje najwieksze prawdopodobien-
stwo i1ch zrealizowania? Jalci jest przedziat cza"
su, w ktéorym mozna oczekiwaC z pewnym prawdopodo-

G bienstwem ich zrealizowania?

Sprawdzimy kazde zdarzenie decydujace siel 1 przypo-
rzadkujemy kazdej Sciezce roz4gcznej albo zbiorom roztgcznym
Sciezek koniunktywnych pewne prawdopodobienstwo* Fp* planuje-
my slconstruowanie nowego modelu matematycznego. Znajdzienjy
sie w sytuacji, kiedy trzeba zastanowi¢ sie na tym, czy dla
modelu istnieje lub nie istnieje wystarczajgca 11oS¢ danych
wejsciowych. Na to pytanie odpowiedz powinno da¢ zdarzenie
decydujace. Weddug przedwstepnych wymagan mozna v/yciggnac
wniosek, ze mamy dane do dyspozycji w stosunku 2 :1. Wtedy
okreslimy prawdopodobienstwo alternatywy ”tak™ rowne 0,67 i
alternatywy ’nie™ rome 0,53* Jezeli nie mozemy zadecydowac,
czy mamy dane do dyspozycji lub nie, przyporzadlcujemy kazdej
alternatywie prawdopodobienstwo 0,5« Czynnosci prowadzgce do
tego zdarzenia decydujgacego przedstawiajg obszerne wyznacza-
nie 1 znajdywanie danych wejsciov7ych5 Mfynikiem jest odpowiedz
zdarzenia decydujacego.

Jezeli1 prawdopodobienstwo tego, ze dla pewnego zda-
rzenia decydujacego jedna ze Sciezek dysjunktyvmych nie zo-
stanie zrealizowana, prawie rowna sie jednosci, wydgczamy po-

zostate Sciezki rozdgczne i1 zdarzenie decydujgce przeksztatca
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sie W zvj ktq zdarzenie czasowe# Mozna wiec powiedzieC, ze
siec PERT “f%e"st szcz,es0In:yTii przypadkiem og6lnej DB-sieci, w
ktoérej Sciezka rozdgczna albo zbior Sciezek roztgcznych ma
prawdopodobienstwo rév7ne jednosci dla kazdego zdarzenia de-
cydujacego”

Uzupedniiny teraz sieC wyznaczonymi prav7dopodobienstwa-
mi# Suma prawdopodobienstw dla kazdego zdarzenia decydujacego
réwna sie 1# Teraz mozna wyznaczy¢ prawdopodobienstwo pojawie-

nia sie poszczegdlnych mozliwych wynikow

¥ynJdivi) Skiadowe \ Wartosci Prawdopo- §
I prawdopcdobien-1 dobienstwo &
i Stwa i ostateczne il
«
A a I p (@a)p (/a) ;(0,Y (©,3) I o,08"0
B ayY (b)) » (G/b) |(.6) ™,5) (0,7 0,1260
C n (c) p)p@) *@3) 073 06
EAT) 0,0882
i \’
3 IP @P &«)p ¢)1n,7]1 6,7), (0,e)
0.7 0,2058
X ®m » 0.,7) (p,4 0,1950
X 1f)k) ’\_5) /\,3) 00,0500
1p i6: &) ©0.,3) 0,0900
0 0.3} 0,1500
I 1,0000

Wynilci mozna uporzadkowa¢ wedduf wartosci prawdopodo-
bienstw.». Prawdopodobienstw tych uzywamy raczej dla pordwnania
niz wyznaczania wynilm na podstawie jego bezwzglednego praw-

dopodobienstwa. Dla przytoczonego przyk#adu najwieksze praw-
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dopodobienstwo odpowiada wynikowi D, Drugie najwieksze wyniko-
wi (X ib) , cowrzeczywistosci odpowiada tylko E. Ogdlnie
prawdopodobienstwa wynikdéw zmniejszaja sie ze wzrostem ddugo-
Sci sieci 1 liczby zdarzen decydujacych.* Przy tych warunkach
uzywamy miary entropii w Ffunkcji miary przedziatu, w Ktorym

sg pewne wyniki bardziej prawdopodobne niz pozostate:
n

H - /— log 797/
=1~

gdzie H entropia, p” - prawdopodobienstwo 1 - tego wyniku

I n - liczba mozliwych koncowych wynikow* Bp* dla sytuacji

dwu alternatyw z prawdopodobienstvsfami 0,5 jest H = 1 bit*

Dla prawdopodobienstw O i 1 jest H = O0* Wiadomo, ze wartosc
maksymalna entropii rowna sie log n przy zatozeniu, ze wszyst-

kie prawdopodobienstwa réwnajg sie nawzajem* Miare wzglednej

niepewnosci systemu okreslamy za pomocg entropii wzglednej EN

E = H « J[Jredemdacja 1 - H / 798/
Hmax Hnas
Dla naszej sieci = log2 8 = 3 bity, entropia
8

H=-771 PP log ] £2,88 bit. 1 E =0,96 ¢ 7997

B £\

Dotychczas rozwazalismy sieC bez czasow potrzebnych do
realizacji czynnosci projektu badawczego* 0?eraz zastosujemy
technikie metody PER5? ze statystycznymi ocenami 1 obliczenrami«
Dla kazdej czynnosci wyznaczymy wartos¢ t~ i dodgczymy do
DB-sieci 1 jej wynikow* DB-sieC bazujgcg na czasach t™ wyko-

rzystamy do analizy 1 kierowania realizacjg catego projektu*
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Dla przytoczonego przyktadu wykorzystamy uzupednienia

np# nastepujgcym sposobem:

Wezet 27 nastgpi

w tym samym czasie

co 2 /lub pézniej/

OJeraz mozemy sporzadzi¢ DB-sie¢ w skali czasowej bazu-

jacej na czasach t /rys# 80/#

rys# 80
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Metoda DBFS dotychczas nie zostata zastosowana 1 wy-
probowana w pral~tyce. Jednak napewno rowniez ona, pPo rozwig-
zaniu niektdérych teoretycznych probleméw, znajdzie zastosowa-

nie w kierowaniu projektami badawczymi 1 rozwojowymi*

2*5*2* Metoda zréwnowazenia linii operacyjnych /Line of Balan-
ce/

Celem niniejszego rozdziatu jest zapoznanie czytelnika
z interesujagcg modyfikacjg metod CPA - tzw* LOB, tj* Line of
Balance* Zakres zastosowania tej metody nie zostat jeszcze
wyznaczony* Najwiecej LOB stosuje sie w zakresie linii mon-
tazowych 1 automatycznych*

Dla problemu zréwnowazenia linii operacyjnych sztika
sie rozwigzania w ciggu 10-ciu lat* Hozwigzanie analityczne
przedstawi4+ w 1954 r* Beniamin Brynton - tzw* convergence
procedure* W 1956 r* zostat przez Jamesa R* Jacksona opubli-
kowany wyczerpujgcy algorytm znajdowania optymalnego rozwigzar-
nia*

Dopiero z powstaniem metod CPA 1 z tym zwigzanym roz-
wojem analizy sieciowej powstaty bardziej skuteczne metody, "
tzw* systemy heurystyczne* Heurystyczne podejscie do rozwig-
zywania zagadnien kombinatorycznych jest bardziej efektywne
niz algorytm* Za pomocag podstawowych regu+ logiki, klasyfika-
cji, oceniania 1 *zdrowego rozsadku** uzyskamy wystarczajgco
optymalne rozvdazania#

Stformutowanie zagadnienia

Linia operacyjna jest to ogolnie biorgc ciag stanowiak
roboczych /tasma ruchoma/ lub pracownikéw /Zoperatoréw/* Nie

chodzi wiec tylko o linie zautomatyzowane, ale rowniez o linie
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montazowe, w ktdérych tylko przekazuje sie produkt od jednego
pracownika do drugiego*

Szkl jest to czas, w ktdorym produkt znajduje sie w kaz*
dym stanowisku roboczym linii. Zwykle cykl mozna okresli¢ -
tasma ruchoma powinna przesuwa¢ sie w jednakowych odcinkach
czasu. lloczyn liczby stanowisk roboczych i1 ddugosci cyklu
okresla #aczny czas potrzebny do montazu.

Stanowisko robocze jest to miejsce w linii, w Ktdorym
wykonuje sie pewng 1loSC pracy. Stanowisko robocze obstuguje
jeden lub wiecej /montaz samochodow/ operatoréw. W niektdorych
przypadkach operator obstuguje wiekszg liczbe stanowisk ro-
boczych.

Zapas zrownowazenia jest to i1losS¢ niewykorzystanego
czasu na linii spowodowanego nieréwnomiernym podziatem catos-
ci pracy do poszczegolnych stanowisk roboczych. LOB ma za za-
danie dla okreslonych warunkéw zminimalizowa¢ zapas zrownowa-
zenia.

Y tym celu dzielimy catos¢ pracy w poszczegélnych -~
stanowiskach na jednostki robocze. Jednostka robocza jest to
zespo+ elementdow roboczych uzyskany na podstawie studidéw cza-
sowo-ruchowych

Element roboczy jest niepodzielny. Moze nim byC np.
wyciagniecie reki, uchwycenie narzedzia, wykonanie prostej
pracy, zwroécenie narzedzia na miejsce. W praktyce takie ele-
menty uwazane sa za niepodzielne-ay
x/ F.B.Gilbreth roztozy+ dziatania na elementy tzw. therbligy

za pomocg metody mikrofotograficznej. Najbardziej gospodar*
ne sg takie dziatania, ktore zawierajg najmniejsza liczbe
therbligow. Trzeba wiec roztozy¢ dziatanie na elementy i

okresli¢, ktére z pich mozna oming¢ albo jak mozna elemen-
ciagg dalszy na str. 189
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Protlem mozna sformutowaC nastepujgco:

Dla pewnego przedziatu czasow jJednostek roboczych,
ograniczen ich kolejnosci /wyznaczonej przez obrany proces
technologiczny/ oraz dla danego cyklu c mamy znalez¢ minimal-
ng liczbe n stanowisk roboczych do wykonania zadania# Albo na
odwrot, dla danej liczby n stanowisk roboczych mamy wyznaczycC
najkrotszy cylcl. Jezeli nie mamy okreslone ani c ani n, mamy
znalez¢ takie c i n, zeby zapas zréwnowazania by+ minimalny#
Ogolnie chodzi o wyznaczenie najbardziej korzystnych warun-
kow koniecznych do zrownowazenia danej linii#

Zapas zrownowazania olcresla stopien niezréwnowaznosc i
pracy pomiedzy stanowiskami# Jest to stosunek pomiedzy +3gcz-
nym niewykorzystanym czasem 1 43cznym czasem potrzebnym do

montazu# Zapas zrownowazania w procentach wynosi:

d = - H

) I
i dla nc q), 7100/

gdzie n oznacza liczbe stanowisk, c cykl, t /i=1,2,#=#- k/

czas trwania i-tej jednostki roboczej 1 T =~

+gczny czas pracy# Zachodzi

cnh G /101/

mecz —
gdzie t maksymalny czas trwania jednostki roboczej# tj#

najwieksza liczba ze zbioru t°, 2, #e##H, TV«

ciag dalszy ze str# 188

ty kombinowa¢ z innymi# W tym celu Gilbreth stosowat diagra-—
my postepowe sporzadzone na zasadzie, ze kazde dziatanj.e jest
uwarunkowane wszystkimi sktadowymi pozostatych dziatan#

Badania te opisat w pracy L#M# 1 F*B# Gilbreth: Podstawy na-
ukowego kierowania praca®, Praga 1924#
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Dla kazdej ltczDy stanowisk n zawsze istnieje c:wkl mi-
nimalny z ktorym mogtaby pracowa¢ pewna dopuszczalna
kombinacja jednostek roboczych. Wzrost cyklu nad wartosé ﬁnﬁ
i.

obniza efektymosc¢ lin

B = ———— 7102/

Bla danego n i T efektywnos¢ linii jest proporcjonalna
N N i ® > Cmin-
Maksymalna liczba stanowisk jest wyznaczona przez

maksymalny czas trwania jednostki roboczej na linii

T
%32: ~ T .. /103/
mazic
Oznaczmy przez minimalny cykl dla n stanowisk*
Zacnodzi:
= n TPt 4 /104/

gdzie p — czas cybclu 1 S - reszta we wzorze np + S =T.

Jezeli S 20, musimy ¢y zaokragli¢ do nastepnej licz-

p dla S =0

/1057
P+l dla s ~ 0

Dla S = 0 mozna otrzyma¢ zrownowazenie doskonate po-

miedzy n stanowiskami, poniewaz T = n.p, wiecC
= = N 0
E n.p 00% /106/

Jezeli S N~ 0, zréwnowazenie doskonate jest mozliwe#
/] zostato zaokraglone do wiekszej liczby# ITa linii bedzie
/n - S/ zapasowych jednostek czasowych# ktdére mozna przypo-

rzadkowac¢ stanowiskom#



& 9 ™
Efektywnos¢ dla S ™ 0 vIynosis

100 . G

Hj S
T + /n - S/

/107/

Jezelil zost¢™ uzyty cykl c”~, otrzymujemy:
Vo
/n - S/ jednostek zapasowych, dla S ifi O,

/108/
O jednostek zapasowych dla S = 0

/2n - S/ jednostek zapasowych dla S 0

dla
n jednostek zapasowych dla S = 0,

1 wreszcie dla.
ot
a Hr H'S/ jednostek zapasowych dla S 4 Of

ch=cM+/r-i/.].
/r-1/._.n jednostek zapasowych dla S

G*

Rozwigzanie problemu tOB

KolejnosS¢ 1 pierwszenstwo poszczegolnych jednostek ro-
boczych sg wyznaczone za pomocag technologicznej kolejnosci
montazu, konkretnych urzadzen lub maszyn, ktére wytwarzajag
state stacje oraz potozeniem, w ktorym obrabia sie produkt«

Stosunki mozna przedstawi¢ graficznie za pomocg mg-—
cierzy incydencyjnej /+ 1 oznacza ™musi poprzedzac**- 1 ozna-
cza ’nie moze poprzedzac¢”, O oznacza ™zadny zwiagzek”/ lub
sieci 1incydency.inej /diagram postepowy/« Jako przyktad przy-

toczymy bardzo uproszczong siec¢.linii montazowej /rys# 81/#



rys. 81

Chodzi tutaj o sie¢ weztowo okreslong zawierajacag
kilka poczatkéw oraz precyzyjnie okreslony cel. Sie¢ jest
przeznaczona dla 16 jednostek roboczych. Liczby przy poszcze-
gélnych zdarzeniach oznaczajg trwanie odpowiednich jednostek
roboczych /w sek, min. itp/. Luki oznaczajg zwigzki kolejno-
sci /incydencji/ - nie trwaja w czasie.

Sie¢ przedstawia mont&z rozwijajacy sie od strony le-
wej do strony prawej. W kolumnie 1 znajdujg sie wszystkie jed-
nostki robocze, ktdére nie musi poprzedza¢ zadna inna jednost-
ka robocza. 0golnie: w kolimnie K /K ~ 11/ znajduja sie
wszystkie takie jJednostki, ktore poprzedzajag tylko jednostki

Juz zaznaczone w sieci. Strzatki prowadzg od jednostek w
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/K - 1/-szej kolumnie do tych jednostek w K, ktore powinny
one poprzedzac»

W sieci bardzo dobrze wida¢, ze jednostki robocze w po-
szczegolnych kolumnach sg wzajemnie niezalezne 1 dlatego moz-
na je wzajemnie zamieniaC dotrzymujgc ograniczen, Np. dopusz-
czalna jest kazda z 5! permutacji kolumny I 1tp. Jednostke 11
mozna przenies¢ do kolumny V rownoczesnie przesuwajac jedno-
stki 4 1 8. Istnieje zatem duza ilosSC topologicznie rownowaz-
nych sieci spedniajacych wartinki kolejnosci.

Znalezienie najkorzystniejszej kombinacji jest dla
bardziej skomplikowanej linii bardzo trudne. Rozwigzanie ana-
lityczne okazato sie bardzo pracochtonno, czasami nawet nie-
mozliwym, Heurystyczne podejscie jest korzystniejsze, W zasa-
dzie uzywa sie tutaj dwu podstawowych systemow»

1/ Tonge®"s System
2/ Kilbridge-Wester Heuristic System.

Zapoznamy sie z ich zasadami»

ad 1/ Fred Tonge dzieli proces na trzy fazy, W 1l-szej
fazie usituje uproscic¢ wyjsciowe sformutowanie problemu za
pomocg agregacji sasiednich jednostek roboczych do nednostek
ztozonych - agpeKatow, Rozrézniamy trzy rodzaje agregatow»
zespo+, 4+ancuch 1 tzw, Z-agreKat, Ich przedstawienie znajduje

sie na rys, 82,
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Dla jednostek 10, 11 i1 12 nie jest okresSlona kolejnoscé»
Majga one wspolne poprzedzajace 1 nastepne zdarzenia. Dlatego
mozna je zamieniC z4ozong jednostkg robocza, ktdrg nazywamy
zespotem ¥]. Uwazamy teraz jednostke z4ozong 1 jednostke
13 za #ancuch. Ich kolejnos¢ /jedna wzgledem drugiej/ jest w
zupednosci wyznaczona, mozna wiec zamieni¢ je jednostkg ztozo-
ng, ktdérag nazywamy 4ancuchem -

Z-agregat jest to zespot 4 prostych lub z4ozonych jed-
nostek. W 1-szej fTazie zespodty te nastgpimy jednostkami z4ozo-
nymi. W ten sposOb znacznie obnizymy z#ozonos¢ sieci.

W 2-giej fTazie stanowiskom roboczym przydzielimy z4o-
zone zadania* Agregaty rozdzielimy tylko wtedy, kiedy okaze
sie to koniecznoscig. W 3-ciej fazie przeprowadzimy koncowe
zrownowazenie za pomoca przydziadtu pierwotnych prostych jedno-
stek stanowiskom roboczym.

ad 2/ System ten korzysta z dwéch wkasnosSci jJjednostek

w siecii z mozliwosci permutacji w jednej kolumnie oraz
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przeniesienia jednostek do innych kolumn# Permutacje w ko-
lumnach umozliwiaja wyhor jednostek o ddugosciach potrzebnych
dla optymalnych zespo#ow stanowisk roboczych# Umozliwia to
przesungC jednostki robocze do stanowisk linii w ten sposob,
zeby jak najlepiej wjdcorzystad cykl#

Dla sieci przedstawionej na rys# 81 T = 5,52 minut#
Doskonate zrownowazenie wynosi wiec dla cykli 5,52 /przypa-
dek trywialny/, 2,76, 1,84, 1,58, 0,92 i 0,69 minut# Odpowia-y
dajaca liczba stanowisk na linii wynosi 1,2,5,4,6 i 8* Zrow-
nowazenie doskonate dla 8 stanowisk wymaga cyklu0,69 /5,52 t

0,8 « 0,69/# "ISL kazdego stanowiska suma czasOw rowna sie
0,69# 3BI9 innych cykli oprécz szesSciu przytoczonych, wiadomo,
ze nie mozna osiagna¢ zrownowazenia doskonatego#

E#M# Mansoor opracowat technike zroéwnowazenia jedno-
stek roboczych oraz heurystyczne rozwigzanie zagadnienia#
Pokazemy zasady tej metody i1 obliczymy przykdad poniewaz moz-
na wtasnie na tej metodzie pokazaC postepowanie heurystyczne#

Zato6zmy, ze udato sie uproscic¢ sieC linii montazowej

do nastepujacej postaci /rys# 83/#
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Nastepnie Mansoor opisuje heurystyczne regudy przypo-

rzadkowania< ktore okreslaja regulamin, weddug ktorego przy-

porzadkowujemy jednostki robocze stanowiskom roboczym w ten

spos6b, zeby osiggnaé¢ najwiekszg efektywnosS¢ E przy spednie-

niu wszystkich ograniczen* Podamy te reguty:

1/ WyznaczyC¢ c”.”™ odpowiadajgce kazdej liczbie stanowisk,

ktéra wchodzi w rachube*

2/ Wybrac¢ jednostke roboczg z WA™ 1 przyporzadkowacC Ja

3/

1-szemu stanowisku*

Obliczy¢ pozostaty /tj. ktdéry nie zostat przyporzadkowany/
czas za pomocag +acznego czasu trwania wszystkich dotych-
czas przyporzadkowanych jednostek na stanowisku 1 odjac te

sume od cjklu*

4/ Wybrac¢ jednostke robocza, ktdérej odpowiada najwieksza wa-

5/

ga W i1 sprébowaé¢ przyporzadkowaC ja l1-szemu stanowisku po

wykonaniu nastepujacych kontroli:

a/ jezeli zdarzenie, ktore bezposrednio poprzedza jedno-—
ste roboczg zostato juz przyporzadkowane, przechodzimy
do 4*7, jezeli nie zostato przyporzadkowane, przecho-
dzimy do 5>

b/ poréwnaé¢ czas jednostki roboczej z czasem nieprzyporzad«
kowanym* Jezeli czas jednostki jest mniejszy od czasu
nieprzyporzadkowanego stanowisku, przyporzadkowac te
jednostke robocza i1 obliczy¢ nowy nieprzyporzadkowany
czas, nhastepnie przejs¢ do *5

Przeprowadza¢ wybdr, kontrole 1 przyporzadkowanie tak dtu-

go, dopoki nie nastgpi jJeden z dwoch przypadkow:

a/ uzyskalismy taka kombinacje, w ktorej nieprzyporzadko-

wany czas rowna sie jednostkom zapasowym /wtedy prze-
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chodzimy do 8/«

h/ nieprzyporzadkowana jednostka robocza spednia warimki
4*a/, 4#b/ /przechodzimy do 6/*

6/ Usung¢ kazdag przyporzadkowang jednostke roboczg oraz za-
cza¢ od najnizszej wagi W /tj. ostatniej przyporzadkowac
nej/, kierowa¢ sie nastepnie 4 i 5 tak d¥ugo, dopoki:

a/ nie zostanie uzyskana kombinacja, w ktdérej czas nie-
przyporzadkowany jest mniejszy albo réwny jednostkom
zapasowym /przejs¢ do 8/*

b/ wszystkie kombinacje majag nieprzyporzagdkowane czasy
wieksze niz jednostkil zapasowe - rozwigzanie nie ist-
nieje /przejs¢ do" ?/e

7/ Wybra¢ cykl o jednostke wiekszy 1 przejs¢ do 2#

8/ PrzyporzadkowaC nieprzyporzadlcowang jednostke roboczg z
najwiekszg waga 2-giemu stanowisku i przejs¢ do 5*

9/ KontynuowacC przyporzadkowanie jednostek roboczych tak
dfugo, az kazdag przyporzadkowujemy pewnemu stanowisku#

Za pomocag podanych regu# bedziemy teraz rozwigzywac
linie na rys* 83s

® = 185 minut, Thax I 45 minuwg#
Maksymalna liczba stanowisk

AT 18 _ ,
Amax ko x Al T

Problem®™ bedziemy rozwigzywa¢ dla n = 2#

®1 ~ 55 jednostki zapasowe /n — sz =1

E:-ﬁgs - i 100 = 99,5%
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Jedn*roboczaj Czas +a”cz-| Jedn*robo-. | Czas +acznylj
2 i 38
5 T 83
5 1 95

bez nieprzyporzadkowa- \
N
nego czasu \

J z jJedng nieprzyporzadko- j

J wang jednostka czasowg g
u

Dla praktycznych obliczen istniejg opracowane progra*-
my na maszyny cyfrowe fTirmy IBM np# IBM 650, I1BM 1401,
IBM 1620, IBM 7090 1 IBM 704« Inny program istnieje rowniez

dla Eemington Eaud Johuniac*
205*3. Zastosowanie metody Monte Carlo do obliczen sieci

Modelowanie przypadlcu nazjrwamy symulacja przypadku
lub metoda Monte Carlo«
Dla poszczegolnych czynnosci sieci PERT mogg nastgpic
nastepujace przypadki:
a/ znamy teoretyczny rozktad prawdopodobienstwa czasu trwa-»
nia czynnosci /dystrybuante, gestos¢ i1tp/«
b/ znamy empirycznie dystrybuante czynnosci uzyskang na pod-
stawie pomiardow statystycznych
c/ jezeli nie zachodzi aait a/, ani b/, wtedy wprowadzimy pew-

ne zatozenia dotyczgce dystrybuanty czasu trwania czynno-
sci*
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W przypadku */ mozemy do oszacowania dystrybuanty
zastosowaC twierdzenie Kodtmogorowa /tw* 12 w

Zalitadamy wiec, ze dla kazdej czynnosci znamy rozkdad
prawdopodobienstwa w postaci dystrybuanty albo gestosci
prawdopodobienstwa»

Oméwienie algorytmu MC;
Zatbzray, .ze dana jest sieC zawierajaca wezdy /zdarzenia/
1I=0, 1,*»»,iL oraz luki /x,j/ ™ P5generator liczb losowych,
/tablice, specjalny program maszyny Cyfrowej/ wytwarza cig-
gi liczb losov?ych zgodnie z rozkdfadem czaséw poszczegdlnych
czynnosci /i,j/ N P* '

Realizacjg projektu nazywamy przyporzadkowanie liczb
+ukom /czynnosciom/ /i, j/ C P. Dla Kazdej czynnosSci mozemy
obliczy¢ czasy poszczegélnych etapéw, w szczegolnosci
czas trwania t™ catego projektu, wyznaczy¢ Sciezki Kkrytycz-
ne, czynnosci krytyczne, zdarzenia oraz pozostate dane po-
trzebne dla sieci CPA. W ten sposob uzyskane ciggil liczb
dostarczajg danych o odpowiednich wielkosciach przypadlcowych*
Za pomocag nich mozemy oszacowa¢ wartosci Srednie, rozrzuty
oraz i1nne charakterystyki wielkosci przypadkowych /Zcentral-
ne twierdzenie graniczne/ albo oszacowa¢ dystrybuante /twier-
dzenie Kodmogorowa/.

Bardzo wazny jest problem oszacowania liczby R* H1i-
czby probek. Rozwigzanie otrzymamy za pomocg zastosowania
centralnego twierdzenia granicznego.

Przykdtad 1. Obliczamy za pomocg metody MC Sredni czas trwa-

nia projektu. Oszacowaniem jest wartosc

0) w

N /109/
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ITiech g oznacza wariancje wielkosci losowe] i

jej wartos¢ Srednig. Ustalimy U w ten sposéb, zeby

/110/

Ostatnie wyrazenie mozna przeksztatci¢ nastepujaco
/ _ A
0i - 1/ T Y P
6o ~ 6 [

/111/

ANjest to wielkos¢ losowa znormalizowana z rozk#adem

normalnym. Dlatego mozna pisac

DV5~P " A5 7BQ

gdzie ) dz /115/

IVW

Za pomocag tablic rozk#adu normalnego otrzymamy

N =1,96 tj. K = 10000.

Dla metody CPM mozna okresli¢, czy czynno$S¢ jest Kkry-
tyczng czy tez nie.

W przypadku metody PERT mozemy tylko okresli¢ prawdo-
podobienstwo tego, czy cz’Viinosc jest krytyczna czy nie. Praw-
dopodobienstwo to nazywamy krytycznoscig czynnosci. Analogia
do CPM moze dla metody PERT prowadzi¢ do niedoceniania sto-
chastycznego cliaraicteru wielkosci. Dla metody CPM maja sens
wyrazeniaj dana czynnos$¢, Sciezka lub zdarzenie sa krytyczne.
Pojecia te nie muszg mieC sensu dla metody PERT.

Oszacowaniem krytycznosci czynnosSci p jest czestosé
wzgledna p = ~ , gdzie U jest liczba probek w metodzie Monte
Carlo 1 M liczbg probek, dla ktorych czynnos¢ M jest kryty-

czng.
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Przykdad 2, Wyznaczymy liczbe probek N 1o ten sposob”™ zeby
dla prawdopodobienstwa 0,95 b#ad p nie przewyzszat 1%.

Z centralnego twierdzenia granicznego

| Ip - P 1~ 0,00 ' =0,95
P -i"o»oi,...,VA./ fp ~ p) / .0,0l. . \zZn_ ~
u @@ - p
Zachodzi p*
Otrzymujemy 0,02* 1,96, stad N = 10000.

Za pomocg metody Monte Carlo mozna oszacowaC dystry-
buante wielkosci przypadkowej za pomocg empirycznej dystry-—
huanty.

Stosujemy przy tym tw. Kodmogorowa.

Przykdtad 3, Mech " bedzie wielkosciag przypadkowg - czasem
trwania catego projektu. Dystrybuante wielkosci
t~ oznaczymy przez P /x/, niech P /2/ jest empi-
ryczng dystrybuantg t™ odpowiadajaca IT prébom
M.G.

Okreslimy N w ten sposob, zeby

p ~ z[ =0,95; Dj-=sup jPiji- P]

Poniewaz dla duzych IT

% 4 z K/Z/,

za pomocg tablic otrzymujemy Z = 1,36

Stad

yil 0,01 = 1,36; IT= 18500 prob.
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2*6* Aspekty obilegaula

Jezeli projekt zawiera wiekszg iloSC czyimosci, opra-
cowanie metod CPIM i PERT jest tak obszerne i pracootitonne, ze
trzeba do obliczen metod tego typu zastosowaC maszyny mate-
matyczne*

Przy obliczeniach korzysta sie z maszyn cyfrowych*

W niektorych panstwach zachodnich, wktorych stosuje sie
metody CPM i PERT na szerszg skale, skonstruowano dla danych
zadan maszyny specjalistyczne, ktére sprawdzajg dane wej-
sciowe oraz drukujg siec¢ /prawdopodobnie wskali czasowej/
zawierajgcg dane o czasie trwania poszczegoélnych czynnosci

| zapasow*

WCSRS mozna dzisiaj opracowywaC metody typu CPM i
PERT na maszynach typu RE SOJE, ZUSE 23 SIRIUS i LGP 50 za
pomocg programéw, ktore zostaty juz dla kazdej z przytoczo-
nych maszyn opracowane, w wigkszosci chodzi o standartowe
profamy bezposSrednio dostarczone przez producenta*

Dla nowo zainstalowanych maszyn - MIISK 2, MIifSK-22,
EPOS, ELLIOTT 503 i innych progra”™ dopiero opracowuje sie*

Czas obliczania za pomocg maszyny matematycznej jest
bardzo krotki, co umozliwia elastyczne kierowanie projektem*
Krotki czas obliczania umozliwia rowniez sporzadzi¢ wiecej
wariantow planu* Dla czasu potrzebnego do obliczenia cate]

sieci, wyprowadzono doswiadczalnie wzor

t s K*N™ + h,
gdzie t oznacza czas trwania obliczenia wyrazony w odpowied-
niej jednostce pomiarowej, R liczbe zdarzen i k —wspodtczyn-

nik zalezny od wiasnosci uzytej maszyny, h - wartos¢ stata*
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2*6*1, Zwiezda charakterystyka eposzcze™olriych. proCTamow

weddujy typu maszyn inatematycz3aych

ITational Elliott 803 B»

Wed+ug dotychczasowych doswiadczen wydaje sie, ze naj-
lepiej wyposazona jest biblioteka programéw standartowych
firmy ELLIOTT* Rowniez ze wzgledu na to, ze maszyny ELLIOTT
80J B w CSRS sg juz powszechnie stosowane, W niniejszej pra-
cy najlepiej opisane sg jej programy standartowe*

Producent maszyny rownoczesnie z maszyng dostarcza
programy standartowe dla metody CPM 101 1 metody PERT-IX)6*

A* Pro(si@mgt01l /G~ Bt/

Program powinien‘spedniaC nastepujgce ograniczenia:

a/ obliczenia mozna przeprowadza¢ tylko z liczbami catko-

witymi;

b/ 110oS¢ czynnosci powinna by¢ mniejsza od 700 dla starszej
wersji programu 1 dla nowej wersji od 1800;

c/ wszystkie wprowadzone dane muszg by¢ liczbami catkowi-
tymi, dodatnimi oraz muszg by¢ mniejsze niz 8191;

d/ d#ugos¢ planowanego projektu powinna by¢ mniejsza od
8191 jednostek czasowych*

Kolejnos¢ obliczania:

a/ do maszyny matematycznej wprowadzamy dane czynnosci oraz
czasy ich trwania

b/ w pamieci zostang utworzone dwie tabele - jedna dla
wynikow, druga dla poszczegolnych czynnosci

c/ obie tabele utozone sg w ten spos6b, ze mozna je badac

w kolejnosci topologicznej;
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d/ oblicza sie najwczesniejszy czas kazdego zdarzenia, Kktory
nastepnie zostanie utozony w nowej tabeli zdarzen

e/ najpozniejszy czas kazdego zdarzenia utozy sie znéw do
tabeli zdarzen

f/ oblicza sie najwczesniejsze i najpdzniejsze poczatki i
konce czynnosci

g/ drukuje sie wyniki.

Wstepne i1nformacje

Korzystne jest pisa¢ dane wejsSciowe do uprzednio

przygotowanych tablic sporzadzonych weddug nastepujagce

wzoru:

 Poczagtkowe NCzas poczatku Przewidywany czas

W zdarzenie pro- 1 zakonczenia
Zdarzenie | Zdarzenie kon- j Czas”trwania czyn- Jj§
wyjsciowe | cowe £ nosci N

Oznaczenie /nazwa/ projektu moze by¢ umieszczone w Ktorym-
kolwiek miejscu wsréd danych. Zawsze jednak musi rozpoczac
sie od znaku s 1 konczy¢ znakiem *biank” . Wtedy oznaczeme
drukuje sie roéownoczesnie z odczytywaniem danych.

Posta¢ wynikow

Wszystkie wyniki sa liczbami catkowitymi wydrukowa-
nymi w tabeli z nagtéwkiem obj~feiajgcym. W nagtdwkach tab*
lic uzywa sie nastepujacych

a/ wersja angielska

E.2 s najwczesniejszy termin
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L.T

najpozniejszy termin
P.E a numer zdarzenia wyjsciowego
S#E = numer zdarzenia nastepnego
K = Sciezka krytyczna
TOTAL FLIOAO? zapas catkowity
b/ wersja czeska
MOZ s najwczesSniejszy termin
NUT = najpoézniejszy termin
POC s zdarzenie wyjsciowe
KON = zdarzenie nastepne

Vf-ymap:ania czasowe

Dane wejsSciowe wczytywane sa z szybkoscig 100 znakodw
na sek# Wyniki diiipowane sg z szybkoscig 95 znakdéw na sek#
Czas obliczania rowna sie |"sek] , gdzie n Jest liczbg
czynnosci w projekcie* Czas obliczania liczy sie H#3acznie
Z wprowadzeniem danych 1 vjyprowadzeniem wynikow*

Dla zastosowania programu LO1 opublikowano przez A~
dziat programowania ITATIOrlAL ELLIOTT instrulccje, w ktorych
znajduja sie wszystkie potrzebne dane o programie 1 Jego za-
stosowaniu* Instrukcje te zostaty przetdumaczone na Jezyk
czeski w Centrum Obliczeniowym Maszyn Biurowych n*p* Praha
/Vyzkumne Vypocetni Stredisko Kancelarskych Strojn n*p* Pra-
ha/#

B* Program 06 - PERT U

Program musi spedniaC nastepujgce ogranigzenia:

a/ 1los¢ czynnosci powinna by¢ mniejsza od 2950t
b/ rdéznica miedzy optymistyczng 1 pesymistyczng oceng czasu

trwania kazdej czynnosci powinna by¢ wieksza niz 762



- 207 -

potdéwek dnia /12,5 miesiecy/,

c/ czas trwania catego projektu musi by¢ kroéotszy niz 8191
potowek dnia /11 lat/

d/ wszystkie nimery zdarzen powinny znajdowa¢ sie w prze-
dziale od 0001 do 9999 wkacznie

e/ projekt musi posiada¢ tylko jedno zdarzenie poczatkowe
1 tylko jedno zdarzenie koncowe# Jezeli wystagpi koniecz-
nos¢ istnienia kilku zdarzen poczatkowych, zdarzenia te
musi poprzedza¢ wspolne zdarzenie fikcyjne, ktore jest
potaczone z nimi za pomocg czynnosci Tikcyjnych z czasem
trwania rownym zeru# Jezeli potrzebne jest istnienie Kkil-
ku zdarzen koncowych, postepujemy analogicznie do poprzed-
niego przypadku#

Kolejnos¢ obliczania

1# Do maszyny wprowadza sie dane sterujace wyper:foro—
wane weddug formularza danych sterujacych”

a/ najmniejszy i1 najwiekszy numer zdarzenia,

b/ data rozpoczecia projektu®,

c/ wagi trwania czynnosScii

d/ tablice.

2# Do maszyny wprowadza sie dane czynnosci, tj, nume-
ry zdarzen poczagtkowych i koncowych czynnosci oraz trzy
oszacowania czasu trwania kazdej czynnosSci#

Informacje o zdarzeniach zostang wprowadzone do komo-
rek roboczych Aom6rek zdarzen/; informacje o czynnosciach
zostang umieszczone w komérkach roboczych A Aomdérkach czyn-
nosci/#

5# Zostanie utworzony wykaz zdarzen w kolejnosci

topologicznej 1 nastepnie zostanie on wkhozozay do komérek
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roboczych E* Pomocnicze wykazy czynnosci nachodzacych na kaz-"
de zderzenie zostang wtozone do komorek roboczych A.

4* Dla kazdego zdarzenia obliczy sie rozrzut oraz
miarodajne odchylenie 1 zostang one wHtozone do komérek robo-
czych E*

5* Zostanie obliczony najwczesniejszy termin kazdego
zdarzenia oraz zostanie on wikgczony do spisu zdarzen.

5. Utworzy sie wykaz zdarzen w od™/réconej kolejnoé
topologicznej i najpdézniejszy termin kazdego zdarzenia whozy
sie do komorek roboczych E.

7# Zostanie obliczony zapas czasowy kazdej czyonosci

1 wkozy sie go do komérek roboczych A. Po wyzerowaniu po-
mocniczych wykazéw czynnosci nastepujacych na kazde zdarze-
nie zostang uporzadkowane czasowe zapasy czynnosSci i w ko,
moérkach roboczych A zostang utworzone pomocnicze 7?;ykazy
czynnosci poprzedzajacych kazde zdarzenie.

8. Wydrukuje sie tablice 1; potrzebne informacje udo-
zone w pamieci oblicza sie przy drudcowaniu.

9. Zostanie utworzony wykaz zdarzen w kolejnosci topo-
logicznej, pomocnicze wykazy wyzerowanych czynnoé%i poprze-
dzajacych kazde zdarzenie oraz pomochicze wykazy czynnosci
nastepujacych po kazdym zdarzeniu, ktore zastgpity wyzerowane
czynnosci,

10, W komérkach E zostanie utworzony wsicaz zdarzen w
kolejnosci najwczesniejszych poczatkéw; wykaz pozostaje cig-
gle w kolejnosci topologicznej,

11, Jezeli wystgpi potrzeba, zostanie vjydrukowana tab-

lica 2; potrzebne informacje, ktdére nie sg umieszczone w par-
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*mieci, zostaag oMiczone 1 wydrudcowane*

12. Pomocnicze wykazy czynnosci nastepujacych po kaz-

dym zdarzeniu zostang wyzerowane z pamieci rownoczesnie z
zapasami czasowymi, ktore hydty utozone w komdérkach A. Nastep-

I nie zostang obliczone najwczesniejsze zakohczenia czynnosci
\ 1 utozone do komdOrek A.

15. Zostang utworzone pomocnicze wykazy czynnosSci naste-

L.pujqcych po kazdym zdarzeniu oraz. zostang one Btozone do ko-

morek A.
| 14. Jezeli wystgpi potrzeba, zostanie wydrukowana tai«
Jolica 3*

15. Jezel1 wystgpi potrzeba, zostanie wydrukowana tab-
lica 4.

Informacje wstepne

Perforowanie danych do programu wykonuje sie nie we-
dfug przepisow waznych dla autokodu lub dla ELLIOCT ALGOL#

Dane trzeba perforowa¢ zgodnie z przepisami podanymr
w publikacji WS maszyn biurowych PERT 111, nr ew. 803 bO6#

Ogolnie dane wejsSciowe dzielimy na dane sterujace 1
dane czynnosci# Oceny czasOow trwania muszg by¢ liczbami cat-
kowitymi, jJednostkg czasu jost potowa dnia# Ze wzgledu na to,
ze zaktadamy 5"7io dniowy tydzien roboczy, mozna uwaza¢ za
jednostke czasu rowniez 0,1 tygodnia.

Posta¢ wynikow

Czasy trwania, zapasy czasowe 1 zapasy czasowe nieza-
lezne podane sg w postaci liczby catkowitej, ktdéra podaje

1los¢ potdwek dni. Poszczegolne ddugosci trwania czynnosSci

utozone sg w maszynie \y postaci liczb catkowitych podajacych
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11oS¢ potdwek dni# Przy dr ukowaniu zaokrggla sie je do ca-
+ychi dni#

Przy obliczaniu rozirzutéow i ich sumy pojawiajg sie
b+edy powstate przy zaokragleniu# Biedy te nie przewyzszajag
10 oo

WyjsScie jest uporzaclkowane w czterech tablicach#
Pierwsza tablica zawiera po3!?6wnanie wszystkich cz3annosci ze
wzgledu na zdarzenia poczgtkowe oraz zapasy czasowe, wyznar*
cza Sciezke krytyczng i1 dla kazdej czynnosci podaje dane
najwczesniejszego 1 najpoézniejszego zakonczenia czynnosci,

wartos¢ zapasu czasowego catkowitego 1 wolnego oraz rozrzutu#

Druga tablica zawiera same dane przy wstepujgacym upo-
rzadkowaniu czynnosci ze wzgledu na najwczesniejszy poczatek
kazdej czynnosSci#

Trzecia tablica jest podobna do poprzedniej, roéznica
polega na tym, ze podaje przeglad najwczesniejszych kohcoéw
czynnosci#

Czwarta tablica jest to praktycznie biorgc inwentary-
zacyjny przeglad wszystkich czynnosci uporzadkowanych wed4ug
zdarzen poczatkowych oraz zaznaczone sg najwczesniejsze ro2>-
poczecia i i1ikonczenia odpowiednich czynnosci*

Uporzadkowanie poszczegdélnych tablic jest bardzo prak-
tyczne 1 przejrzyste# Mozna powieazie¢, ze program L0O6 jest
najbardziej progresywnym programem dostepiiym w GSRS dla metor-

dy PERT#
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Wjanap™ania czasowe

Jezeli oznaczyiuy przez A liczbe czyanosci projektu,
to czasy /minuty/ poszczegélnycti czesci oraz gtdédwnego pro-
gramu ola?eslajg w przyblizeniu nastepujgace wzorys

a/ 805 N * kontrola danych:

b/ 803 LOS B - g4déwny program czesci 1

1, wczytywanie danych: 12 A
4000 - A
, A
2* opracowanie:
200

c/ 805 LOS C - g4#déwny program, czesC 2

1™ opracowanie przed dziurkowaniem tablicy 1

N\ AN

_ _ x4 } A
2. dziurkowanie * tablicy 1 : ~ + "gSOIT"

3* opracowanie™™ w czasie pomiedzy diurkowa-
niem tablicy 1 1 tablicy 2: 2,3* v r

3Y _ A ~n AN

4* dziurkowaD.ie tablicy 2:

5, opracowanie™”™N"”N pomiedzy dziurkowaniem tab-

licy 2 1 tablicy 5s A

VANVAWAN
60 dziurkowanie” tablicy 3i A

/

7® dziurkowanie*™ tablicy 4: A/42 +

x/ Zachodzi OMANI* Wartos¢ ~ , ktdra Jest zwykle mata,
zalezy od ztozonosci grafu siatkowego oraz od porzadku
odczytywanych danych«

XZx/ Czas ten musimy dodgczy¢ do obliczeR czasu, jezeli mamy
dziirckowa¢ tablice 2,3 lub 4«
xxx/ Czas ten musimy do%qczyé do obliczen, jezeli mamy dziur-
kowa¢ tablice 3 lub 4«
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LGR..3

1

A, Pic " “Jmdla meuw™y CPM

Prosrbliny dla metody CIM opracowaae przea Instytut dla
spraw typizacji w Pradze 1 Centrum Obliczeniowe Instytutu
Ekonomiki 1 Organizacji Budownictwa w Bratystawie sg dostep”
ne w przytoczonym centrum obliczeniowym.

Ich zastosowanie w praktyce jest mozliwe tylko na pod-
stawie szczegotowych informacji pracomikow centrum oblicze-
niowego Instytutu Ekonomiki 1 Organizacji Budownictwa w Bra-
tystawie,

B, Program dla metody PERT

Program dla rozwigzywania zadan za pomocg metody
PEET LGP-50 jest to program standartowy opracowany przez
prodecunta maszyny.
Dane wejsciowe spedniajg nastepujace ograniczeniag
a/ liczba zdarzen powinna znajdowa¢ sie w przedziale od 1 do
511,
b/ liczba czynnosSci nie moze przewyzszacC 2048,
c/ dane czasowe /dla jalciejkolwiek obranej jednostki czasu/
poszczegélnych czynnosSci nie powinny przekraczac¢ 127 ty-
godni 1 miarodajne odchylenie czasu nie moze byC “Wieksze
niz 31,
d/ liczba czynnosci konczacych w jednym zdarzeniu lub roz-
poczynajacych sie w nim moze maicsymalnie rowna¢ *sie 63,
e/ wartos¢ najwczesniejszego zakonczenia powinna by¢ mniej-*

sza lub rowna 1023 jednostkom.
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Czas olDliczania jest proporcjonalny do ilosci czynno-
sci# 800 czynnosci zostanie obliczone w ciggu 85 minut,
dziurkowanie wynikéw w ciggu 65 minut, wprowadzenie programu

1 wyprowadzenie danych 55 minut*

12.6.1.5. ZIJSE _22

Dla tej maszyny matematycznej jest dzisiaj do dyspo-
zycji tylK:o program metody CPM.
Program operuje wartosciami catkowitymi. Maksymalna
liczba czynnosci wynosi 800, maksymalny czas trwania 9999
Q/Ol'giednostek czasowych /dowolnych/ i nazwy poszczegdlnych czyn-
iﬁmﬁci moga zawieraC najwyzej 35 znakow.
Druliowanie wynikéw jest zredagowane jak nastepuje:
a/ nagtowek tablicy /CPM, nazwa zadania, data, wHasciwy na-
gtowek dla oznaczenia nastepnie drukowanych danych/,
b/ kolejny druk /w jednym wierszu/
— numer zdarzenia poczatkowego czynnosci /Zi/
— numer zdarzenia koncowego czynnosci /j/
— czas trwania czynnosci /Zy/
— nazwa czynnosci
— termin najwczesniejszego poczatku czynnosci
— termin najwczesniejszego ukonczenia czynnosci
— termin najpoézniejszego poczatku czynnosci
— termin najpoéznie jszego iitkonczenia czyimosci
— zapas catkowity
— zapas wolny
— zapas zalezny
— zapas niezalezny

oznaczenie czynnosci lezacej na Sciezce Krytycznej.
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c/ drulcowanie projektu biezgcej doby 1 drukowanie danych

pomocniczych /Zjak w punkcie b/#

2*6.1.4* SIRIUS

Dla maszyny SIRIUS zostat opracowany przez firme
FERRARTI program metody CPM*

Dla programu wymagany jest zapis diagramu sieciowego
w szczegblnej postaci, przydatnej do formularzy wyjsSciowych#
Wszystkie czynnosci drukuje sie potem w tej kolejnosci, w
ktérej wstepowaty do zadania, drulcowanie zawiera rowniez naj-
wczesniejszy 1 najpoézniejszy poczatek 1 koniec kazdej czyn-
nosci oraz zapasyt catkowity, wolny i niezalezny#

Program standartowy SIRIUS mozna zastosowa¢ do projek-
téw zawierajacych 1000 zdarzen /wez46w/ i1 1400°czynnosci,
mozna go jednalc dostosowac¢ do projektow zawierajgcych 2000
zdarzen 1 2800 czynnoSci# Maksymalne trwanie czynnosSci nie
moze przewyzszaC 9999 jednostek czasowych# Fazda czynnosc

mozna opisaC za pomoca najwyzej 25 znalcow /bitow/#
2.6.1#5. Tabelator 1 320

Ze wzgledu na réznice miedzy maszynami 1 tabelatorem
opiszemy szczeg6towo obliczanie za pomocg tabelatora Q) 520#

Dla obliczenia S$ciezek kryi;ycznych za pomocg 1 520
trzeba przygotowa¢ trzy rodzaje kart# Wychodzimy z sieci
powigzan, ktdora przedstawia wszystkie czynnosSci oraz powig-
zania pomiedzy nimi#

Pierwszy zespo+ kart tworzg karty podstawowe, na kté-
re zostanie wydziurkowany

a/ numer zdarzenia poczatkowego czynnosci
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b/ numer zdarzenia 1”oncowego czynnosci

c/ czas trwania czynnosci

d/ wartosci 7¢J /trwania/ przesytane do rejestru;
potrzebne do obliczania maicsimum I minimum

e/ tekstj ktdéry jJest komentarzem odpowiedniej czynnoSci#

Drugim zespodem kart sag karty programowe, na ktore

zostanie wydziurkowanys
a/ numer obydwu zdarzeii
b/ numer karty programowe]
c/ dziurkowanie, ktore kieruje czynnosScig rejestrow
przy porownywaniu wartosci 1 dziurkowaniu sumarycznych
kart®

Jednej karcie podstawowej moze odpowiadacC.kilka kart
programowych®

Trzeci zespot kart tworza karty sumaryczne, ktdore sg
rezulta™tem przeksztatcenia kart podstawowych 1 programowych®
Karty sumaryczne dziurkuje sie w dwéch fazach;

1* przy obliczaniu rainimum dziurkuje sie
@ numery obydwu zdarzen
wartos¢ y™ /trwanie/
— wartos¢ poczatkowag i1 koncowg minimum
- teksuy«
20 przy obliczaniu maksimum dziurkuje sie poczagtkowag

I kohncowg wartos¢ ma].csymCilng.

Karty podstawowe tablicuje sie dwa razy, za kazdym ra-
zem inaczej uporzadtiowane® Obliczenie roznic pomiedzy m.inxmum
I maicsimum /Sciezke kr;™Myczna/ przeprowadza sie dopiero przy
tablicowaniu kart sumarycznych, kiedy mamy do dyspozycji

tablice wszystkich wartosci oraz opis wszystkich tekstéow®
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Procedura klasyfikacji i tablicowania

Rys.lI

Karty uporzadkujemy w nastepujacy sposobt

1 karty podstawowe

2# karty prograjnowe 1*dla oT~liczenia minimum
3. karty programowe 2«dla obliczenia minimum
4* Kkarty programowe 3*dla,,obliczenia minimum*

Porzadkujemy wedtug numerow zdarzen.

Tablicujemy z wlaczonym wytgcznikiem V 1, V4, V9 - T 14
oraz z sumatorowym dziurkaczem.

Po tablicowaniu uporzadkujemy karty programowe dla oblicza-

nia minimum.
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Eys. 11

Do kart podstawowycli~dotgczaiiiy karty programowe dla maksi-

miim oreiz uporzadkujemy nastepujaco:

1 kartypodstawowe

2«  kartyprogramowe dXa maksimum
5. kartyprogramowe 2« dlamaksimum
4. kartyprogramowe maksimum

Porzadkujemy nastepujaco
Tablicujemy z wkaczonym. 1, v .. V 7» V 9 -V 14;

sumatorowy dziurkacz dodziurkowadé do kart sumaryeznyob»



218

~KarFu
sum.

Te hst.

Sum.

Eys. |1

Zesiau.
honcout

Karty sumaryczne i tekstowe utozymy w ten gposols, ze ukiad

jest

1. tekstowy

2. sumaryczny oraz uporzadkowany wedtug numeréw zdarzen.

Tablicujemy z wilaczonym V A - uzyskujemy koncowe zestawienie.

Ograniczenia i czas wykonania trzeba ustali¢ dla kazde-

go projektu oddzielnie.



Adres centrum obliczeniowego

2#

3*

A*

Adres centrum obliczeniowego

1*

2*
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2«6«2* Lokalizacja maszyn matematyczaych w CSRS™ na ktoérych

mozna opracowywa¢ metody CPM 1 PERT /stan na 1«1>65r»/

A/ NATIONAL 805 B

ITazwisko odpo-
wiedzialnego pra-
cownika

Vyzkumne v~oStove stredisko tow* Sloup

KSOT; I1Tarodni trida 19» H)3
Prakia 1 inz. Vseticka
Oeskoslo”ensl” statni ener- inz* Kolarik
geticky dispecink; Jungma- inz. Sip
nova 299 Praha 1
Vyzkumny ustav technickoe- inz. Btaha
konomicky chemickeho pru- Blazek
myslui Stepanska”™ Praha 1 inz. Kluson
Y~Nrocetni stredisko SLOVUAPT i1nz. Horvath
Bratystawa; 71cie Hrdlc,
Bratystawa

B. LGP 50

Nazwisko odpowie-

dzialnego pracow-
nxka

Centrum numericke matema- Pokorna CSC

tiky UKj Malostranské, 71lach
naiaesti 25| Tl1l?aha 1
Ustredna mechanicke eviden- dr Holy

ce| I1Tekazanka 51 Pi™aha 1

Telefon
Uwagi

234656

247645

244641

Telefon
xJwagi

cCm nie
przeprowadza
obliczen

dla organi*»
zacji gosp.
532 132--8

225 1168



B«

4+#

Vypoctowe stredisko UEOS
Bratystawa

Yycliodoslovenske zelezarny,
Koszyce

Laborator pocitacich stroju
VVr, Trida obrancu Miru 21,
Brno

ZUSE 23

Adres centrum obliczeniowego

1*

5*

V;~ccetni stredisko n.p.CKD,
U Kolbenky 159» Rpaha -
Vysocany

SOED - vypocetni stredisko
Ostrawa |

Statni yyzkumny ustaw
tepelne tecbniky; Husova 8
Praha 1

D. SIRIUS

Adres centrum obliczeniowego

1.

Vyzkumny ustav hutnictvi
a zeleza, Konradova 14,

Praha - Vysocany

220

Vicek

prom.mat*
Kovicky

Novak

Nazwisko
pracownika

Malir

1}
>
N

Brandéis

inz. Osvald

Nazwisko
pracownika

prom™mat,
Blazek

25 501-5
25 601-5

Telefon
Uwagi

86, wewn*
2047

247751-5

Telefon
Uwagi
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2.6.3.
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Przeglad zagraniczgaych proCTamow

Dla mozliwosSci pordéwnania w gaiciej

metody CPM 1 PERT w panstwacii zachodnich,

najhardziej znanych programow.

Program dla maszyny

BDEEOUHGS 220

BIBEOUHGS 220

CONTROI. DATA 6-15

COOTROL DATA 6-20

COOTROL DATA 6-20

COOTROL DATA 1604

GE-225

HONEYWELL 400
lub 1400

HONEYWELL 800
fub 1800

I1BM-650

Metoda Ograniczenia

PERT 500 czynnosci
500 zdarzen

CPM 400 czynnosci

CPM 865 czynnosci

PERT 431 czynnoSci

PERT 1 150-2000
czynnosci

PERT 11 150-2000
czynnosci

PERT 3000 czynnosci

PERT 21000 czyn.

CPM 1000 zdajczen

PERT 1400-3000
czynnosci

PERT niteo”™aniczona
1losc

CPM 999 zdarzen

skali

sie:

stosuje sie

przytoczymy spis

Uwag i

Data kalendarzo-
wa, dowolne n ijue-
rowanie czynnosci

Bez dat kalenda-
rzowych oraz nu-
merowych opisow

Dowolne nizmero—
wanie zdarzen;
optymalizacja
naktadédw nazywa
»CRITICAL
PATH MOTHOD PRGR»»
i »PROJECT MONI-
TOR AND CONTROL
METHOD /PROMOCOM/I

Obliczanie zapa-
sOow wewnetrznych
planowanych da-
nych

Nazwa '"'LESS**;
optymalizacja
nak+adow



Numer

11*

12 -

13*

14.

15#

16.

17.

18.

19.

20,

21,

Program dla naszyny

IMB-650 lub n620

IBM-704 lub 7090

I1BM-1401

I1BM-1401

I1BM-1410

I1BM-1620

LBM-1620

I1BM-1620

IBM-770 1 1401

IBM-7090

IBM 7090
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Metoda

CPM

CPM

PERT

CPM

CPM

PERT
CPM

CPM

PERT

PERT

PERT

PERT 111

Ograniczenia

999 zdarzen

nieograni-
czenie

985-2125
zdarzen

1000 zdarzen

5397 zdarzen
I czynnosci

999 zdarzen

15500 zdarzen

12000
czynnosc! w
szczego6towej
sieci

Uwagi

Do ”LESS« doka™
czono planowani™!
sit+ roboczych we
ddug 10 kategori

Optymalizacja
naktadow

Kilka programow "
dla sprawdzenia
danych wejscio—»
wych przez zastc
dowanie APL/JHO
wersji NASA
programut

dla IBM 70901°

CPM posiadajgca
niektdre cechy
metody PERT?
prawdopodobien-
stwo 1 planowane
dane

z optymalizacja
naktadow

Przypadkowe nu-
merowanie zda- 1
rzen i kolejnosc}
czynnosci

Komoanac p¥abrlei
tacji czynnosci
1 zdarzen u

PERT "operujaca
z czynnosSciami
lub zdarzenia-
mi; graficzne ;
wyjscie; nazwa
PERT 111



Tumer Program dla maszyny

22.

23.

FX

25.

26.

27 .

28.

IBM-7090

IBM-7090

IBM 7090/9"
C—»E-1-E

IBM 7090/9"

IBM 7090/94

IBM 7090/94

~ 1BM 7090
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Metoda Ograniczenia

PERT 5120 czynnosci
w szczegotowej
sieci

CPM 8000 czynnosci

CPM 700 czynnoSci

1000 czynnosci

PERT 7500
czynnosci

PERT 7168 czynnosci

PERT 4000 czynnosci
w szczegotowej
sieci

125 podrzed-
nych sieci
lub 50000
czynnosci

Uwagi

PERT pot#gczona
z kontrola na—
k#adéw; zagesz-
czenie siecli;
eraficzne wyj-
scie; kilka po-
zioméw sumy na-
kdadow

CPM potgaczona z
rozplanowaniem
sit roboczych.
/99 branz/ do
sieci; maksymal-
nie 6 branz na
jedng czynnoscé

RTazwa *RAL"IPS*;

rozplanowywuje

ograniczone zro-
d¥a wsrod konku-
rujacych czyinio-
dci; 700 czyimo—
Sci do 5 projek*"
tow 1 20 zroded

Nazwa *NAP** /Net”
work Automated
Printing/

PERT z optym”™i-
zacja naktadow i
kontrolg. 77po-
ziomow. sum>"f

Nazwa PERT/COST.

PERT, tylko jed-
na czasowa ocena;
sumowanie wed4ug
MILESAOITES;
nazwa NA_SA PEET

B

Wyjscie graficz
ne drukowanie
Siecl .

Nazwa: "'‘DOUGLAS*
PERT IIAK N
SYSTEM™.
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5. DODATKI 11aTEMATICZNE

3,1, Wprowadzenie do teorii CTafow

Dla i1lustracji pojecia grafu /wykresu/ rozpatrzymy
teraz kilka przyktadow. -

Przyktad 1.

Rozwazmy mechanizm, ktdéry moze znajdowaC sie w skon-
czonej 1i1losci stanéw, np# piec sFanéw A, B, C, D, E. Przy
tym dziatanie mechanizmu polega na tym, ze podczas jednej
fazy moze przechodzi¢ z jednego stanu w driogi. Zatoézmy, ze
podczas jednej fTazy roboczej przechodzi z jednego®"stanu do
drugiego wedtug nastepujacych.zasad;

Ze stanu A mozna podczas jJednej fazy przejs¢ do sta-
nu B,

z B do C
z C do D
z D do E
z E do A.

Okreslamy przeksztadcenie przejscia od jednego stanu
do drugiego nastepujgco;

Ta =B Tc =D

/B =C A) = E

rs =A
Dang sytuacje mozna przedstawi¢ graficznie za pomocg

rysuiikiu /rys. 84/:
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Rys. 84
Poszczegolnym stanom mechanizmu przyporzadkowujemy
punkty na ptaszczyznie.
Jezeli /X =y, gdzie x,y oznaczaja ogolnie stany
mechanizmu, rysujemy krzywg zorientowang, ktora 4aczy punkt

przyporzadkowany stanowi X z punktem przyporzadkowanym stano®

wi y.

rys. 85

Przykdad 2. /uogdélnienie prz~isidtadu 1/

Rozwazmy znow mechanizm, ktdéry moze znajdowacC sie w
stanach A,B,C,D,E. Niech zachodzi;

1. ze stanu A przechodzi do stanu B z prawdopodobien-

stwem 1/2 i1 do C rowniez z prawdopodobienstwem 1/2«
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2* ze stanu B do A z pravjdopodobienstwem 1/2 i pozo-
staje w stanie B z prawdopodobienstwem 1/2*

3* z C do D z prawdopodobieristwem 1/4 1 do E z praw-
dopodobienstwem 1/2 oraz pozostaje w stanie C Z prawdopodo-
bienstwem 1/4*

4* z D do A z prawdopodobienstwem 1/3, do B z praw-
dopodobienstwem 1/3 oraz z prawdopowobienstwem 1/3 pozostaje
WDe

5. ze stanu E mechanizm przechodzi do stanow A,B,C,I)

z prawdopodobienstwami réwnymi 1/4.

Oznaczmy przez p przeksztatcenie nastepujace:

P przyporzadkuje kazdemu stanowi x zbidr wszystkich sta-
now y, dla ktérych zachodzi: ze stanu X mozna przejs¢ podczas
jednego taktu do stanu y z prawdopodobienstwem réznym od zera,
Zwigzek ten bedziemy zapisywaC nastepujgco: y £ /\. /"X
jest zbiorem wszystkich elementow y, dla ktérych zachodzi
y 6 /%*

Jezeli elementy tego zbioru oznaczymy y™

wtedy mozna napisacC

AX = YV y2 >FSyic

Wnaszym przypadku przeksztatcenie H jest okreslone

nastepujaco:
/M =18,c]|
Thb =l1la,| -
Tc  ={c, pD, e}
pa ={A, b, d]
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Widzimy, ze w przyktadzie 2 przeksztatcenie Jest wie-
loznaczne, przeksztatcenie w przyktadzie 1 by4o jJednoznaczne*
Przeksztatcenie zbioru |™A,B,C,D,e | w siebie mozemy

znOw przedstawi¢ za pomoca nastepujgcego schematu:

rys* 86

*Przykd+ad 3 /Proces +ancuchowy/

Proces +*ancuchowy mozna opisaC za pomocg zbiorow czyn-
nosci 1 etapow* ITiech A,B,C,D,E sg etapami oraz mamy zbior
czynnosci a,b,c,d,e,f,g* »

Jezeli X, Y sa dwoma etapami i1 X czynnoscia, bedziemy
mowic¢, ze X jest etapem poczatkowym czynnosSci jezeli czyn-
nosS¢ X moze rozpoczal sie tylko w etapie X oraz bedziemy mé-
wi¢, ze Y jest etapem kohncowym czynnosci X, jezeli bezposred-
nio przez realizacje etapu Y trzeba wykona¢ czynnosS¢ X.

Jezeli X jest etapem poczagtkowym i1 Y etapem konncowym
czynnosSci X, wtedy uzywamy zapisu X = /X* Y/*

Niech w naszym przypadku:

a = (M) 0= (b,e)
b = (a,c) f = (d,b)
c = (b,c) S= (c,BN

d = B,D)
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Sytuacje te mozna przedstawi¢ w sposOb nastepujacy

/rys. 87/

rys. 87

Przyk+ad ™ /sie¢ wodna/
Zato6zmy, ze mamy sieC¢ wodng przedstawiong za pomocag planu

/rys. 88/s
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rys* 88

Strzatki 1 liczby w poszczegélnych gateziach okresla-
ja kierunki 1 szybkos¢ /w hl/min./ przep4ywu wody» /W gate-
zi oznaczonej liczbg 0 moglismy réwniez narysowaC strzatke
w odwrotnym kierunku/*

Poszczegb6lne gatezie rozchodza sie albo zbiegaja sies

Oznaczymy rozgatezienia 1 sptywy przez a,b,c,d,ejf
/zobacz rysunek/ oraz wprowadzimy oznaczenia dla poszczegol-

nych gatezii

a = d= (b,d) g «(d,e)

b = ®

C = (b,0) f= (c,en

Np. zapis a = ozi™acza, ze gatgz a wychodzi z a

i wchodzi do b, Tablica okresla zwigzki pomiedzy poszczego6l-
nymi gateziami 1 wezdami sieci wodnej. Przy tym nie zwracamy

uwagi na takie problemy, jaki jest ksztatt poszczegdlnych
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gatezi, charakter brzegdéw itd«

Sytuacje mozna zilustrowaC za pomoca nastepujacego pla-

nu /rys. 89/.

rys. 89

Przechodzimy nastepnie do ogolnej definicji CTafu.

Graf jest to uporzadkowana, para P , gdzie X jest zbio-
rem skonnczonym i P -Drzeksztatcenie /na ogot wieloznaczne/
zbioru X w siebie®

X r. Xi

Elementy zbioru X nazywamy wezdami.. Widzimy bezposSred-
nio, ze przyktady 11 2 przedstawiajg grafy.

Zeby méc stwierdzié, ze roéwniez przykdady 5 i ~ mozna
uwazac¢ za pewne grafy, podamy nastepnie inng definicje grallu
rownowazng z poprzednig. W tym celu wprowadzimy pojecie

luku; 4uk jJest to uporsadlcowana para wez#éw u
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Wezet X nazywamy wezdem poczgtkowym +tiku u, wezet y

nazywamy wezdem koncowym 4uku u«

Rownowazna definicna CTai®u:

Grafem nazywamy uporzadkowang pare zbiorow (tn) 9
gdzie X jest zbiorem wezddéw 1 U jest zbiorem H4ukow.
Twierdzenie 1; Wyzej podane definicje grafow sga rownowazne#
Dowod# Przeksztadceniu H mozna wzajemnie jednoznacznie przy-
porzadkowa¢ zbidr U nastepujgco: jC T X/y Jjest obrazem X
przy przeksztatceniu /wtedy 1 tylko wtedy, gdy (x .y)eu .

Graf bedziemy oznacza¢ za pomocag duzej litery G# Za-
pis G = X, rj lub G = (™>") oznacza graf okreslony zbio-
rom wezdéw X 1 przeksztatceniem P ewentualnie zbiorem 4u-
+ow U#

Przytoczong definicje objasnimy na przyk#adach:

Skonstruujemy zbior U dla przyk#adu 1
u= "~ G@bp) , G.) , €4) , @.e), @®,)

ASkonstruujemy nastepnie przeksztatcenie P dla przy-

k+adu 4
Pa = b,c]| Pc = 1d,e | Pe = | T
Pb=j3~c,d]| Pdsleef] Pf=1]0]

Symbol O oznacza zbidr pusty#

Definicja# Funkcje , ktéra przyporzadkowuje kazdemu 4u-
kowsr u = ~2~ZX,yj grafu G liczbe rzeczywistg T (U) = f(x,j)
nazywamy okresleniem dfukowym grafui

Definicja# Graf z okresleniem dfukowym grafu nazywamy grafem

+tukowo okreslonym#
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W przyktadzie 4 mamy graf, ktory wyznacza zwigzki mie-
dzy poszczegélnymi gateziami 1 wezdami sieci wodnej. W nie-
ktérych zadaniach wazna jest znajomos¢ szybkosci przepdywu
w poszczegOlnych gateziach. Graf dukowo okreslony otrzymamy
w ten sposbéb, ze wprowadzimy funkcje 7j ktora kazdemu 4u-

kowi przyporzadkowuje odpowiadajaca jej szybkos¢ przeptywu!

T (a,b) =5 L T (d.e) =0
(a,c) =5 f (c.<d = =8
fr,0) =1 f(c,e) =2 f~.fF) =2

Graf tukowo okreslony przedstawiamy graficznie w ten
sposb6b, ze do kazdego #uku dopisujemy wartos¢ funkcji | Tuj =

Dla przyk#adu 4 otrzymamy wiec /rys, 90/i

rys, 90
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Oczywiscie j ze kazdemu H+ukowi grafu mozna przyporzad-
kowa¢ kilka wartosci®

Wprowadzimy nastepnie kilka poje¢ z teorii grafow®

tancuchem grafu nazywamy ciag 4ukéw z U
1™uN postaci VLN = 51 =1,2,000,k®
nazyv7amy weztem ,poczatkowym 4ancucha, weztem konco-

wym 4ancucha®
tancuch, dla ktérego i1 ™ J A nazywamy”
Sciezka /droga/;, sciezka jest wiec szczegdélnym przypadkiem

+ancucha kazdy wezet wystepuje tylko raz/®

Jezeli | Jest Sciezka, ud a I-1I* M) o »
wtedy cigg 4ukow | un,®R®, Uu”N, nazyviamy petla®,
Luk jest rowniez petla®

Dla ilustracji wprowadzonych poje¢ przytoczymy przy-

ktadys
Ciag tukéw | (s .d) , . éb) , 6.1,

z przykd4adu 2 jest 4ancuchem, ale nie jest Sciezka®

Ciagi +tukow N
nie sa 4ancuchami®

Ciag Hukow ® &.b) ., ®G.al ., @.c) , (Ch)ij
jest okregiem®

Liczbe 4ukow H4ancucha nazywamy ddugoscig +tancucha®

3®@1l«1* Sjpeci

Graf G nazywamy acyklicznym® jezeli nie zawilera zadnej
petli®
Ho2viazmy graf G = (X, P ] , w ktérym zostaty wybrane

dwa wezty z B zJ (g nazywamy wiezdem we.isclowym»
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z — wezdem wy.iSciowT/» Zatdzmy, ze zachodzi:
1/ G jest acykliczny
2/ dla kazdego wezda x € X- 1istnieje co najmniej jJedna Sciez-
ka o poczatku 1 koncu z przechodzace przez wezet x.

Graf* spedniajacy te zatozenia nazy\7ainy siecig« Kazdy
wezet X z nazywamy wezdem wemetrznym sieci«

Jezeli w przyktadzie 4 za wybierzemy a, za z wy-
bierzemy f, graf bedzie oczywiscie siecig«

Przy kazdym innym wyborze tych dwu wez46W graf nie be-
dzie siecig« /Wykazemy pdézniej ogolnie, ze wezty wejsSciowy i
wyjscio\?y sg okreslone jednoznacznie/« Tak samo graf z przy-
k*adu 3 bedzie siecig przy YWboOrze A za wezet wejsSciowy i1 E
za wezet wyjsciowy« Grafy z przykdtadow 1 1 2 nie mogg byc
sieciami, poniewaz zav/ierajg okregi«

Wroémy teraz do przeksztatcenia P : definicji grafuc
Wprowadzimy pojecie przeksztadcenia odwrotnego P do prze-

ksztatcenia r nastepujgco:
X & rvy, jezeli y e Px dla dowolnej pary wezd#dw X,y £ X«
Schemat wyglada nastepujgaco /rys* 97/t

rys« 91



Przeksztatcenie P konstruujemy w przykdfadzie 5 na-

stepujgco?
rA= 0 r c = (a.b; re= |b,c.d]
re = { a} r*D = {b}
Twierdzenie 2 /charakterystyka wez#éw sieci/.
Niech G - siecé, - wezet wejsciowy, z - wezek
wyjsciowy, X - wezet wemetrzny sieci. .
Wtedy rxQ=/"2z-= O, rx/ 5,Tx_ 0

Dowdd jest oczyvjisty.
Wniosek z twierdzenia 2. Wezty wejsSciowy i1 wyjsSciowy s3g

okreslone jednoznacznie.

3.1.2. Zadanie optymalizacji potoku w sieci

Wychodzimy z przykdadu 4. Zeby bardziej zblizyé sie do
rzeczywistosci, trzeba wzigé pod uwage, e szybkosS¢ przeptywu
w poszczegdlnych gateziach jest ograniczona. W naszym przy-
padku ograniczenie szybkosci przeptywu w poszczegélnych ga-

teziach wyrazajg wartosci /hl/min/s

[2,B] =6 f (b,dj =5 (d,e) =2
A A) =10 (f(c.d) =5 =9
Ah,c), =2 f (co) =4 N (ef) =65

Przy podanej szybkosci przepdywu n przyk%adzie 4 ogra-
niczenia sg yjystarczajaco duze, zeby zapobiec v?ylewowi. Cat-
kowita objetos¢ przeptywajacej wody wynosi 10 hl/min.

Chcemy wyznaczy¢ malcsymalny przeptyw wody, przy Ktorym
nie dojdzie do wylewu.

Dane zadanie sformutujemy ogélnie dla sieci z ograni-

czenitami .
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Definicja. Siecig z ogcaniczeniami nazywamy uporzgdkowang
pare* sie¢ X, /™, X, : J 1 Ffunkcje nieujemng f okreslo-

ng w zbiorze 4ukdéw sieci ~ X,y , gdzie y £ /X nazywamy
przepustowosciag 4uku (x»yjJ . W dalszym ciggu bedziemy za-
miast ''sieC z ograniczeniami™ mowicC "'siecC".

Potokiem na sieci nazywamy funkcjg nieujemng

okreslong w zbiorze 4ukow sieci ( 7 £ spedniajgca wa-
runkis
\ irer[; H N

dla kazdego wezta wewnetrznego siecl

2/F(x,y) s™M|™M(x,y) /potok dopuszczalny na +uku

jest ograniczony liczbg ~ {»97]

Praca potoku ™ nazywamy liczbe ®
Zadanie? Znalez¢ potok j :z maksymalng pracg /potok
maksymalny/®
w przykdtadzie 4 mamy ~ “a,bj= 5» ~ ~ N
Praca potoku rovma sie *("™a,by + "(a,c» = 40. Potok wprzy-

ktadzie 4 nie jest maksymalny.
Uogolnimy teraz pojecie sieci 1 potoku na siecl.
Definicja. Sieciag nazywamy uporzadkowang troéjke
IX, Xq, z| , gdzie X jest zbiorem skonczonym, x~ / z, Xq £ X,
z e, X. Elementy zbioru X bedziemy nazywa¢ weztami, .
Siecig z ograniczeniami nazywamy czworke ”X,Xq ,z /, gdzie
Xqg jJest wejsciem, z jest ytyjsciem, X X ji Xq, x : J na-
zywamy wezdem wewnetrznym sieci, TxQ,XQ,z j jest siecig 1
y TFTunkcja rzeczywista okreslong w zbiorze par (("X,yj , przy

czym (O (X,xj = 0 dla kazdego x.
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W dalszym ciggu bedziemy zamiast sie¢ z ograniczeniami mowicC
siec*
Okreslamy nastepnie pojecie potoku w sieci#
Definicja» Potokiem w sieci nazywamy funkcje rzeczy-
wista ™ ™,y spedniajgcag nastepujace warunki:

i f(My) + f(y»xj =0, XEX, VYyEX
o dla X ii z /7potok catkowity” wezta

wewnetrznego rowna sie 0, wezet wewnetrzny nie jest

ani zrodtem potoku, ani potoku nie zuzywa/

dla X £ X, yE£X.
® W dalszym ciggu bedziemy zaktadaC, ze zawsze istnie-
je funkcja spe#niajgca warunki 1~, 2~, 5 /potok dopusz-
czalny/»

Pokazemy, ze dla kazdej sieci /w sensie pierwszej
definicji/ i X, T z, f 1 f J laozna +atwo skonstruowac
siec™X,XQ,z, NN § z ograniezeniem™f1 potokiem ~w ten spo-
s6b, ze istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé po-
miedzy obydwoma sieciami oraz roznym potokiem t na sieci
pierwotnej odpowiadaja rézne potoki nowej sieci. Poka-
zemy wiec, ze nowy model sieci jest uogolnieniem modelu pier«
wotnego.

Szeczywiscie: jJezeli X, x™,z, r) jest siecia,
okreslamy sie¢ w ogolniejszym sensie nastepujgco:

21)lorem wez4ow jJest zbior X, wejsciem znow xX°, wyj-

sciem z, funkcje ~ (X,Y] okreslamy nastepujaco:

A (aayd dlay £ P X

0 dla y ™ r*x
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Jezeli ~ jest potokiem okreslopym na sieci [ /J (j"J

okreslamy potokpiastepujaco;

r

r>J P(2™»y] dla y£,/7X
=S Fys3cj dla X 6/7y
0 w pozostatych przypadkach®

Objasnimy p\owstze na przyktfadzie 4 /zamiast f pisze-
°\
my ~ , zamiast ~ 7 (@q'1

Skonstruujemy funkcje » (X,Y]} i x,yy

_laihlcjdpmjf 1 iaj hlcjdseelift]
ajo. 5M0 o010 o1 hkai® SisG!'opF 00O I
30,072 15 10,05 | 5fem 1AL e g
C|010I0|514|Oi|ci—5||Io|4j2Io

ldiorolo 0 - - ml oh4h4l0lols |

X__._ (VT e o BT T A ke i e
jetofofoioll, 0|o

|f[o[oyo ]o|o 10 ] 01-8i-2 10 1

Tabl® 1 Tabl® 2

Tablice okres$laja funkcje ~xMyj i ’xt,yj nastepu-
Jjaco: wartos¢ & "X«yj znajduje sie w polu okreslonym prze-
cieciem wiersza odpowiadajacego x 1 kolumny odpowiadajacej y«

Nastepnie bedziemy sie zajmowaC ogolnymi whasnosciami
potoku na sieci®

NiecHt A 1 B sg dowolnymi zbiorami wez4ow C X, BCX~»

Oznaczmy przez f @ B) N oznacza cat-

KOwity potok przeptyv/ajacy ze zbioru A do zbioru B*®
Jezeli w przyktadzie 4 jest A =|Ja<oCjd] , B = |Ja,b,e

wtedy f @.,pbJd =f (a,a) +f (@ah) + » (»,df + f (c,aj +

+ f (c,b) +f (c,e) f f(d,a) +f(™d,b) + f~ .ej = “®m3.
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Analogicznie okreslamy f 7"AjB) =XZ~MN(X,y) , t«
¥lA,§> jest *calkowite ograniczegie potoku przy przeptywie
ze zbioru A do zbioru B”* W naszym przyktadzie (@b} = 12*
Widzimy, ze zachodzi f (@ ,b) "(Jf*,B) =

Nierownos¢ ta jest prawdziwa ogolnie* W nastepujacym

twierdzeniu podamy szereg prostych wkasnosci funkcji "MA,sj

Twierdzenie 5» Niech A,B X* Wtedy zachodzi:
1° f @) + f(B,A}= 0, f(A,A) = O0.
2~ Jezeli X jest wezdem wewnetrznym sieci, wtedy

HIRR RIS}

Jezeli A jest jakim$ zbiorem wez46w wewnetrznych sie-

cit /tj. Xg M A, z A/, wtedy

T(A,x) = Ff(x,AJ = O.
3°f(A,B) N |(@F.,b) .
4~  Niech A,B,C sg zbiorami wezd#éw, An B = 0 /tj* zbiory
A 1 B nie maja elementu wspolnego/* Wtedy
P by s
FEAD )
)

Jezelt AC B Cc X, to

f(s A,c) =

Dowdd pozostawiamy czytelnikowi* V/dasnosci 4™ 1 5" mozna

przedstawi¢ za pomocag rysunkow:
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> (F1/CJ

rys. 95

Twierdzenie posiada jasny sens fizyczny. Bedziemy z
koleil interesowaC sie ""objetoscig potoku przeptyvJajacego
przez sieC” . Wprowadzijny pojecie przekroju sieci. Eezekrojem

sieci nazywamy rozkdad zbioru wez#dédw X na dwa zbiory E i1 S
taki, ze

rAS =0, BUS=:X, zC s,
B nazywamy dolng czesScig przekroju, S czescig gorna przekro«

Ju* Zapis RA s 5= 0 oznacza, ze zbiory R 1 S nie maja
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elementu wspolnego i E U S = Z oznacza, ze ich sumg 3est
caty zbior X.

W przyktadzie 4 przekrojem jest np. -|"a,b,c], |d,e,T]
¥a odwrét zbiory [1a,b,c], |c,e,T}) 1 ~d,e,f,b,],la,c,d]|]
nie sg przekrojem.

(Twierdzenie 4. Uiecki N jest dowolnym’potokiem na sieci. Wte-
dy wartosc nie zalezy od tego, ktory przekrdéj (¢ ,s)
w/ybierzemy.

Dowéd. Mamy pokazac¢, ze dla dowolnych przekrojow ( ,s)
i zachodzi Zatb6zmy najpierw, ze
zachodzi R C rJ S O ST Pokazemy, ze \'Rj - f"R,s) = 0.

Rzeczywiscie

f(R*,S") - fIR.Sj - f(RuU(R'-R), S")-f[R,(s-SIu5)
- f(R,S)f f(R,S-S M. f(R,S)=F(R'-R,Sj -
- R R'-RJ= f(R‘~R>S")Af(R'-RyR) =f[Q '-RARus']"

'-R,X-(R-R)J - f(R'-R,X)-f[a'-R,R'-g).0

Polecamy czytelnilcowi narysowac¢ rysunek, W ogolnym

przypadkiu wykazemy rownosc¢ = *\\E,sj w ten sposob,
ze spro7jadzimy to do poprzedniego, Niech ,Fsi Sybedg
dwoma przekrojami, skonstruujemy nowy przekrdoj 7EN, na-
stepujaco:

Bg =eH e; Sq =su s*”

Wtedy oczywiscie zachodzi
B~AC E. Eo ~ H*

S D S, Sq ST,
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rys* 94
z poprzedniego zatem vvynika ~0)
Uwaga* Twierdzenie posiada jasny sens fizyczny* Wystarczy
zauwazyC”™ ze wartosc podaje wartosSC¢ potoku przepiy*"
wajacego w sieci*
Definlc.ia. Wspdélna wartos¢ T (RjS) nazyviamy pracg potoku.
Zadanie 1« Znalez¢ potok z pracg maksymalng /potok maksymal-
ny/.
Definic.ia. Jezeli ( ,s) ;Jest przekrojem, wtedy wartoscé
FCHS) nazyiiiany przepustowoscig przekroju.
Zadanie 2* Znalez¢ przekroj z minimalng przepustowoscig
/przekrdoj mininialny/.
Zadania 1 1 2 nazywamy dualnymi*
Twierdzenie 5* Jezeli 7~  jest dowolnym potokiem na sieci
i A7) dowolnym przekrojem sieci, wtedy zachodzi

Stad wynika: Jezeli dla pewnego potoku
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1 przekroju "R,sJ zachodzi =Qf(E,sj , wtedy potok
jest maksymalny 1 przekrdj @ ,s) - minimaliyr.
Oméwimy nasrepnie pewien proces interacyjny. Potok 'P
na sieci olcresla graf zorientowany ~ ryj nastepujaco:
y 6n~rK | le-ze/i Y J

Z tablicy od razu wida¢, ze

= r<fd. = |b,c,e,f]-
FlEA 1 a,c,dj- rye = {c,T}
rcfc =1 a>13,d,ej} r~f = {d,e]

Okreslimy ciag podzbiorow zbioru wezdéw

\%

'Oreee
/V
Skonstruujemy w ten sposOb skonczony ciag zbioroéw
03 T iy 7 gdzie k jest najmniejszg liczbg taka, ze
zachodzi z ¢ A lub A+l = A
0
(0]
i

rys, 95
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Skonstruujemy cigg AN, AN dla przykdadu 4.

- (b~ e g-1ab.c} ={de}

~(0,4c, 55,6} = {Fi

Ogélnie mogg wystgpic¢ dwa przypadki:
a/w procesie interacyjnym zostat osiggniety wezet z,
b/ wezet z nie zostat osiggniety.

W przypadku a/ pokazemy, ze potok jeszcze nie jest
maksymalny 1 pokazemy metode jJego powiekszenia.

W przypadku b/ potok jest maksymalny Aoniec algo-

rytmu/#
Okreslamy ciag wez#pw N, X2F*F*F3CN
A =Z. e Cx,nA,
k Nk i k L£-T
€ rx
k-2 f k-1 k-2 72/

Kazdy zbi1or /1 AN Jest niepusty; z kazdego zbioru
wybieramy po jednym elemencie.

Definicja, Sciezka nienasycong nazywamy cigag wezdow sieci

AQ A AR Fkdx taki, ze zachodzi
x N dla i 6 1 F i X. N A Xi-v ~
Wartos¢ k = min XAN

wskaznikiem nienasyconosci Sciezki Xg, x”, eeee I e
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Sciezka skonstruowana w /2/ jest Sciezka nienasycong
prowadzgcg od x do z. Jest oczywiste, ze takich Sciezek
moze istnie¢ kilka.

Skonstruujemy Sciezke nienasycong w przyktadzie 4,

NEfol " N d,en5

hefrdJd n A = {b,c} 5 = a.

Skonstruowalismy S$ciezke nienasycong a,b,d,f,

k = min [(f (a,b) -f(a,bj , (™b,d} -f(b,dj™ <f(d,fj -f(d,;tj
= min r m6-5, 5-4, 9-3J =1,
0Molxid.0* i f000n SCX0ZIc™ moQ3.*"
sycong od do z i_vwskaZnikiem nienasyconesci jest

k, skonstruujemy funkcje

x,y) + k, jezeli x = 7 =
T(X,Y) X,Y) - k, jezell x = x©, y = xWAn
f(X,y) W pozostatych przypadkach*

L
Jest oczywista®™ ze j (X,v] jest rowniez potokiem w sieci

przy czym praca toku jJj roéwna sie “"(R,SJ =
= ~(83S3  + Kk,

W naszym przykdadzie potok y okreslamy nastepuja-

co
f (a,b)= -~(b, a] =5
ipr,d)= - F (d,b) =5
f(d,fj= - F(F,d) =9
s N ("pj) wO wszystkich pozostatych przypada

kach* Praca potoku powiekszyta sie o jednostke”
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Nowy potok ~ okresla /~ 1 graf "X, Powtarzamy
proces iteracyjny konstrukcji zbioréw W przypadku a/ kon-
struujemy nastepnie Sciezke nienasycong i1 “powiekszamy** potok
Mozna udowodni¢ /dowdd pozostawiamy czytelnikowi/, ze po skon-
czonej liczbie krokéw algorybmu dojdziemy do przypadku b/*
Udowodnimy, ze w tym przypadku potok jest maksymalny, koniec
algorytmu#

Twierdzenie 6# Pok.O6zmy R = U AMNU _e=#UAJ™ w przypadku
b/, tj# z "R# Wtedy R jest zbiorem wszystkich wez4dw x N X
takich, ze istnieje Sciezka nienasycona od do x#

Dowdéd jJest oczywisty#

Twierdzenie 7# Niech A®, AN #.., A™ jest ciagiem /1/, przy
czym z”™ R= ANNHH< Okk*

Wtedy potok ™ jest maksymalny i przekréjy (PfSj - mi-
nimalny#

Dow6d# Na podstawie twierdzenia 5 wystarczy udowodnic¢, ze

f(R,s) ~R,sjJ ; gqgdyby bowiem (R, s ) k1, wtedy
istniataby para wez4ow > X 6 R, y C S taka,
ze N (X,Y) (x,yj # Wtedy z zatozenia x C N

el N wynika, ze y 6. R# To- jest jednak sprzeczne z

tym, e j C S#
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Wyznaczymy potok maksymalny w sieci z przykdadu 4#

e
5,6 15,7,8 0
b I -5,-6 I
c J'"-5,-7,-8 -1 1 O 4,5 1 2,40 0O
jJ-4,5 1-4,5 1 o0 0,1 1 ~9
Uu — & T ]
—2>4 0,-1 ] 0 T2*"Nt5
-2,-4,-51 0

Tablica 5*

Suma ostatnicjb wartosci pola w kazdym wierszu i1 ko-
lumnie macierzy okresla “catkowita wartosC potoku przeptywa™-
jacego z odpovgiedniego wezda sieci do pozostatych wezdow”#

Sumy odpowiadajace wewnetrznym wierszom lub kolumnom
tablicy rownaja sie 0# Dla wierszy lub kolvum brzegowych sumy
rownaja sie /w wartosci bezwzglednej/ pracy potoku# Powiekszo-
ne wartosci potoku wpisujemy do poszczegdlnych pol tablicy
zawsze na prawo od wartosci starych#

Pierwszy krok w przykdtadzie 4 juz zostat wykonany#
Znalezlismy potok z wiekszg praca# Wynik wpiszemy teraz do
tablicy# Wartosci potoku dla tych 4ukow, dla ktorych nie
powstaty zadne zmiany, pozostawiamy# Po pierwszym kroku pra-
ca potoku rowna sie 11#

Drugit krok: konstruujemy zbiory AN, B«

fo= (a} P = {b,d,ej

AN = [ci- AN =
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11astepnie konstruujemy »eC Ti = mf{«} <A

@ i ®}A
ac.e "{c } n Aq.
Dla lepszego zrozumienia polecamy uzy¢ graz‘icznego
przedstawienia siecl:
min ) - f (a»°) + (T(®te) - (T(c.e) , j =2,
Do tablicy wpiszemy “powiekszony™* potok*
Trzeci Kkrok: a | -
= {o} A, = A{f;
*2 = { “m.dj

Konstruujemy Sciezke nienasyconag a,c,d,e, T#
Wskaznik nienasyconosci rowna sie 1*
Do tablicy wpisujemy wiekszy potok* Konstruujemy zbiory
nienasyconych wez#ow:

A = {a} , = {c} , A2 = f Aj =0 I H =-"a,b,c]

S =1d,e,fT .

(r ,s) jest przekrojem minimalnym. (r,s) Jjest sumg wartos-
ci M(X,yj dla wezk6w X = a,b,c i y = d,c,x*, tj* sumg
wartosci prawych gérnych pél tablicy 1.

f(R,s) = (Ot .s) = 1™
Twierdzenie 8»0méwiony algorytm skonczy sie po skonczonej

liczbie krokoéow*

3*1*3« SieC z nieskonczonymi opyaniczeniami*

Zastosujemy Srodki teorii sieci do sieci z nieskon-
czonymi ograniczeniami* Siecig z nieskonczonymi ograniczenia-
mi nazywamy sie¢ z ograniczeniem » Istore moze przyj-

*

mowaC rowniez wartosSC¢ nieskonczong +
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mDziatania na liczbach nieskonczonych sg okreslone ner*

stepujgce: a+ co =+ co + 00 =+ 00 , min coj=s a,
min "+ 00 f + coM~ 4.co N

Potok w sieci z nieskonczonymi ograniczeniami okresla-
my rowniez za pomocag whasnosci 1,2,3; w szczegolnosci ™ ™X,y]
moze przyjmowaC tylko wartosci skonczone.

Dla sieci z nieskonczonymi ograniczeniami wazne sg
wszystkie wyniki poprzedniego paragrafu, za wyjatkiem tw. 8.

Dla sieci z nieskonczonymi ograniczeniami zachodzi na-
stepujace:
Twierdzenie 9* Albo algorytm konczy sie po skonczonej liczbie
krokéw, albo w jednym kroku skonstruujemy Sciezke nienasycong
od Xq do z, ktorej odpowiada nieskonczony wskaznik nienasyco-
nosci. W pierwszym przypadku otrzymujemy potok maksymalny,
w drugim przypadku istnieja potoki z dowolnie duzg pracg i
kazdy przekrdj sieci posiada przepuszczalnos¢ + -

Ostatnie twierdzenie zilustrujemy na przyktadzie.

Sie¢ na rys. 96 posiada potok maksymalny.

rys. 96
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/Pierwsze liczby odpowiadajgce lukom sieci okreslajg ograni-

czenie od dotu, nastepne ograniczenie od goéry I wreszcie

ostatnie - potok maksymalny/.

Z drugiej strony, sieC przedstawiona na rys, 97 dopuszcza do-

wolnie duze potoki /potoki z dowolnie duzg praca/.

0,

rys, 97

5,2; Podstawowejeojeeia_glgebry 1gnio|8j) | 8l|gbry eSci|r2”/

5,2,1. Wektory.

1/ Wektorami /w sensie algebraicznym/ nazywamy uporzadkowane

cigagi utworzone z n liczb, n-wymiarowa przestrzenig wek-

torowg nazywamy zbidr wszystkich ciggéw utworzonych z n

liczb. Liczby okreslajgce wektor nazywamy wspodrzednymi



2/

3/

4/

5/
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wektora; wektor n—wymiarowy posiada n wspoé4rzednych
/moga to by¢ liczby dodatnie, ujemne lub zero/* Wektory
oznaczamy w ten sposob, ze ich wspoétrzedne piszemy w

okreslonej kolejnosci w kolumnach

lub w wierszach an, e«e, 8" j ™ zaleznosSci od
tego czy chodzi o wektor kolumnowy czy wierszowy*
Wymiarem wektora nazywamy liczbe elementéw ciggu, z kto-
rego zostat utworzony*

Dwa wektory a = 7a®,, a2»**_, , b = }
rownaja sie a = b, jJezeli odpowiednie wspodrzedne sg
jednakowe, tj* jezeli &y = bYW, an ~ *NNxxx*x ~ ~\n*
Wektorem odwrotnym do a nazywamy wektor -a = ~-a~a2 f#*»t
feeef"8") ©®

Dodawa¢ lub odejmowa¢ mozna tylko wektory, ktdére maja jed-
Hakowy wymiar s=:a+l)jJ s = a - b1 dziatania ' wyko-
nujemy w ten sposéb, ze dodajemy lub odejmujemy odpowia-
dajace wspoédrzedne obydwoch wektoréw,

Wektor mozna mnozy¢ przez liczbe /skalar/ w ten sposob,

ze przez liczbe mnozymy po kolei poszczegdlne wspodrzed-
ne wektora

2,6 o=f



3*2*2_. Macierze

1/

2/

5/

4/

5/

6/

Macierz gest to zbidér liczb uporzadkowazdych nastepujaco:
a_ylz L X X J
o1 522  eee  Apyi A = n kolumn

m wierszy
®M2 *eee Aqn
kolumny

/Uwaga! Macierz nie jest liczbg, ale jest to uporzadko-
wany zbior liczb/# Powyzsza macierz zawiera m wierszy
I n kolumn, jJest to wiec macierz stopnia m,n#
Wektor wierszowy n-wym# mozna uwazaC za macierz stopnia
1,n 1 wektor kolumnowy m-wym# za macierz stopnia m,1#
Ha ogo+ moze zachodzi¢ m / n; jezeli m = n to macierz
nazywamy macierza kwadratowag#
Macierz zerowa jest to taka macierz, ktora zawiera tylko
zera.
Macierz przekatna /diagonalna/ jest to taka macierz kwa-
dratovia, dla ktorej wszystkie elementy nie lezace na g¥ow-

nej przekatnej rownaja sie zeru#

O e### O
0 ™ #Hiey O
0 0 eft«e ®nm

Macierz jednostkowa jest to taka macierz kwadratowa, w
ktérej wszystkie elementy lezgce na gtownej przekatnej
rownaja sie jednosci i1 wszystkie pozostate zeru# Zwykle

oznaczamy ja przez E#
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1 O 0] exex 0
0 1 0 eeee (

0 0 0 eeee 1
7/ Macierz trdojkatna gérna /dolna/ jest to taka macierz kwa-
dratowa, w ktérej wszystkie elementy lezace nad /pod/
gtowng przekagtng rownajg sie zaru#

eeo*e

"12 "In
A S "2 "2n
0 0 eeee g N

8/ Podstawowe dziatania na macierzach:
a/ E6wnosé dwoch macierzy
Dwie macierze sa sobie réwne, jezeli maja jednakowag
11oSC elementow 1 odpowiadajgce elementy rdéwnaja sie,

np* /porowna¢ mozna zatem tylko macierze tego samego

stopnia/
N = [
® = [™xd]

powinno zachodzic¢ a™ =
b/ Dodawanie 1 odejmowanie macierzy:
macierze dodajemy Zodejmujemy/ w ten sposéb, ze doda-

jemy Zodejymujemy/ odpowiadajgce elementy:

®1d

1
>
o



Przykitad:
3 3 -1, -2 1 0 1 4 -1
A 0 -2 4 +B -2 4 7 =C -2 2 11
4 _3 0 6 4 3 10 1 3

nie macierzyr przez liczbe
B =k A B
B =A , Kk b..: e k

k jest dowolng liczbg.

Przyktad

d/ B-inozenie macierzy

Twierdzenia 0 mnozeniu macierzy:

1*

21

3*

r./lnoZenie nie jest przemienne:

A ®B B, A
Dwie macierze mozna mnozy¢ tylko wtedy, kiedy pierw-
sza macierz zawiera tyle kolumn ile wierszy zawiera
macierz druga

A,B=C

A , B (nr) =C (m)
lloczynem dwoéch macierzy jest macierz okreslona naste-
pujaco: i-ty element j-tej kolumny macierzy G rowna
sie iloczynowi i-tego wiersza laacierzy Ai j-tej
kolumny macierzy B* lloczyn wiersza i kolumny réwna

sie samie iloczynow elementow wiersza i kolumny w tej

kolejnosci, wktdrej znajdujg sie w macierzy
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Przyktad

5 2 0
A= 4 5 1
T/ Odwrocenie macierzy»

Zasadnicze twierdzenia:

1. Definicja: Macierzg odwrotng do macierzy kwadratowe]
A nazywamy macierz A dla ktorej zackiodzi
A , A" = E; A“® _ A =B
2» lloczyn macierzy z macierzg odwrotng jest przemienny.
3. Twierdzenie o istnieniu macierzy odwrotnej:
Jezeli wyznacznik macierzy A jest rozny od zera, to
istnieje macierz odwrotna do macierzy A
Jezeli wyznacznik macierzy A rowna sie zeru, to ma-
cierz odwrotna A" do macierzy A nie istnigeje.
Przykd+ad odwracania macierzy za pomoca metody Gaussa:
Zeby uzyskaé macierz odwrotng A , postepujemy na**
stepujace: Mamy macierz A 1 macierz jednostkowg E. Obydwie

macierze jJednoczesnie przeksztatcamy za pomoca przeksztatcen

elementarnych w ten sposob, zeby otrzyma¢ w koncu z macierzy

A macierz jednostkowg E* V/tedy macierz E przechodzi na ma**
cierz odwrotng A”'™ Przeksztatceniami elementarnymi nazywamy

A/ zamiane dwéch wierszy /lub kolumn/ macierzy
B/ mnozenie wiersza /lub kolumny/ macierzy przez liczbe
0/ dodanie jednego wiersza do drugiego /lub jednej kolumny
do drugiej/.

Odwracanie macierzy za pomocg metody Gaussa dopuszcza

tylko jeden rodzaj przeksztatcen elementarnych — operujemy

tylko z wierszami albo z kolumnami.
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3 -1 0
Mamy macierz kwadratowg As -2 1 1
2 -1 4

1 sz\ikamy dla niej macierzy odwrotnej#

45=; ~
A E 1 Przeksztakce- }
==l pnig lelenentjs”_
0 1/3 i1/3 . ©

1 1| 2/5 + 2 01!

N j-2/3 - 2 0i
0] -1/5
o { -3/5
1ot o 0 15 1/5]
1 ~N5 -1/5

Al 2 12/5 3/5 A, A= E

0 1/5 1/5

Macierz odwrotna do macierzy przekatnej jest rdwniez
macierza przekatng> dla ktorej wartosci elementow na ghow*-
nej przekatnej sag odwrotnosciami elementdédw macierzy wyjscio-

wej#
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3.2.3« SformuHowanie zagadnienia proCTamowaaia linionep:o

Za pomocg programowania liniowego rozwigzuje sie za-
gadnienie znajdowania ekstremow /malcsimum lub minimtom/ fun-
kcyi liniowej wielu zmiennych przy dotrzymaniu warunkéw ogra-
niczajacych wyrazonych za pomoca rownan lub nierdéwnosci li-
niowych«

Ze wzgledu na to, ze nierownosci liniowe mozna prostym sSposo-
bem przeksztatci¢ w rownania liniowe o wiekszej liczbie zmien-
nych mozna, przy zatozeniu, ze mamy n zmiennych I m ogra-
niczen, zagadnienie programowania liniowego sformufowaC na-
stepujaco:

Znalez¢ rozwigzanie likladu m rownan liniowych o n

niewitadomych:

a,\ﬂ -y L N2 Ao + =
. /?/
21 toapp N2 o 2 = "2
m A" % .2 r 2 eeee @moDj
takie, zeby wszystkie 0 dlai=1,2,«.«, m /A
oraz funkcja celu
- I+ A2 ='I' Mix™n /5/

osiggata maksimum lub minimum
Inaczej:
Znalez¢ maksimum /Zminimun/ funkcji celu /5/ w zbiorze

wszystkich rozwigzan /3/ 1 /4/«
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Zapis macierzowy problemu PL: jezeli oznaczymy przez

/ AN
®2] N22 **eow A2n
A = #
aml % 2 e**e ®mn
N
b/\
X = « b = . c = (" °2****»@al
* L J
m
L-
A X ="
X> 0
F =c¢ X

Dla kazdego zagadnienia programowania liniowego ist-
nieje zagadnienie dualne. Przy tym rozwigzanie jJednego zagad-
nienia wynika z rozwigzania zagadnienia drugiego, nie trzeba
wiec obydwa zagadnienia rozwigzywaC oddzielnie*

Ogolne sformutowanie zagadnienia dualnegos

Mamy zagadnienie pierwotne -
AX =Db N X
X/\ o) [Il]-

|
Fcc . X = max
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Zagadnienie dualne ma postacs
T «eA ¢ "
G =Y e bi=min,

/Przy tzw, niesymetrycznym zagadnieniu dualnym nie wymagamy,
zeby zmienne bydy nieujemne/e

Zwigzek miedzy zagadnieniami pierwotnym i dualnym
ustalajg nastepujgce twierdzenias

Jezeli jedno zagadnienie posiada skonczone optymalne

rozwigzanie, to rowniez drugie zagadnienie posiada skonczone

optymalne rozwigzanie.

Wartosci optymalne obu funkcji celu sg jednakowe.

Jezeli wartosci funkcji celu jednego zagadnienia moga
nleograniczenie wzrastaC¢, zagadnienie dualne nie posiada roz-
wigzania dopuszczalnego.

Najbardziej znang metoda rozwigzywania zadan programo-
wania liniowego jest metoda simpleks. Zasada metody simpleks
polega na tym, ze wyznaczymy najpierw jedno rozwigzanie /roz-
wigzanie poczatkowe/, ktore kolejno przybliza sie do rozwig-
zania op%ymalnego- To znaczy, ze weddug ustalonych regut prze-
chodzimy &olejno do rozwigzania, ktoremu odpowiada korzyst-
niejsza wartos¢ funkcji celu. Po pewnej skonczonej liczbie
krokéw dojdziemy do rozwigzania optymalnego /o ile zagadnie-
nie posiada rozwigzanie/,

Lletody programowania liniowego uzywa sie do optymali-

zacyjnych obliczen modeli strukturalnych oraz mozna je zasto-

sowaC do obliczen gitaféw sieciowych.
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_matematyc zne j

3*3*1# Definicna prawdopodobienstwa

Podamy ogo6lng definicje przestrzeni prawdopodobienstwa

1 zilustrujemy ja na przyktadach, 11
1/ Rozwazmy zbior zawierajacy dowolne elementy, Elemen-@®
ty zbioru nazywa¢ bedziemy zdarzeniami elementarnymi”™”

Ry gyktad

Rzucamy kostka do gry, scianki ktdorej ponumerowane sg
liczbami 1, 2,,,,, 6, Ktadziemy 1,2,3, e, .6 =
Element GO = 3 oznacza zdarzenie elementarne: “przy rzucie
otrzymalismy trojke” . .

2/ Rozwazmy system wszystkich podzbiorow zbioru

, O0znacza
my go przez esp i? . W naszym przykdtadzie expfi ={2
H* \ eee 9O |2F ] "1 eeef

li ,2,3,7,5,6]
Zbidr expei zawiera 2N = 64 elementdéw. 0 oznacza zbidr
N
3/ Rozwazmy podzbior exp 1? jest to wiec jakis

system podzbiorow ], dla ktorego zachodzi:

Jezeli A6 ? ~ B 6 37ji wtedy rowniez A U Bch; Afl

2 — AciJd". N
Jezell AN, o.., AN, ..., 9Wtedy ANU A A
oraz A™n nAn., ... £j°

Razywamy (O — ol g”br~r zDiordw,.

] il

Jezelil w rozpatryv/anej sytuacji podozymy ~ - e”p 9
vrbedy jost oczywiscie (8§ — algebrg zbiordow. Np.

A = 11,3 } .B = (*1,5.6} ,AUB = (I,3,5,6}ee2’\9

A n exXp”™r ~"Q - A N~NANrZANINSE sjt expQ
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Przypadek ciggu nieskonczonego A, AN, «««, AN,
zbioréw nie moze nastgpic¢, gdyz exp iI? ;est to zbidr
skonczony*

W naszym przyk#adzie mozemy rowniez okresli¢ inng S - alge-
j4={0o, {1,2} , (3.4}, (5.5}.(1,2.,3,4} ,
["1*2,5,ej, [3.,4.,5,61, 11,2,3,4,5,s}! .

sktada sie z 2 = 8 elementow i jest pod-
algebrg 1" e Dowdd ostatniego Paktu pozostawiamy czytelniko wic
ilp* O£ Wraz ze zbiorami |1,2J° i 3,4 Fzbior
zawiera rowniez ich sume, i1loczyn i1td# W naszej interpreta-
cji wybdér np. zbioru ,2,3,4]e oznacza zdarzenie: przy
rzucie otrzjaaamy co najmniej jednej z liczb 1,2,3f4*

Elementy zbioru ~ nazywamy zdarzeniami*

Zdarzenie 0 nazywamy niemozlivyin* zdarzenie pewnym*

4/ Rozwazmy funkcje P (a ) okresSlong dla kazdego A C 3"
ktéra spednia nastepujgce warunki:

Dla kazdego A G jest 0 P (AN

2™ a/ jezeli A,BG”oraz aOb O , wtedy P *A O bJs

=p @I + P ()
b/ jezeli AN ,A2 ,e. = AN, eee (C_70raz Ha”=20

dla kazdego 1 J, wtedy P AN U A27M#.*J =
=P @M % P (A2™+

M™P (@O =0

4~ P (i?) =1

5 Jezeli AC B, toP @J~ P CO®)

6~ Jezeli A/JJD A2 3 e Dt~ D ... oraz A = ANIMA2<e...

wtedy P (a) = H€im P
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Punkcje P naz3rwamy prawdopodobienstwem lub miarg praw-
dopodobienstwan WHasnosc¢ 2~ a/ nazywamy addytywnoscig praw-
dopodobienstwa, 2™ b/ jest uogélnieniem 2™ a/ w przypadku
ciggow nieskonczonych.

WEasnosC¢ 3™ oznacza: prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwe-
go jest zagrowe,

4O .21, Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego rowna sie jed-

nosci .

WHasnosci 5" 1 6™ mozna wyprowadzi¢ z poprzednich wkasnosci.

Wkasnos¢ 6N nazywamy ciggtoscig miary,

W naszym przyktadzie okreslamy prawdopodobienstwo ele-
mentéw zoioru ~ = exp 1?7 np, nastepujaco:

Niech ja | oznacza liczbe elementow A; kdadziemy

Czytelnik moze +4atwo sprawdzi¢, ze tak okreslone prawdopodo-

bienstwo spednia wszystkie alcsiomaty do 6™, Np, w#asnosé

2 a/s niech A = 11«3 B 2,5 wtedy AU B =]1,2,3,5p
AnB=0, PGUb)= i r I

p (@J= p [b; = 8- = itd.

Podsumujemy teraz wszystkie wstepne rozwazania i1 poda-
my definicje przestrzen! prawdopodobienstwa.

Definicja 1«
Przestrzenig prawdopodobienstwa nazywamy trojke~"-" P};
gdzie 11? jest zbiorem /przestrzenia/ zdarzen elementarnychji,
- algebra zbiorow i? J 1 P miarg prawdopodobien-
stwa /prawdopodobienstwem/ na Ss" ~

Elementy zbioru ~ nazywamy zdarzeniami elementarnyiiiii

elementy zbioru JA zdarzeniami.
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Definicja,zx

Moi>iray, ze miara prawdopodobienstwa P okreslona w
zbiorze 3~ jJest zunedna”™ jezeli z tego, ie A6 3”oraz P f}s
= 0 ~™ynika, ze dla kazdego pod.zbioru B C A jest rowniez
B ~ 5 zatem P (b)=0 /z wtasnosci 57N/«

Wnassijmi przyktadzie z kostkg do gry poviiyzsze jest
oczywiscie speitnione, poniewaz zbiorem z prcéiwaopodobienstwem

zerowym jest tylko zbidor pusty*

Przyboczymy jeszcze jeden przyktad

57= 1~Mx1 exp 1?72 = 1 A : A 7
S? oest to przedziat exp 1? jest zbiorem wszyst-
kich podzbiorow 1?, . Po4o6zmy 32 = e”™p IC 1 nastepnie okres-
1a™y N 1 noA
0 jezeli 1/2 ™ A, A A
P (a) N

1 jezeli 1/2 y A, A 6.VT
Jest oczywiste, e 3 jest & * algebrg zbiorow 1 P
jest zupedng miarg prawdopodobienstwa na 32 ® Np* P (Oj=: O,
= 1, 1/2~ 0, 1/72 el ?.
Miarg prawdopodobienstwa jest rowniez addytywna;
Niech bowiem AH B =0, jezeli 1/2 ™ A, 1/2” B, wtedy
p @)>=p @)=P (@a<hv) =
=0
jezell 1/2C A, 1/2 ~ B, vrbedy
P (Al = P @ UbJ=1,
P ()= 0.
Przjpadek 1/2 (fi A, 1/2 C B analogicznie do poprzedniego.
Przypadek 1/2 £ A, 1/2 £ B nie moze nast™iCj poniewaz

AnB =0
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Pojecie prawdopodolDienstwa nako olPiektyTOTOh w#asnosci

zdarzen,»

Za pomocg zdarzenia mozna opisaC stosunki lun przed-
mioty rzeczywistosci, o ktdorych ma sens powiedzieé¢, czy wy-
stapity lun nie wystgpity /wystapiag lub nie wystgpig/*

Kp* zdania "Dzisiaj pada deszcz*"

~lTakdady na czynnosS¢ nie przewyzszajg 1000 z+#”
oznaczajg zdarzenia*

Zadaniem nauki jest zbadaC stosunki miedzy poszcze-
golnymi zdarzeniami, zbadac¢ warunki, przy ktorych zdarzenie

wystapi lub nie wystgpi™

Bardzo czesto stosowanym 1 wystarczajgco prostym sche-

matem okresSlania tych prawd jest nastepujace?

Mamy zespo+ warunkow K i1 zdarzenie A* Badamy, czy
zdarzenie A wystgpi lub nie wystgpi przy kazdya spednieniu
zespotu warunkow K*

Przektad

Przy doswiadczeniu fizycznym £ jest zespodem wszyst-

kich warunl”™éw doswiadczenia, A jest rezultatem doswiadczenia«.
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Moga zaistnieC nastepujgce przypadlci:
przy kazdym speinieniu K nastgpi zdarzenie A

2/ zdarzenie A nie wystagpi przy zadnym spednieniu K
5/ przy spednieniu K zdarzenie A moze wystgpi¢ lub nie wy-
stgpic.
v przypadku 1/ zdarzenie A nazywamy pemym, W przy-
padku 2/ niemozliwym”™ w przypadku 3/ zdarzenie A nazywamy

losowym /stochastycznym/.

Pjj2ypadek 3/ ule dostarcza wystarczajacych informacji

o0 zwigzkach pomiedzy zdarzeniem A 1 zespodem warunkow K.

Okazuje sie jednalc, ze istnieje szeroka klasa zdarzen i
zespod4ow warunkéw”™ dla ktorych przy wielokrotnym powtarzaniu
zespodu stosunek miedzy liczbg realizacji zespotu Kj dla

ktorych wystgpi4o zdarzenie A 1 liczbg wszystkich realiza-

cji zespotu K bardzo rzadlio rozni sie od pevmej wartosci
Pe 0~V "1®dest wiec naturalne obraC wartosC p za
pratjdopodobisnstwo zd6.arzenia AO
Takie prawa nazywamy B”~“cha”~t”~czn”d”
G+owne zasady definicji prawdopodobieiistwa w konkret-
nych przypo-~\\-=n nastepujace”
1/ KTas-rozna definicja pr3.v;aoppd.QM:a”Z2a korzysta z zato-
zenig jecinakowaj mozliwosci wystgpienia dwoch réziaych zda-
rzen® Powyzsze objasnimy na przyktadzie z kostka™ do gry.
Przy zatozeniu®™ ze kostka jest jednorodna i regularna
zaktadamyj ze kazdg liczbe 1g2g3»"i5s6 bedziemy otrzy-
mywaC przy rjystarczajgco duzej liczbie préb z czesto-

scigh ktora w przyblizeniu rovma sie 1/6* Zaktada-

my wieC.® Z0 o:w «:an. prawdopodobienstwo rowna sie 1/6.
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Prawdopodobienstwo kazdego i1nnego zdarzenia, np. zdarzenia

I-1 »5,5T /otrzymamy co najmniej jedng z liczb "1,3,5/ okres-
lamy na podstawie pra”tidopodobienstw poszczegoélnych zdarzen
elcmentarnych»

Zdarzenia elementarne nazywamy rowniez w klasycznej
definicji prawdopodobienstwa przypadkami mozliwroli; Zak#tada-
my, ze wszystkie zdarzenia elementarne wystepuja z jednako-—
wyiu prav7dopodobienstwem# Mamy n zdarzen ponumerowanych
1,2, n; niech zdarzenie A polega na tym, 2Ze wystgpi
chociaz jeden z przypadkow

IN] eee, NACIAN m m¢c n

Ei?zypadl:i /], 129 eeey» nazywamy sprzynanacTmi zda-
rzeniu A« /Zdarzeniu niemozliwemu odpowiada zbidr pusty przy-
padkow sprzyjajacych/# kdadziemy P (n) = , tJ. 1loraz
liczby przypadkow sprzyjajacych zdarzeniu A 1 liczby wszyst-

kich mozlii“yych przypadkow#

W statyst?rcznej definicji prawdopodobienstwa zaktada sie.
Ze rozwazane zdarzenie A posiada prawdopodonienstwo; ozna-
czamy go przez p# Dyskusja o tym zatozeniu nalezy do zakre-
su filozofii 1 nie bedziemy sie tym problemem interesowacf
Przez prébke rozumiemy realizacje danego zespodtu wa-
runkow;# Przeprowadzimy “H"systarczajgco duza” liczbe probek,
powiedzmy n# Zatdézmy, ze zdarzenie A wystgpid4o w m proéb-
kach, w n-m nie wystgpito* V/tedy iloraz -~ okresla wzgled-
ng czesto$¢ wystepowania zdarzenia A w N niezaleznych p/ oo
kach# Eksperymentalnie mozna sprawdzi¢, ze wartos¢ S bardzo

rzadko rézni sie od wartosci p przy zatozeniu, ze liczba
probek jest wystarczajgco duza#
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3#5*5» Zmienne losowe» Charakterystyki zmienne.i losowe.i#

Nawigzujgac do 3#5*1 wprowadzimy kilka pojeC z teorii
prawdopodol>ienstwa« Zostat wprowadzony symbol P prawdo-
podobienstwo zdarzenia Okreslimy teraz zbior® A

A ANQ0JC ANt eCx))M T — pewien predykat#

Zapis T(*Cjy) oznacza, z2e 0] ma whkasnos¢ 1T ~ Niech

nastepnie A 6 # Wtedy prawdopodobienstwo jest okreslone
nastepujgaco: P (aJdJ = ~({C]J . Prawdopodobienstwo to
bedziemy oznaczaé przez =P

wartosc¢ P pT(™))>kresla prawdopodobienstwo zdarzenia
polegajacego na tya, ie wystagpi JI # Pozytecznos$¢ ostatniego

zapisu okaze sie niedtugo oczyv7ista®

Dennic, 'a# Zmienna losowg nazywamy funkcje X (cj) t ktoéra

przeksztatca przestrzen i? w zbidér liczb rzeczywistycn

oraz dla kazdego —Qo-ii N zachodzi:
zbior " /6/
Zmienna losowa X (cj) zalezy od CO , 0Oznaczamy Ja

dla uproszczenia X* Prawdopodobienstwo P ~(0£i? *
jest wiec na podstawie /6/ okreslone i1 oznaczamy Qo
A NN S I
Funl~cje F (” ) nazywamy dystrybuantg zmiennej losowej#
Przytoczymy przykdtad z kostkg do gry#
Potozymy X = Cc?

Skonstruujemy funkcje FN (xj «
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Jezeli-00": X T, wtedy I ¢jJ j

F(xj =0

6 X + Co AGI IX N A N N

Narysujemy wykres fuokcji F X na rys* 99#

2?2ys* 99
Twierdzenie 1» /wkasnosci dystrybuanty/»
a/ Jezeli x N yN wtedy F (xj ~ M ij)y~r ~ niematg-
Jaca

b’/ 0O ~ F (xj~ 1

c/ limr x) - 1f lim F » 0
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a/ 1inm =F 'ﬁjj/\ N (™) dest m kazdym punkcie

" prawostronnie ciagta

Dowdd moze przeprowadzi¢ czytelnik samodzielnie iub
wystarczy llustracja na rysunku.

Zachodzi rowniez twierdzenie odwrotne:
Twierdzenie 2» Jezeli F jest runkcja spedniajgca warun-
ki twierdzenia -, wtedy istnieje zmienna losowa X taka, ze
F (z) Jest jej aystryouanta.

W praktyce najczesciej spotykamy uwa rodzaje zmien-

nych losowych,

1/ Zmieime losowe trpu skoicowepco

Zmienna losowa skokowa przyjmuje tylko wartosci

«oeh y eee X Xj dla i N /N pewnego
skonczonego lub nieskonczonego ciagu liczbo7/ego* Skonstru-

Ujemy clystr™buante zmiennej losowej skokowej

F (=P { X" z]| X Iil
Oznaczymy p™ =p | x = z7|
Wtedy zachodzi F () = Pi»
PJ* jest prawdopodobienstwem zdarzenia |X a *

Z 7Jtasnosci dystrybuanty wynika, ze

Jezeli Ikzii%éﬁ“jOst tylko skonczona ilos¢, to fuii-

kc;Ja F ~z Njest schodkowa /czesSciami stata/,

2/ Zmienna losowe trou ciggtego
Hlech X bedzie zmienng losowg, F (z) jej odpowiadajgca dy-
" strybucantg. Jezelil istnieje nieujemna funkcja catkowalna

T spedniajgca rownanie



@ =y 7~ g dx
- 00
to X nazywamy zmienng losowg typu ciggtego.
Funkcje T )nazywamy gestoscig prawdopodobienstwa.
Zacbodzi : =foo

dz =1
L ~ 6
Przyk+ad* Rozkdtadowi normalnemu odpowiada gestos¢ prawdo-
podobiens-Gwa
~ gdzie C =
SV "zT

Jezeli przeprowadzimy pomiary jakiejs wielkosci fizycznej,
wynikil sg obcigzone bdtedami. Wynik pomiarow mozna uwazacC za

zmienng losowg, ktorej odpowiada rozk#ad normalny.

rys, 100
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5*3*A* Nanwasnie, isze charakterystyki zmiemien losowe.i,

1/ Wartos¢ sSrednia /wartosC oczekiwang lub nadzieje
matematyczna/ okreslamy za pomoca cadki Lebesgue”™a « Stielt-

jesa nastepujacyl w2ohéhs

ex = E (zj= / zCGlp (dGj)
Rozpatrzymy blizej dwa przypadki;
al skokowy rozkdtad prawdopodobienstwa® Z ogélnej definicji
wyxi:licas

==27Z" * Pi
C=
Wartos¢ Srednia zmiennej losowej z przyk#adu z kostka
do gry réwna sie

6 + A1

®Oj =£ . 2 . 6 3.5

b/ Wartos¢ Srednia zmiennej losowej ciggtej jJest okreslona

nastepujPiCoO /z q{efinicji/
E iX 2: T (xj dx»

w "orzyktadsie z rozk¥adem normalnym otrzymujemy*

E / fvz. "tdx.
h\T~zf

Do

Obliczymy catke po prav'Joj stronie#
Bedziemy wiec rozwazac catke
rx-gj
| f— 1 g dx.
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Po pomnozeniu przez a otorzymuiemy
(K-ar
a < r ™ Ja e Nood X
o=>
Nastepnie ode;jnmjac mainy
y”~oo

J (x-a)e dx
_ co-
Wykres fTimlccji znajdujacej sie pod znakiem catki jest syme-
tryczny wzgledem punktu [a,o] , zatem ostatnia catka réwna
sie 0* Zachodzi wiec £ "z = ax W literaturze wartos¢ Srednig
oznaczamy rowniez przez Jli
Czytelnik #atwo moze sprawdzic¢, ze zachodzi nastepu-

jace twierdzenie:

Niech X~75 «0«, ZJ™ sa zmiennymi losowymi o skonczonych
wartosciach Srednich, sg liczbami rzeczy-
wistymi™ Wtedy oi*Xy”r -h 0*«. rowniez zmienng loso-

wa” x>y czym
B [o¢, t ... tolL~” .
no»3?1ancja /dyspersja/ zmiennej losowej
D (xj =DX = E - Ex) N
Warirancja podaje najbardziej prawdopodobne odcliylenle
kwadratowe zmiennej losowej od jej wartosci Sredniej# Warian-

cje mozna rowniez wyrazi¢ nastepujaco:

DX = (B {7"-2 X+ Eex) M) =
= EX™ = 2 (ex) ™ + Ex] "™ = EX» - (E&x)N
Waritancje oznacza sie tez za pomocg symbolu ¢, MO #

Rozpatrzymy blizej dwa przypadki:
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a/ Zmienna losowa skokowa

m - i S f * _ » ) 1 R Pr 1
przyktadzie z kostka do gry mamy 5
S :
EX = 35 (iix)® ¢ 1225 EXA=A"-|— =
- 6 « Tsml) »/2.»..6t 1) _
6 - 6
Mamy wiec DX = 2,92
b/ Zmienna losowa ciggta;
QM f Oo foe
R =Jx 1A -
- A =Jx I"K)dx~ Jx iA
- N Lr*oo
w przypadku rozk#adu normalnego
f Oo
) oz - J(x~ a)*e ~"6K

S Yy w Yy 00

Catkujac przez czesci otrzymujemy
DX =57,
3/ W przypadku zmiennej losowej ciagtej wprowadzamy

pojecie mody* Jezeli gestos¢ rozktadu ciggtego osigga maximum
f = max f fx)

oraz m jest wyznaczone jednoznacznie, wtedy wartos¢ m "na-
zywamy modg zmiennej losowej™

Oprécz juz przytoczonych charakterystyk uzywa sie
jeszcze innych wielkosci, np# odchylenie atandardowt,
rzedu n*-te”™ i1tp*

Ochylenie standardowe zmiennej losowej X okreslamy

wzorem
Nir X o EX «
y Dx
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Zachodzi roéwnoscé
JEX'= 0, DX~™= 1.

Zmienng losov>ig X, dla ktorej zachodzi 0, DX's 1

bedziemy nazy?/ac zmienng losowa unormowana»
Momentem rzedu n-tego nazywamy wyrazenie EX*; n = 1,2,,

gdzie X jest zmienng losowa#
3»3#5* Niezaleznosc

1/ Miezaleznos¢ zdarzen# Zdarzenia A, B nazywamy nie-»
zaleznymi, jezeli
P™nB) =P @) . pb)-
W przyktadzie z kostkg do gry potdézmy
A,, =(2,/1,6} BAN=(3,6}-
Zdarzenie polega na wyrzuceniu liczby parzystej, zdarze-

nie lk] na wyrzuceniu liczby podzielnej przez trzy#

A, ={6} , b@")= J , P ") =~ , P (@”™HB™) » 2

tj# zdarzenia i sa niezalezne#
Zdarzenia A2 =]2,3,5]» "2 “ {"™»”™»5} nie sa niezalezne#

1" liezaleznoS¢ zdarzen, mozna okresli¢ rowniez dla dowol-
nego skonczonego lub nieskonnczonego ciggu zdarzen#

Niech A™, A2, AT eee pbedzie ciggiem zd€»,zen#
Zdarzenia A2, eee  ANJ eee nazywamy niezaleznymi, jezeli
zachodzi nastepujaca mmplikacja?

jezeli ANf] A, A ####0A. H ee._ jest dowolnym
CZoWKFE lub nieskonczonym podciggiem ciggu A, A2> eeet to
T An..n AVn... Spa1). p [ p A

W 1”~rzypadku ciggu nieskonczonego chodzi oczywiscie o

iloczyn nieskonczony#
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Po+Oimy w przyktadzie z kostka do gry
Aj =" t72~\~ t Aj =rL25)%

Zdarzenia A~, A2, A, sa oczjrwiscie niezailezne,
2/ Uiezaleznos$¢ zmiennych losowych

Zmienne losowe X, X2» *_.» nazywamy niezaleznymi,
jezeli dla kazdego ciggu n liczb rzeczywistych
zdarzenia CO 4 . X, ]- W sa niezalezne,
tj. dla kazdego ciagu eee9 1 © i U
zachodzi

P 1 A i Qeee] n XS PIXENX» FetP1 ™M™ X4 J*
n 4 T\ z \ n N~ k V

W szczegolnosci dla dwoch zmiennych losowych X©, X2
niezaJ™eznos¢ okreslamy nastepujaco:
A L=27 X2 A X2 . = 1) * *2) -
Pr zyk#ad» Powrocimy do naszego przyktadu z kostka do gry*

Kazde (JL>£1? wyrazamy za pomocag relacji 0,?= “oCJwed+tug

tabeli
1= (1,1)
2 = (2,1)
5 =(3,1)
4 = @.,2)
5 = (,2)
6 = @.,2)
Okreslamy dalej X/|"G17]= X2™CoJ= 12

+atwo mozna pokazac¢, ze XN 1 X2 sg niezaleznymi zmiennymi lo-

sowymi™>
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Np. P 1 & (i) o6-2]= p(l 1 =1
P( X2(cod™MY=p({ 1.:,3iP) = i
PC  (@i)" 2 ¥ =p{1.2})=1
Dla zmiennych losowych niezaleznych zachodza naste-

pnie twierdzenia:

Twierdzenie 5» Fiech X©, sg niezaleznymi zmienn:/.mi

losowymi# Wtedy Z/] - jest réwniez zmienng losowg

N\

oraz h
Twierdzenie 4# JMiech XM, X2>H#FXJ sa niezaleznymi zmiemiyod
I o80owymiN<MAN2; A" L 1czbami rzeczywistymi#

cjest zmienng losowg oraz
D @ X™MNm . + =0 0X4 . . oOXA

Twierdzenie 5 zilustrujemy na przyktadzie 5s

=1 # "N+ 2 #"M+5 #” s 2

2X8 = 1 »“ + 2 e

Zmienna. X1 . Xp przyjmuje wartosci "i1,2,1),4,6 z prawdopodo-
N b | N ﬁ N - f \
bieéstwem kolejnego-g, 3* 6* /" wiec Il XN & X2)= 5#

Jjjowod twierdzenia 4 wynika natomiast 2z twierdzenia 3,

ograniczymy sie do przypadku
n =2, oC~r= oC”r= 1

d(xM+ X2) =E (#,f X2)2 - [e (30, + X2f =

= EX~ + 2Bk, . EX2 + S3~ - (sxT - 2EXM . EX2 - @X3)" =

DX, + 0X2.
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Pi?awo wielkich liczb#

Zarowno w praktyce jak 1 w ogolnych teoretycznych
rozwazaniach duza role odgryi™aja zdarzenia, pravidopodohien-
stwo ktorych jest bliskie jednosci luh zeru; Przy tyn naj-
wieksze znaczenie najg zdarzenia, kuore powstajg w wyniku
superpozycji duzej i1losci niezaleznych albo tylko w bardzo
matej mierze zalezijych czynnilcow. Jednym z najbardziej waz-
nych praw w tym zakresie jest prawo wielkich liczb»

Matematycznym sformudowaniem prawa wielkich liczb
zajmowato sie wielu matematykéw. Podamy nastepnie niektore

stormudowania#

Tyiierdzenie 3. /Czebyszew/# Niech bedzie cig-
giem niezaleznym zmiennych losowych o skonczonych warian-

cjach ograniczonych wspolng statg

DX. ~ C dla X ~ N, 2, #«#,n, .«#
wtedy dla kazdej liczby £wn-0 zachodzi
lim pi 1 K ~ -F
I n :
K™ -k

tj. prawdopodobienstwo zdarzenia

CJ YL NHZ N
N x=% <=1 ,
jest dla a-"o/° zbiezne do jJednosci.

Szczegolnym przypadkiem twierdzenia Czebyszena jest:

(?sierdzenie 6 /Bernoulli/. Niech m jest liczbg zdarzen

sprzyjajacych zdarzeniu A w n* niezaleznych probkach 1 p

jest prawdopodobienstwem zdarzenia A w kazdej probce#
Wtedy zachodzi:

Lim Pji 1P\ A
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Podamy jJeszcze jeden wynik dotyczacy twierdzen o pra-*

wie wielkich liczh»
Twierdzenie 7 /Chinczyn/* Jezelil zmienne losowe
- sq niezalezne oraz istniejg dla nich skonhczone wartosci

Srednie przyjmujace wspolng wartos¢ a = wtedy

pim PijiL N X A A
["n 7

/W twierdzeniu Ghinczyna nie ma zatozenia wspolnej ograniczo-

nosci
5»3#7* Centralne twierdzenie graniczne -

W poprzednim paragrafie badalismy zachowanie sie od-
chylenia n

Przytoczymy teraz twierdzenia”™ za pomocg ktérych moz-

na wyrazi¢ graniczng funkcje rozktadu rozwazanego odchylenia*

Twierdzenie 8 /tapunow/* Niech bedzie cig-
giem niezaleznych zmiennych losowych* Niech nastepnie dla

dowolnej liczby ~ >0 ciag ten sped#nia warunek Linderbergera

Iaim - X —-—- ¢ H fp-£ExA~rclrr (x)= 0
ki i K-
7/tedy dla n zachodzi
_ -£ X Z. a:
v (B X9 "

jednostajnie ze wzgledu na Xx.



N Objasnimy blizej warunek Linderbergera* Mozna pokazac”

ze dla kazdego f 5200
_ _ i< flx-£xJ>3V57~,
PIm aKk i\~ £\ j>r\N/o {ZX]
Z nierosmosci wynika, ze wartosci - E2™ musza
dla n "by¢ jednostajnie matymi z prawdopodobienstwem

bliskim jednosci. Przy tym zatozeniu dystrybuanta zmiennej

losowe]

dla n — *c"jest zbiezna do dystrybuanty rozk4adu normalnego

AI
"d oz
~ T
y ] a0
Niech niezaleznymi zmiennymi losowymi o
wspolnym rozktadzie J=F jJ dlan s przy

czym DX~ =~ N jesi; skonczone dla 1 =
Oznaczymy przez m = Zbadamy, czy jest sped#niony

warunek Linderbergera:
n

/~/n lyTVIrB k- rl-~THrP8
Warunek Linderbergera oznacza
-X_ J(X-m) "rfFf/x;

iK-mj-p-T8
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z twierdzenia Laptmowa otrzjTDiiidemyt

twierdzenie 9» Hiecti X" X2feee s3g niezalezajnod. zmiennymi lo-
sowymi o wspolnym rozktadzie;
=m dla i1 =1,2,..7%; Blai =
Wtedy S

V7iin { k=i Z.

jednostajnie ze wzgledu na x#

Ostatnie wyrazenie mozemy zapisa¢ nieco o m
fe d z .
/\ . 1
( 4 Vit 0

jednostajnie ze wzgledu na x»
Powyzsze twierdzenie mozna zinterpretowac nastepujacoi

Xyj,X2f eee>2" 53 wynikami pomiaréw jakiej$ wielkosci X;

i, I —--=  jest Srednig arytmetyczna;

Za rzeczywistg wartos¢ wielkosci mozna uwazaC wartosSc Sred?*

nig EX = m» twierdzenie podaje prawdopodobienstwo zdarzenia™

XN + Hee , . . . o . B

wartos$é rozni sie od BX o mniej niz poprzedz*
n

nio ustalona liczba £>

Rzeczywiscie z twierdzenia wyniica
/" 2 .

OznaczTiBT" .
£

= N~ fe '"M"d z, e E d z .

Ostatnig rowno$¢ mozna réwniez
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Wartosci iuzikcdi (p N czesciej p (xj ~ znajduja
sie w tablicach; Wykres funkcji p jest nastepujacy«
rys* 101

Uwa”a* Wprowadzmy w twierdzeniu 8 oznaczenie«

Zauwazmy, ze zachodzi EX™ = O, = 1* jest wiec unor-

mowang zmienna losowa#

Twierdzenie 10» Niech A jest zdarzeniem z prawdopodobienstwem
p# W w niezaleznych probkach zdarzenie A wystgpifo, w n--m

nie wystgpito; Wtedy
m-np

P 1 ,
vp(irp) o "

/ —_——N

oznacza zbieznos¢ jJednostajng ze wzgledu na

Dowdd» Rozwazmy zmienng losowg X okreslong nastepujaco«
X(oj)=1 dla CoO e A

X (cj)=o AOla tjon A,
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Jako wynik n probek otrzymujemy’ n zmiennych losowych

/realizacjag zmiennej losowej Wtedy z twier«»
dzenia 9* a (
foi
— 0o
Oc zywiscie
n . EZ=:1*p-]-0**"1-pj=:p
m

EXN =P, €7 =P (I - p)
(Eo konczy dowod twierdzenia#
5#5#8* Szereg rozdzielczy; Dystrybuanta empiryczna

Przy badaniu statystycznym jakiej$ zmiennej losowej
X wychodzimy z zespotu n obserwacji, dla ktorych zmien*
na X przyjmuje wartosci Wpoprzednich para-
grafach wyznaczaliSmy za pomocg obserwacji oszacowania war-
tosci Srednich zmiennych ewent# wariancji, tj# liczbowych
charakterystyk zmiennej losowej#

Takie oszacowania nie muszg by¢ jednak wpraktyce w
starczajace# Zmienna losowa jest ogdlnie wyznaczona za po-

mocg dystrybuanty# Podamy metode oszacowania dystrybuanty

Jezeli Lj eee ¢ sg wjillifcaad doswiadczen /war-
tosci zmiennej losowej X/ teiorzagdkowanjmiuwedtug wscetosei,

to okreslamy funkcj§j
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Wartosci funkcji K Tz) mozna znalez¢ wtablicach, zob,
np. IX.

rys. 102

3.5«9i Rozktad o

Wteorii PSRf wprowadziliSmy zatozenie, ze zmiennej
losowej - trwaniu czynnosci - odpowiada rozkiad prawdppodo»
bienstwa 13 1 Oceny a, mi b okreSlajg przedziat ;iajb?"
I mode m zmiennej losowej. Dla zupetnosci trzeba obliczyc
wartos¢ Srednig oraz wariancje. Ogélne wyprowadzenie wzoréw
dla obydwoch charakterystyk znajduje sie wnastepnej czescig

Rozktad ~ jest okreSlony za pomoca catki parame-
trycznej z parametrami p 0 i g > 0 j dystrybuanta

rozktadu » ma postad

F N =B, (p, f) -
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W przedziale ~ 0,1 ~ funkcje i ~ j® "="J

mozna przedstawi¢ w przyblizeniu nastepujgco:

rys« 103
Zachodzi:
("Pfg) = 0, jezeli x”™ O
® jezeli X~"1.
?/yrazenie nazywa sie tez niezupeing
funkcja*

Spetnia ona réwnanie:

@3 =1 “ Bx(g-p}

Wyrazenie J3 pod catkg dystrybuanty /7/ nazy-
warmy -funkcja#

Naszym zadaniem jest obliczy¢ gltowne charakterystykKi
rozktadu /tj# wartoSC Srednig i wariancje/ ewent# momenty<

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozktadu jest
okreslona wzorem

, AN dla 0MNx~N1

NI =1TT A
* /\O ) dla x™: 0 1 x>1 /8/
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Krzywa fimkcji T ma najczesciej nastepujacy

przebieg:

rys# 104

Jest to fundiccja nieujemna, ktora zeruje sie na kon-
cach przedziatu, jezeli p 1 1 g >1# Jezeli 0< p-i:i
flub 0 q wtedy f (xj w lewym lub prawym konhcu prze-
dziatu dazy do nieskonczonosci# Za pomocag odpowiedniej za-
miany w~o4rzednych mozna osiagng¢ to, zeby rozktad by+
okreslony w dowolnym przedziale< a,b >e

Bla p O Hlub g~ O rozkdad nie istnieje#

Pole zawarte pod krzywg T rowna sie 1," poniewaz
f  fx) ¢j, = = 1. /9/
Wynika to z definicji -funkcji, ktdora jest okreslona za

pomoca catki oznaczonej

=J -G M dla<30* p> 0. /W
Podstawiajac /10/ do /8/ otrzymujemy /9/.
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Przy wyprowadzeniu momentow rozktadu skorzystamy
z niektorych wiasnosci » -funkcji, ktére nastepnie przy-
toczymy«

Przede wszystkim moznajS -funkcje wyrazi¢ za pomo-

cg funkcji
Podamy hez dowodu najwazniejsze zwiagzki miedzy funkcja

z /H/ wynika natychmiast, ze funkcja ™~ jest syme-
tryczng, tj,
B (p.gqj =B (q.pj . /12/
Jezeli pi 8 sg liczbami catkowitymi, to funkcje”
mozna wyrazi¢ za pomocg silni /zob«™”~/, poniewaz
r™p) = (P~ J e oraz qj =
nastepnie zachodzi réwnosc
1j s X & r | /1V
Korzystajac z poprzedniego mozemy teraz wyprowadzic

momenty rozktadu” «
Moment rzedu r—tego zmiennej losowej x wzgledem pun-

ktu a

NoLW = aj dP /15/
—0OoN

gdzie P jest dystrybuantag”™ tj« zachodzi
nNM - (/\)
»/ Punkcja jest okresSlona za pomocg catki Eulera druf-

giego rodzaju: a
= \] e"'n AN dt dla z>0

/Bl @, jest to tzw. catka Eulera pierwszego rodzajV
Jezeli z jest liczbg naturalng, to /' (z + 1y = zt
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gdzie f (xj Oest gestosciag prawdopodobienistwa danego roz-
ktadu«

Jezeli w/15 a = O, otrzymamy moment wzgledem po-
czatku: t Go N

= / =? Df /16/
00

N\ *

Jezeli a = E (xI/t3. wartosci Sredniej/» wtedy no-
ment nazywamy centralnym i oznaczamy”y”™ , 2 /16/ widac¢, ze
moment pierwszego rzedu wzgledem poczatku réwna sie wartosci
sredniej E (xj. Centralny moment rzedu drugiego jest warian-
cja var Mamy wiec obliczy¢ ~ ~ i~ 2 dla'rozktadu

, Miedzy obydwoma momentami zachodzi zwigzek
p/r2y (A)_~ ro- /17/
Dla rozktadu J3 mozna napisac, korzystajac z /16/ i /8/

iAm ] NO-xf'dx.

m. 00

Fastepnie z /10/
f 00

/187
o A PCP"O)
ITeraz mozemy obliczyé warto$¢ Srednia, tj» y _ dlar = 1I»
2 /11/ i /1V

n = Sn. m/

iT1-
x/ 0Ogoblnie jest to tzw* catka Stieltjesa I g dE ~x,Jkto-

ra mozna jednak przeksztatci¢c wcatke EQiemanna przy za**

zatozeniu, ze f

2achodzi J OdE(rx) -Ja
rt N\
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Obllczyioy nastepnie 2» wariancje. Do tego po-
trzebny jest moment drugiego rzedu wzgledem poczatku dla

r = 2, korzystajac z /18/, /11/ i1 /14/, mamy

0 _ rfp*r)n(9) Pfp-r 9) A
' p(pTha) riP)P(9)
_(p+tor(pr-0or [g-) A r fp N9)
~ fptffijrfprffnj rip)r[(f)
f PAM)pP(p P (9) ripf<r) _ p(prn

( p"AV(P29)P(p"9)  P(P)I(O)  (p*I(PINV

Skorzystamy nastepnie z /17/ 1 /iy/ 1 piszemy

/= ) VY p(p" ") P
/72 we I [pra ) (WA pa
i A _ /20/
p(pti)/pte h f~rfptgal = - _ _
(pt<ftl)(pf(™) (ptfpi)(p ™ (i)
Obliczylisiijy wiec:
E (z) = P oraz var 2a
P q o+ g+ D)@+ of

Obie charakterystyki sg funkcjami parametréw p, q,
ktdérych nie zmaiio™ Mamy jednak oceny parametrow a, m, b

Trzeba zastosowa¢ transformacje wspoédrzednych rozkdad.u

w przedziale 2 modg m# W tyn celu potozmy
p - 1= 06 E (3 =
qg- Taj’ var ~j= K2

Dla obu g4#éwnych momentdéw otrzymamy

[ ] 6F_Z_-K.:AAtLLLtIL
'oLf AN'TZ 2 “

oraz zmienng losowg x przeksztatcimy w nowg zmienng t za
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pomoca wzoru
tsa+ @-a) ; X 21/
H - a
gdzie a 1 b sa koncami przedziatu , t dowolng

czasowg wartoscig w tym przedziale#

Funkcje gestosci prawdopodobienstwa /8/ piszemy w

postaci f

dla 0~ X~ 1
1 ‘ N

Ff ) = pfoctyjfi)
dla X ~ 0; X 1,

0
ktora mozna za pomocg /21/ przedstawi¢ nastepujaco:

ft= - )r
p(oCi-1, ) \Yb - ay b - aj

1 t - a Y1
plcC+lt flJ [b -as* Vb - a

1 t-an . (t-t/

Nowa funkcja gestosci prawdopodobienstwa rozkdtadu

ma teraz postac N
LI S — At-oW b -i)*dlaaH ~ b
r t = /22/
0 w pozostatych przypadkach,

gdzie oCyp>~"'f-
Wykres funkcji gestosci prawdopodobienstwa rozktadu

jest przedstawiony na rys; 105
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rys* .105

Funkcja przyjmuje maksimum w jednym punkcie, ktdérego
dotyckticzas jeszcze nie znaleziismy* Jest on itunkc j” zmien"*
nych oC + oraz wartosci a i1 b» Rozrzut czaséw trwania
w po*blizu wartosci, Sredniej jest funkcjg dtugosci przedziatu
rozwazanych wartosci /h '» a/* Rozkdtad prawdopodobienstwa

jest symetryczny ze wzgledu na maksimum /mode m/, jezeli

I+ajpierw trzeba znalez¢ wartos¢ funkcji w punkcie m*
tjJ. szukamy maksimum Ffunkcji /22/» Obliczymy najpierw jej
pochodng, ktéra przyréwnamy do zera. Punkt, w ktorym pierw-
sza pochodna réwna sie zeru jest punktem, w ktorym funkcja

osiaga maksimum;
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Jezeli f' ] =0 dlat =m, to a /23/ otrssymu”ea™
orcx -mp f -a) =0
m= Jct-<=ct>
cCtt~

Za pomocg przeksztatcenia /21/ mozna rénniez wyrazié

NW 1 var (e) dlaf *
74N CRRVANIVAN [_ 7_-_2"_]
K2=:(b-a)™ , ¢ illlLtlIL Py

(_oLt™i5)(oLftrtzyn

Wartos¢ Sredniag z /25/ mozna rowniez napisac w postaci
a Hh b + D+ a
N +2

Z /24/ otrzymujemy

N
X -ami ?i<i«ni9i ||-l-|||||w| + //ym

AN + 2 /26/
Wzor ten zachodzi dokladnie dla rozkiadu 13 spetnia-
jacego warunek, ze wartosci parametrow p + q = 6, tj.

XL+ y= 4i Ze wzoru /26/ dla wartosci

di=2+ (f=2-
alho =2- V~?, N=2+y 2*
otrzymamy tzw» oczekiwany czas trwania
6'0/5- it M. if,-D 727/
ramst Breitenherg”' "badat momenty rozktadu |z 124/

I /2>/ wyprowadzit, ze dla wartosci sredniej i wariancji

zachodzg nastepujace zwiagzkii

x/ Et Breitehber%; Betelopment Brojeets as Stoehastie
Frocesses, Bahlgren 199«
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gdzie m jest moda. Dowdd /28/ wjialka z definicji rozkta-

du”r %
o O
D . a = O; I ; m mmmm ieoiimwib<BWvaB

f
Dla wariancji Breitenberg wyprowadzi4?

(cé<it*3) K,=(a< b)ur - ab- k 729/
D a= 0; B =1

>3)KA = K, ~ ki "kij< -

ki =

Dla 728/ mozna dalej pisac:

ApnfA N —[oCf f2Im tQfbA2m 30/
2 a+ b
tje KN
Rr &AM s ««—V\Kg« ig TD cr T 731/
b | cLA n N g
L
Analogicznie dla 729/
K "a* b

A5j/<2 = o ) 7327

Momentj rzed¢ i obliozaiay i wzoru

[cOrfZfn){<~A""*~r-n(atbJk” n

otrzymalismy wiec g+éwne momenty rozkdadu i3/3'~/ 1

7327 wyrazone za pomoca a, m 1 B przy danym cL-i- (f »
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pocz™zlcu pozwoju PERT znsQ.6zl.oxio 6 )»lp™yczxil.6 wap*bo™¢

N+ f*H4* Dla oC ™ (jJ» s 4 mozna wyrsizi¢ momenty z /53/

nastepujgco:
6KN = @+ bjl + 4nm
7Kg= (@+Db - ab - K?
NKjy = @+ IKg - 2K"Kg /54/

3INg = (a+ bj g~ 2 KMK, +
0”0 5™
Dla wartosci Sredniej wiec z /J4/ ot:ezymujemy

4 a+ 4m+ D 755/

oraz wariancje z /25/

Powyzszy wzdOr aproksymujemy w praktyce warunkiem, ze-
by odchylenie standartowe rownato sie 1/6 d+ugo§¢i przedziar-
tu« Wed4ug ’reguty 6 (S * z nierdownosci Czebyszei?a prawdopo-
dobienstwo na zewngtrz przedziatu jest prawie rowne zeru-»

Piszemy wiec N

= (tzbl L 5 - 52Z8S - b4
<g yo \Y 5

zeby wzor /J6/ zachodzit doktadnie trzeba, zeby
oi ~ j& =4 oraz odlegtos¢ mody od Srodka przedziatu
rownata sie b « aJ , tj# okoto 35 %
d¥ugosci.

x/ z 734/ otrzymujemy} o m

(o]

2586 ,

- VAN
w przypadku symetrycznym m - B War_ o a+thb

e
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