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P R Z E D M O W A

Celem wydania niniejszej pracy jest bliższe zapozna­
nie oficerów z zastosowaniem metod graficzne—analitycznych 
dla potrzeb dowodzenia i kierowania wojskami.

Jesteśmy dzisiaj świadkami rozwoju pracy wojskowo- 
naukowej, który jest, między innymi, spowodowany konkretnym 
zadaniem ’’podnieść poziom dowodzenia i kierowania wojskami”* 
Żeby zrealizować to wynaganie, dowództwo wydaje szereg za­
rządzeń o charakterze naukowo-doświadczalnym.

Doświadczenie oraz praktyka w zupełności potwierdza­
ją obiektywną konieczność powyższego wymagania. Istnieje wie­
le powodów, dla których warunek wysokiej efektywności proce­
su kierowania /zarządzania/ obowiązuje zarówno państwa so­
cjalistyczne jak i kapitalistyczne.

W szeregu prac przeanalizowano praktyczne skutki re­
wolucji naukowo-technicznej dla kierowania wszystkimi proce­
sami, przede wszystkim procesami społecznymi oraz pokazano 
istnienie ogólnych praw kierowania również w specyficznych 
warunkach sił zbrojnych.

Rozważania te jednocześnie potwierdzają, że tak samo 
jak w gospodarce narodowej, chodzi w zasadzie o zmianę do­
tychczasowego myślenia ekonomicznego za pomocą zmian kwan- 
tytatywnych całego systemu planowego kierowania rozwojem 
gospodarki narodowej, również w kierowaniu siłami zbrojnymi 
w zasadzie chodzi o to samo - o zmianę w myśleniu ludzi oraz; 
o osiągnięcie wysokiej efektywności dowodzenia. Zostało do­
wiedzione, że osiągnięcie tak ważnego celu nie jest możliwe
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bez maksymalnego wykorzystania wszystkicb możliwości, które 
dostarczegą współczesne wyniki nauki i techniki* Dlatego

m

ostatnio można zausrażyó w wojsku duże zainteresowanie za­
stosowaniem metod i środków cybernetyki* Można stwierdzić, 
że chociaż jesteśmy dzisiaj na samym początku tego procesu, 
to pewne uogólnienie elementarnych wiadomości cybernetyki 
o zasadach i potrzebach kierowania złożonymi .systemami, 
o jej metodach i środkach oraz ich wpływu na podniesienie 
poziomu naukowości i obiektywności decydowania pokazało nie 
tylko szereg ważnych problemów, ale również pokazało metodę 
ich rozwiązywania*

Jednym z pozytywnych rezultatów wpływu studiów tych 
problemów jest podkreślenie znaczenia pracy naukowo-badaw­
czej i teorii dla potrzeb praktyki* Dzisiaj jest już oczy- 
wis te, że rozwiązywanie skomplikowanych proboblemów współ­
czesnego dowodzenia nie jest możliwe bez systematycznej pra­
cy naukowej, że rozwiązywanie to,nie jest problemem jednora­
zowym, ale długotrwałym, procesem ciągłym* Codzienna prak­
tyka utwierdza w tym, że głównym wynikiem inwazji różnych 
dziedzin naukowych, zwłaszcza nauk ścisłych, są wysokie wy­
magania dotyczące poziomu wykształcenia dowództw i sztabów*

Ostatnio często spotykamy się z nazwą "naukowości 
zarządzania"* Nie ma żadnych wątpliwości odnośnie potrzeby 
naukowości w zarządzaniu* Jest również oczywiste, że istnie­
ją dzisiaj sprzyjające warunki, tj* wysoki poziom nauki i 
techniki. Jednak nie zawsze i nie wszędzie pamiętamy o tym, 
że istnienie tych warunków nie podniesie poziomu naukowego 
zarządzania, że nie wystarczy wiedzieć o istnieniu nowych

metod i środków, ale jest konieczne ich stosowanie w prak—
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tyce, aby zmienić tę obiektywną możliwość w rzeczywistość 
naukowego zarządzania#

Proces rozwoju zarządzania jest długotrwałym oraz 
wszechstronnie rozbudowanym procesem i podniesienie poziomu 
zarządzania nie jest tylko problemem wprowadzania wystarcza­
jącej ilości środków mechanizacji do systemu dowodzenia# Pod­
niesienie poziomu zarządzenia jest bardzo skomplikowanym pro­
cesem polegającym na zmianie myślenia ludzi, problemem zmia­
ny wzajemnych stosunków ludzi w procesie dowodzenia# Każda 
zmiana w dotychczasowym systemie oraz metod i środków wyma­
ga głębokiej i wnikliwej analizy wszystkich aspfektów dowo­
dzenia* Prosto i łatwo można dojść do wniosku, że dotychcza­
sowe metody nie pozwalają poznać istoty i sensu kierowania, 
dlatego ostatnio praca wojskowo—naukowa koncentruje się na 
nowo powstałej dziedzinie naukowej, którą nazywamy badania­
mi operacyjnymi*

Chodzi w zasadzie o zespół nowych albo udoskonalonych 
metod analizy, które czerpią wiadomości z różnych dziedzin 
naukowych, zwłaszcza nauk ścisłych - matematyki, statystyki, 
logiki i innych*

Metody te stosuje się dzisiaj we wszystkich państwach 
rozwiniętych do analizy rozległych i złożonych procesów#
Celem ich zastosowania jest przede wszystkim umożliwić rze­
czywiście naukowe i obiektywne decydowanie, pozbawione wszyst* 
kich dotychczasowych pierwiastków intuicji i doświadczeń, 
które dla skomplikowanych i nowych procesów nie wystarczają# 
Metody te zastępują poważną część intuicyjnych osądów i za 
pomocą zwięzłych, obiektywnych kalkulacji prowadzą do po-
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stępowania opartego o matematykę i logikę. Do obliczeń 
i optymalizacji możliwych wariantów używa się zwykle maszyn 
matematycznych. Właśnie duże możliwości techniki obliczenio­
wej umożliwiły współczesny rozwój metod badań operacyjnych# 

Jest bezsporne, że dowodzenie wojskami jest właśnie
♦

jednym z typowych, bardzo skomplikowanych i dynamicznych 
procesów, dla których istnieje dużo wariantów decydowania# 
Dlatego zupełnie naturalne jest wykorzystywanie do analizy 
i do dowodzenia wojskami w maksymalnej mierze odpowiednich 
metod badań operacyjnych#

W niniejszej pracy zapoznaioy oficerów z podstawami 
graiflczno—analitycznych metod, które noszą wspólną nazwę 
”analiza ścieżki krytycznej”.

Metody te stosuje się w świecie na bieżąco do ana­
liz, planowania, kontroli oraz do operatywnego kierowania 
złożonymi procesami zawierającymi dużą ilość częściowych, 
wzajemnie warunkujących się czynności.

W literaturze można znaleźć dziesiątki różnych mody­
fikacji metod analizy ścieżki krytycznej o różnych nazwach# 
/W USA - CPM, PERT, CPP, LESS, RMiPS i inne, w ZSRR - 
KOPPER, tj. metod kriticzeskowo obzora projektoplanowych 
reszenij i SUR, tj. systiema uprawienij razrabotkami/#
W zasadzie jednak chodzi przeważnie o modyfikację dwóch 
podstawowych metod — CPM i PERT, które różnią się tylko 
różnym wyrażeniem wpływu prawdopodobieństwa i elementów 
przypadkowych przy określaniu terminów poszczególnych czyn­
ności#

Głównym powodem ich stosowania jest to, że metody
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analizy ścieżki krytycznej pozwalają wyrażać graficznie lo— 
giczną strtakturę analizowanego procesu wraz ze wszystkimi 
wzajemnymi powiązaniami i warunkami czynności częściowych« 
Oprócz tego pozwalają odkryć wszystkie zapasy czasowe przy 
realizacji procesu# Dlatego metody te są skutecznym środkiem 
planowania procesów i kontroli ich realizacji# Plan opraco­
wany za pomocą graficzno-analitycznej metody umożliwia ope­
ratywne kierowanie jego realizacją oraz wpływanie na jego 
przebieg i uzyskanie optymalnego rozwiązania nie tylko z 
punktu widzenia czasu, ale również z punktu widzenia efek­
tywnego wykorzystania wszystkich źródeł.

Innym powodem ich stosowania jest gruntowne teorety­
czne opracowanie tych metod oraz niektóre praktyczne doś­
wiadczenia uzyskane w ZSRR,- USA, HRD oraz w niektórych na­
szych zakładach#

Oprócz szeregu artykułów w różnych naukowych czaso­
pismach w grudniu 1964 roku^Pánstwowa komisja rozwoju i ko­
ordynacji nauki i techniki opublikowała pracę zbiorową 
’’Metoda PERT i ścieżki krytyczne /CPM/” oraz Laboratorium 
ekonomiczno-matematyczne przy Instytucie Ekonomii CSAV 
opublikowało pracę ekonomisty M# Zeleneho ’’Analiza złożo­
nych procesów za pomocą metody ścieżki krytycznej”#

Opanowanie istoty tych metod przez dowództwa, zwła?- 
szcza przez organy planowania wszystkich szczebli dowodze­
nia, daje możliwość kolejnego podwyższania poziomu dowodze­
nia i kierowania wojskami#

Dla opanowania oraz eksperymentalnego zastosowania 
tych metod do różnych zadań uważamy za celowe dostarczyć
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dowództwu publikację częściowo dostowaną do konkretiiycłi za­
dań wojska, chociaż zastosowania tych metod dla celów woj­
skowych są w początkowym stadium rozwoju«

Trzeba podkreślić, że nie można nie doceniać graficz­
ne—analitycznych metod i ich znaczenia dla dowodzenia i kie­
rowania wojskami« Byłoby również niesłuszne uważać je za 
lekarstwo na wszystkie trudności dowodzenia i kierowania, 
które można z powodzeniem wszędzie i zawsze stosować« ITie 
można od nich oczekiwać niespodziewanych wyników od razu 
przy pierwszym zastosowaniu, również nie można przy ewen­
tualnym niepowodzeniu metody te odrzucić« Nie nadają się 
one do rozwiązywania wszystkich zadań, ale są efektywne 
dla rozwiązywania dużej ilości zadań* Trzeba dopiero usta­
lić^ dla których są najbardziej korzystne* Najpierw metody 
te musimy opanować*

Żadną metodą nie można rozwiązać rzeczowych problemów 
dowodzenia i kierowania* Chodzi o analityczne metody, Kbóre 
pomagają graficznie i obliczeniowo efektywnie planować — 
organizować realizację złożonych procesów w ten sposób, że­
by logicznie powiązać ich częściowe czynności oraz rozwią­
zywać optymalne czasowe stosunki i ustalić poprawną kolej­
ność ich znaczenia dla końcowego rezultatu*

Chodzi więc w zasadzie o to, aby wykorzystać te me­
tody w wojsku dla opracowania naukowo uzasadnionych plamić w 
realizacji złożonych, przede wszystkim długotrwałych czyn­
ności, wykorzystać je do kontroli przebiegu ich realizacji 
oraz do skutecznych operatywnych zabiegów w czasie trwania 
procesu«
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Naturalnie żadna metoda nie może określić celu roz-» 
wiązania. Oczywiście, Jeżeli nie znamy aokładnie, co chcemy 
osiągnąć, w tedy nie możemy planować i przy pomocy dotychc za-* 
sowych metod.

Z drugiej strony, odpowiednie zastosowanie tych metod 
w odpowiednim miejscu,często umożliwia dokładniejsze i har­
dziej naukowe planowanie, kontrolę i kierowanie. Umożliwia­
ją one bowiem analizę poszczególnych częściowych czynności 
planu, uwzględniając wszystkie powiązania 1 zależności i tym 
samym pozwalają przewidywać zawczasu ewentualne dysproporcje, 
mtóre mogą powstać przede wszystkim przy planowaniu bardzo 
prawdopodobnych procesów.

Ualszą wielką zaletą tych metoa Jest to, źe oprócz 
wykrycia czasowych zapasCw planu ustalają ścieżkę krytycz­
ną, tzn. te decydujące czynności całego procesu, od reali­
zacji których zależna Jest realizacja i zupełność rozwiąza­
nia całego zadania, "ścieżka krytyczna" Jest to w zsisadzie 
łańcuch głównych czynności realizacji całego planu, na który 
trzeba przede wszystkim skoncentrować uwagę kontroli i ope­
ratywnego kierowania. Oprócz tego metody te umożliwiają kon­
kretnie wyznaczać odpowiedzialność wszystkich stopni kiero­
wania i pomagają w ten sposób podwyższać organizację .pracy.

Jesteśmy przekonani o tym, źe właśnie w procesie do­
wodzenia i kierowania wojskami istnieje dużo takich czynno­
ści, do których można dane metody z powodzeniem zastosować,
0 tym również świadczy to, że metody te powstały właściwie 
dla potrzeb wojska.
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Również współczesny poziom technicznej hazy dowodze­

nia umożliwia wykorzystywanie nowych metod do najróżniej­
szych zadań sztabów.

Z kolei istnieją wszystkie przesłanki ku temu, żeby 
w wojsku drogą doświadczalną sprawdzić możliwości zastosowa­
nia nowych metod planowania i kierowania na szeroką skalę do 
najróżniejszych zadań.

Wymaga to jednak opanowania tych metod przez dużą 
liczbę specjalistów wojskowych. Właśnie dlatego, żeby do­
starczyć oficerom materiał do samodzielnego studiowania, 
opracowano niniejszą pracę zbiorową.

gen. mjr Jan Knotek
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S T E P

Metody analizy ścieżki /drogi/ krytycznej cieszą się 
wzrastającym zainteresowaniem w wszystkich dziedzinach ludẑ - 
kiej działalności# Możliwości zastosowania metod kierowania 
procesami złożonymi bada się w gospodarce, nauce, wojskowo«^ 
ści oraz w kulturze# Do tej pory jednak nie istnieje w CSES 
praca zbiorowa zajmująca się obszerniej tym tematem#

Okazuje się, że dla dokładniejszego zrozumienia tych 
metod konieczne jest przypomnienie podstaw matematycznych# 
Dlatego do pracy włączone zostały dodatki matematyczne#
W nich znajdzie czytelnik potrzebne wiadomości z teorii gra­
fów, rachunku prawdopodobieństwa oraz z algebry liniowej#

Dodatki matematyczne zawierają tylko materiał konie­
czny dla zrozumienia wyłożonych metod, nie chodzi więc o 
••autonomiczne” zbudowanie samodzielnych matematycznych te­
orii*

Z tego powodu są szczegółowo omówione przede wszyst­
kim te części lub dowody, które mają bezpośredni związek 
z algorytmami obliczeniowymi®

W pozostałych częściach pracy autorzy starali się 
przedstawić podstawowe myśli bez zbędnego przytaczania 
szczegółów#
Czytelnika pragnącego zapoznać się głębiej z wyłożonym 
materiałem odsyłamy do spisu literatury zamieszczonego na 
końcu pracy#

Cała praca składa się z trzech podstawowych częścis 
1# Dotychczasowe środki i metody
2# Metody analizy za pomocą ścieżki krytycznej /CPA/
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3« Dodatki matematyczne*
W jaki sposót należy studiować niniejszy potoęcz-

nik?
Rozdziały 1 oraz 2*1 nie dotyczą bezpośrednio metod CPA* 
Można je polecić czytelnikowi, który pragnie głębiej zapo­
znać się z podstawami powstania metody CPA. Jeżeli czytelnik 
chce szybko opanować metody CPM i PERT, może powyższe roz­
działy opuścić*

Dla obu metod ważny jest rozdział 2«2* zawiex’a— 
jący podstawowy materiał dla metod tego typu* Dlatego 
należy zwrócić większą uwagę na powyższy rozdział* Dogod­
nie jest studiować najpierw rozdział 3*1« Część 2*5«1 tak 
samo jak 2*4 można studiować samodzielnie po przeczytaniu 
2*2; Żeby zrozumieć objaśnienie metody PERT /tj* 2*4/ na®» 
leży zapoznać się z materiałem zawartym w rozdziale 3®5«̂

W tej części rozdziału zajmującego się metodą CPM, 
która porusza zagadnienie dotyczące przeliczeń kosztów, 
tj. 2*3*2, zakłada się znajomość rozdziału 3*1*

Cały rozdział 2*5 zajmuje się techniliami pckre?/nyEii 
i jego zadaniem jest zapoznać czytelnika z możliwościami 
dalszego zastosowania metod oraz ich rozszerzenia* Zakłada 
się znajomość rozdziałów 3*3 oraz 3#2* Przeznaczony jest on 
dla czytelników interesujących się niektórymi specjalnyiii 
zastosowaniami ewent* dalszym teoretycznym rozwojem metod 
CPA*

Rozdział 2.6 jest samodzielny i jego zadaniem jest 
poinformować czytelnika o obliczeniowych możliwościach w 
CSRS i za granicą oraz przedstawić szkic praktycznego po-
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stępowania przy oMiczeniach#
Stosunkowo obszerna literatura tmożliwia orientację 

w rozszerzeniu niektórych specjalnych zagadnień ewent# stu­
dium klasycznej literatury#

. W trosce o możliwie najwyższą kompleksowość opracowa­
nia oraz włączenia do pracy najnowszych wyników teorii CPA 
nie mogliśmy dotrzymać idealnej ciągłości wykładu# Praca 
zawiera kilka samodzielnych części, które wymagałyby dokład­
niejszego opracowania# Rozwój metod CPA jest jednak bardzo 
szybki i nie można mu dotrzymać kroku bez pewnych ustępstw# 

Poszczególne rozdziały opracowali; 
ing# Petr Bezdek /rozdz# 1,2,5#5*1, 2*6, 5#2/, mgr mat# 
Raroslat Moravek /rozdz# 2#^#2#2, 2#5#5#2, 2#5#3, 5#1,
5#5/ i mgr-ekon# Milan Zeleny /rozdz# 2.1, 2.2, 2.3.1, 
2.3*2#1, 2.4, 2.3*1, 2.5*H, 3.3*9/.
Rysunki ing. Petr Bezdek.

Autorzy pragną podziękować za współpracę pracownikom 
ośrodka MM) 28#

Praga, 1.5.1965 r#

Autorzy,
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1. DOTTCHCZA.SOWB ŚRUDKI PIAITOWAlTIA I KIBHOWAITIA

Coraz bardzieo skomplikowany proces wytwórczy i 
zmiany wymagają ciągłej obserwacji i kontroli*

Żeby móc skutecznie kierować poszczególnymi procesa­
mi wytwórczymi lub czynnościami, musimy potrafić je z góry 
zaplanować*

Dzisiaj w praktyce planowania Korzysta się z "kla­
sycznych” , -cradycyjnych met;oa, a dopiero powoli pojawiają 
się nowe metody korzystające z możliwości maszyn matematycz­
nych. Dajbardziej pracochłonne części obliczania wykonywane 
są za pomocą maszyn, metody te wykorzystują szybkość i nie« 
zawodność pracy maszyn, fo, że maszyna pracuje nieporówny­
walnie szybciej nlz powszechnie wprowaazona mechanizacja i 
praktycznie bez błędów, umożliwia sporządzić kilka warian­
tów planu oraz wybrać najlepszy wariant.

Zapoznanie z dotychczasowymi metodami planowania ma 
charakter poglądowy, a jego celem jest tylko naszkicowanie 
współczesnych metod planowania, przedstawienie i podkreśle­
nie wad /ewent* zaiet/ oraz pokazanie wyników osiągalnych 
za pomocą współczesnych metoa planowania*

1*1 Harmonogramy

Jednym z negprostszych sposobów planowania procesów 
wytwórczych w czasie, jest harmonogram. Harmonogram został

Vwprowadzony w Ct>RS na szerszą Skalę dopiero w latach trzy- 
aziestych. Harmonogram powstał na podstawie tzw* wykre­
sów Gantta.
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Zasada:
Harmonogram szereguje planowane czynności w jednej 

rzędnej - rzędnej czasu* Informacje o długości trwania za­
planowanych czynności, ich ogólnej ilości oraz ilości w każ­
dej jednostce czasu*
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Bys. 1

Zaplanowanie poszczególnych czynności w czasie przeprowa­
dza się według następujących zasad:

1. Konieczne jest zapewnić, żeby w określonym czasie 
i w określonej przestrzeni przebiegało tyle czynności, ile 
jest wskazane /przeważnie tylko jedna/*

2* Przestrzegać zasady o nasyceniu frontu robót*
3* Planowanie przeprowadzić w ten sposób, żeby mak­

symalnie wykorzystać mechanizację i technikę*
4* Ciągle i nieprzerwanie wykorzystywać siły wytwór­

cze*
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Punkt 4 razem z punktem 1 stanowią dzisiaj przeważnie 

główne kryterium* Tak jest dlatego^ że dzisiaj odczuwa się 
brak sił wytwórczycłi w CSRS prawie w wszystkich, gałęziach 
produkcyjnych*

Jeżeli przy układaniu harmonogramu uwzględniamy nie­
przerwane wykorzystywanie sił wytwórczychj można przebieg 
wzrastania sił wytwórczych przedstawić następującos

T\ O t S i j

^

-------- y--------

czns

Rys* 2
Jest więc korzystne opracować plan w ten sposób, żeby utrzy­
mać jak najdłużej stałą ilość sił wytwórczych.
' ‘ - Jeśli harmonogram został opracowany bez dokładnego
organizacyjnego i technologicznego opanowania planowanych 
przedsięwzięć, może się zdarzyć, że związki pomiędzy zja­
wiskami będą tylko »’czasowe**, a nie ’’rzeczowe”. Żeby częś­
ciowo usunąć tę ewentualność, używa się przy planowaniu 
każdego przedsięwzięcia kilku jednostek pomiarowych, np* 
zł, m^, normogodzin itp* Przy porównywaniu jednostek moż­
na odkryć niektóre związki pomiędzy planowanymr czynnoś­
ciami, które w przeciwnym razie można łatwo przeoczyć.
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Wpływ czasowego podziału.
Ze względu na to, jaki rodzaj zjawisk planujemy, 

musimy również dobrać odpowiednią skalę czasu. Jeżeli weź­
miemy zbyt drobny czasowy podział, to o pracowanie harmono­
gramu będzie bardzo pracochłonne. Z drugiej strony, gruba 
skala czasu może nie ujawnić niektórych ważnych powiązań 
pomiędzy planowanymi przedsięwzięciami i nie otrzymamy za­
dowalającego obrazu przebiegu planowanych przedsięwzięć. Na 
ogół nie można powiedzieć, jaką skalę czasu należy obrać, 
ale korzystne jest dzielić czas na takie odcinki, w których 
będziemy planowane czynności oceniać.

Jeżeli istnieje możliwość wyboru tylko jednej techno­
logii dla obranego zespołu planowanych czynności oraz można 
dla niej dokładnie wskazać kolejność poszczególnych przed­
sięwzięć, to dla lepszego pokazania przebiegu planu można 
korzystać z prostej formy harmonogramu w postaci linii sumo­
wanych /zob. rys. 5,4,5/*

Q2UQCUUIi u 2 3 4 5 6 7
i m m o  R m 20 4 0 30 4 0

URWISKO i m 15 SO 40

URWISKO e m 40 SO 40 2 0

URWISKO D m $0 $0 30 40

Z m iS K O £ m 40 S O 00

soo ŚO 85 90 m 95 40
20 70 m 24S ió5 U O 500

u m o m u m

i



- Í7 -

¡ j a m a o  a

zja m sao  i

u a m s a o  e

u a v i i m  o

u a w m o  f

T Off
■i 0
14M

i«
r W

-1-9 ł-

fem/fo n m u a t J i
m i n i o o L U v c u
uttw ísa

Bys, 4

M

Obi6ktywaie oconiaj^c tozoba zaznaczyć  ̂ ż© baxinoiio«- 
gram jako środek służący do graficznej ilustracji planovm- 
nych. przedsięwziąćj jest prosty w wykonaniu i asysty#
Z drugiej strony^ wadą jego jestj że umożliwia śledzić pla** 
nowane przedsięwzięcia tylko w czasie $ a ni© przestrzenia 
Również planowanie czynności wymagających korzystania z
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trudno d.ostępnych źródeł jest bardzo utrudnione*

1,2 GykloCTamy

Cyklogram przed.stawia planowane przedsięwzięcia w 
czasie i przestrzeni* Cyklogram pozwala stwierdzić, gdzie 
w przeznaczonym okresie czasu znajduje się którykolwiek ze­
spół roboczy realizujący poszczególne planowane przedsięwzięć 
cia* Umożliwia to dokładnie przeanalizować kolejność plano­
wanych robót, odpowiednio wyznaczyć przerwy technologiczne, 
dotrzymywać napełnienia frontu robót oraz nie zmieniać w 
ciągu pracy składu zespołów roboczych. Całość planowanych 
przedsięwzięć dzieli się w przestrzeni na działki robocze 
/zespoły robót/. /Działka robocza jest to konstrukcyjny 
lub tecłmologiczny odcinek planowanego przedsięwzięcia, dla 
którego jest opracowyvjany cały cyklogram. Różnica pomiędzy 
objętościami robót w poszczególnych działkach roboczych nie 
powinna przekraczać 20%. Czas potrzebny do zaplanowania 
dzieli się na rytmy. /Rytm jest to czas potrzebny do wyko­
nania czynności odpowiadających jednej działce roboczej/. 
Główne zasady ustalenia kolejności planowanych czynności 
i robót są następujące s

1.2.1 Metodą kolejnego wyiconywania robót

Metodę tę stosuje się w tych przypadkach, kiedy nie 
można pracować jednocześnie na kilku działkach roboczych, 
np. przy budowie tunelu /I. mierzy, 2. strzałowi, 3. robot­
nicy usuwający rozsadzoną skałę/. Chociaż zespoły robocze 
wykorzystywane są w sposób ciągły /ciągle pracuje tylko 
jeden zespół/, konieczna jest ich ustawiczna zmiana.
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1,2o2 Metoda nednoczesne^ wykonywania robót 

Przykład:
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Metodę tę stosuje się wtedy, kiedy mamy do dyspozy­
cji wystarczający zapas sił roboczych, i można pracować jed­
nocześnie na wszystkich działkach roboczych za pomocą tej 
samej technologii, np. przy wykonaniu drogi komunikacyjnej. 
Przy tej metodzie potrzebna jest duża ilość zespołów robo­
czych w stosunkowo krótkim okresie czasu.

1o2®3 Metoda potokowa /równomierna/ wykonywania robót

Przykład;
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Rys. 8

Ustalenie czasu potrzebnego do ssykonania budowy:

r , ~ k . n
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Jeżeli pojawi się konieczność przerw technologicznych po­
między zejściem i wejściem poszczególnych zespołów roboczych 
na działki, musimy dla ustalenia czasu T dodać do wyrazu 
k • /nH-n-1/ łączny czas trwania przerw.

Metoda potokowa nadaje się do wykonywania robót jedno- 
]£j_02?unkowych /np. linie kanalizacyjne/ oraz wszędzie tam, 
gdzie istnieje możliwość wykonywania robót na kilku dział­
kach roboczych zespołami roboczymi różnych specjalności /np. 
budowa jednostek mieszkaniowych/.

Zasadnicze fazy potoku:
T =s czas wzrastania potoku

= czas ustabilizowania potoku /2/
= czas zmniejszania potoku

P 1 50? =1} - T - T
Bardzo ważna jest druga faza, tj. czas ustabilizowa— 

potoku, ponieważ w tym czasie równomiernie i nieprzer­
wanie realizuje się produkcję. Z doświadczenia wynika, że im 
dłuższy jest okres ustabilizowanego potoku 0? w stosunku do 

i tym bardziej potok jest korzystny i ekonomiczny.
Dla oceny potoku, z punktu widzenia równomierności, 

najczęściej stosowany jest wskaźnik równomierności poto­
ku 7^ . Wyraża się on stosunkiem czasu ustabilizowanego po­
toku do czasu budowy

ną f n - 1 /?/

Im więcej zbliża się 7̂  do 1, tym lepsza jest organizacja 
potoku. /Jeżeli T  0,5 oznacza to, że potok prawdopodob­
nie nie jest prawidłowo zorganizowany/*
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Za pomocą cyklogramu opracowanego dla metody potoko­
wej wykonywania robót, można uzyskać jeszcze następujące da­
ne:

flfc. PHimŚÓ
POTOKU

P n O lĄ T O S C  BOZPOCZ(TVCU 
o i m z  P O L

o • oiJiTosó umcioum
o i i p i a  P O L

r*  020$. IV KropvM gooo 
$¡0 wmopoi p I o

Rys, 9

Wybór kąta oC /tj, prędkości toku/: dobiera się w zależno­
ści od najważniejszej roboty /robota prowadząca/ i do niej 
dostosowuje się pozostałe roboty,

W zależności od tego, jakie związki zachodzą pomię­
dzy poszczególnymi czynnościami, rozróżniamy:
1, Potok zrównoważony: A/ rytmiczny
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2* Potok niezrównowaźoiay nierytmiczny

3. Potok niezrównoważony rytmiczny

Na podstawie przytoczonych przykładów można stwierdzićę że 
informacje uzyskane przy planowaniu za pomocą cyklogramu są 
bardziej obszerne, niż przy planowaniu za pomocą harmono­
gramu* W odróżnieniu od harmonogramu ułożenie cyklogramu 
jest bardziej skomplikowane, wymaga ono dokładnej znajomoś­
ci projektu, technologii wykonania i organizacji przedsię«. 
biorstwa lub zakładu wykonującego zaplanowane roboty. Sprawa 
komplikuje się jeszcze bardziej, jeżeli zakładamy pracę zmia­
nową oraz uwzględniamy rok kalendarzowy /to znaczy święta, 
niedziele itp/.
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Wadą cyklogramu jest nieco utrudniona orientacja 
oraz to, że prawie każda zmiana w stosunkach, pomiędzy po­
szczególnymi planowanymi przedsięwzięciami pociąga za sobą 

niemalzawsze przeróbkę całego cyklogramu#

1*5 Związek pomiędzy cykl o gramem i harmonogramem

Ich wspólną cechą jest rzędna czasu# Jeżeli więc pro­
ces wytwórczy został zaplanowany za pomocą cyklogramu, moż­
na go przekształcić w harmonogram za pomocą metody pokaza­
nej w następującym przykładzie: 

m L 0 Q k m

liPillAOUOCKfilA CZPS

p
. . ....A ,

B

C

D

i

Rys. 15

Przejście od harmonogramu do cyklogramu nie jest 
jednoznaczne i wcale nie tak proste# Trzeba najpierw po­
dzielić całość na działki robocze których harmonogram nie 
uwzględnia# Podział ten zależny jest od wykonawcy#
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1.4 Podstawowe związki pomiędzy harmonoCTamem i siecią
powiązań

Podstawą w przygotowaniu o*bliczenia projektu za po­
mocą metod typu CPM, PERT i innycli jest sieć powiązań / z o b ^  

2#2/, która przedstawia kolejny przebieg czynności i ich 
wzajemnych stosunków.

Ze względu na to, że w praktyce korzysta się przeważ­
nie z harmonogramów /i wyjątkowo potrafimy przekształcić 
cyklogram na harmonogram/, w następujących przykładach są 
przytoczone podstawowe związki pomiędzy harmonogramem i sie­
cią powiązań.

Przykład 1
Czynność ”a”. Węzeł 1 jest początkiem i węzeł 2 jest koń­
cem czynności ”a”.

a

Rys. 14
Przykład 2
Dwie czynności ”a” i **b’*, przy czym czynność ”b’* może nastą­
pić dopiero po ukończeniu czynności **a”.

a

Hys. 15
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Przykład 3
Dwie czynności i ”b*’ mające jednakowy czas trwania oraz 
rozpoczynające i kończące się w jednakowym czasie* /Użycie 
zapisu I i II zależy tylko od czynności kończących i roz­
poczynających się w poszczególnych węzłach* Użycie zapisu 
III jest niedopuszczalne/*

II.

III.

Eys* 16

Przykład 4
Dwie czynności ”a” i **h** wykonywane jednocześnie oraz czyn­
ność trwa przez krótszy okres czasu niż ”a” i może roz­
począć się w którymkolwiek momencie trwania czynności ”a”* 
/Zapis III - drugiej fikcyjnej czynności można użyć dla lep­
szej orientacji, ale jest zbędny/*
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^0

J

Rys. 22
Przykład 10
Czery czynności ”a”, *’b", ”c” i są zależne od siebie tak, 
że czynność ”c” może rozpocząć się dopiero po ukończeniu 
czynności *’a” i ”b” , dla rozpoczęcia czynności ”d” wystar­
czy ukończenie czynności ”b”.

— <«)— m 5 )
I/

0 - S - H ^ ) — ^ — k 5 )

Rys. 2?
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Przykład 11
Pięć czyaności "a”, "ł>” , ”c", "d" i "e" zależnych od siehie 
OT ten sposób, że czynność ”e” może rozpocząć się dopiero po 
ukończeniu czynności "a" i "c", których rozpoczęcie natomiast 
uOTarunkowane jest rozpoczęciem czynności ”b", na odwrót dla 
rozpoczęcia czynności "d" wystarczy ukończenie czynności "b"«

Rys« 2Ą

Przykład 12
Pięć czynności "a", "b", ”c", "d" i "e" zależnych od siebie 
OT ten sposób, że czynność ”e" może nastąpić dopiero po ukon* 
czeniu czynności "c” i ”b” , natomieist do rozpoczęcia czyn­
ności "d” wystarcza ukończenie czynności "b". Rozpoczęcie 
czynności ”b" i "c" może nastąpić dopiero po ukończeniu

Rys. 25
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Przykład 15
Pięć czynności ”a*% **c” , *’d” i zależnych od siebie
w ten sposób, że czyimość ”a” powinna być ukończona np# 50 
jednostek czasowych przed ukończeniem całego projektu# Po 
ukończeniu czynności **b*̂ konieczna jest przerwa o długości 
14 jednostek czasowych /np# remont/, a dopiero potem można 
rozpocząć czynność ”c”# Czynność ”d’* powinna być ukończona 
w pewnym momencie trwania czynności ”c” , od którego jest 
zależne kontynuowanie czynności **c” # Na odwrót czynność ”e” 
można rozpocząć dopiero po ukończeniu czynności **d”#

Przykład 14 26
Szereg czynności, które od pewnego momentu zbiegają się w 
technologicznej kolejności. Żeby osiągnąć przejrzystość sie­
ci powiązań przy dużej ilości czynności, korzystne jest gru­
pować poszczególne komplety czynności oddzielnie i wyzna­
czać zależności pomiędzy tak utworzonymi grupami warunków 
czasowych /'*£*'/•
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H
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U 46

ii
48

49

25
«7

24

rys o 27
Przykład 15 *
Przy realizacji dużych projektów wymagających większej iloś­
ci czynności jest hardziej korzystne opracować ogólny sche­
mat przedstawiający drobne czynności oraz ich związki w po­
staci bloków, które zwykle oznaczamy dużymi literami» W 
przykładzie tym jest uproszczony przykład 14 i użyto tu blo­
ków •'B” i ”C”» Wprowadzone bloki podkreślane są gra­
ficznie - np* linią podwójną»

A s(£)---- - ( ^

rys, 28
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DotycłiLCzas przytoczone metody planowania^ ^tradycyj- 
ne” harmonogramy lub cyklogramy albo nowe CPIM, PERT i innef 
polegają na tym, że rozdzielają uprzednio ustaloną ilość 
planowanego przedsięwzięcia w czasie« W praktyce jednak spo­
tykamy się z tym, że właśnie trzeba obliczyć tę całkowitą 
ilość«

Ostatnio z powodzeniem stosuje się przy rozwiązywa­
niu tego typu zadań modele strukturalne« Dla lepszej orienta­
cji niżej przytaczamy podstawowe wiadomości o modelach struk­
turalnych«

1#5 Modele strukturalne

Modele strukturalne stanowią uproszczone przedstawie­
nie rzeczywistości« Najprostsze są modele liniowe, które 
przedstawiają związki modelowane za pomocą układu równań li­
niowych« Eozróżniamy modele dotyczące gospodarki narodowej, 
resortowe i modele dotyczące przedsiębiorstw«

Konstrukcja modelu«
Przy konstrukcji modelu wychodzimy z założenia, że 

produkcja i zużycie poszczególnych produktów znajdują się 
w równowadze« Stosunki pomiędzy objętością produkcji i ob­
jętością zużycia poszczególnych produktów potrzebnych do 
realizacji produkcji, są funkcjami /w większości można je 
wyrazić jawnie w postaci funkcji liniowych/«

Podstawy do sporządzania modeli można uzyskać w za­
sadzie s
1/ metodą bil anso wo-anal i tyczną 
2/ metodą technologiczno-syntetyczną«
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Przy stosowaniu metody bil ans owo-analityczne 3 korzy­
stamy ze znajomości stosunków pomiędzy zużyciem i produkcją 
poszczególnych produktów. Podstawy uzyskujemy za pomocą sta­
tystyk zawierających wyniki minionego okresu.

Przy stosowaniu metody technologiezno-syntetycznej 
podstawy konstruujemy na podstawie norm, przeprowadzonych po­
miarów w procesie produkcyjnym oraz związków technologicz­
nych.

Żadnej z obu przytoczonych podstawowych metod nie moż­
na w praktyce prawie nigdy zastosować oddzielnie. Zazwyczaj
obie metody kombinujemy.

Modele statyczne otwarte i zamknięte

Dla modeli statycznych charakterystyczne Jest to, że 
wszystkie występujące w nich wielkości odnoszą się do Jedne­
go wspólnego okresu czasu®

W modelu statycznym zamkniętym ̂ ogólna produkcja rów­
na się globalnemu zużyciu produkcji w rozważanym okresie 
czasu.

Statyczny model liniowy zamknięty można wyrazić dla 
n g£iięzi /lub n dziedzin produkcyjnych/ za pomocą Jednorod­
nego układu równań liniowych©

Oznaczmy przez
X.. całkowitą produkcję J-teJ dziedziny gałęzi J
Xij objętość produkcji i-teJ gałęzi zużytej w J—teJ gałęzi.

Viftedy zachodzi
X11 + x.j2
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+ ^22 2̂3Ci ~ ^2 /4/

^n1 ’*’ ^ 2  *•* ••• “•■ ^
Powyższy zapis można również wyrazić w postaci

tabeli:

Gałąź Zużycie w gałęziach 
prod.

Produkcja całkowi­
ta

1 ^ 1  ^ 2  •••••
2 ^21 ^22 ....  ^2n X2

n ^ 2  •*•••• ^

Statyczny model liniowy otwarty można przedstawić 
za pomocą układu równań liniowych.

Jeżeli następnie oznaczymy przez y^ końcowe zużycie 
produkcji i-tej gałęzi, możemy napisać

• • ♦ + *̂ n̂ ~

+ ^22 • • • *̂* ^2n ^2 ~ ^2
/5/

^n1 ^ 2  • • • '*' ^n ~ ^

Układ tych n równań, które nazywają się równaniami 
bilansowymi podziału produkcji, jest punktem wyjściowym w 
analizie pomiędzy poszczególnymi gałęziami. Jednostki produk­
cji mogą być wyrażone w postaci albo naturalnej /t, q, m, 
m , szt., itd/ albo pieniężnej.

Analogicznie do poprzedniego można zapis znów wyra­
zić za pomocą tabeli.
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Gałąź Zużycie w gałęziach prod.
^  2 o*.«, n

Końcowe
zużycie

Całkowita
produkcja

1
2 ^21 ^22 • ♦ ••* ^2a 72 

• • •
^2 
• •

n ^ 2  «® ®
■

yn
'

V/ obydwu przypadkach, /model otwarty i zairknięty/ trze« 
ba wprowadzić następujące założenia:

a/ wielkość zużycia produktów i—tej dziedziny w j_tej 
dziedzinie jest proporcjonalna do całkowitej produkcji j—tej 
dziedziny /założenie liniowości/^

b/ następnie w produkcji zachodzi taki związek, że po« 
większenie jednego z czynników produkcji, zakładając przy 
tyii, że żaden z pozostałych czynników się nie zmieni, nie 
prowadzi do podwyższenia całkowitej produkcji.

Założenie liniowości można zapisać = a^^ • Xj, 
gdzie oznacza tzw® współczynnik techniczny /prosta nor­
ma zużycia/, którego ważność jest ograniczona w czasie /w 
różnych modelach różny okres ważności — rzędu kilka lat/#

Po wprowadzeniu współczynni&rów technicznych można 
układy równań zapisać w postaci 

a/ model zamknięty
/6/>

b/ model otwarty
n

a^^ + yĵ  s: Xjĵ X s nH /?/
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Następnie oznaczmy przez A macierz współczynników technicz­
nych

/

A =

a11 ^12 ••• ®1n

21 ®-22 ••• ^ 2 a

®u1 ®łi2 ®an
Wektor produkcji Wektor końcowego zużycia

/8/

X =

r n Xi ^ X 1 ^1
^2 ^2
• Y = •
• *
a •
^n • n

/9/

wtedy możemy napisać
a/ model statyczny zamknięty w postaci równania macierzo­

wego
A X  = X [e - a ] . X = 0  /10/

h/ model statyczny otwarty
A X + X = X lub Y = jj) - a1 , X lub X = [e - ^  X, 711/

gdzie E oznacza macierz jednostkową /zob. rozdz. 3.2/.
Znajdując współczynniki techniczne możemy za pomocą 

4 2  ,statycznego modelu liniowego zamkniętego obliczyć stosunek
między produkcjami poszczególnych gałęzi.

Za pomocą statycznego modelu liniowego otwartego
można obliczać /znając współczynniki techniczne/
- końcowe zużycie X przy określonej całkowitej produkcji X
- całkowitą produkcję X przy określcctym końcowym zużyciu X
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Własności współczynników technicznych^»

Współczynniki techniczne są określone równaniem 
C i :.' r: — c/  ^ IX

O ile i Zj wyraża się w jednostkach nattiralnych» 
współczynnilci określają^ jaka ilość produktów ”i” wyra« 
żona w jednostkach naturalrgrch potrzebna jest do produkcji 
jednej jednostki produkcji ^̂ j” wyrażonej również w jednost­
kach naturalnych®

5?rzeba uświadomić sobie ̂ że wartość bezwzględna 
współczynników zależna jest od jednostek^ w których mierzymy 
obydwie produkcje i Z^© Zmiana jednostek powoduje zmia«  ̂
nę wartości współczynników technicznych®

Jeżeli objętość produkcji wyrażona jest w jednost­
kach pieniężnych^ współczynnik techniczny jest liczbą bez­
wymiarową© Wartość współczynnika zależy w tym przypadku nie 
tylko od objętości naturalnego zużycia^ tj® od związków 
technologieznychg ale również od stosunku cen zużywanego 
1 końcowego produktu«.

Agregacja dziedzin

Klasyfikacja dziedzin jest podstawą do .konstruoNia­
nia i funkcjonowania modeli strukturalnych® Jeżeli nie zo­
stała ona poprawnie wykonana^ współczynniki techniczno rao— 
gą się zmieniać i nie odpowiadać wymaganiom® Liczba dzie­
dzin musi być jednak ograniczona® Ograniczenie jest konie­
czne przede wszystkim ze względu na możliwości tecimikl 
obliczeniowej^ jak również dlategoj że przy dużej ilości 
dziedzin istnieje możliwość zastępowania jednej przez dru-
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gą, co jest w sprzeczności z  założeniami konstrukcji mode­
lu strukturalnego».Z doświadczenia wynika, że najkorzyst­
niejsza liczba dziedzin wynosi od 50 do 200® Żeby nie prze­
kroczyć tej liczby można łączyć dziedziny w większe całościi

\

Łączenie dziedzin nie jest problemem o rozwiązaniu 
jednoznacznym i dopiero w ostatnich latach zostały odkryte 
ścisłe zależności matematyczne® [Drzeba uświadomić sobie, 

że przy każdym łączeniu gubimy pewne informacje» Można więc 
zgubić np» niektóre dziedziny deficytowe, ponieważ mogą one 
być tylko częścią dziedziny zagregowanej« Przy rozległym 
łączeniu mogą zniknąć cechy charakterystyczne współczynni­
ków technicznych dlatego, że w tym przypadku wyrażają one 
zużycie dziedziny, która nie jest jednorodna« To może wpły­
nąć negatywnie na rezultaty bilansu sporządzonego na podsta­
wie współczynników technicznych»

Przykład agregacji?

Jeżeli łączymy dziedziny t, g, h w jedną dziedzinę r, wtedy 
współczynnik techniczny dziedziny r wynosi

, gdzie

+ X.v / W

X ;rCX* „xr

^in =■ ^ t

= X^ +

Podstawiając o ¿0 równania /I/ otrzymamy
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To oznacza, że współczynnik dziedziny zagregowaneó 
jest średnią ważną współczynników technicznycli dziedzin 
łączonych*

Ze zwięzłego opisu współczesnych metod planowania wi­
dać, że za wyjątkiem modeli strukturalnych, są one sztywne* 
Są również mało operatywne« Hównież i to, że tylko małą 
część z nich można zaprogramować, wskazuje na dużą praco­
chłonność ich opracowania.^

Dlatego były i są poszukiwane nowe drogi i metody, 
które mogłyby umożliwić przeniesienie najbardziej praco­
chłonnych części na maszyny matematyczne i dostarczyłyby 
zarazem co najmniej tyle informacji co metody dotychczasowe*
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2, MEJODY AITAŁIZY ZA POMOCĄ SCIBŻKI KRYTYCZNEJn— h i m — m  umr ^w n u* * j < > w p , i H B C »

2«1 Warunki powstania metod analizy sieciowe,t i  icłi miej­

sce w badaniach operacy.jnycłi /Operations Hesearch//

Zagadnienia kierowania i kontroli procesów złożonych 
i systemów pojawiły się w czasie drugiej wojny światowej# 
Potrzeba było rozwiązać dużo skomplikowanych sytuacji na 
froncie i na tyłach# Powstały nowe środki łączności, maszy­
ny do przetwarzania danych, teoria cybernetyki i metody po­
zwalające na naukowe i obiektywne rozwiązyvjanie problemów 
kierowania procesami złożonymi« Powstała nowa dyscyplina - 
Operations Research /badania operacyjne/#

Dla badań operacyjnych jest charakterystyczne to, 
że powstały one podobnie jak cybernetyka, z połączenia róż­
nych dyscyplin naukowych# Badania operacyjne korzystają z 
rezultatów matematyki, statystyki, logiki, psychologii, 
socjologii, ekonomii, biologii, cybernetyki, nauk tech­

nicznych itp» Badania operacyjne są nową naulcą, która się 
dopiero kształtuje i rozwija# Mimo to jest już dzisiaj sto- 
sunlcowo jednolitą dyscypliną i zasługuje na większą uwagę# 

Rozwojowi metod badań operacyjnych sprzyjają współ­
czesne warunki /maszyny matematyczne, metody modelowania 
matematycznego/«

Nie można jeszcze dzisiaj dokładnie wyznaczyć zakre­
su zastosowania metod badań operacyjnych# Bo najbardziej 
znanych należą programowanie matematyczne, analiza struk- 
tur<ńl.na, teoria gier, teoria masowej obsługi /frontów/, 
teoria zapasów, metody Monte Carlo, metody analizy sieci.
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teoria niezawodności itp#
Konieczne jest nowe podejście do rozwiązywania no­

wych zagadnień, ponieważ metody te wykorzystują wiadomo­
ści dużej ilości dyscyplin naukowych. Warunkiem jest współ- ’ 
praca różnych specjalistów i ich grupowanie. W dziedzinie 
tej wykorzystuje się modelowanie matematyczne. Model matema- 
,tyczny służy do uchwycenia zjawisk i procesów złożonych.
Użycie modeli jest konieczne ze względu na to, że ekspery- 

«mentatorstwo w zakresie wojskowości i gospodarki jest prak­
tycznie niemożliwe.

Na modelach można przeprowadzać doświadczenia, opra­
cowywać różne warianty i z nich wybierać optymalne. Przy 
opraco?\ianiu dużej ilości wariantów stosuje się ostatnio me­
tody symulacji, które operują liczbami losowymi. Do zasto­
sowania tych metod potrzebne są jednak duże maszyny matema- 
tyc zne.

Praca w zespołach, modelowanie i symulacja są głów­
nymi charakterystycznymi cechami współczesnego podejścia do 
rozwiązywania skomplikoviianych zagadnień technicznych i eko­
nomicznych.

Poszczególne metody badań operacyjnych są dzisiaj 
na różnym poziomie opracowania i praktycznego użycia. Nie­
które można dokładnie wyrazić w postaci algorytmów, istnie­
ją dla nich sprawdzone programy', metody są wypróbowane i sto< 
sowane w praktyce /programowanie liniowe, analiza sbrulctu— 
ralna, metody analizy sieci - CPM, PSET itp/. Dla rnnych 
metod szukamy dopiero matematycznego sformułowania«

Nantępnie zostaną przytoczone główne cechy charak—
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terystyczne i zagadnienia rozwiązywane za pomocą niektórych 
bardziej znanych metod badań operacyjnych.

Programowanie matematyczne /Mathematical ProCTamming/

Metody te można podzielić na metody programowania li­
niowego i metody programowania nieliniowego. Chodzi tutaj
0 rozwiązywanie zadań wariancyjnych, tj. takich^w których
można dojść różnymi drogami do określonego celu. Tylko je-

•(
den albo ograniczona liczba sposobów jest optymalna. Z pun­
ktu widzenia modelu matematycznego mamy więc znaleźć ekstre­
mum, tzn, minimum lub maksimum funkcji charakteryzującej 
cel, który zamierzamy osiągnąć.

Jeżeli funkcja ta jest liniowa, zagadnienie sprowa­
dza się do programowania liniowego^. Jeżeli nie jest liniowa 
/np. dwumianowa/, zagadnienie sprowadza się do programowania 
nieliniowego.

Optymalizując modele liniowe są pełniej opracowane
1 wielokrotnie wypróbowane w praktyce. Dla modeli nielinio­
wych ciągle jeszcze szukamy najdogodniejszych algorytmów 
rozwiązania zadań®

Najprostszymi modelami programowania liniowego są 
tzw. zagadnienia alokacji. Przede wszystkim jest to prob­
lem transportowy, w którym bada się optymalne rozwiązanie 
dowozu przy określonych wydajnościach i wymaganiach. Ce­
lem jest zminimalizowanie kosztów w ten sposób, żeby zo­
stały spełnione wszystkie warunki ograniczające. Następ­
nie do talcich modeli sprowadzają się zagadnienia przypo­
rządkowania - rozwiązujące optymalne wykorzystanie maszyn, 
siły roboczej itp. na rożnych stanowiskach roboczych.
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Tzw* zagadnienie przejazdów obwodowych /"zagadnienie 
komiwojażera"/ rozwiązuje problem dowozu, w przypadku kiedy 
środek komunikacji w czasie jazdy obwodowej kolejno wyła- 
dowywuje swój ładunek i wraca z powrotem* Zadanie jest na­
stępujące: przejechać tylko raz przez każde miejsce, wró- 
Ció do punktu «yjściowego oraz osiągnąć minimalną ilość 
przebytych km*W zakres programowania liniowego wchodzą też modele 
dystrybucyjne, które są uogólnieniem modeli zagadnień tran­
sportowych, zagadnienia mieszanki rozwiązujące optymalne wy­
korzystanie surowców itp*

2. Analiza strukturalna /Input - Output Analysis/

Pierwszy ras została matematycznie sformułowana 
i opracowana przez W*W*Leontiewa w okresie między pierwszą 
i drugą wojną światową* Leontiew kontynuował myśli Quesnay e 
i Parrota*

Analiza strukturalna korzysta z rachunku macierzo­
wego oraz z przestawienia tabelowego* Chodzi tutaj o metody 
bilansowe, które mają za zadanie ustalić wymagania i źródła 
dla każdej gałęzi gospodarki narodowej, dla każdego produk­
tu pewnej gałęzi itp* W połączeniu z modelami optymalizują­
cymi usiłuje się znaleźć optymalną stukturę gospodarki na­
rodowej*

Dla określonych wymagań zużycia, metody te umożli­
wiają obliczyć optymalną strukturę produkcji lub dla okreś­
lonej zdolności produkcji obliczyć optymalną strukturę zuży­
cia* Umożliwiają również za pomocą macierzy odwrotnych 
i tzw* wskaźników kompleksowych określić wpływ zmiany pro­
dukcji jednej gałęzi na produkcję wszystkich pozostałych
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gałęzi Ich możliwości są diiże, przede wszystkim w po­
łączeniu z modelami optymalizującyal, metodami analizy sie­
ciowej itp#

Wadą dotychczasowych modeli strukturalnych jest to, 
że są statyczne* Pokazują struktircę tylko w pewnym ustalo- 
n̂ /m czasie* Nie umożliwiają one określać wystarczająco do­
kładnych naukowych przewidyisań* T e  zagadnienia rozwiązują 
tzw. modele dynamiczne* Na razie jednak ich metodyka nie 
jest zadowalająco opracowana*

Z modeli striikturalnych korzysta się nie tylko w ska­
li gospodarki narodowej, ale również w skali gałęzi, dzie­
dzin, zakładów itp*

3. Teoria masowej obsługi /frontów/ /Queuing Theory/

Teoria masowej obsługi nosi też nazwę teorii fron­
tów* Z rozwojem urządzeń umożliwiających zbiorową obsługę 
dużej ilości jednostek powstało zagadnienie, jaka jest 
zdolność urządzeń w pewnych warunkach i w jakiej proporcji 
są koszty eksploatacyjne i czysty dochód*

Chodzi tutaj o zagadnienia z zakresu działania li­
nii telegraficznych i telefonicznych, ruchu komuniltacyjne- 
go, funkcjonowania urządzeń sanitarnych, samoobsług, linii 
operacyjnych itp*

Ogólnie zawsze bierzemy pod uwagę jakiś system, któ­
ry jest zdolny obsłużyć pewną ilość określonych elementów* 
Czas wejścia do systemu waha się, czas obsługi również* 
Możemy dostarczyć dane o gromadzeniu się elementów przed 
wejściem do systemu* Potem można ułożyć stosunek między
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natężeniem wejścia i wyjścia w ten sposób, żeby gromadzenie 
nie przekroczyło pemej granicy*

4 • Teoria zapasów /Inventory Theory/

Nazywa się również teorią składowania* Metody teorii 
zapasów umożliwiają rozwiązywać problemy powstałe w związ­
ku z nagromadzeniem surowców, produktów, części zamiennych 
itp. Pewne nagromadzenie zapasów jest konieczne, żeby zapo­
biec ewentualnym trudnościom w zaopatrzeniu* Określenie 
optymalnej ilości zapasów może być bardzo skomplikowanym 
zadaniem*

Wymagania mogą zmieniać się w ten sposób, że pewną 
wielkość zapasów wymagamy z określonym prawdopodobieństwem* 
Utrzymyv;anie zapasów dla "małoprawdopodobnych” wymagań jest 
przeważnie bardzo kosztowne* Dla takich wymagań musimy li­
czyć się z przerwami w przebiegu produkcji*

5* Teoria gier /Theory of games/

Przy rozwiązywaniu praktycznych zadań z zakresu eko­
nomiki, wojskowości itp* bardzo często trzeba rozwiązywać 
sytuacje, kiedy spotyka się dwie lub więcej ’’przeciwstaw­
nych** stron* Każda strona /’’gracz”/ zmierza do celów odwrot­
nych niż przeciwnicy* Powstaje sytuacja konfliktowa, w któ­
rej postępowanie jednej ze stron zależy od rezultatów po­
stępowania strony drugiej.

Model matematyczny powyższego przypadku nazywa się 
grą* W odróżnieniu od opisanej sytuacji^gra przebiega we­
dług ustalonych reguł koniecznych dla matematycznej analizy
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Regułami nazywamy zespół warunków określaóącyxih moż­
liwe warianty postępowania obydwóch stron. Surategią nazy­
wamy zbiór reguł określając.ch w sposób jednoznaczny posu­
nięcie gracza przy każdym posunięciu przeciwnika w zależno­
ści od położenia ulcładającego się podczas gry.

Celem jest znaleźć optymalną strategię, która zapew­
nia przy jakimkolwiek posunięciu przeciwnika maksymalną 
możliwą wygraną. Jest to tzw. zasada minimaks, która również 
zapewnia przeciwnikowi, że przy jakimkolwiek naszym posu­
nięciu istnieje posunięcie zapewniające mu minimalną prze­
graną.

Modele teorii gier można w prosty sposób sformuło­
wać jako zagadnienia programowania liniowego. Wtedy ogra­
niczenia są równoważne regułom gry i należy znaleźć strate­
gię ekstremalizującą funlccję wygranej. Własnej strategii od­
powiada rozwiązanie jednego zagadnienia, strategii przeciwni­
ka odpowiada rozwiązanie zagadnienia sprzężonego.

Wśród przytoczonych metod badań operacyjnych szcze­
gólnie ważna jest metoda analizy sieciowej.

6* Analiza sieci /Critical Path Analysis/

Metody te rozwiązują zagadnienia związane z kierowa­
niem, planowaniem i kontrolą przebiegu procesów złożonych.
Są to procesy, przy których do osiągnięcia wyznaczonego ce­
lu potrzebne jest zrealizowanie setek tysięcy nachodzących 
na siebie logicznie i technologicznie związanych operacji 
i cz;>'nności.

Dotychczasowe metody nie pozwalały rozwiązać problem 
kierowania takjmi procesami w całości przy ich złożoności.
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Główną rolę odgrywało doświadczenie i intuicja* Dopiero ist­
nienie maszyn matematycznych, i modelowania matematycznego 
umożliwiło ich powstanie* Podwyższają one sprawność kierowa­
nia za pomocą szybszej i bardziej odpowiedzialnej kontroli, 
odkrywają problemy wcześniej niż mogą nastąpić dysproporcje 
i umożliwiają sprawną redukcję czasu i kosztów w rozwiązy­
wanych zadaniach*

Istnieje już około 40 różnych modyfikacji wyprowa- 
dzoriych z dwóch podstawowych metod CPM i PERT*
Są to przede wszystkim:
PERT /Program Evaluation and Rewiev Technique/, CPM /Criti­
cal Path Method/, TOPS /The Operational PERT System/, HEPP 
/Hoffmann Evaluation Procedure/, GAP /Graphic Application 
of PERT/, LESS /Least Cost Estimating and Scheduling/, LOB 
/Line of Balance/, RARIPS /Resource Allocation and Multi 
Project Scheduling/, S C A ®  /Scheduling and Control by Auto­
mated Network Systems/, RITE /Rapid Information Technique 
for Evalution/, MAPS /Multivariate Analysis and Prediction 
of Schedules/, DBPS /Decision Box Planning and Scheduling/, 
MS /Multiship, Multishop, Workload - Smoothing Program/,
PEP /Program Evalution Procedure/, CPS /Critical Path Sche­
duling/, CPPS /Critical Path Planning and Scheduling/, 
PROMOCOM /Project Monitor and Control Method/, IMPACT /Im- 
plemantation. Planning and Control Technique/, CPP /Criti­
cal Path Programming/, PERT /COST, PILOT, RPSM, MCX, CiiAM, 
COMET, PROMPT, DELTA, HARMS, TARMS, PLAHHET, PRISM, SVS, 
TRACE, PEST, RELECOM^ PERT - HAP, SUPERT, PERTOCOM i inne*
Wskazuje to na ich dostosowania się do różnych warianków i
celów*

2*1*1 Historia powstania

Historia powstania obu podstawowych metod jest szcze* 
gólnie pouczająca z punktu widzenia szybkości i całości ich 
rozwoju* Dlatego przytoczymy niektóre najbardziej ważne 
fałaty*

Metoda CPM jest starsza od metody PERT* Już pod ko­
niec 1956 r* firma E*I* du Pont de Heumeurs Comp* roz­
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wiązywała zagadnienie kierowania i planowania l>udowy zauto­
matyzowanego przemysłu chemicznego, przede wszystkim plano­
wanie prac konserwatorskich i kontrolnych. Przy współpracy 
z Sperry Pand Corporation pod kierownictwem Morgana R. Wal­
kera i Jamesa E. Kelley ego został opracowany projekt cza­
sowego planowania za pomocą sieci powiązań. Pierwsze obli­
czenia zostały przeprowadzone już na początku 1957 r.

Pierwsze wypróbowanie nowej metody w praktyce, prze­
prowadzone równolegle z tradycyjnymi metodami planowania, 
pokazało wszystkie zalety nowej metody: prostsza, bardziej 
elastyczna, ujawnia decydujące części projektu itd.

Następnie wykorzystana została przy planowaniu prac 
konserwatorskich i kontrolnych w zalcładzie chemicznym w 
Louisville. Również tutaj zostały osiągnięte bardzo dobre 
wyniki. Metodę CPM zaczęto stosować również poza granicami 
koncernu du Pont.

Również inne spółki akcyjne, np. Remington Rand 
UNIVA0 i Mauchly Associated brały duży udział przy rozpow­
szechnianiu metody CPM i jej dalszym rozwoju.

W ostatnich latach metodą CPM intensywnie zajmuje 
się firma General Electric* Tutaj powstała metoda CPM/GE, 
Która jest modyfikacją metody CPM z punktu widzenia plano­
wania głównych węzłów /Milestones/. Następne — to metoda 
PROMOCOM, uwzględniająca planowanie kalendarzowe oraz RAMPS 
umożliwiająca planowanie większej ilości projektów jedno­
cześnie przy optymalnym wykorzystaniu źródeł.

W literaturze metodę CPM można znaleźć często rów­
nież pod innymi oznaczeniami, np. CPS, CPPS, LESS, CPP, 
itp. Różnice są jednak znikc .
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Metoda PERT, druga podstawowa forma analizy ścieżki 
krytycznej /Critical Path Analysis/, powstała nieco później

Przy realizacji tzw, programu PBM /tj* Pleet Balli­
stic Missile Program/ pojawiły się /w związku z rozwojem 
rakiet Polaris/ duże trudności z dotrzymywaniem terminów# 
Opracowany harmonogram realizacji nie odzwierciedlał zmian 
w zaplanowanych terminach całego projektu i jego kontrola 
była bardzo trudna.

Wysunęło się ’ więc zadanie znalezienia dobrych syste­
mów planowania prac badawczych, rozv^ojowych, konstrukcyj­
nych i wytwórczych# Wykonawcą zadania był Urząd do zadań 
specjalnych /Special Project Office/ należący do Minister­
stwa Marynarki#

Projekt otrzymał nazwę PERT /Program Evaluation 
Research Task/# Jego realizację rozpoczęto 27*1*195S 
Grupa specjalistów pod kierunkiem Willarda Pazara obrała 
dla przedstawienia projektu już poprzednio znaną sieć po­
wiązań# M e  było można odgadnąć czasów trwania poszczegól­
nych czynności, ponieważ był to projekt badania i rozwoju 
/B D/# Został opracowany system trzech oszacowań i dla 
obliczenia wartości średniej obrano aproksymację rozkła­
dem ̂  #

Całą metodę opracowano w rekordowo krótkim czasie# 
Już w lipcu 1958 r# została opublikowaiia podstawowa praca 
opisująca metodę PERT "Summary Report Phase 1** i w miesiąc 
później "Summary Report Phase 2**# Całą metodę uogólniono 
i nazwano PÊRO?, tj. Program Evaluation and Eewiev Tech­
nique. Metoda ta umożliwiła wjrrohić prosty pogląd na cały 
kompleks czynnością znaleźć czynności mające decydujący
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wpływ na zrealizowanie całego kompleksu i ustalić wpływ 
zmian na wykonanie całego programu#

Metodę oddano dyspozycji w tak krótkim czasie, że moż­
na ją było całkowicie zastosować do projektu Polaris# Pierw­
szą pracę za pomocą metody PERT przeprowadził admirał Wil­
liam F# Rabom# Projekt rozwoju rakiet Polaris udało się 
skrócić o dwa lata#

Na zakończenie trzeba podkreślić, że metody typu PERT 
nie przedstawiają zupełnie nowej koncepcji#Bezpośrednio nawi^

żują do niektórych zagadnień teorii grafów /teoria ścieżki 
krytycznej/, statystyki, rachunku prawdopodobieństwa, so­
cjologii produkcji itp. W czasie pięciu lat ich istnienia 
osiągnięto dużo znakomitych rezultatów# Ich rozwój idzie 
szybko naprzód, powstają nowe i doskonalsze metody /RAMPS, 
IMIACT, GE/CM, itp/# istnieją setki publikacji#

2#2 Wykres procesu złożonego - sieć

Pierwszą fazą przy zastosowaniu metod analizy ścież­
ki krytycznej jest wykres procesu złożonego# Chodzi tutaj
0 procesy z zakresu badań, rozwoju, projektowania, budowy, 
konserwacji i produkcji. Ich wspólną cechą jest skomplikowa­
nie i rozległość# Żeby móc przeprowadzić analizę procesu 
złożonego, trzeba zapoznać się z wszystkimi jego logicznymi
1 technologicznymi zależnościami, dokładnie określić zespół 
wszystkich częściowych czynności i robót koniecznych do 
osiągnięcia wyznaczonego celu i określić odpowiedzialność 
za wykonanie poszczególnych części badanego procesu#

Cały kompleks robót i czynności koniecznych do osiąg­
nięcia wyznaczonego celu będziemy w dalszym ciągu nazywać
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pro.iektem P»
Projekt P /bez względu na konkretne zastosowanie/ za­

wiera dwa podstawowe rodzaje elementów — czynności oraz z dag*, 
rżenia^ Modelem graficznym takiego projektu jest wydcres 
zorientowany /skierowany/ /zob# 5*1/# Wykres /graf/ zorien­
towany^ jest to skończony zbiór zdarzeń /węzłów/

U = u /I/
gdzie uporządkowaną parę węzłów ) nazywamy łukiem
zorientowanym»

■ Graf zorientowany, w którym poszczególne węzły przed­
stawiają etapy i poszczególne łulci, zorientowane czynności 
projektu, nazywamy siecią projektu P»

gięć projektu P słcłada się z czynności, którym odpo­
wiadają strzałki ------oraz węzłów, którym odpowiadają
kółka Q  • Długość odcinka na ogół nie ma żadnego związ­
ku z czasem trvjania odpov7iadającej czynności /w matematycz­
nej terminologii mówimy o tzw* ąuasiwektorze, tj» wektorze, 
którego długość i kierunek nie mają znaczenia/*

Jeżeli mamy ułożyć sieć projektu, musimy go rozło­
żyć na czynności i zdarzenia

Czynność określamy jako element projektu zużywający
źródła /siła robocza, maszyrxyt materiał, pieniądze itp/ 
i trwający w czasie. Każdej czynności odpowiada jedno zda­
rzenie jako jej początek i drugie jako jej koniec.

Zdarzenie, w odróżnieniu od czynności, jest to taki 
element projektu, który nie zużywa ani źródeł ani czasu. 
Jest to tylko moment, w którym niektóre czynności rozpo­
czynają się a iJO ja e kończą się.



Żadna czynność nie może ropocząć się wcześniej, do­
póki nie zostało osiągnięte poprzednie zdarzenie, tj* dopó­
ki nie zostały iikończpne czynności poprzednie•

Odrębny przypadek stanowią zdarzenia początkowe i zda- 
rzenjg. końcowe sieci# Żadna czynność nie może poprzedzać 
zdarzenie początkowe i żadna czynność nie może nachodzić na 
zdarzenie końcowe# W rzeczywistości przedstawiają one roz­
poczęcie projektu oraz jego takończenie#

Czynnościami mogą być np# poszczególne fazy procesu 
produkcyjnego, opracowanie projektu, rozruch próbny, oczeki­
wanie dostaw, fazy decydowania /np# zatwierdzenie projektu, 
kontrola itp/#

Zdarzenia są symbolami painktów stycznych poszczegól­
nych czynności# ITp# zdarzeniem początkowym czynności ”mon- 
taż” jest "rozpoczęcie montażu" i zdarzeniem końcowym jest 
"ukończenie montażu"# Zapis graficznie wygląda następująco 
/rys# 29/s

r y s #  29
Czynność - oznaczamy (i>d ) ~ jest więc określona za po­
mocą zdarzeń, które ją ograniczają# Zatem czynność  ̂i, j ) 
łączy zdarzenia i^j#
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Przy prostych technologicznych 1 logicznych zależno­
ściach nie mogą pojawić się większe trudności związane ze 
sporządzeniem sieci# Przy bardziej skomplikowanych zależnoś­
ciach trzeba rozwiązywać niektóre zagadnienia związane z gna?« 
riczuys przedstawieniem# W skrócie przytoczymy niektóre z 
nich#

1# Jest niedopuszczalne, żeby sieć zawierała 
lub cykle zamkniete  ̂ tj# żaden węzeł nie może poprzedzać 
samego siebie /rys. 50/#

3?ys. 50

Taki stosunek bowiem nie może być zrealizowany w czasie
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na przykład, icieay każda z trzecłi czynności a,' b, c nie 
może zosraó ukończona dopóki nie są znane rezultaty pozo­
stałych dwóch czynności* Takie sytuacje mogą w rzeczywisto­
ści powstać, ale ich wykres /tak jak na rys. ^1/ jest nie­
dopuszczalny* w tym przypadku przeprowadzamy tzw* redukcje 
sieci /rys* ^2/*

Kys. 32

r Odpowiada sumie trwania czynności a, b, c i węzeł JK 
przedstawia ich ukończenie*

2* V/ praktyce bardzo często zdarza się, źe niektóre 
następujące czynności mogą nastąpić przed ukończeniem po- 
przeoniej czynności* Jest to przypadek tzw* czynności zło­
żonej * Załóżmy, ze czynności b, c, d zależą od różnego stop* 
nia wykonania czynności a /rys* 33/*
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Złożoną czynność a możemy tutsg podzielić na trzy 
częściowe czynności a2» oraz wyznaczyć poprawnie cza­
sowe zależności /rys* 5^/*

a#

rys. y \

3. Jeżeli projekt P jest bardzo skomplikowany i roz- 
legły, można całą sprawę uprościć w ten sposób, że projekt 
P podzielimy na szereg częściowych projektów ^ 2 ^ * * * * ^ x ^ 7

dla których opracowuje się samodzielne sieci /sieci pod­
rzędne/* Te poszczególne częściowe projekty w globalnej sie­
ci projektu P przedstawiamy za pomocą czynności zagregowanej 
/rys* 35/*
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Rys. 35

X oznacza czynność zagregowaną,
4, Bardzo często spotykamy się z czynnościami za­

leżnymi 1 niezależnymi. Zależność czynności występuje wszę_ 
dzie tam, gdzie więcej czjnności kończy lub rozpoczyna się 
w jednym zdarzeniu. ŻeBy zaznaczyć tę zależność, wg>rowadza~
my tzw, czynność fikcyjną i oznaczamy j ą ---------»-•
Czynność fikcyjna jest to czynność nie mająca żadnego trwa^ 
nia w czasie i nie zużywająca żadnych, źródeł. Musi jednak 
posiadać kierunek w czasie oraz numery węzłów,

Np, czynność c ma nastąpić równocześnie z h dopiero 
po ukończeniu czynności a. Zależność tutaj wyrażamy za po­
mocą czynności fikcyjnej /zob, rys, 56/.
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1/

^— o

rys# 36

Przytoczymy inny przypadek czynności zależnycłi i nie* 
zależnych. Czynność c następuje po dwóch r6vmolegle przebie­
gających czynnościach a i h, przy czym od ukończenia h za­
leżna jest czynność dj która jest z kolei niezależna od a
/rys. 37/.

U
b d

rys. 37

Niewłaściwy wykres w tym przypadku wyglądałby następująco 
/rys. 38/:

4

rys. 38

5. Innym przykładem zastosowania czynności fikcyj­
nych jest przypadek czynności równoległych. W prawidłowo
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wykonanej sieci nie może więcej czynności rozpoczynać się 
IuTd kończyć w jednym zdarzeniu /rys* 39/#

a

Jest to przypadek tzw. multigrafu, który jest nie­
dopuszczalny, ponieważ wszystkie równoległe czynności mia- 
łyby jednakowe oznaczenie# Przy n równolegle przebiegają­
cych czynnościach  ̂n-1 j z nich musimy uzupełnić czynnoś­
ciami fikcyjnymi, żeby zachować sprawność sieci# Przy tym 
jest obojętne, czy czynność fikcyjna poprzedza lub nastę­
puje po czynności rzeczywistej /rys# 40/#

Dla bardziej rozległych projektów wprowadzamy 
tzw# czynność przedwstępną# która zawiera różne prace 
administracyjne i przygotowawcze i którą trzeba wykonać 
przed rozpoczęciem samego projektu# Ustawiamy ją przed 
pierwszym węzłem i oznaczamy linią wężykowatą /rys# 41/*
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O

rys* 41

Skrócenień czynności przedwstępnej przesuwaiay termin 
rozpoczęcia całego projektu* Zdarzenie 0 określa czas, w 
którym znajdujemy się przy rozpoczęciu opracowywania sieci i 
zdarzenie 1 określa czas rozpoczęcia prac projektowych*

W sieci możemy również uchwycić różne zewnętrzne 
ograniczenia* Rozpoczęcie niektórych czynności może "być 
zależne,od zrealizowania pewnych prawnych luh gospodar­
czych wymagań, od dostaw, od zatwierdzenia itd* Ewentual­
nie pewnś roboty /np* budowlane/ muszą koniecznie zostać 
zakończone do przerwy zimowej* Wszystkie te ograniczenia 
wygodnie jest oznaczyć łukiem zorientowanym wychodzącym z 
pierwszego węzła sieci /rys. 42/*

K

0 i

rys. 42
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•Jeżeli przy obliczeniu dla zdarzenia k otrzymamy naj- 
ęyc:nesniej możliwy czas dłuższy niż czas trwania ograniczenia 
wewnętrznego /np® przerwa zimowa nastąpi w ciągu x dni od 
zdarzenia 0/ nie można ograniczenia dotrzymać* W tym przy­
padku staramy się skracaniem czynności przedwstępnej ułożyć 
czasowe proporcje w sieci w ten sposób, żeby odpowiadały 
zevmętrznym ograniczeniom* W innych, przypadkach możemy czyn­
ność przedwstępną przedłużyć, żeby zachować zgodność z wa­
runkami zewnętrznymi*

Przy układaniu sieci można postępować kilkoma sposo­
bami* Najpierw jednak musimy znać odpowiedzi na następują­
ce podstawowe pytania:
- Które czynności poprzedzają bezpośrednio każdą czynność? 

Które czynności następują bezpośrednio po każdej czynno- 
ci?

- Które czynności przebiegają równolegle?
- Które czynności są od siebie zależne ewent* niezależne?

Konstrukcję grafu możemy wykonywać postępowaniem na­
przód, postępowaniem wstecz i postępowaniem ze środka*

Czasami jest korzystniejsze rozpocząć od lewej stro­
ny schematu, tj* od zdarzenia początkowego* W ten sposób 
postępujemy głównie przy metodzie C M ,  którą stosuje się 
w projektach, których czynności są dobrze znane i które już 
zostały kilka razy wyiconane*

Przy bardziej skomplikowanych projektach lub przy 
opracowywaniu nowego, dotychczas nie^wypróbowanego projektu 
/badania/ bardziej korzystne jest stosować metodę postępo­
wania wstecz /przy zastosowaniu PERT/•
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ITajpierw dokładnie określamy końcowy cel, do którego 
dążymy* Potem staramy się określić wszystkie zdarzenia i 
czynności, które bezpośrednio poprzedzają lub warunkują zda­
rzenie końcowe* Żadnej ścieżki sieci nie możemy konstruować 
wcześniej, dopóki nie ustalimy wszystkie te zdarzenia* Musi­

my zapewnić, że żadne ze zdarzeń nie zostanie ominięte* ^ a k  
samo postępujemy w przypadku każdego nowo uzyskanego zdarze­
nia. W ten sposób postępujemy ciągle wstecz aż do czasu, w 
którym się znajdujemy*

W szczególnych przypadkach lub w bardzo skomplikowa­
nych sieciach można postępować ze środka albo jednocześnie 
naprzód oraz wstecz*

Jeżeli sieć została całkowicie ułożona, przyporząd­
kujemy każdemu węzłowi liczbę nieujemną tak, żeby i j 
/sieć nie zawiera cykli/* Numerowanie rozpoczynamy od węzła 
początkowego, który oznaczamy 0, kolejno aż do końcowego 
węzła n* Otrzymamy n + 1 węzłów*

Warunek 1  j nie musi być dla niektórych programów 
spełniony* Ostatnio zostały opracowane programy /głównie 
dla metody PERT/, dla których wystarcza i ^  j.

Sieć, o której mowa, nazywa się siecią łukowo okreś̂ :: 
loną* Poszczególne czynności są przedstawione za pomocą po­
szczególnych łuków* Istnieje jedn^ak inny sposób, przy którym 
czynności są przedstawione za pomocą węzłów. Chodzi o tzw* 
sieć wezłowo określoną* Ten sposób stosuje się raczej przy 
metodzie PERT, poprzedni przy metodzie CPM* Dla ilustracji 
pokażemy oba typy sieci dla jednego projektu /rys* 43 i 44/*
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Strzałki na tsnn wykresie określają tylko związki^ 
następstwa poszczególnycłi czynności w sieci* Widziiiiy, że wy­
kres nie zawiera żadnych, czynności fikcyjnych, co może hyć 
korzystne* To, że czynności oznaczamy jednym wskaźnikiem j 
zamiast i,j jest niewątpliwie korzystne z punktu widze­
nia obliczania na maszynie matematycznej# Od sieci węzłowo 
określonej można stosunkowo prosto przejść do sieci łukowo 
określonej# Każdy węzeł i w sieci węzłowo określonej zamie­
nimy parą węzłów /ij i'V* W istocie czynności i przekształ-

*  *
camy na czynność /i, i /» Łuki w sieci węzłowo określonej 
symbolizują tylko związki następstwa, a nie trwają w cza­
sie. Możemy zamienić je czynnościami fikcyjnymi. Jeżeli
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zaniedbamy'czynności fikcyjne, połączy się węzeł końcowy 
poprzedniej czynności z węzłem początkowym czynności następ­
nej i otrzymamy w ten sposób równoważną sieć łukowo okreś­
loną.

Przy układaniu sieci jest korzystna współpraca grupy 
osób bezpośrednio odpowiedzialnycłi za wykonanie podstawowe­
go zespołu robót. Dla poszczególnych, odcinków byłoby wygod­
niejsze układanie szczegółowiej częściowych sieci /tzw. 
sieci podrzędnych/^ które potem dla potrzeb kierowania całym 
projektem włączamy w główną sieć projektu.

Eozległość sieci zależy od poziomu kierowania, stop­
nia agregacji i obszerności projektu. Dla orientacji podamy 
niżej tablicę ułożoną przez Walter Cosinuke^a. Podaje ona 
zależność ilości czynności od kosztów inwestycyjnych /za­
kłady chemiczne/.

Eakłady inwest. w min ^ Ilość czynności
340

5 1300
8 1500
12 2400
20 3200

Jednemu zdarzeniu odpowiada przeciętnie i,6 — 
czynności. Jako przykład przytoczymy sieć ułożoną dla fik­
cyjnego projektu budowy zakładu maszynowego. Poniższa 
sieć będzie służyć w całej pracy do demonstracji wszystkich 
następnych obliczeń /rys. 45/»
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rys* 45

ITawet w ten sposôl> ułożona sieć, tg» na razie bez 
oceny czasu trwania poszczególnych czynności, ma w porówna;» 
niu z klasycznymi metodami szereg zalet# Haka sieć służy 
co najmniej jako:

1# niezawodna baza dla czasowego planowania 
2# jasny i zrozumiały wykres projektu 
3# środek dla określenia poszczególnych celów i dróg 

prowadzących do ich osiągnięcia 
4# środek prewencyjny przeciw opuszczeniu czynności na:- 

leżącej do projektu
5# obraz wyznaczenia odpowiedzialności za poszczególne 

odcinki projektu
6# podstawa dla dalszego dokładnie jszego opracowania
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pierwotnego planu projektu
7* środek wykrycia nachodźącycłi na siebie zewnętrznych 

czynników, tj* dostawcy, odbiorcy, konsumenta, banku 
itp#

8« środek dla orientacji i edukacji kadr projekcyjnych 
Poszczególne fazy ułożenia sieci są dla wszystkich 

metod analizy ścieżki krytycznej w zasadzie jednakowe# Na­
stępnie sieć przekształcamy w model matematyczny w ten spo­
sób, że do każdej czynności dodajemy jedną czasową ocenę 
/CPM - model deterministyczny/ lub trzy czasowe oceny 
/PERT - model stochastyczny/ lub wymagania dotyczące źródeł 
i czasu /RAMPS - model wielowymiarowy/#

2#3 Metoda CPM

Czasowe planowanie za pomocą metody CIM

Jeżeli mamy ułożoną siec projektu P, musimy poszcze­
gólne czynności sieci uzupełnić ocenami czasu ich trwania, 
obliczyć czaLSy poszczególnych węzłów, wyznaczyć ścieżkę 
krytyczną, wielkość i rodzaje zapasów na drogach niekry­
tycznych#

Najpierw dla każdej czynności oszacujemy tzw# cząs_^ 
oczekiwany trwania czraności (i# j Jest to czas,
w którym najprawdopodobniej zostanie zrealizowana czynność 
z zachowaniem wszystkich zewnętrznych ograniczeń# Ograni­
czeniami mogą być np# ilość i kwalifikacja sił roboczych, 
liczba i wydajność maszyn, planowane godziny nadliczbowe, 
zmianowość itp# Biorąc pod uwagę wszystkie te czynniki, mO' 
żerny określić ŷ ^̂ . Oien czas bierzemy następnie przy meto-
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dzię CPM jako stałą ocenę ewent* normę, którą staramjr się 
przestrzegać.

Jeżeli przyporządkujemy każdej czynności sieci 7 ^ ^ $  

uzyskamy matematyczny model deterministyczny CBi /zol), 
rys, 46/,

DefiniCęla modelu '

Korzystając z powyżej przytoczonej definicji sieci 
możemy zdefiniować model CPM*

Mamy skończony zbiór P /projekt/, przedstawiony w 
postaci sieci, złożony z n+1 zdarzeń i m czynności®
W zbiorze P rozróżniamy dwa zdarzenia - zdarzenie począt­
kowe i zdarzenie końcowe. Zdarzenie początkowe poprzedza 
wszystkie pozostałe zdarzenia sieci i wszystkie zdarzenia 
sieci poprzedzają zdarzenie końcowe® Każde zdarzenie jest 
ponumerowane liczbą nie ujemną. ± j. Każdemu zdarzeniu 
jest przyporządkowany czas ^  zdarzenia począt­
kowego zachodzi t^ = 0,
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Każdej czynności  ̂i, j j £ P przyporządkujemy czas 
oczekiwany trwania 

Zachodzi

■̂ j - ^ i > ^ i j
Modelem matematycznym CPM projektu P jest więc wek­

tor ’ ^ I ( nH-n+1 ̂  - wymiarowej przestrzeni etiklideaowej,
y i t są wektorami o składowych y^^ ^

Czas trwania 7^ ^ musi być dla wszystkich czynności 
ó) £ ^ podany w tych samych jednostkach czasu* Możemy 

operować dniami, tygodniami, miesiącami, ale również godzi­
nami lub latami* Czasami jest korzystne używać kalendarzo­
wych jednostek /PROMOCOM/* Można wytwarzać sztuczne jedno­

stki czasu np* dekady, kwartały itp. Sulzer Brothers Comp. 

pracuje z jednostkami odpowiadającymi 1/100 roku*
Czasami może być niekorzystne to, że sieć nie od­

zwierciedla realizacji projektu w kalendarzowym czasie* Tę 
wadę można usunąć przez to, że narysujemy sieć w skaJ l cza­

su* Teraz długości łuków mają znaczenie — ich długości od­

powiadają czasom trwania czynności w obranej skali* 

Czynności fikcyjne, których czas trwania jest zero\i/y, ry­

sujemy zawsze pionowo /zob* rys. 47/*



- 70 -

rys, 47

Powyższa sieć jest naj^ysowana w tzw. "wewnętrznym 
kalendarzu”. Każda sieć ma własny kalendarz, o początku w 
zdarzeniu początkowym sieci, którego czas równa się zeru.

Dla potrzeb praktyki sieć można również rysować w 
"kalendarzu zewnętrznym", tj. czas zdarzenia początkowego 
będzie niezerowy. ¿ciężka krytyczna się nie zmieni, jak rów­
nież wielkość zapasów. Zmienią się tylko czasy poszczególnych 
zdarzeń o wartość, o którą różni się czas zdarzenia począt­
kowego od zera.
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nzasowe obliczenia w sieci.

Po ustaleniu wszystkich ŷ ^̂  określimy tzw. najvvcześniejszx_. 
początek czynności (i>.j)> Widzimy, że czynność (i,o) może roz­
począć się dopiero po zrealizowaniu zdarzenia i. Jeżeli do i- 
-tego.zdarzenia prowadzi więcej dróg, może zostać zrealizowane 
ono po ukończeniu, najdłuższej z nich* Oznaczmy najwcześniejszy
początek czynności ti>D/ przez t^*

Na.iwcześnie.iszy koniec czynności (i.j) uzyskamy pi-zez dodanie
czasu trwania y.^ do czasu ti?. Jeżeli do zdarzenia j pro—
wadzi więciej dróg, jest określony czasem trwania czynnoóci
na najdłuższej ścieżce /yjzdłuż najdłuższej ścieżki/* Położmy 
najwcześniejszy początek zdarzenia początkowego równy zeru*

Wtedy możemy napisać

0 - 
maks [t̂ ? yiii

jeżeli i<j; (i, j) ̂  P;
lj?̂ i dla każdej czynności (i,j) obliczamy analogicznie1 D

postępując od zdążenia początkowego do zdarzenia końcowego* 
Wychodzimy od 0* Najv/cześniejsze ukończenie projektu P 
będzie lî * Zaplanowany termin ukończenia projektu oznaczmy przez
A *

Jeżeli /\ ̂  t^, zatem, wartość określa termin xi<xpóżnl^ej^ẑ  ̂
ukończenia projektu P» Jeżeli zdarzy się, że t̂  ̂> ^  , zatem dla 
danej technologii nie może być projekt ukończony w zaplanowa­
nym czasie. Musimy przeprowadzić takie czasowe redukcje w sie-

(3)

ci lub projekcie, żeby zachodziło t°4 A -  t^l Przez oznaczamy 
najpóźniejsze ukończenie projektu P. Jeżeli jest spełniony po—\A/
wyższy warimek, możemy określić najpóźniejszy koniec oraz
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najpóźniejszy początek każdej czynności ( i , j ) .
(o)

Wychodząc od A kolejno odejmujemy czasy trwania czynnoś- 

c i ( i , j )  y ± y  J e że li prowadzi do zdarzenia j więcej dróg, ode­

jmujemy czas trwania czynności wzdłuż drogi najdłuższej.

Możemy pisać

t A
(A) .  f  (A) ]t.= min L t . - y. .J , 

dla i < ó ;  1ó i ś n - 1.

(ł)

Czas trwania każdej czynności je s t ograniczony przez naj­

wcześniejszy początek i  najpóźniejszy koniec t^ l Różnicę
o ^t j  -  nazyv/amy maksymalnie dopuszczalnym czasem trwania

czynności ( i . j ) .

Dla każdej czynności możemy więc obliczyć następujące naj­

+yij

ważniejsze wartości:

1 . najwcześniejszy początek

2 . najwcześniejszy koniec

3. najpóżhiejszy początek

najpóźniejszy koniec t'?'

3•maksymalnib dopuszczalny przedział czasowy

t“ -
Obliczenie tych wartości możemy przeprowadzić trzema pod­

stawowymi metodami:

1. ręcznie^bezpośrednio w s ie c i powiązań

2. za pomocą macierzy sprzężonej 

5. za pomocą maszyn̂  ̂ matematycznej

ad. 1. Ręczne ob liczen ie bezpośrednio w s ie c i powiązań. 

Obliczanie to stosujemy tylko w przykładach instrukcyjnych 

' bardzo prostą logiczną budową. Tym sposobem można również
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przeprowadzać kontrolne przeliczenia mniejszych odcinków sie­
ci. Jeżeli sieć jest bardziej rozległa, takie obliczanie nie 
jest ekonomiczne.

Można jednak właśnie na tej metodzie dobrze pokazać algo­
rytm znajdowa-niawszystkich najważniejszych wartości. Dlatego 
zajmiemy się nią bliżej o

Każdy węzeł sieci doprowadzimy dla przejrzystości do nastę­
pującej postaci/rys. 48/s

Rys. 4-8
W górnej części jest numer węzła /zdarzenia/. Do lewej 

dolnej części wpisujemy wartość t? i do prawej t^.Otrzymamy 
sieć /rys. 49/:

Metoda obliczenia t̂ :̂
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a/ dla zdarzenia /węzła/ początkowego wpiszemy do lewej 
dolnej połoivy 0

b/ na końcu wszystkich strzałek wychodzących z zdarzenia 
początkowego zaznaczymy wartość

c/ znajdziemy takie zdarzenie /węzeł/, że wszystkie strzał­
ki do niego skierowane są już oznaczone i wybierzemy v;artośó 
największą, którą wpiszemy w miejsce przeznaczone dla

d/ powtarzamy postępowanie od b/ dla wszystkich węzłów sie­
ci, dopóki nie dojdziemy do węzła /zdarzenia/ końcowego. 

Następnie obieramy t̂ L̂ t̂ ^̂ i obliczamy t̂^̂ ; 
a/ dla zdarzenia końcowego wpiszemy do prawego dojnego po­

la obliczoną wartość /zakładamy, że róv.na się ona
b/ na początku wszystkich strzałek prowadzących do zdarze- 

nia końcowego wpiszemy v;artość t^ - y^^
c/ następnie znajdziemy takie zdarzenie, że wszystkie strza] 

ki z niego wychodzące są oznaczone, obierzemy wartość najmniej­
szą, którą oprawa y w ramlci i wpiszemy do pola wyznaczonego 
dla tj /prawego/

d/ powtarzamy postępowanie od b/ do d/ tak długo, dopóki 
nie dojdziemy do zdarzenia początkov;ego.

Dla zdarzenia początkov;ego musimy otrzymać t^= 0. Jeżeli 
otrzymamy inną wartość, oznacza to, że w obliczeniu znajduje 
się.błąd.

Czynności, dla których wartości na początku i końcu strzał­
ki opatrzone są w ramki, nazywamy krytycznymi. Ich ciąg, prowa­
dzący od zdarzenia początkowego do zdarzenia końcowego nazywa­
my ścieżka krytyczną.
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Oznaczmy różnlcf dj= Zdarzenia, dla których zachodziJ d O
d .=  o ,  leżą na ścieżce krytycznej, i)

ad 2. Obliczenie za pomocą macierzy sprzężonej.
Jeżeli mamy do czynienia z mniejszymi sieciami / od 50 do 

100 węzłów/, czasami korzystne jest przeprowadzić obliczenie 
odręcznie z zastosowaniem macierzy sprzężonej sieci projektu.

Macierz sprzężona jest to inne przedstawienie tego samego 
wykresu i rezultaty obliczeń powinny być takie same jak przy 
zastosowaniu którejkolv/iek innej metody.

Ułożymy teraz macierz sprzężoną dla naszej sieci. Będzie 
ona zawierać tyle wierszy i kolumn ilewęzłSw zawiera sieć zdarzeń 
/węzłów/. Wiersze i kolumny oznaczymy kolejnymi numerami zda­
rzeń.

ą ' L 0 1 2 3 ą 5 6 7 8 9
0 0 \ 5

5 1 \ 2 ą

7ł 2
\

7 3
9 3 \

6 3 8
...- - l|

15 ą 0 5
15 5 4 9
12 6 5 14

20 7 \ 6

26 8 4

30 9

0 5 8 9 15 16 12 20 26 30

d i= -  t ‘?’ 1 1
0 0 1 0 a 1 0 0 0 0
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Każdej czynności odpowiada w macierzy i -  ty  wiersz

i  j -  ta kolumna* Do pola stanowiącego przecięcie i -  tego wier-^ 

sza i  te j  kolumny vrpiszemy czas trwania ozjmności ( i , j ) — y, *. 

J eże li chodzi o czynność fikcyjną^ wpiszemy 0. Pozostałe pola 

sostawiam^r puste«

Dla poprawnie ułożonej siecią t j »  skończonej, skierovjanej, 

hez c yk li, i t d . , otrzymamy macierz trójkątną taką, że wszystkie 

wpisane wartości leżą  nad głóvjną przekątną* W wypadku, otrzy­

mamy pewną wartość na lub pod główną przekątną, oznacza to , ż' 

sieć zawiera pętlę  lub cykl*

Dla obliczen ia wartości ti? i  t̂ ^̂  po—

dany następnie prosty .algorytm:

a/ do kolumny dla tf?̂  wpiszemy dla zdarzenia 0 /pierwszy wierJ

wartość 0, ponieważ 4S0)o 0
b/ w kolumnie odpowiadającej następnemu zdarzeniu do war­

tości ŷ . . dodamy odpowiadającą wartość i/?V ^‘̂ órą mamy już o b li-tj X
c z oną

c/ je ż e l i  w j -  te j kolumnie je s t  tylko jedno pole niepuste

/ w zdarzeniu kończy s ię  tylko jedna czynność/, \^piszemy wartość 
+ y^j do kolumny odp* t̂ ?̂ w wiersza odp* j -  temu zdarzeniu*

d/ je ż e l i  w j -  te j  kolumnie je s t więcej pól niepustych

/w zdarzeniu kończy s ię  więcej czynności/, dodajemy kolejno

^ i j ’ wybierzemy wartość największą, którą wpiszemy

e/ analogicznie postępujemy /powtarzając postępowanie od

0 / do e/ / dla wszystkich kolumny dopóki nie otrzymamy t j .

najwcześniojszy czas dla ostatniego zdarzenia*

Jeże li znaleźliśmy wszystkie możemy obliczyć czasy t̂ ^̂X U
następująco :
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Wa/ w wierszu oćLp. t . wpiszemy w ostatniej kolumnie /odp.o
zdarzeniu n/ obliczoną wartość t̂ \̂ ponieważ t^.

b/ bierzemy wiersz odp# poprzedniemu zdarzeniu i wartości 
w niepustych polach koleono odeomiemy od odp. t.., które już 

zostały obliczone
c/ jeżeli i- ty wiersz zawiera tylko jedno niepuste pole, 

tj. w zdarzeniu i rozpoczyna się tylko jedna czynność, wpisze- 
my wartość t. - y^^^ pole przecięcia wiersza odp. t. i kolumny 
odp# zdarzeniu i •

d/ jeżeli w i- tym wierszu znajduje się więcej pól niepus-
Ftych, tj. z i- tego zdarzenia wychodzi więcej czynności, znajdzie- 
ji-
^my wszystkie wartości t- - wybieramy wartość najmniejszą,
którą v/piszemy

e/ postępujemy analogicznie dla v/szystkich v;ierszy. tak dłu—
(a)go, dopóki nie otrzymamy t^, tj. czas najpóźniejszy dla pierwsze­

go zdarzenia.
Jeżeli otrzymamy t^/ O, oznacza to, że w obliczeniach znaj­

duje się błąd albo sieć nie jest wystarczająco gęsta. Obliczamy 
następnie dla każdego zdarzenia różnicę t̂  ̂’. ą .  Zdarzenia, dla 
których v;artość różnicy wynosi zero, leżą na ścieżce krytycznej# 

ad 3# Obliczenie z zastosowaniem maszyny matematycznej^ 
Stosowanie maszyn matematycznych zalecane jest w takich 

przypadkach, gdy sieć jest bardziej rozległa /zawiera zwykle 
więcej niż 100 węzłów/# Zagadnieniom związanym z obliczeniami 
za pomocą maszyn matematycznych pośv/ięcony jest rozdz# 2. 6#

Załóżmy, że maksymalnie dopuszczalny przedział czasowy czynności
—  t^= równa się czasowi jej trwania, tj. zachodzi j i
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- -ti?’ - y. .= O,“a X ''xo
Stąd wynika, że

i
ponieważ

7io= i ‘̂d - yij=

(5)

e \
d o'

(A)

Czynność ii,d’> , której czas trwania y. . równa się maksymaln: 
dopuszczalnemu przedziałowi czasowemu, nazywamy czynnością kry»» 
tyczną. Cechą charakterystyczną czynności krytycznej jeyt rów­
noważność początku i najwcześniejszego początku oraz równoważ­
ność końca i najpóźniejszego końca /z zachowaniem powyżej przytO( 
nych v/arunków/.

Dla tych czynności, dla których 
- ( 6)

istnieje różnica pomiędzy maksymalnie dopuszczalnym przedziałem
czasowym czynności (i,j) i czasem jej trwania y. Eóżnicą po 
lewej stronie nierówności (6) nazywamy zapasem czasowym czyn­
ności ti,j). Czynność, dla której istnieje zapas czasowy, nazy­
wamy czynnością niekrytyczną. Wartość zapasu czasowego czynności 
niekrytycznej otrzymamy przez zamianę nierówności /6/ na równość 

Wartość zapasu czasowego czynności krytycznej równa się zeru.
Ciąg czynności krytycznych prowadzących od zdarzenia począt­

kowego do końcowego nazywamy ścieżką krytyczną sieci. W języku 
teorii grafów ścieżka krytyczna jest drogą zorientowaną zawiera­
jącą łulci, które przedstawiają czynności krytyczne.

Ścieżka krytyczna jest takim ciągiem czynności, której czas 
trwania jest dłuższy od czasu trwania którejkolwiek innej drogi 
sieci. V/szystkie inne drogi posiadają krótszy czas trwania, po- 
"’'adają więc zapas czasowy. Ścieżki zawierające zapas czasowy 
nazywamy ścieżkami niekrytycznymi. Są one utworzone z ciągów cz;
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ności niekrytyczijych,
ścieżka krytycznóL jako najdłuższa droga sieci określa czas

(o)trwania całego projektu t̂  ̂ =s t̂  ̂ • Każda zmiana czasu trwania lub 
przesunięcie którejkolwiek czynności na ścieżce krytycznej pro­
wadzi do przedłużenia lub skrócenia czasu realizacji całego 
projektu, ponieważ ścieżka krytyczna nie posiada żadnego zapasu 
czasowego•

Jeżeli celem analizy jest skrócenie czasu realizacji projek­
tu, można postępować trzema podstawowymi sposobami:

a/ staramy się usunąć niektóre czynności na ścieżce kry­
tycznej# Są to te czynności, które nie są konieczne dla ukoń­
czenia projektu lub te, które nie mają większego znaczenia;

b/ staramy się realizować równolegle te czynności, które 
pierwotnie były zaplanowane ze sobą;

c/ możemy skrócić czas trykania czynności na ścieżce kry­
tycznej w ten sposób, że przeprowadzimy część źródeł z dróg 
niekrytycznych na ścieżkę krytyczną* Wyczerpiemy pewną część za 
pasów na ścieżkach niekrytycznych.

Ostatni sposób jest bardzo kosztowny i dlatego stosujemy 
go dopiero po wyczerpaniu pierwszych dwóch możliwości* Musimy 
zastanowić się dokładnie nad tym, czy jest celowe skracać czas 
realizacji projektu za cenę ewentualnego powstania nowych ście­
żek krytycznych* Może się to zdarzyć, jeżeli zapasy czasowe na 
ścieżkach niekrytycznych są stosunkowo małe* Grozi bowiem nie*“ 
bezpieczeństwo, że cały projekt zostanie "napiętym“ systemem i 
najmniejsza zmiana w stosunkach czasowych spowoduje niedotrzy­
manie zaplanowanego terminu ukończenia projektu*

Jeżeli za pomocą przesunięcia dodatkowych źródeł, tj* sił
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roboczych, maszyn, materiału, godzin nadliczbowych itp*, skró­
cimy czas realizacji niektórych czynności na ścieżce krytycznej, 
tym samym skrócimy również całkowity ea czas realizacji projek­
tu. Użycie tych źródeł w krórymkolwiek innym miejscu i jakiej­
kolwiek ilości jest zbędne o ile nie została uprzednio skróco­
na ścieżka krytyczna. Ich użycie ma sens tylko na ścieżce kry­
tycznej.

Analiza ścieżki krytycznej umożliwia więc w procesach złożo— | 
nych znaleźć takie czynności albo taki ciąg czynności, na które 
organ kierowniczy powinnien skoncentrować uwagę przy realizacji 
projektu. Jest oczytóste, żende każda oszczędność czasu i źró­
deł daje efektywne rezultaty dla całego projektu.
Przez wyznaczenie niekrytycznych oraz wielkości, zapasów
odkrywamy te miejsca projektu, gdzie znajdują się potrzebne do­
datkowe źródła.

Pewne przedłużenie realizacji wzdłuż ścieżek niekrytycznych 
niekoniecznie ma wpływ na czas realizacji całego projektu /za­
leżnie od wielkości zapasu czasowego/.

Ścieżek krytycznych może być więcej, mogą się różnie rozga­
łęziać i mogą przechodzić również przez czynności fikcyjne. W sie| 
ci oznaczamy je grubą linią*

Duże znaczenie dla kierowania mają drogi krytyczne druCT- 
rzędne* Są to drogi posiadające bardzo mały zapas czasowy. Gro­
zi bowiem niebezpieczeństwo, że zapas zostanie szybko wyczerpany! 
Ścieżka krytyczna drugorzędna posiadająca zapas czasowy o wartośJ 
ci jednej jednostki staje się nową ścieżką krytyczną przy przed-| 
łużeniu którejkolwiek czynności o jedną tylko jednostkę czasu. 
Ścieżki krytyczne drugorzędne odkryyają miejsca możliwych dys-
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proporcji; trzeba im poświęcić największą uwagę

Zapasy czasowe«
Dla czynności niekrytycznych zachodzi t^ - - 7^ j>

tj* maksymalnie dopuszczalny przedział czasowy różni się od 
czasu jej trwania o wartość zapasu czasowego. czasowe
można wykorzystać w celu racjonalnego v/ykorzystania żródeł^na- 
wet w czasie układania sieci albo realizacji projektu. W grani­
cach wielkości zapasów czasowych można przesuwać lub przedłużać 
czas realizacji czynności niekrytycznych bez wpłyv;u na końcowy 
termitm całego projektu. Możemy jednak wpłynąć na najwcześniej­
szy początek następujących czynności. Dlatego korzystając z zapa-e 
sów czasowych musimy rozróżniać jakiego rodzaju jest zapas i ja­
kie są jego własności#

W każd;>aii węźle /zdarzeniu/ sieci mamy obliczone wartości 
i t^, przy czym zachodzi

ii? 4
Jak wiadomo, zdarzenie, dla którego t̂^̂, leży na ścieżce 

krytycznej. Jeżeli t > t̂^̂, to zdarzenie i nie leży na ściężce 
krytycznej i różnica d. = t̂ .- określa czas, w którym może—
my oczekiwać ukończenie czynności kończących się w zdarzeniu i*

Mamy obliczone wartości t̂ '̂̂ i d̂  ̂dla każdego zdarzenia# 
Pomiędzy czasem trwania czynności (i>j) 7 ^ ^ i czasami
t̂ \̂ zachodzą następujące związki :i o

7i^ 4  “  t i

, 4 3
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Ze względu na to, że i/? 4 zachodzi również

A t̂ ^̂  - li?13 (̂ )

Jeżeli w powyższych nierównościach zachodzi równość, czyn­
ności znajdują się na ścieżce krytycznej# Nie posiadają więc 
żadnych zapasów czasowych. Jeżeli zachodzą ostre nierówności, 
wartość zapasów czasowych można ustalić za pomocą uzupełnienia 
nierówności równości:

y. .= ZZ. .•'lo 0 1 10
y. .= -ZW. .''̂10 3 1 io

,tA)
(10)

J13- *‘i - 'i’ -«=ij

’13“ ^  -™13
Za pomocą przekształcenia powyższych równań możemy oblicz; 

wartość poszczególnych zapasów :

“ 13“ - ’13

2*13“ '3 - '*i’ - ’13

®13= ^ 3  -  * f  - 

ZZjj= t f -  i*> - 7^3

Wszystkie zapasy czasowe mogą odróżniać się od siebie 
wielkością, interpretacją oraz użyciem# Następnie scharaktery­
zujemy poszczególne rodzaje zapasów#
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.co)1. Zapas czasowy całkowity - t/ - y^^

ZCi;- jest to różnica pomiędzy maksymanie dopuszczalnym 
przedziałem czasowym i czasem trwania czynności* ZC.. jest 
zawsze nieujemne* Podaje,o ile jednostek czasu można przedłu­
żyć czas trwania lub przesunąć czas najwcześniejszego początku 
czynności w przedziale "bez przedłużenia terminu
ukończenia całego projektu t^= t^*

Jeżeli zapas całkowity równa się zeru, czynność (i,j) leży 
na ścieżce krytycznej. Po zupełnym wyczerpaniu zapasu całkowi­
tego czynności (i,j) , tj. przy przedłużeniu czasu ŷ ^̂  o warr 
tość ZC.. powstanie w sieci nowa ścieżka krytyczna, na której 
leżą węzły /zdarzenia/ i , j oraz czynność Cifj)*

Zapas całkowity otrzymamy wtedy, jeżeli wszystkie poprzednie 
czynności zostały ukończone w najwcześniejszym początku i 
wszystkie następne czynności rozpoczną się w najpóźniej do­
puszczalnym czasie. Graficzne przedstayjienie zob. na rys* 50*

Rys^ 50
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2* Zapas czasowy wolny 10
Jego wartość^ jest nieujemna. Podaje o ile jednostek czasu 

można przedłużyć czas trwania lub przesunąć najwcześniejszy 
początek czynności, żeby najwcześniejsze początki wszystkich 
następnych czynności nie zostały zagrożone. Zapas czasowy wol­
ny powstaje wtedy, jeżeli v/szystkie poprzednie czynności- zo­
stały ukończone w najv/cześniej możliwym czasie i wszystkie następ­
ne rozpoczną się również najwcześniej możliwym czasie. Wa­
runkiem jest, żeby w j- tym zdarzeniu kończyły się conajmniej 
dwie czynności (i,j) i tk,j) o różnych najwcześniejszych koń­
cach czynności.

Jeżeli

13^ -¡a ■ '̂ kj
powstaje zapas czasowy wolny czynności i,j . Graficzne przedsta- 
wienie znajduje się na rys. 51*

.w

Rys. 51
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Jeżeli nie chcemy dopuścić, żeby powstała nowa ścieżka 
krytyczna, nie możemy zupełnie wyczerpać ZW. . tych czynności, 
(i,j), dla których zdarzenie j leży na ścieżce krytycznej.

3. Zapas czasowy niezależnyZN^ ^ - t̂ ^̂  - y^^^
ZN. . może być nieujemny lub ujemny. Pozostałe zapasy mogą 

również przyjmować wartości ujemne /tj. powstaje negatywny 
zapas czasowy/. Za wyjątkiem zapasu niezależnego oznacza to, 
że To znaczy, że nie możemy dotrzymać zaplanowanychO t)
terminów i wszystkie następne czynności musimy zaplanować jesz­
cze raz. Możemy jednak korzystać tylko z dodatniej wartości 

ZN,..
Z punktu widzenia obliczania za pomocą, maszyny matematycz­

nej korzystamy z wzoru
ZN,j= maks ( O, -  y , ^ .  (12)
Zapas czasowy niezależny podaje o ile jednostek czasu mo­

żemy przedłużyć czas trwaoiia lub przesunąć czas najwcześniej­

szego początku czynności niezależnie od czasowych stosunków 
w sieci. Jego wyczerpanie nie zmienia żadnej z wartości i 
t^^^oraz wielkości zapasów żadnej innej czynności.Przy jego 
całkowitym wyczerpaniu możemy dotrzymać terminy najwcześniej­
szych początków następujących czynności, chociaż czynności 
poprzednie zostaną ukończone w najpóźniejszym czasie. Graficz­

ne przedstawienie zob. na rys. 52.
Jeżeli nie chcemy, żeby powstała nowa ścieżka krytyczna, 

nie możemy w zupełności wyczerpać zapasu niezależnego żadnej 

czynności (i,j), której zdarzenia i i j leżą na ścieżce kry­

tycznej. Wtedy bowiem zachodzi
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Rys. 52

i/;

(̂) C;a)4. Zapas czasowy zależny ZZ. .= t . - t. - y . .-L J J. X X ij
ZZij podaje o j[ie jednostek czasu możemy przedłużyć czas 

trwania czynności lub przesunąć termin najwcześniejszego po­
czątku czynności, przy założeniu, że wszystkie poprzednie 
czynności zostaną ukończone w najpóźniejszym czasie oraz wszyst* 
kie następne rozpoczną się również w najpóźniejszym czasie.

W zdarzeniu i muszą rozpoczynać się conajmniej dwie czyn­
ności (i,j) i (ifk) o różnych najpóźniejszych początkach. Jeże­
li

.(i\) . . (A)
^3 - yid > - ^ik ’

powstaje zapas czasowy zależny czynności (i,j). Jego graficzne 
przedstawienie zob. na rys. 53*

Jeżeli nie chcemy, żeby powstała nowa ścieżka krytyczna, 
nie możemy w zupełności wyczerpać zapasów zależnych (^gynnoś- 
ci, dla których zdarzenie i leży na ścieżce krytycznej.
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u
M M Mfi

Rys. 55

Dotychczas zwracaliśmy uwagę tylko na te zapasy, które 
odnoszą się do poszczególnych czynności (i,j)* W literaturze 
zalicza się zwyczajnie do zapasów /które w tym wypadku nazywamy 
luzami/ również różnicę d^= t̂ ^̂ - odpowiadającą zdarzeniu
i, więc tym wszystkim czynnościom, które rozpoczynają lub koń­
czą się w zdarzeniu i. Tym odróżnia się on od powyżej przytoczo­
nych rodzajów zapasów, które zawsze odpowiadają pewnej czynnoś­
ci. Będziemy go nazywać luzem /zapasem/ krytycznym ZK^.

iX) jp )5. Luz czasowT krytyczny ZK̂ =̂ t̂  ̂-
ZK^ określa czas, w którym oczekujemy ukończenia czynności 

kończących w zdarzeniu i. Określa on możliwość przedłużenia czyn­
ności (i,j) lub przesunięcia najwcześniejszego początku, który 

można osiągnąć za pomocą przesunięcia początku wszystkich 
następnych czynności, zob. rys. 5^*
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Im mniejsza jest wartość luzu krytycznego^ tym bardziej 
jest prawdopodobne, że zdarzenie znajdzie się w czasie reali­
zacji projektu na ścieżce krytycznej* Za pomocą luzu krytycznego 
można również wyrazić niektóre zapasy /ewent* luzy/ przy pomo­
cy innych*

.w

Rys. 5^

.iA )

Związki pomiędzy wielkościami poszczególnych zapasów cza­
sowych czynności niekrytycznych (i,j) są przedstawione na 
rys. 55.

Podstawowe związki pomiędzy zapasami są następujące t

“ u  -

Z2. ZC,. - ZK,

ZN. .= ZC. . - ZK. - ZK. ij ia 1 0

(13)
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_________  ̂l i i________

Rys. 55

Wielkość poszczególnych zapasów czynności (i,j) może zmie­
niać się w zależności od położenia czynności w sieci /w zależ­
ności od jej położenia ze wzglę%.u na ścieżkę krytyczną/#
Rozpatrzymy główne przypadki :

a/ oba zdarzenia i, j oraz czynność (i,j) leżą na ścieżce 
krytycznej# Wtedy zachodzi ^ij* zatem otrzymamy

Z C i .=  Z N i j =  o m
b/ oba zdarzenia i, j leżą na ścieżce krytycznej, ale czyn­

ność (i,j) nie. Wtedy zachodzi
( 15)Z0 „. > o



_ 90 -

c/ zdarzenie i leży na ścieżce krytycznej, natomiast zda­
rzenie j nie. Wtedy zachodzi

(16)
^=13“ ™13* ZK

ZZ. ,= ZN. .+ i j 10 ZK

d/ zdarzenie j leży na ścieżce krytycznej, natomiast zda­
rzenie i nie. Wtedy zachodzi

(17)
“ l3- **13 “ l3- ™ 1 3

“ 13' ^^13* ZK^
“ l3' ™13'

z»13= zzjj. ZK.
™13- “ 13

Teraz obliczamy za pomocą macierzy sprzężonej wszystkie 
rodzaje zapasów wszystkich czynności w naszym przykładzie.
Na razie znamy wielkość luzu krytycznego ZK^ dla każdego zda­
rzenia i /ewent. różnicę d^/. Wyniki uporządkujemy do tablicy. 
Do pierwszej kolumny wpiszemy po kolei wszystkie czynności siei

I

ci i do pierwszego wiersza wszystkie potrzebne dane oraz zapasy
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ĈJ 0̂0 o  ^  ^  1—> 
r̂sj ̂o

1^’ t-
fo ̂  -4->^ 1

*
/
l*3 ■ o»

:r>1
iS ’o»

^  1.w
^ 1 ^ 1 ' o»

5'^>-»1

0,1 5 0 5 0 5 0 0 0 0 0 0
1,2 2 5 7 5 8 1 0 0 1 1 0
1,5 4 5 9 5 9 0 0 0 0 0 0
2,4 7 7 15 8 15 1 1 0 0 0 1
2,5 5 7 15 8 16 6 5 4 5 1 1
5,4 6 9 15 9 15 0 0 0 0 0 0
5,6 5 9 12 9 12 0 0 0 0 0 0
5,7 8 9 20 9 20 5 5 5 5 0 0
4,5 0 15 15 15 16 1 0 0 1 1 0
4,7 5 15 20 15 20 0 0 0 0 0 0
5,7 ą 15 20 16 20 1 1 0 0 0 1

5,8 9 15 26 16 26 2 2 1 1 0 1

6,7 5 12 20 12 20 5 ’ 5 5 5 0 0
6 ,8 14 12 26 12 26 0 0 0 0 0 0
7,8 6 20 26 20, 26 0 0 0 0 0 0
i?,9 4 26 50 26 50 0 0 0 0 0 0

2.5.1*1 CPM/General Electric>

Przy praktycznym zastosowaniu metody CPM zauważono,że za­
pasy czasowe poszczególnych czynności nie mają jednakowego znacz©* 

niao Nie chodzi tutaj o różne rodzaje zapasów, ale o ich 
wielkości.Dwie czynności posiadające zapasy jednakowej wiel­
kości i 1/020 samego rodzaju mogą mieć zupełnie inny charakter.
Dla niektórych czynności nie ma sensu liczyć się z dużymi zmia­
nami zaplanowanego czasu y . • i istnienie zapasu prowadzi do 
niepotrzebnej lużności sieci. Dla innych znów jest lepiej li­
czyć się z niepewnością zaplanowanych terminów; tutaj
zapas i jego wielkość w pewnym sensie określają tę niepewność.
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Specjaliści z General Electric Company opracowali metodę 
CPM/GE, która rozwiązuje przytoczone problemy. Metoda ta po­
lega na przyporządkowania każdej czynności sieci określonego 
czasu» Pierwotna metoda CPM uważa za obowiązujące tylko czasy 
czynności leżących na ścieżce krytycznej. W metodzie podanej 
tutaj mogą w pewnym sensie posiadać wartości niezerowe również 
niektóre czynności, które nie leżą na ścieżce krytycznej. Dla 
czynności (i,j) obliczamy czasy t̂  ̂i Różnica - t̂  ̂-
*^ij wielkość planowanego zapasu czynności niekrytycz­
nej. W ten sposób mogą również na ścieżkach niekrytycznych 
powstać czasowe napięcia, które pozytywnie wpływają na dotrzy­
mywanie planowanych terminów.

Rozwiązanie za pomocą GE polega na systemie oceniania 
poszczególnych czynności. Różne znaczenie zapasów czasowych 
odbija się w przyporządkowanych preferencjach W . ., które przyj-^ w
mują wartości od 0 do 9o Największą wartość mają preferencje 
tych zapasów czynności, dla których niepewność czasu y . . jest

X  ij

największa. Im mniejsza jest niepewność, tym mniejsza jest 
preferencja czynności. Czynności fikcyjnej zawsze odpowiada 
preferencja 0.

Kryteria przyporządkowania preferencji mogą być różne.
Np. niepewność wczesnego zapewnienia materiału lub maszyn, 
niezadowalające uzasadnienie norm, możliwość wpływu nieprze­
widzianych czynników oraz inne czynniki, które mogą wpłynąć 
na opóźnienie realizacji.

Wyznaczenie preferencji zależy bardzo często od doświadcze­
nia wykonawcy, więc ich wartość ma zawsze charakter założeń.
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Metoda GB nawiązuje do klasycznych obliczeń metody CPM. 
Najpierw układamy sieć według Original CPM. W tablicy wyników 
uwzględniamy tylko zapas całkowity i wolny.Dotychczas zapas 
wolny rozważano tylko dla ostatniej czynności leżącej na ścież­
ce niekrytycznej. Przy planowaniu za pomocą metody CPM/GE za 
pomocą preferencji zapasy wolne rozdzielamy do pozostałych czyn­
ności niekrytycznych.

W ten sposób uzyskamy tzw. planowane zapasy dla czynności 
niekrytycznych. W każdym wypadku planowany zapas musi być więk­
szy od zapasu całkowitego czynności. Metodę CPM/GE zademonstru­
jemy na naszym przykładzie.

Wykorzystamy część tablicy wyników CPM :

c z w -
n o śa

zc. . '̂̂id w. .10 «d G •0
is)
d̂ îd

0,1 5 5 0 0 1 1 9 0 5 0
1,2 2 8 1 0 1 1 8 5 7 0
1.3 4 9 0 0 2 2 7 5 9 0
2,4 7 15 1 1 2 2 6 7 15 1
2,5 5 16 6 5 2 2 5 7 15 5

3,4 6 15 0 0 1 2 6 9 15 0
3,& 3 12 0 0 1 1 6 9 12 0
3,7 8 20 5 5 3 3 4 9 20 3
4,5 0 16 1 0 0 2 5 15 15 0
4,7 5 20 0 0 2 3 4 15. 20 0
5,7 4 20 1 1 1 3 4 15 20 1
5,8 9 26 2 2 1 3 3 15 26 2
6,7 5 20 3 3 2 3 4 12 20 3
6,8 14 26 0 0 3 3 3 12 26 0
7,8 6 26 0 0 1 3 3 20 26 0
8,9 4 30 0 0 2 2 1 26 30 0
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Dla wyznaczenia planowanych terminów stosujemy wzór : 

0

/
{‘d ♦ ^IJ ) ®3 ♦

(?0
(18)

gdzie y . . jak zwykle oznacza czas trwania czynności (ifj),
-tiĵ planowane czasy zdarzeń i, j (i< j}, najpóźniejszy 

koniec czynności (i,j)*
Gj i są to tzw. wagi i są określone dla każdego zdarze­

nia oddzielnie* Poszczególne G . obliczamy następująco :w
Połóżmy G^= 1* (1 9 )
Dodając preferencje W. . zapasu czasowego otrzymujemy ko-^ u

lejno wszystkie G^* Jeżeli z zdarzenia i wychodzi więcej dróg, 
wybieramy wagę największą, tj*

'’ij]G.= maks
Wagę H. ustalamy w inny sposób : jest nią największa spośród 

wszystkich wartości preferencji zapasu czasowego poszczególnych 
czynności kończących w zdarzeniu j :

H . = maks W. . o ^ <J (2 1)

Przytoczoną tablicę wyników CPM uzupełnimy obranymi pre­
ferencjami W. .* Wartości W . . wpiszemy do macierzy* W przecię-X J X J
ciu wiersza odp* zdarzeniu i i kolumny odp* zdarzeniu j znaj­
duje się W . . odpowiadające czynności (i,j}* Przy pomocy macie- 
rzy obliczymy G. i H.. Uzyskane wartości wpiszemy do tablicy io J
mamy teraz do dyspozycji dane potrzebne do obliczenia t?' iX j
według wzoru (1S)«
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Obliczone wartości ® t? i wpiszemy do tablicy i usta-- u
limy wielkość planowanego zapasa każdej czynności

P - — Y « i 2 .2 )

Wartości planowanych zapasów s^ wpisane w ostatniej kolum«* 
nie tablicy* W odróżnieniu od pierwotnego planu możemy zauwa­
żyć pewne zmiany* Czynność (1^2) posiada planowany zapas równy 
O j zapas czynności (2,5) zmiejszyi si§ o czynność fikcyjna(4j^ 
ma teraz zapas zerowy*

Metoda CPM jest próbą bardziej obowiązującego
planowania oraz bardziej racjonalnego wykorzystywania zapasów. 
Kilka rodzajów zapasów zastępujemy jednym planowanym zapasem.
Wyznaczanie preferencji jest jednak zbyt subiektywne polega
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ono na dokładnej analizie wszystkich czynności*Żeby otrzymać 
przy zastosowaniu metody CPM/GE dobre wyniki, potrzebne są 
duże doświadczenia oraz trzeba zastosować metodę Original CPM*

2*5*^*2 Kierowanie procesem realizacji projektu i jego kontrola* 
Zastosowanie metody CPM i pozostałych metod analizy sieciowej 

nie kończy się na ułożeniu sieci, jej obliczeniu i analizie*
W ten sposób uzyskamy tylko wstępny plan realizacji projektu, 
ktÓ3?y możemy za pomocą maszyny porównywać z rzeczywistymi termin 
nami realizacji projektu i wydawać odpowiednie rozporządzenia 
służące do naprawy* Równocześnie przeprowadzamy sprawną kontro­
lę realizacji projektu*

Jeżeli prawidłowo działa sprzężenie zwrotne, tj* organy 
zarządzania otrzymują okresowo potrzebne dane o realizacji pro­
jektu,można efektywnie kierować projektem.W ciągu realizacji 
projektu można wstępne czasowe oszacowania w sieci zastępować 
rzeczywistymi czasami realizacji* Nowe obliczenia w połączeniu 
z rzeczywistymi danymi i ocenami czasu trwania czynności, które 
nie zostały dotychczas zrealizowane, umożliwiają coraz dokład­
niejsze planowanie pozostałej części projektu*

Organy kierownicze zwracają uwagę przede wszystkim na ter­
min realizacji całego projektu, tj* który zmienia się jed­
nocześnie Z't zmianami terminów realizacji niektórych czynności* 
Porównywaniem z zaplanowanym terminem ^ wyznacza odchyle­
ni^ i wydaje takie rozporządzenia, żeby zachodziło 4  A  •

W zależności od charakteru i znaczenia projektu można do- 
bra<̂  dowolnie małą liczbę £. , którą nazywamy dopuszczalną to-
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lerancją. Jeżeli zachodzi A-£ , nie wydajemy żadnych roz­
porządzeń, realizacja przebiega w dopuszczalnych granicacho 

Jeżeli zachodzi

(23)A ^ A- £
trzeba skoncentrować uwagę na te drogi /ścieżki/ projektu, któ­
rych długość jest zawarta w przedziale -'i , • Jeżeli

, trzeba wydać odpowiednie rozporządzenia, żeby osiąg­
nąć . w innym wypadku projekt nie może zostać ukończony
w terminie A  ®

Za pomocą analizy możemy ustalić, że dla pozostałej części 
projektu trzeba opracować nowy plan, ponieważ nie możemy w żad­
nym wypadku osiągnąć począktowo wyznaczonego A • Możemy rów­
nież opracować więcej wariantów, wyznaczyć ich wpływ na termin 
końcowy, nakłady i źródła oraz dobrać optymalny wariant*

Czas trwania sprzężenia zwrotnego pomiędzy projektem i 
organami kierowniczymi musi być jak najkrótszy* Jeżeli jest on 
zbyt długi, wtedy rozporządzenia służące do poprawienia oraz de­
cyzja organów kierowniczych działają w położeniu różnym od tego, 
w khórym projekt znajdował się w momencie przekazywania infor­
macji* Za pomocą maszyny matematycznej możemy znaczenie 
skrócić czas pomiędzy wejściem i wyjściem danych organów kierow­
niczych# Okres pomiędzy następnymi zawiadomieniami o stanie 
realizacji projektu powinnien być dłuższy niż czas pomiędzy 
wejściem i wyjściem danych organów kieroivniczych#

Podstawę dla zarządzania organów kierowniczych stanowią 
okresowe zawiadomienia o stanie realizacji projektu# Zawierają 
one spis dotychczas ukończonych czynności oraz przy każdej roz—
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poczętej czynności czas konieczny do jej całkowitego ukończenia# 
Na podstawie tych danych można ułożyć nową sieć, w której nie 
uwzględniamy tych czynności, które już zostały ukończone* Rozpo­
częte czynności zamieniamy przez inne czynności z czasem trwa­
nia potrzebnym do ich ukończenia* W ten sposób uzyskamy więcej 
nowych zdarzeń początkowych* Ta metoda jest jednak zbyt praco­
chłonna.

Bardziej korzystne jest zmieniać czas trwania tych czynności, 
dla których rzeczywiście wystąpiły pewne zmiany* Przeprowadzane 
jest to za pomocą maszyny matematycznej, która oblicza zmiany 
długości czasu trwania czynności* Za każdym razem uwzględniamy 
ewentualne zmiany i za pomocą maszyny obliczamy ich odbicie w cza­
sowych stosunkach sieci. Ukończonym czynnościom przyporządkujemy 
czas trwania równy zeru*

Możemy również ukończonym czynnościom przyporządkować rzeczy­
wiste terminy ich realizacji i korzystając z nich możemy obliczać 
dane dla pozostałej części projektu* Wychodzimy więc kolejno z 
coraz bardziej realnych założeń i wtedy przewidywania są dokład­
niejsze* W przypadku granicznym, tj. kiedy projekt został ukończo­
ny i zamiast wszystkich czynności podstawiamy ich rzeczywiste ter­
miny realizacji, model dokładnie odzwierciedla rzeczywistość*

W krajach zachodnich z dużym powodzeniem stosuje się modelo­
wanie i eksperymentowanie przy analizie rozwiązania realizacji 
projektu* Projekt uważamy za tzw* ”black box” i obserwujemy je­
go zachowanie się przy różnych możliwych wartościach podanych 
na wejściu* Do modelu można wprowadzać pewne założenia, np. 
zastosowanie bardziej nowoczesnej maszyny, nowych materiałów, 
różnych wariantów dostaw itp* i obliczać ich wpływ na cały projekj
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Można więc każde rozporządzenie "wypróbować” za pomocą mode­
lu przed jego wprowadzeniem do praktyki i według rezultatów 
doświadczenia przyjąć lub odrzucić rozwiązanie albo obrać ten 
wariant, który jest w danej sytuacji najbardziej korzystny*

2*3*1*5 Zastosowanie metody PPM przy koordynacji większej licz-" 
h y projekt ów*.

Dotychczas rozważaliśmy obliczenia sieci jednego projektu, 
zamkniętego kompleksu* Poszczególne etapy projektu P są jednak 
w praktyce zależne od wyników poszczególnych etapów lub całego 
projektu P^- związek ze zleceniodawcą i na odwrótjwarunkują one 
etapy lub cały projekt P — związek z odbiorcą •

Zadaniem jest ułożyć plan /sieć/, który uwzględnia czasowe 
możliwości zleceniodawcy i czasowe wymagania odbiorcy. Plan po- 
winnien uwzględniać również terminy wymagane globalnym planem 
gospodarki narodowej* Trzeba przestrzegać związki sprzężenia 
wewnętrznego pomiędzy poszczególnymi projektami, tj* rozpoczę­
cie projektu P^^jest zależne od ukończenia P i rozpoczęcia P 
zależne jest od rozpoczęcia P^ Trzeba dotrzymać wszystkich 
podanych ograniczeń przy jak najkrótszym czasie realizacji
projektów.

Związek pomiędzy projektami P i P jest czasowym warunkiem 
określającym czas, w którym można rozpocząć czynność f,j/v: P* 
Realizacja czynności if,j ̂ oraz wszystkich następnych cz;^ości 
jest zależna od czasu zdarzenia f. Oznaczamy go przez T|, co 
przedstawia czas zdarzenia, ktorp jest 
odiorcą P*
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Związek pomiędzy projektami P^i P^^jest znów czaso­
wym warunkiem określającym tym razem czas ukończenia czynno­
ści ^i,g P ważnej dla odbiorcy# Od realizacji czynności 

i,g oraz wszystkich czynności ją poprzedzających zależne
są niektóre czynności projektu P M Zależą one od czasu

.1«
zdarzenia g,, oznaczamy go Tf,, tj# czas zdarzeniat które&

. V  Ajest zależne od zleceniodawcy i P.
Przytoczone związki można dla projektu P przedstawić 

następująco /rys# 56/s
j f t  P

Jest oczywiste, że projektowi P może odpowiadać kil-
ka różnych wartości Tj i :# Czasy /terminy/ te mogą od­
nosić się do każdego zdarzenia j, nie wyłączając zdarzenia 
początkowego i końcowego#

W sieci projektu P zaznaczyliśmy wszystkie zdarzenia
P ̂ Pf i g ,  do których odnoszą się terminy i T . Dla 

uproszczenia można założyć, że wszystkie zewnętrzne warunki
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CZ3.S0W6 I13JPZUC0I16 ■fcyXłco p2?z6z j©dn©go zlcconiodawcę i 
jediiogo odbiojicę» Można wx§c ułożyć sieci P^/zleceniodawca/ 
i P /odbiorca/ wzajeianie połączone czyzinościanii fikcyjny­
mi i zdarzeniami f i do których, odnoszą się warunki cza­
sowe« Sieci te przedstawione są na ryse 56®

Sieć P^^ma postać prostej serii czynności z zdarzenia- 
Po& p£s©4»ê  p^5 gdzie Pq oznacza zdarzenie pozaGcniczej 

k liczbę zewnętrznych, warunków czasov^ch zleceniodawcy« Każ­
demu zdarzeniu przyporządkowany jest jeden termin zlecenie—
dav5icy w ten spgsób^ żeby zachodziło

qi*T). 724/
dl a i ¿i j

P'Zdarzeniu p^ przyporządkowana jest wartość T:;; w tenP;
sposób^ żeby nie przewyższała rozpoczęcie realizacji projek« 
tu Pc Czas tr?jania czynności P̂ĵ ,p!j j jest określony wzo­
rem

'%r fn- 725/

Czynności ^p^^pi j nie przedstawiają żadnych konkret­
nych prac zleceniodawcy^ określają tylko warunki czasowe 
zleceniodawcy tak samo jak siec P«

Sieć P'̂ ‘̂ma ró?vnież postać prostej serii czynności 
ze zdarzeniami p̂ *̂  P2?«*^«9 P^s P^^» gdzie p^^^ oznacza 
zdax’zenie pomocnicze^ m liczbę zewnętrznych warunków czaso­
wych odbiorcy o
Każdemu zdarzeniu przyporządkowany jest termin
odbioru I: jj, w ten sposoby żeby zachodziłoJtr
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p '■ p “ 726/

It "Zdarzeniu Pv«.̂  przyporządkowana jest wartość T_,i
^ n̂H-1

w ten ąposóbę żeby była ona większa od terminu ukończenia
projektu Czas trwania czynności plj j jest określony
.ozorem

7 4  p 3
D' /27/

Czynności pj j nie przedstawiają żadnych kon­
kretnych prac odbiorcy^ określają tylko warunki czasowe 
odbiorcy tak samo jak sieć

Wszystkie sieci P^^ przedstawione na rys« 5^«
połączone są za pomocą czynności fikcyjnych w jedną sieć I f  , 
tzwe siec ,koor.drynacyjną^^ Zewnętrzne ?jarunki czasowe uohi^co- 
ne są w ten sposoby że zdarzenia p!̂  ̂ f ̂ dla których zacho­
dzi

"p!, = ę
połączone są czynnością fikcyjną i* ] ® Zdarzenia gj p^,
dla których zachodzi

p ji p ł?
T: 729/

połącsone są czymośoią filicyjną ig» P-̂' ) •
ITastępnie musimy w sieci X  połączyć zdarzenie pom, 

p ’ ze zdarzeniem początkoyiym sieci P czynnością fikcyjną 
iPo9 P^j oraz zdarzenie końcowe sieci P ze zdarzeniem pom, 

j >2 czyciiością fikcyjną
Zdarzeniu pom, przyporządkujemy taki termin -

P , Żeby
rn-*-
i>i >  %O

(% ) f € P 750/
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P *oraz zdarzeniu pom* te3?min  ̂ § żeby zachodziło

p  •

T2ł-m+1
T^" -s
Pm >  Pn

t (o) . “D 731/

Teraz mamy vjykres ]T przygotowany do zastosowania me« 
tody CRl. Ilość węzłów wyD.osi nl

n n »> k m i- 2

Jeżeli mamy do czynienia z dużą ilością bardziej roz­
ległych siecią bardzo szybko wzrastają wymagania na maszynę 
matematyczną® Żerny móc rozwiązywać takie skomplikowane za- 
dania, stosunemy reduiicje siecią Biec zredukowana zawiera 
tylko minimalną ilość zdarzeń i czynności koniecznych do 
koordynacji®

Jeżeli wystąpi konieczności skrócenia czasu trwania 
projektu lub czynności albo musimy korzystać z zapasów czyn­
ności itp® musimy z powrotem sieć uzupełnić szczegołćmii sie­
ci wyjściowych®

Hedukcję sieci przeprowadzamy następująco /zob® rów­
nież rys® 35/®

Mamy sieć P zawierającą zdarzenia p/|,*®®«j x̂i ̂
Dla każdego zdarzenia ustalimy długość najdłuższej
drogi /ścieżki/ prowadzącej od zdarzenia py| do zdarzenia p^ 
oraz tfg tj® różnicę pomiędzy długościami najdłuższej Jio— 
gi prowadzącej od p^ do p^ i najdłuższej drogi od p^ do p^® 
Zachodził

(X)
n oraz =  o .

Do niektórych zdarzeń odnoszą się 7̂ arunki czasowe*
Warunek czasowy zleceniodawcy odnosi się do zdarzeń f i od—

Mbiorcy do zdarzeń g* Zdarzeniu f przyporządkujemy t^, zda.—
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rżeniu g czas o
Sieć zredukowana zawiera zdarzenia f, g, ^ 

i ‘przybiera postać prostej serii zdarzeń oraz czynności. 
Ilość zdarzeń w sieci zredukowanej wynosi 

n̂  k + m 4- 2 g
gdzie k jest liczbą zdarzeń f ̂ m liczbą zdarzeń g, .Czyn­
nościom sieci zredukowanej nie odpowi.adają teraz żadne rze­
czywiste czynności. Oznaczają: one tylko przedział czasowy 
pomiędzy zdarzeniami f i g .

Dla koordynacji ułożymy więc sieć projektu zleceń 
pj projektu odbioru P^^oraz sieć zredukowaną koordynowanego 
projektu /projektów tych. może być więcej/. Sieć koordynacyj­
ny przybiera teraz postać równolegle przebiegających serii 
czynnościj które są wzajemnie połączone za pomocą czynności 
fikcyjnych,
# Opisana metoda koordynacji czasowej więcej projektów
nie daje odpowiedzi na pytania związane z równomiernym wy­
korzystaniem zdolności dostawców, nie usuwa szczytowego 
zużycia źródeł itp® Problem optymalnego podziału źródeł 
wśród większej ilości jednocześnie wykonywanych projektów 
musimy rozwiązywać za pomocą metody RAJCPS,
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2*3.2 Eozszerzenie metody CPM uwz^l^dnian^c nakłady

2 .5 *2 . 1  Bformułoyjanie zagadnienia

Dotychczas mieliśmy do czynienia tylko z czasem. 
Chcemy jednakj żeby projekt został zrealizowany nie tylko 
w jak najkrótszym czasie^ ale róvmieź żeby nakłady na rea­
lizację były jalc najmniejsze. Chcemy więc znaleźć optymalne 
nakładowo-ozasowe kombjjaacje czynności projektu P.

Uwalaliśmy czas trwania czyiności (i?jj^“ jako
stały. YJ praktyce możemy jednak przeważnie zmniejszyć y. ^

a l *  *
I , djeżeli podniesiemy nakłady na czynność ( i^j) o Czas trwania
staje się zmienną, niezależną^ która może przyjmoimć

; n
'“̂i

^i.o Qwartości y- o.,, y^^ z przedziału domkniętego
1 "D

4̂ d.j|5 D. « Przedzi<?t ten musimy najpierw znaleźć.
Uajpierw dla opracowanej alterna‘tywy czasu trwania 

poszczególnych czynności ^i?j j szulcamy nalcładów minimalnych. 
Czas trwania czynności (i^j]  ̂ przy którym nakłady są mi­
nimalne« nâ v\*iemy czasem normaln^/m trwania czynności (i^ j ) . 
Oznaczaioy go przez Dĵ .̂ Powiększenie D^ ̂ jest nieekonomiczne.xo
ponieważ prowadzi do powiększenia ŷ ĵ i nakładów.

Jeżeli mamy za zadanie skrócić czas realizacji całe­
go projektu^ musimy skracać bez względu na wysokość na­
kładów. Dla każdej czynności istnieje minimalny czas trwa­
nia, przy którym jaliiekolwiek podniesienie nakładów nie 
umożliwia skrócenie czasu trwania. Jest to tzw* najkrótszy 
czas trwania czynności - d̂ -̂ *

W praktyce zwykle możemy osiągnąć tylko po wyko­
naniu obszernych i kosztownych zabiegów. Wyjątki stanov\!ią
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czynności fikcyjne, dla których = 0 *
Każdej czynności f i, j )£ P przyporządkujemy przedział 

ten sposób, żeby czas trwania ŷ ^̂* spełniał
warunek o 4  ^  /32/

Wysokość nakładów odpowiadającą różnym czasom trwariia 
czynności ^ijj ) oznaczymy przez zmienną zależną Przy
tym dla obydwóch rozważanych czasów trwania czynności odpo­
wiadające nakłady oznaczymy następująco;

c^ij = nakłady związane z realizacją przy czasie nor­
malnym trwania ^

^2ij “ nakłady związane z realizacją przy najkrótszym 
czasie trwania dĵ «̂

W naszych rozważaniach bierzemy na razie pod uw'3̂ ę 
tylko nal^łady bezpośrednie /surowce, materiał podstawowy 
i pomocniczy itp/, dla których ich przyrost w przedziale

jest w przybliżeniu funkcją liniową# Graficz­
nie można zmianę nakładów przedstawić następująco /rys#5?/;
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Funkcja przedstawiona na rys*  57 D®st funkcją cz^ś^ 
.̂■iflTni l i n i o m , nierosnącą i wypukłą zmlenneĄ y j ^ ^ p z e d z i ^

le
Przy założeniu liniowości nakłady na czynności fi,a

t  m _ _ _̂w3ccażone są funkc^ją liniową jej czasu izewania y^^*
/ 3 3 /

- ± i  = "■
gdzie 4 ,0 , ^  0 ? yiói^^id’ ^ia-^-

aównanie prostej przechodzącej przez punkty (<iijł°2ij)

i ( % j *
c.

» Jj_j + d.
/34/

^ij “■ “ij
Dla każdego czasu ŷ ĵ możemy więc znaleźć nakłady 

na czynność (i,j) , jeżeli znamy punkty graniczne na­

szej ftmkcji, tj. (<̂ ij» °2ij) ’ (®ij* ^lij ) *
Przy skracaniu czasu trwania od D^j do dĵ  ̂możemy

n-hi nV.7.vć wskaźnik narastania nakładów na jednostkę czasu 
skrócenia!

c.

D.
•:> 0. /35/

Najpierw skracamy te czynności, dla których wartoś­
ci k^j są najmniejsze.

Jeżeli określimy funkcję nakładów ĉ ĵ dla każdej czyn 
ności projektu P, to za pomocą ich dodania otrzymamy fun­
kcję, która charakteryzuje przebieg nakładów bezpośrednich 
Cp projektu w zależności od czasu trwania 'X •
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¥ i)  ^ ‘j  ^ ‘j  ^
/37/

Z poprzedniego wiemy, że y^^ Jest funkcją parametru 
, tj, czasu trwania projektu. Z tego wynika, że również 

Op Jest funkcją parametru X , co oznaczajnyC p̂ _;(1,
Funkcję nakładów bezpośrednich na projekt Cp(x)może- 

my przedstawić następująco /rys. 58/j

Jeżeli wszystkie y^^ = . oraz 1  -  otrzy­
mamy tzw, rozwiązanie normalne. Czas realizacji projektu 

X  równa się i  q i odpowiada mu minimalna wielkość na­
kładów

Skracanie czasu A  ^ do ^ ̂  oznacza, że niektóre
/

mulimy więc skrócić czas trwania czynności leżą-
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cych na ścieżce krsrtycznej* Niekoniecznie musimy skracać 
wszystkie czynności, najpierw oczywiście skracamy te, dla 
któryck wartość jest najmniejsza.

Jest oczywiste, że wartości X   ̂można osiągnąć 
kilkoma sposobami w zależności od tego, które czynności skraca­

my. Dla ustalonego % różne warianty będą różnić się wyso­
kością nakładów. Tylko w jednym przypadku wysokość nakładców 
osiągnie minimum. Zadaniem jest dla każdej wartości

j.--,znaczyć nakłady minimalne. Chodzi się w znale­
zienie krzywej BA z rys. 58. Istnieje taki czas realizacji 
projektu , że dla każdego A  ^  można spośród dużej
ilości możliwych rozwiązań wybrać co najmniej jedno, dla 
którego funkcja Cp osiąga minimum.

Powyższe zagadnienie sprowadza się do zagadnienia 
parametrycznej programowania liniowep;o» Zagadnienie możemy 
sformułować następująco:

Mamy znaleźć minimum funkcji

}
uwzglf^Aadąc waruzilci ograniczad^ce

/58/

^id ^  ^d ”d
o ^  ^  ^  DjLj

/59/= 0
t _  A

dla(i,d)€.P, i = d='l»2,.*.»a5
Przy rozwiązywaniu, iago zagadnienia uzyskainy wartiO“* 

ści yĵ j, dla Których funkeda przydmude wartość nadmniedszą 
/minimum/, W ten sposóh uzyskamy d©d.en punkt krzywed BA z
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rys* 58* Postępując analogicznie dla różnych wartości X  
uzysicamy w^^s^narczającą ilość punktów dla skonstruowania 
krzywej BA*

Eozwiązanie za pomocą metody simpleksów, best bardzo 
skomplikowane* Algorytm rozwiązywania podaje np* James 
Kelley® Jest to tzw* Primal - Dual Algorithm* Kelley korzy­
sta przy tym z algorytmu D*R.Pulkersona dla rozwiązania za­
gadnienia potoku w siecij tzw* Ford - Fulkerson Flow Algo- 
rithm /FFF-Algorithm/* Stosowany aparat matematyczny jest 
jednak dość skomplikowany^ algorytm jest bardzo pracochłon­
ny i bez użycia maszyny matematycznej nie można go zastoso­
wać® Jego objaśnienie znajduje się w rozdz. 2*5*2*2.

Dotychczas rozważaliśmy tylko takie nakłady9 które 
wzrastają przy skracaniu czasu realizacji projektu, tj* na­
kładami bezpośrednimi* W czasie realizacji projektu musimy 
jednak uwzględniać również inne nakłady, tj* pośrednie albo 
koszty obsługi i kierowania produkcją /koszty handlowe, pła­
ce pracowników administracyjnych, materiał pomocniczy/, któ­
re wzrastają w zależności od wzrostu A  ® Musimy również li­
czyć się z tym, że im dłużej trwa realizacja projektu, tym 
większe są straty zysku uwarunkowane stratami zbytu przy 
opóźnianiu projektu, straty produkcji, straty dewizowe itp® 
Trzeba dobrać funkcję, która uwzględniałaby przeciwdziała­
jący wpły^i obydwóch rodzajów nalcładów; Celem bywa zwykle 
minimalizacja globalnych nakładów Aosztów/®

Funkcję nakładów globalnych otrzymamy przez dodanie 
funkcji nalcładów bezpośrednich oraz funkcji nakładów pośred­
nich* Wymagamy, żeby projekt został zrealizowany w czasie
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zapewniającym najmniejszą wartość nakładów globalnych. Jest 
to tzw, opt^alny czas trwania i jest przedstawiony na
rys, 59»

2,5.2,2 Primal - Pual.Jl ^ r Ł £ M ł ® Ł ^
Zagadnienie wyznaczania krzywej nalcładów zostało już

srormułowane, Mamy więc znaleźć minimum lun^cji

Cp = Y l .  (Hj*3^ij *  "ij 
(',j)€P

b. ^ i j ^  ° /̂ (O/

Z powodów tylko rormalnych oraz dla uproszczenia bę­
dziemy rozwiązywać zagadnienie’ równoważne powyższemu!

Mamy zmaksymalizować iormę liniową o współczynnikach

dodatnich sutJii __ _ .

uwzględniając
U . f  i< ~ t ■ ¿z O o ra z  0^  ̂d . • .Z. ^ 4 “ ^
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Jest to zadanie paj?ametr7cznego programowania linio­
wego z parametrem X  «

Tutaj U (X)=-0 oraz • >  0. **-d A 2 /
^ l e o h ( ( ^ j  i Joznacza program dopuszczalny dla czasu 

trwania X  • Ojtereślamy następujące zespoły /zbiory/ czyn­
ności;

}- (i>djL
= i (^»^jU

%  = i (i.d)

7j_j + tĵ  - t̂ . = 0, (i»dj £ I*
( i , d ) £ P } / 4 3 /

7ij = °ij = ^ij* 
j “ j ̂  j»

(i» j) £ P } 
(i,d) e P '■

jest optymalnym dopuszczalnym roz*Twierdzenie 1» lTiecłL| t 

wiązaniem dla czasu trwania X o Jeżeli 6^ i., (i^JjcP
oraz- cT jest minimalizacją formy liniowej

I 6 ij
(>'J)ePoraz są speinlone warunlcl

/'»A/

Pij ~ ^ i j i < i i

^  ij >  0

^  ij = 0

^  ij ^  0
wtedy rozwiązanie^

^ij == ^ij “

v : t ' \

dla wszystkich (l,jj£ D  ^2
, , f A 5 /aia icażdego (i,jj6P - (̂Q.̂ -

dla każdego (l,dj£Q^ ̂  Q4 » 
określone wzorem

■̂ 1 = /46/
jest optymalnym dopuszczalnym rozwiązaniem dla czasu trwa­
nia oraz

= min j  T) 7
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gdzie

"iż""
min ( t4 - ti " ^ i ‘)  Pid
f oo ^ jeżeli P j  >  0 dla każdego ^i,jj €,P /47/

(s'lj - »lijé ij
P jeżeli ^  O dla wszystkich ^i,jl£P

i lii In r y^ ̂  - dj .. I

/  =

ł  o o  ^ jeżeli ^  jLj^ ^ wszystkich (^i,jj0P«

Dowodu twierdzenia 1# nie "będzieiny przeprowadzać^ 
ale przytoczymy podstawowe myśli^ na których , się opiera*

Rozważmy następujące zadanie parametrycznego progra­
mo wania 1iniowego t

Ax = b̂  - -e-b̂ , X > (9-

C Ą  = macK ’&  jest parametrem
Załóżmy^ że znamy rozwiązanie zadania dla = O,

c x  = max.
Ułóżmy program liniowy

= 4  ( ^ i  =  0 O )

= min»
Niech X  jest rozwiązaniem powyższego programu II—  

i
niowego oraz^^<^^^, gdzie ą  oznacza największą wartość, 
dla której spełniona jest nierówność-*!^ o-^^o/o ile takie ist­
nieje/.

Wtedy
0 0 i



114

jest rozwiązaniem programu liniowego o
Bardziej szczegółowo można zapoznać się z zagadnie-* 

niami parametrycznego programowania liniowego w innych wy­
dawnictwach / z d b ^  spis litera-tury/®

Za pomocą twierdzenia 1® możemy^ znając optymalne 
rozwiązanie dla maksyr-alnie dopuszczalnej wartością znaleźć 
optymalne rozwiązanie dla pozostałych wartości®

Zadanie minimalizacji nazyw?a się ograniczonym zagad­
nieniem sprzężonym® Podamy następnie podstawowe własności 
funkcji TJs
Twierdzenie 2® Dopuszczalne roz7aąz3nie|^; i  

stępującoi
(isdjt

określone na-

/50/

jest dopuszczałjajna roziJiązaniem optymalnym dla wartości
A  .  .  M . / 5 V

Dowód» Fatychmiast wynika z faktu^ że >  O. 
twierdzenie 3» Dla wszystkich M jest

Sens twierdzenia; algorytm ma sens tylko dla wartoś­

cią
twierdzenie Eozważmy wartości y.13 d^jj niech.

6  = o , i .  = max ( ii,, f t . ) ,  ¡ Łi ^)  t . / 52/

l?/tedy U jest określone dla każdego i tylko

dla tych X  ®
Z  twierdzenia 2^3^^ wynika; Punkcja nakładów v ( X )  

jest określona w przedziale ^  ooj przy czym w przedzie* 
le ¿1 Mp^est stalą»
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Twierdzenie 5» Hozważmy funkcję f  ( ■ ^ J określoną 
) =  max > A ( j  ^  ^

gdzie /4 oznacza macierz, U , C  są wektorami kolumnoTjymi, 
c '  jest wektorem transponowanym do C ,  F  ( x j  funkcją wekto­

rową zmiennej wektorowej . Niech, funkcja//^^łma tę włas­
ność, że dla każdej pary wektorów zachodzi

/L F(x^ ) f  {>^z)^F (/cx^ f(^ -^ )x^ }nV

g^gie O x  ^  i dowolne®
Wtedy również zachodzi

dla każdych oraz 0 ^  ¿ A  ^  1«
Doiiód. f X i =  E13S I

If/iadomo, że można znaleźć wektory
f  î/f  ̂ f  - ^ j / z

Następnie z definicji funkcji f  ( x )  o r a z  z(55j,f54j';iyn.ika, że
/ i  f  ) ^ z  ) -

Stą.d natychmiast 'vijynikai że
cf(/iX^f ( F ^ ) x ^ )  = m a A y  : F(/ ix .t  (f-gU)x^):?>

: x c ' [ / I f A-F^Jyz) = ^  f  f^ i)^  (^ '/ ^ )  Y f-^z) c.b.d.o.

Twierdzenie 6« Funkcja U (A.) jest funkcją ogronicsoną, caą 
głą, częściami liniową oraz wklęsłą w przedziale ^  m, a j*

Nie będziemy przeprowadzać dokładnego dowodu twierdze­
nia. Ograniczoność funkcji U (X) wynika z tego, że
y, ■ ^  D. ., wypukłość z tw. 5. !To, że funkcja U fX) jest
•1 ś1 “ ^0
częściami liniowa^ jest
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ogólną własnością wartości o;ptymalnych funkcji parametrycz­
nych programów liniowych#

Z ostatniego faktu wynika również ciągłość. Z tego, 
że funkcja ( x )  jest wklęsła w przedziale ¿1 m, ct̂ J oraz 
stała w /I M, wynika, że w przedziale Z. m, c>o^jest nie­
małe jąca.

Graficzne przedstawienie znajduje się na rys. 60

m Mrys. 60 \

Omówienie algorytmu
'u Wychodząc z twierdzenia 2 konstruujemy rozwieza-

nie optymalne dla M, ŷ .̂ = . za pomocą metody C M ,  Po-
łóżmy 7 = M.. o

2. Jeżeli uzyskaliśmy rozwiązanie optymalne dlaA^^T,^
konstruujemy następnie zbiory oraz ograniczone zagadnie­
nie sprzężone. Jeżeli ograniczone zagadnienie sprzężone po­
siada dop^uszczalne rozwiązanie, przechodzimy do punktu 3; 
jeżeli nie posiada dopuszczalnego rozwiązania, przechodzimy 
do punlctu 4.

3 . Przy rozwiązywaniu ograniczonego zagadnienia ąprzę̂  
żonego konstruujemy na podstawie twierdzenia 1 rozwiązanie
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optymalne dla wszystkich X   ̂ dla k t ó r y c h ^ ¿ , g d z i e
O ' gest wyznaczone tw« 1/®

C

?o ukończeniu wracamy do punktu 2 ®
4 * Ograniczone zagadnienie sprzężone nie posiada roz­

wiązania dopuszczalnego o Wtedy zachodzi = hi; koniec algo­
rytmu®

Po skończonej ilości kroków dojdziemy do punktu 4» 
Dowodu znów nie podajemy^ ‘bylko go “bliżej objaśnimy® Wek­
tory ^ 1 )  uzyskane za pomocą algorytmu odpowiadają
wektorom -ekstremalnym /wierzchołkom/ pewnego ograniczonego 
wypukłego wielościanu zawartego w wielowymiarowej przestrze­
ni eulclidesowej ® Wierzchołków ekstremalnych istnieje tylko 
skończona ilość /zob® np® 1111/ m

Hozwiązywanle ograniczonego zagadnienia sprzężonego.
Mamy rozwiązać następujące zadaniei
Znaleźć minimum

a3-0i • 6 »  9

taJt, żeby były spełnione warunki
P-i = ( o  (fi - ^  O dla każdego ( ± , i ] e Q ^ 755/

<0 o dla ( ^ i , d } € Q2 ^  ij^ ®
5 ' ^ O dla (i,d}eP - (q ^-Qj ) 4 = 0 »  4  =

Za poraocSi metody opisanej w rozdziale zajmującym się 
algebrą liniową i programowaniem liniowym sformułujemy za­
gadnienie sprzężonej
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.... (i,ójcQ^ n q 2 ... (ijdjeo^ n

Każdej uierówności /55/ przyporządkujemy zmienną:

i  j  ^  ̂ ««»o ("i9t]J^Q>  ̂ >^i j  • * ® * ® *“

o C

zmiemia odpowiada równaniu (^ =: 0 ^ 2. równaniu i;;:̂ = 1 
Od^iowiadające związki liniowe są następujące:

(i s d̂  n Qo

(̂ $̂d) £ n Q,ą /57/

= â j (i, j) c q>̂ - (Q2 u Q3 u
/i odpowiada węzłowi wevynętrznemu sieci/®

Poî iyższe róvi?nania możemy zapisać inaczej

m /

J l . >  i  o L;> := ó? yy y V
^',y ' / y  ' «,/ 

-".y ' T y  ■ ° ‘j

0  ̂  Or ¿J (i? j) £- ^ Q2

0 ylyC 0^ (i I j ) £ Qy| ^  Q j
0 ¿Z yUy ¿ć-00

îi ̂  ̂ ij ^  îj Waruiiek optynalizacji

(i j j) £ Q>l ^  Qą
(i,j)£

.¿ć =  yćć ' := m Q Xę f-- jfl
(c,n) e ą ^

/59/

3est: zadaniem na wyznaczenie maicsymalnego potoku w sieci. 
Dla C i - i ^ ' ) c ' P  -  okmeślamy^^' = O,

Za poraocą metody opisanej w rozdziale zajmującym si§ 
teorią grafów, wyznaczamy maksymalny potok w sieci, Sfcrmu~ 
łujemy najpierw niniejsze zagadnienie w sensie ogólnej teo~ 
rii przepływów w sieciachi następnie podamy niektóre podsta­
wowe własności przepływu w sieci.

Oznaczmy przez X zbiór węzłów /zdarzeń/ ' 
gdzie Xq oznacza wejście i wyjście.



P

j £ P

«*• /1'19

Tok X M { x ,u j - ^ e s t przyporządkowany przepływowi
następująco!

jeżeli X = y =

jeżeli X = Xj, y = x. 
pozostałych przypadl:ach.

Puhkcję ograniczenia określamy następująco*

= ą^-fą,uą^)
.....'^=^/  ̂ =

=-o^,... ,.A'=Ay^ c/-̂ ¿,fhJjc(Q,nQ,)u[Qrf̂ ,<^%uQjH^^^^^
^̂ p>c U ) ~ o w pozostałych przypadkach®

Jeżeli u oznacza potok maksymalny oraz (R,sj prze­

krój minimalny sieci

® = {^'ilui " “
/I, J są to odpowiadające zbiory wskaźników zdarzeń z E x S/,

Viítedy zachodzi podstawowy wzór
u ^ (e *S^ «
Ua podstawie powyższego wyprowadzimy następujące 

Twierdzenie 7
 ̂ a/ jeżeli i £ I, j €: J, wtedy

(i.j)£Q^i“
b/ jeżeli i £ I, 3 e  J, wtedy 

/¿y = a,ydla (i*j) £ O-i ■”

J l ¡ F O  dla (i»j) £ *^-1^ (^2 *̂  ^3)

c/ jeżeli i e I, (i,á)£Qi ( %  ^  ^

j C  d«
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ai-, td. u. .=a,

Dowód» Wzór u (b ,S j =  ̂B,S j możemy przedstawić w posta­
ci u każdego x € y € 3» /61/

Ze względu na definicję wartości u  ̂x,y j j J^^,yj 
rozróżniamy następujące przypadlci:
1, X = y = x^, (i, j - (Ąj U Oitj

Wtedy u  ̂x,y j = 'J*̂ x,y1 = Stąd wynika
część a/,
2e X = Xj, y = x^, (isójCO^ - ( Q 2 ^  *̂5)

Wtedy u (x,y) = - 2^(x,yj =
3. X = y = x^, (i.d) €-0^ ̂  ( Q2 '̂3)

Wtedy ‘f  (x,y)= 0, u (x,y) wi§c = 0.
Z przypadku 2 1 3  wynika część “b/ twierdzenia*

4e Żeby udowodnić c/, wystarczy pokazać, że zbiór
q = | ( i , ó ) £ P i  i £ I, d C J *  (i,d)eQ^ n(QjU Q̂ )

jest pusty*
Ezeczywiście, gdyby bowiem ^i,jjg Q oraz x = 

y = v\»tedy nie może być spełnione równanie u (̂ x,y j =
:r J^(xjy )^poni©waź przepływ może przyjmować tylko wartości 
skończone*

Pokażemy teraz, jak możemy skonstruować rozwiązanie 
optymalne znając przepływ maksymalny*
Połóżmy
^ i j  ^ ^  "* f^3 ̂  ^4} * i€l, j€-d /52/
(5̂ ij *" (^^2^ ^3 )  ̂ j €. 3T
^  ij 2= 0 w pozostałych przypadkach*
Dalej (5̂ =: 0 dla i £ I, c)̂ = 1 dla 3 fc J. /63/

*■ )
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/65/

Pid = ^

ÍO kończy dowody Obliczymy deszcze wartość w po­
zostałych przypadkach;

[(i,dj € l) lub ((i,d)e i) » wtedy ^ = 0. 
(i»d}£ iel, 3 e j, w t e d y = 0, d }  = 0 , c ^ = 0j R ^ -1

^i,d) £ P-Q^, d€l, 1 € J, wtedy ̂  ̂ j=0,c)¿=1,(^ =0,p^j=1,

W sumie*więc otrzymaliśmy
Pij = 1, jeżeli ó e I, i e J (i,j)e(p - Q^]u Q2'^ %
Pij = -1, jeżeli i€I, j £Jf (i,j)£P-Q/]

pozostałych przypadkach«
W każdym kroku algorytmu omówionego na str* 116 i 117 

rozwiązudeiny w istocie rzeczy ograniczone zagadnienie sprzę­
żone za pomocą maksymalizacdi przepłyvm w pewned sieci.
W rozdziale zadmudącym się teorią grafów został omówiony 
algorytm wyznaczania potoku maksymalnego w sieci przy zało­
żeniu, Że istnied© potok dopuszczalny«

Rozwiązywanie zagadnienia podzielimy na dwie części. 
Nadpierw pokażemy, że w przypadku X =s M potok dopuszczalny 
można skonstruować w sposób trywialny. Rzeczywiście dla 
A  = M rozwiązanie optymalne określagą wartości ŷ ĵ =

Stąd wynika, że

/ ^  oznacza zbiór pusty/.
Ograniczenia

0 z  d j £ n  Q2

o ét J ¿ i j  ¿loo dla (i,jj £ ń Q3 
0 ¿ . Ą  4 ^ 0  dla (i,j) £ P -

/S6/
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stąd wyaika, że potok/¿^' = O jest dopuszczalny^(^t,yy€• P.
Uastfpne pytanie; Załóżmy, że znaleźliśmy rozwiąza­

nie optymalne d la pewnego X  =  Konstruujemy ograniczone 

zagadnienie sprzężone oraz odpowiadające zadanie dla potoku. 

Jakim sposobem m o ż n a  znaleźć potok dopuszczalny dla rozważar- 

nej sieci? Odpowiedź podaje następujące
Twierdzenie 9. Jeżeli u^^ jest pótokiem maksymalnym w sieci 
odp. ograniczonemu zagadnieniu sprzężonemu dla 1 =  wtedy
u . - jest potokiem dopuszczalnym w sieci odpowiadającej ogra­

niczonemu zagadnieniu sprzężonemu skonstruowanemu dla war­

tości
D o w ó d  pozostawiamy czytelnikowi.

Pozostaje jeszcze jedno pytanie: W  punlccie ^ algory­

t mu może się zdarzyć, że ogr. zagadnienie sprzężone m e  po­

siada rozwiązania dopuszczalnego. Następujące kryberijm 

jest jednym z wyników ogólnej teorii programowania liniowe-

go»
Ti'.ifirdzenie 10. Jeżeli istnieje potok maksymalny w siecx 
przyporządkowanej ograniczonemu zagadnieniu sprzężonemu, 

w t e d y  również istnieje rozwiązanie ograniczonego zagadnienia 

sprzężonego /punkt 3/. W  odwrotnym przypadku ogr. zagadnie­

nie sprzężone nie posiada rozwiązania dopuszczalnego/punkt V

2.3.3. Przykłady oblięzjeń_n£^łndow

Obliczenie optymalnego czasu realizacji można prze­

prowadzić dwoma sposobami: za pomocą metody Webera albo 

algorytmu Kelley'ego. D l a  każdej czynności musimy znać

następujące danés
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- czas normalny trwania czynności oraz odpowiadające mu na­
kłady;

- najkrótszy czas trwania oraz odpowiadające nakłady dodat- 
kows;

- nieosiągnięte zyski", tj, straty spowodowane przez póź­
niejsze wprowadzenie inwestycji w ruch obliczone na jed­

nostkę czasu,

2.3»3,1 Metoda Webera

Przy tej metodzie korzystamy z sieci czasowo okreś­
lonej oraz z pomocniczej tablicy obliczeń.

Dla każdej czynności obliczymy nakłady jednostkowe

°2ij “ °1ij

gdzie ~ aakiady związane z realizacją przy czasie nor­
malnym trykania czynności

^2ij ~ nakłady związane z realizacją przy najkrótszym 
czasie trwania czynności

= czas normalny trwania czyimości 
^ij = najkrótszy czas trwania czynności,
Bierzemy pod uwagę wszystkie możliwe "drogi" w Jieci,• i

które łączą zdarzenie początkowe z zdarzeniem końcowym, Me-^ 
toda polega na tym, że spośród wszystkich możliwych dróg wy­
bieramy najdłuższą - ścieżka krytyczna - i dla niej skracamy 
te czynności, dla których nakłady jednostkowe są najmniejsze, 
Skracamy o tyle jednostek czasu, ile wynosi różnica pomiędzy 
drogą krytyczną i drogą, której długość najwięcej zbliża 
się do długości drogi krytycznej, /Zachodzi: z ilością skró-
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ceń rośnie ilość ścieżek krytycznych/»
Metoda jest "bliżej objaśniona na przykładzie /rys,

61/j

Rozwiązanie w tablicach 1 1 2 «

Oznaczenie Kakłady Ozas trwania
czynności ||

ił
'-3norm«| dodatki! norm* j skróć®

a 1 o~i li1,500 1 1,500 5 5 0,200/2 0,100
b A O1-2 ii 0^400 0,420 2 I 1 0,020/1 0,020
c il1-5 li 0,200 1 0,400 4 1 5 0,200/1 0,200
h. > 6  II 0,700 0,700 5 1 5 nieokreślone
6 łi5-7 li 1,100 I 1,700 8 1 6 0,600/2 0,500
f 5-4 li 1,600 I 1,900 16_ j 4 0,500/2 0,150
e tl2—̂  II 0,600 i 0,900 7 j •4 0,500/5 0,100
d 2-5 li 0,600 0,700 5 i 2 0,100/1 0,100
1 I I4-7 '! 0,800 1,000 5 5 0,200/2 0,100
m

li
6-7 li 2,500 2,500 5 5 nieokreślone

k 5-7 li 0,200 0,600 4 2 0,400/2 0,200
n II6-8 li 1,200 1,400 14 10 0,200/4 0,050
i 5"S li 1,700 2,100 9 7 0,400/2 0,200
0 ii7-8 II 0,100 0,120 6 5 0,020/1 0,020
P Bwf9 I I 0,100 1 0,500 1 2 0,200/2 0,100

> hli
----------- j j

12,900 116,040 i -
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Kolejność skra-, cania czynności .
0 16-87-8

20-1
1

3
8-9

4
4-76-8

5
1 -3

.61—26—8
5-^5-4

1
74-,76-8

3-Í5-S
23 23 21 19 19 19 18

i  0—“I—2«*4— 29 28 26 24 23 g )
0«1-2«5~7«8-9 24 23 21 19 19 19 18 17
0^1-3-4-7-8-9 @ @ (§ ) (23) 00-.1-3-.7-8-.9 27 26 24 23 i 23 2'2
O-.1-.3-6-8-9 @ @ @ @ © @ 0
0-1-^5-5-7"8-9 27 26 24 22 22 21 21 @

I 0-1-2-4-5-7-8-9 28 27 25 23 23 @ 0
0-1-2-4-5-8-9 27 27 25 23 23 @ 0 0
0-i->.4-5"7--8“9 29 28 26 24 g y @ 0 0

I 0—i—5—4«5“*8—9 28 28 26 24 I(g ) @ 0 0
5}ábela 2,

O^bliczanie nakładów!

%

23

0 % 2 ' i

■■ 12,900
i 12,900 + 1.0,050 + 1.0,020 = 12,970(^=0,070 )

: 12,970+ 2.0,100 = 13,170 (A^=0,200; 0,270)
= 13,1 7 0 + 2.0,100 = 13,370 (Aj=0,200; 0,470)
= 13,370 + 1.0,100 + 1*0,050 í= 13,520K= 0,150; 0,620) 

: 13,520 + 1.0,200 = 13,720 (Ag=  0,200; 0,820 )

: 13,720 + 1.0,020 + 1 .0,150 + 1 .0,300 + 1.0,050=14,240
(A^= 0,-52O; 1,340 )

14,240 + 1.0,100 +1 .0 ,050+ 1.0,200 + 1.0,200 = 14,970
(a  = 0,550; 1.89oj
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Optymalny termin realizacji uzyskamy za pomocą doda­
nia krzywych nakładów na realizację i nieosiągniętych zysków# 
Graficzne przedstawienie zob« na rys» 62#

4f (¡69

44i m

n  960

ł
u  060

4 -
400L.

I I I I
e attio w iu

\

\L tifiKinn¥ u n u u t n
J.

TCAMIil R tn u z n u i

u m if{e w £ ,n ivski

1
ł > < , ------------ i -------— Ł - -

X4 %2 i i 36 21 a? a#

rySe 62

2,3.3.2 Algorytm Kelley.lego
Dla ilustracji tej metody podamy przykład, który 

w stosunku do poprzedniego jest trochę zmieniony A>i?ak czyn­
ności fikcyjnej/. Czytelnik może porównać obydwie krzywe 
nakładów*
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Schemat ohliczania:
Tablica 1: poszczególne wiersze odpowiadają łomom sieci 
/czynnościom/« Do pierwszej kolumny wpiszemy wskaźniki â  
w przypadku^ źe d^^ = D^j, tj« â .̂ nie jest określone, zo­
stawiamy puste miejsce« Do kolumny oznaczonej 
wpiszemy odpowiednie wartości pamiętając, że na początku ma- 

^ij ~ ^ij* ^'S^stępnie obliczamy wartości y^^ -
- d^j, + tjj - t̂ -, które są ważne dla zbiorów
Zbiory te wpiszemy do następnych kolumn* Y/yznaczymy również

n  0,2 9 ^ i 0^ ^ f ^ j “• ^ ^ ̂ 4)*
W przypadku, gdy jakiś zbiór jest pusty, opuścimy odpowia­
dającą mu kolumnę®

Do kolumny oznaczonej **ograniczenia*’ opiszemy ogra­
niczenia dot^rczące łuków sieci. Y/ kolumnie ’’potok*’ oblicza­
my potok małcsymalny. Większe wartości przepływu opisujemy 
zawsze na prawo od pierwotnych. Żeby znaleźć potok maksymal­
ny, szukamy ścieżek nienasyconych, które wpisujemy do odpo­
wiedniej kolumny. Znalezienie potoku maksymalnego związane 
jest ze znalezieniem minimalnego przekroju (l,j) * Y/yznacza- 
my i Pij /wzory (̂62)i (5 5 ) /.
Tablica 2. Do kolumn • nieparzystych vpisujemy t^, do pa­
rzystych W pierwszej kolumnie oblicza­
my t>* za pomocą metody ścieżki krytycznej /Tablica 2/.«L»

Obliozany wartości «sC. 7^,z wzorów ^ 7  .  Do na­
stępnych kolumn tablicy 1 wpiszeiay nowe wartości y^ .« -
- y K ,  y^^ + tj - tj obliczone za pomocą wzorów (̂ 6j i

Nowe wartości w tablicy 2 obliczamy za pomocą wzoru

/zob. rys, 63/,
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Ekonomiczna gellg

W każdym kroku przykładu obliczamy wysokość nakładów 
na realizację*

= 3 0

=29

0
A =27

C
Ą =25

=23

=2 2

0
A =21C = 15,870 + 1.0,020 + 1.0,150 + 1.0,050 = 14,050

Ustalamy nieosiągnięte zyski na jednostkę czasu 
/O,200/.

Suma nakładów na realizację i nieosiągniętych zysków 
przedstawia przebieg łączrycłi nakładów w czasie.
A  =50 1 = 2 9  1=27 1=25 1=23 1=22 1=2-1
12,900 12,970 139I70 14,370 13,670 13,870 14,090 
1,800 1,500 1,200 0,800 0,400 0,200 0,000

14,700 14,570 14,370 14,170 14,070 14,070 14,090

Optymalny czas realizacji wyznaczamy tak, żeby krzy­
wa nakładów /i nieosiągniętych zysków/ osiągała minimum 
/zob. rys, 54/.
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ryso 64
2*4 Metoda PM^Q?

W niniejszym rozdziale zapoznamy się z drug^ podsta­
wową metodą tzw* Orginal — PERT*x/

x/ Metoda PERT jest rezultatem tadań amerykańskiej młynarki. 
Niezależnie od tego amerykańskie lotnictv?o wewspołpracy 
z Lockńed Missjis Comp. rozvainęło metodę PEP. Pows^- 
ły Tómież liczne modyfikacjenp. NASA - PERT, PĘRTCO - PEPCO, TOPS, PII^ /GE, PERT-IJAP, 
PSRT-COST, PERTCOM, SUPERT, PROEIT/PERT, PEST itd.
0 niektórych również uczynimy wzmiankę.
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Będziemy się interesować głównie tym, czym odróżnia się 
PERT od CPM.

Obydwie metody różnią się. przede wszystkim zakresem 
zastosowania# Metodę CPP«I stosuje się głównie w projektach 
budowlanych, konstrukcyjnych i innych projektach charakteru 
deterministycznego, metodę PERT - w skomplikowanych projek­
tach badawczych i rozwojowych# Projekty badawcze i rozwojowe 
mają tę własność, że większość czynności wykonuje się pierw- 
szy raz, nie ma więc opracowanych norm, brak doświadczenia 
przy ich realizacji. Nie można uzyskać autorytatywne i nie­
zawodne oszacowania czasów trwania czynności# Możemy tylko 
powiedzieć, że rzeczywiste czasy czynności będą wahać się w 
pewnych granicach /możemy określić przedział/# Z tego równo­
cześnie wynika, że nie możemy określić terminów początków i 
końców poszczególnych czynności# Oceny mogą być w dużym stop­
niu niepewne# Nie uważamy więc trwania czynności za dane de­
terministyczne, ale za zmienną losową, która może z pewnym 
prawdopodobieństwem przyjmować wartości w przedziale ¿Ca,b^ • 

Sformułowanie modelu
Podstawą przy zastosowaniu PERT jest również graficz­

ne przedstawienie projektu — sieć# Różnica pojawia się do­
piero przy transformacji sieci w model matematyczny# Przy 
metodzie CPM układamy model deterministyczny, natomiast przy 
PERT model stochastyczny#

Model PERT możemy określić następująco:
Mamy skończony zbiór P /projekt/ przedstawiony za 

pomocą sieci o /n+1/ węzłach /zdarzeniach/ i m czynnościach. 
W P rozróżniamy dwa zdarzenia - początkowe i końcowe - taki^



- 139 -

że żadna czynność nie poprzedza zdarzenia początkowego i żad­
na czynność nie nachodzi na zdarzenie końcowe. Każdej czyn­
ności jest przyporządkowana zmienna losowa, którą nazywamy 
trwaniem czynności.
Trwania czynności mają niezależne rozkłady prawdopodobień­
stwa, każdemu odpowiada skończony przedział wartości zmien-

rnej.
Interesuje nas, jakiego typu są rozkłady prawdopodo­

bieństwa trwania czynności. Ogólnie każdej czynności może od­
powiadać inna funkcja rozkładu. Ustalenie typów rozkładu po­
szczególnych czynności jest vi praktyce niemożliwe. Trzeba 
więc znaleźć rozkład aproksymacyjny.

Zmienność zmiennej losowej charakteryzujemy za po­
mocą jej wariancji w przedziale -¿.a,b >  •

Wariancja zależy od długości przedziału^a,b7^oraz 
od przebiegu krzywej gęstości prawdopodobieństwa f /x/ w 
przedziale ^^a,b7^ • Pole zawarte pod krzywą gęstości
prawdopodobieństwa równa się jedności, tj.

P = r f/x//dx = 1. /67/

Dla jednakowo długich przedziałów ¿i a,b>krzyw© 
f /x/ mogą być inne, więc również zmiana zmiennej x /trwa­
nia/ może być różna. Możemy rozróżniać następujące główne 
przypadlci /rys. 6.5/t
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2 .

* b  d  ^ rrt

i .

b  d  m  ^

4 .
b  d m

rys. 65

Prawdopodobieństwo, że zostaną zrealizowane czasy a 
lub b jest prawie zerowe. Czas z największą gęstością praw-

3̂ /dopodobieństwa /moda m/ ' może jednak znajdować się w różnych 
punktach przedziału ^^a,b>c

i

Według charakteru zmiennej x może osiągnąć również 
wartości graniczne, tj. a =  m lub b =  m. Jeżeli rozkład 
prawdopodobieństwa jest symetryczny i jednomodalny /przypa­
dek 1 i 2/, moda leży w środku symetrii.

W tym przypadku m jest identyczne ze średnią arycme- 
tyczną i wartością średnią zmiennej l o s o w e j / n a d z i e j a  
mat ematyc zna/.

Moda m może być przesunięta bliżej a lub b. Jeżeli 
rozkład jest lewostronnie asymetryczny /przypadek 5/, moda
leży na lewo od średniej arytmetycznej i wartości średniej 
ae/ Moda - wartość modalna, wartość najczęstsza, dominanta
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•• jeżeli rozkład jest prawostronnie as^etryczny /przy­
padek 4/, moda leży na prawo od średniej arytmetycznej i 
wartości średniej «

Zmienność trwania czynności charakteryzujemy za pomo- 
cą wariancji / 0  / alho odchylenia standartowego / ©  /.
Jeżeli wartości ich są duże, oczekiwana wariahilnośó jest 
wysoka z dotrzymaniem odpowiedniego czasu wiąże się większa 
niepewność»

Stałym wartościom a, m i h mogą więc odpowiadać roż­
ne krzywe gęstości rozkładu /rys« 66/:

a b %

rys «66
Najkorzystniejszym hyłohy charakteryzować rozkład 

prawdopodobieństwa poszczególnych czasów bezpośrednio za po­
mocą funkcji rozkładu« Jednak ich wyznaczenie i obliczenie 
jest praktycznie niemożliwe« Ograniczamy się więc tylko do
oszacowań 7Jartości a, b i m*

Oszacowania wartości a, m i b są podstawą metody 
Ich oszacovv’anie nie jest jednak w praktyce proste* Oszacowa­
nia te uzyskujemy w postaci ocen czasowych trwania poszczę—
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góliaycłi czynności# Pracownicy odpowiedzialni za realizację 
różnych czynności wyznaczają czasy potrzebne do wykonania 
tych czynjiości przy założeniu najlepszych, najgorszych oraz 
najbardziej prawdopodobnych /normalnych/ warunków. Ustalimy 
w ten sposób trzy oceny czasowe:

1/ optymistyczna ocena trwania czynności - a
2/ pesymistyczna ocena trwania czynności - b
5/ najbardziej prawdopodobna ocena trwania

czynności - ni
Między tymi trzema oszacowaniami zachodzi związek 

a ^  m ^  b.
Podamy teraz zwięzłą charakterystyką trzech oszacowań: 
a - najkrótszy czas realizacji czynności. Nie istnieje żad­

ne prawdopodobieństwo, że czynność zostanie ukończona 
w czasie krótszym. Ten czas można osiągnąć tylko wtedy, 
jeżeli wszystko przebiega idealnie, bez jakichkolwiek 
przeszkód.
IrandopodobieństiTO osiągnięcia tego czasu jest b.małe.
W praktyce dzieje się tal̂: w jednym przypadku na sto

b - jest to najdłuższy czas realizacji czynności. Podaje, 
jalc długo by trwała realizacja czynności, gdyby wszyst­
kie trudności, które inogą logicznie pojawić się, rzeczy­
wiście wystąpiły /za wyjątkiem obiektywnych niekontrolowa­
nych sytuacji/. Prawdopodobieństwo otrzymania tego cza­
su jest bardzo małe® Praktycznie jeden przypadek na sto# 

m - najbardziej prawdopodobny czas realizacji czynności przy 
normalnych zwykłych warunkach. Jest to czas, który wy­
stępuje najczęściej, jeżeli realizujemy wielokrotnie 
czynność przy jednakowych warunkach.
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Wyznaczenie oszacowań a i m nie sprawia większych 
trudności* Trudniejsze jest czasami oszacowanie h* Zalecane 
jest wyznaczać najpierw m, potem a, a następnie h*

Czasami stosuje się taką metodę, że wyznacza się war­
tości a i "b# W ten sposóh znajdziemy przedział, w którym mie­
ści się wartość m* Tutaj jednak grozi niebezpieczeństwo, ż e  

zamiast jisjartości m oszacujemy średnią arytmetyczną
a b 
2

Przy wyznaczaniu oszacowania największego b trzeba 
postępować bardzo ostrożnie* Zwłaszcza jeżeli chodzi o pro- 
jekb badawczy, dla którego jest bardzo trudno, uzyskać ocenę 
czasu, w którym zostanie osiągnięty cel końcowy. ITikt nie 
może dokładnie wyznaczyć absolutną granicę czasu, która nie 
zostanie przekroczona. Tutaj trzeba dokładnie określić obiek« 
tywne trudności, których nie można przewidzieć Aatastrofa 
żywiołowa, strajk, kryzys itp/. Ich wpływu nie można uwzględ. 
n i ć  w oszacowaniach. Ta rzeczywistość wpływa na charakter 
rozkładu prawdopodobieństwa. Dla większości czynności nie*“ 
pewność rośnie, jeżeli zbliżamy się do oszacowania pesymi­
stycznego, rozkład jest bardziej płaski, Najczęściej spoty­
kany rozkład trwania to rozkład lewostronnie asymetryczny* 

Jeżeli dla każdej czymości mamy wyznaczone trzy 
oszacowania czasu ich trwania, możemy oszacowania te zazna­
czyć w sieci. Nasz przykład przybiera teraz następującą 
postaći
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Hys. 6?

Trzy oszacowania a* m i b niewystajczająco charaktery­
zują typ rozkładu« Trzeba obliczyć dalsze charakterystyki^ 
mianowicie wartość średnia i wariancję § •

Do obliczeń trzeba wprowadzić jedyną wartość dla kaź^ 
dej czynności« Użycie mody oznaczałoby przejście do metody 
CPM« Lepiej jest użyć wartość średnią danego rozkładu zmie»«* 
nej losowej, ponieważ rozkład prawdopodobieństwa nie musi 
być symetryczny i może być bardziej przesunięty w kierunku 
a lub b« Wartość średnia i wariancja wystarczająco charak­
teryzują zmienną losową«

Trzeba obrać taki rozkład teoretyczny, który najle^ 
piej charakteryzuje przebieg zmiennej losowej i za pomocą 
którego można przekształcić trzy oszacowania w jedno, tj© 
średnią wartość obranego rozkładu*
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Poprawne postępowanie polegałoby na przeprowadzeniu 
rozległych badań dużej ilości różnych czynności oraz możli­
wych czasów trwania przy różnych warunkach. Dla każdego typu 
czynności trzeba by było wyznaczyć rozkład empiryczny czę­
stości wszystkich możliwych czasów trwania przy wielokrotnym 
powtarzaniu czynności. V/tedy można skonstruować empiryczny 
rozkład prawdopodobieństwa poszczególnych czasów trwania da­
nej czynności.
Np. /rys. 68/: ^

Czas trwania! 1
X

3 {' 4
•a— .

P M 0,1 I u',25 } 0,5lo,1 I Ó.oilo.oo j8 i i i 8 It'»f

Hys. 68
Te empiryczne rozkłady skokowe S4 różne dla różnych 

typów czynności. Teraz trzeba znaleźć taki teoretyczny roz­
kład prawdopodobieństwa, który najlepiej określa empiryczny 
przebieg większości czynności. Za pomocą tego rozkładu trze­
ba wyrazić jakąkolwiek zmianę związaną 2» trwaniem. Takie po— 
stępo7janie jest jednak bardzo pracochłonne i ważność wyników 
jest ograniczona współczesnym stanem techniki, organizacji
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i intensywaości pracy#
W pierwotnych badaniach PERT, przy projekcie rakiety 

Polaris, obrano rozkład bez badań empirycznych# Dla trans­
formacji trzech oszacowań na potrzebne wartości, tj# wartość 
średnią i wariancję, w badaniach amerykańskich obrano tzw# 
rozkład J3  .

Rozkład J3  nie jest więc wypróbowany empirs^cznie, 
ale obrano go z powodu niektórych jego własności: prosty, 
ciągły, jednomodalny, dowolnie asymetryczny itp# Moda może 
znajdować się gdziekolwiek w przedziale Z.a,b;?'#

Tego, czy rozkład J3 odpowiada rzeczywistości, nie 
można teoretycznie udowodnić. Można tylko ampirycznie wy­
znaczyć jego większe lub mniejsze odchylenie od rzeczywisto­
ści# Rozkład J3 jest tylko aproksymacją rzeczywistości i 
trzeba go w ten sposób rozumieć# Riemożliwóść wyznaczania 
rozkładów prawdopodobieństwa czasów trwania poszczególnych 
czynności bezpośrednio za pomocą funkcji rozkładu zmusza nas 
do użycia takiej aproksymacji#

Znając modę i przedział czasowy każdej czynności mamy 
obliczyć wartość średnią i wariancję przy założeniu, że dlą 
czynności zachodzi rozkład J3 # Wyprowadzenie tych wartości 
znajduje się w dodatkach w rozdziale zajmującym się prawdo­
podobieństwem

Wartość średnią t ^ ^  rozkładu nazywać będziemy ocze­
kiwanym czasem trwania# Zachodzi równość

x/ W teorii prawdopodobieństwa wartość średnią oznacza sięF 
zazwyczaj za pomocą symbolu J Ł  , E/x/ itp# W literatu­
rze dotyczącej metody PERT używa się symbolu t^ /z an­
gielskiego eapected time/#



|i,

-  W  - ,
+. a + 4m ♦ b
6 5 /68/

Masę prawdopodobieństwa rozrzuconą w otoczeniu war­
tości średniej można oszacować z nierówności Czebyszewa 
według "reguły 66". Wynika stąd, że od pylenie standartowe 

S  -te powinno równać się 1/6 długości przedziału# Prawdo­
podobieństwo na zewnątrz przedziału 5 <d  jest praktycznie

y
zerowe# Dla wariancji więc zachodzi

te /69/
Dla odchylenia standartowego

3 te /70/

Dla każdej czynności sieci obliczymy teraz za porno- 
cą znanych oszacowań a, m i b wartości t^ i • Wzory
/68/ i /69/ trzeba stosować bardzo ostrożnie, Trzeba pamię­
tać o tym, że wartości a, m i b przedstawiają tylko subiek­
tywne oceny rzeczywist!;ych wartości A, M i B /ryS* 69/.

f o r

rys. 69
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Wtedy również wartości t^ i S  są tylko ocenami 
rzeczywistych wartości i Rozkład a, m i b jest
niekoniecznie związany z rzeczywistym rozkładem J3 • Warian­
cje j  5 3  nie muszą być związane z rzeczywistą wa- 
rlancją

•  ̂ 2 7  2 7  ^W metodzie PERT zakładamy, że ^
Przeprowadzimy obliczenia dla sieci w przykładzie 

przytoczonym wcześniej.

li Czyoność m u 4- 
I I  O e b-a

a =_iL===

14i;Ił D H 4
:ii==l

e

:i2l°

l e it:|=:=:==:iifs:r:s:j{
0,49 II1.00 II
1.69 II

I 2,89 ij
j 0,09 I
! 5,29 I0,00 II
2,89 II
0,00 II
4.00 II
1.69 II4.00 !l
4.00 li 
10,89 I1.69 II
1.00 J

a + 4ni bZa pomocą wzoru t^ = - redukujemy model
stochastyczny do modelu deterministycznego.

Wartość t- nie można uważać za czas, który trzeba 
osiągnąć. Ze sposobu wyznaczania oszacowań wynika, że 
a m ^  b i rozkład może być lewostronnie asymetryczny, 
tj. zachodzi /m - a/ /b - m/, tj.

Użycie t^ może spowodować straty czasu, niewykorzy­
stanie sił roboczych oraz maszyn i1^.

W stoczni gdańskiej stosują wzór /68/ w następującej
nostaci:
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W/̂ a + + Ŵ Tj

+ Wg + W, ’ /71/

gdzie W^, Wg i Wj są wagami. Dla rozkładu y^W^ = 1, Wg = 4 
i Wj = 1. Wybór wag może być różny w zależności od typu pro- 
;jektu i czynności. Dla niektórych typów czynności leple;3 
jest użyć dwóch oszacowań, gdyż mamy tylko dwa do dyspozy­
cji. Wtedy można skorzystać ze wzorów

¡y^m+WoD
772/

-1 "T V̂ 2 ’ ‘*1
iiastępnie ^Tyznaczamy czasy i które są przy­

porządkowane wszystk±Di zdarzeniom /węzłom/ sieci*
Praktyczne obliczenie jest analogiczne dla meto­

dy CRl. ?/ metodzie C?M dla każdej czynności określamy czte-

W^a+W.b ^ Ŵ at-v7gń  ̂ W^nnWgb
---^ ; Q EfTlfg ’ ® “ + W,

ry czasy t ¡ O / / A /
i » ‘'i ■ » “j » '*̂j/ • W metodzie

PERT obliczamy czasy T^ i dla poszczególnych zdarzeń*

2*4*1* Czasowe obliczenia v? sieci

2a pomocą kolejnego dodawania wartości t^ od zdarze­
nia początkowego do końcowego wyznaczamy dla każdego zdarzę* 
nia tzw* najwcześniejszy czas zdarzenia

Tg jest to najwcześniejszy czas^ w którym można z 
pewnym prawdopodobieństwem oczekiwać realizacji zdarzenia* 
Jego wartość równa się sumie czasów oczekiwanych trwania 
czynności leżących na najdłuższej ścieżce prowadzącej od 
początku projektu do danego zdarzenia* Obliczenia przepro­
wadzamy według wzoru:

■^E/j/ = iP + tE/i/ e/i m /
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oraz wariancja

Najpóźniejszy czas otliczaioy W3rchodząc od ustalo­
nego końcowego terminu całego projektu Tpg /analogia parame­
tru ^  w metodzie CPM/# ¿Teżeli taki termin nie jest okreś­
lony, przy obliczaniu korzystamy z najwcześniejszego czasu 
zdarzenia końcowego całego projektu Tpg®

Czas ten będziemy uważać za stałą wartość, zatem za­
chodzi:

“ ^PE “ ^PL {D. 0/*PE ~ /7 5 /

Za pomocą symbolu oznaczamy najpóźniejszy czas 
przyporządkowany danemu zdarzeniu« Jest on równy wartości 
maksymalnej sumy oczekiwanych czasów trwania czynności two­
rzących ścieżkę prowadzącą od zdarzenia końcowego sieci do 
danego zdarzenia* Chodzi więc o najdłuższą ścieżkę zawierei-. 
jącą te zdarzenia* Obliczenia przeprowadzamy według wzoru

®L/i/ = [ V ó /  “ ^e/± /76/
oraz wariancja

^  ^L/i/ ^L/i/ *e/i,3/
Wartości i są jednoznacznie określone za pomo­

cą wartości średnich t^ niezależnych zmiennych losowych 
/trwań czynności/ o znanych rozkładach prawdopodobieństwa 
/rozkład / .  Mówimy^ że i są funkcjami wartości 
średnich t^*

Czasy zdarzeń uważamy teraz za niezależne zmienne lo­
sowe o wartościach średnich Tg ewentualnie Bo ich obli^ 
czeń zastosowaliśmy twierdzenia o dodawaniu wartości śred—
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nich i wariancji niezależnych zmiennych losowych*
Obliczanie wartości i pokażemy na naszym przy­

kładzie za pomocą macierzy sprzężonej* Algorytm obliczania 
jest taki sam, jaki został opisany w rozdziale 2*5*1• Bóż­
nica polega tylko na tym, że w macierzy PiKT jednocześnie 
dodajemy odpowiednie wariancje czynności, żeby wyznaczyć 
rozrzut w otoczeniu wartości i Tĵ * Do poszczególnych pól 
tablicy wpisujemy t^ i pod nią odpowiadającą wariancję t^*
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Jaki jest rozkład prawdopodobieństwa zmienziych loso­

wych o wartościach średnich ewentualnie 7  N a . podstawie 
tw. Lapunowa znanego również pod nazwą centralnego twierdze­
nia granicznego możemy przy wystarczająco dużej liczbie czyn­
ności /praktycznie n ^ 1 0 /  uważać ich rozkład za rozkład 
asymptotycznie normalny. Założenie to umożliwia różne obli­
czenia prawdopodobieństwa»

Czasy Tjg i uważamy więc za średnie dwóch normal­
nych, stochastycznie niezależnych rozkładów»

Różnicę - Dg oznaczamy przez
Wartość TR podaje wielkość zapasu czasu dla poszcze­

gólnych zdarzeń /jest on analogią zapasu krytycznego ZK dla 
metody CPM/» Jeżeli ^  to TR 0 oraz zdarzenie po­
siada tzw» zapas czasowy negatywny. Jeżeli = Tg, to TR «
= 0 i zdarzenie leży na ścieżce krytycznej. Oczekiwaną war­
tość zapasu TR przestawimy na tys. 70©

rys. /O

x/-Jeżeli do zd<arzenia prowadzi więcej czynności, korzystne 
jest obliczyć również luzy czasowe, tj»

T.L/d/ “ ^B/i/ " ^®/i,d/
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Z forniy i rozmieszczenia krzywych rozkładu widać > że 

istnieje pewne prawdopodobieństwo, że rzeczywisty zapas bę­
dzie różnić się od zapasu oczekiwanego TR*

Oznaczamy rzeczywisty zapas przez Czas może
przyjmować którąkolwiek wartość ^  krzywej rozkładu, ale z 
różnym prawdopodobieństwem. Tak samo czas Tg może przyjmować 
którąkolwiek wartość e leżącą na odpowiedniej krzywej# Rze­
czywisty zapas TR' jest potem określony różnicą między war*»* 
teściami e i 1# Zachodzi TR's 1 - e# W przypadku przed­
stawionym na rys. 70 obydwie krzywe przecinają się, może 
więc z bardzo małym prawdopodobieństwem zdarzyć się, że pow­
stanie zapas negatywny, tj. TR^= e - 1, chociaż Tg Tg# 
Jeżeli uważamy czasy za zmienne losowe, trzeba uwzględnić tę 
możliwość. Rzeczywisty zapas TR^może być więc większy lub 
mniejszy od TR.

0 przebiegu krzywych rozkładów dostarcza informacji
wariancja 3  t  oraz 5  m . Im większa jest wartość warian—

E
cji, tym bardziej płaska jest krzywa. Ra odwrót, im bar- 
dziej stroma jest krzywa, tym mniejsza jest wartość P - TR^: 0 
Zmniejsza się bowiem wspólna część obu krzywych i powstanie 
zapasu negatywnego można oczekiwać z bardzo małym prawdopo­
dobieństwem#

2.4.2. Obliczenie prawdopodobieństwa

Prawdopodobieństwo powstania pewnej wartości zapasu 
czasu można więc w metodzie PERT oszacować; będzie ono za­
leżne od wielkości oczekiwanego zapasu czasowego, TR oraz 
od kształtu krzywych gęstości rozkładu normalnego, tj. od
wartości ®  j ̂  

E
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Ponieważ i są średnimi dwóch rozkładów normal-^ 
nych, również różnicy - 0?̂  =: O® będzie odpowiadać rozkład 
normalny*
Przebieg gęstości prawdopodobieństwa jest przedstawiony na 
rys. 71.

rys. 71

Oczekiwana wielkość zapasu czasu TH posiada większą 
gęstość prawdopodobieństwa. Wartościom większym oraz mniej­
szym odpowiada mniejsze prawdopodobieństwo. Na rys. 71 jest 
TH = 2^ Widzimy, o ile rzeczywisty zapas TR^różni się od ze­
ra i TH oraz z jakim prawdopodobieństwem. Istnieje pewne 
prawdopodobieństwo, że T R^^O /pole zakreskowane/. Wartości 
prawdopodobieństw TR^^ O i TR"^^ O można oszacować nastę­
pująco:

Jeżeli mamy dwa niezależne rozkłady normalne i wa«-
riancje ^  i^ T. , wtedy dla odchylenia standartowego

■B *"1
różnicy zachodzi wzór

2L
m /
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Iloraz
t  =

m /
TE

'T-L -̂ B
podaje o jaką wielokrotność odchylenia standartowego różni 
się T R  od zera# Jeżeli odchylenie wynosi w przybliżeniu 
3 5  gig, można liczy się z tym, że zapas czasowy będzie po­
zytywny# Jeżeli wartość t będzie mniejsza od 3  3  gig, będzie 
również zmniejszać się prawdopodobieństwo powstania zapasu 
pozytywnego#

po.s.»ia zapa=«
I TR -¿1 o K  skorzystamy ze wzęru

/79/

negatywnego, tj# P

4- ^B ~ -TE
* « V  ' '

Jeżeli odchylenie to znajduje się w otoczeniu - 5 ê  $ 

można liczyć się z tym, że zapas czasowy będzie negatywny# 
Jeżeli t przesuwa się w kierunku zera, prawdopodobieństwo 
powstania zapasu negatywnego zmniejsza się# Prawdopodobień­
stwo jest określone za pomocą pola zawartego pod krzywą w
przedziale od --co do v" ■ •ÔTE

Dla wyznaczonych t wartości f '  / t /  rozkładu normal- 
nego podają szukane prawdopodobieństwo« Wartości ^  /t/ możni 
znaleźć w tablicach. Jeżeli TE = 0, prawdopodobieństwo pow­
stania zapasu pozytywnego ewentualnie negatywnego równa się 
50 % ,

Można to wyrazić następująco:
Jeżeli^zmienna losowa T posiada rozkład normalny o 

wartości średniej E /T/ i wariancji 6  g,, wtedy można skom- 
struować przedziały symetryczne względem E /3?/ odpowiada-
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jące prawdopodobieństwom:

p | | T - E A / l < t 5
T - E /D/1 <  a j

T ■ /80/
dla t=1 P .
dla t=2 P { 1 T - E /T/ I <  2 3 5;
dla t=5 prawdopodobieństwo prawie równa się jedności#

W praktyce zwykle zwracamy uwagę na problemy związane 
z dotrzymywaniem terminów decydującycłi zdarzeń /etapów/, 
które mają zasadnicze znaczenie dla osiągnięcia końcowego 
celu# Są to tzw# główne zdarzenia /milestones/# Najważniej­
szym z nieb jest zdarzenie końcowe. Dla tycb zdarzeń zwykle 
planujemy terminy ich osiągnięcia# Zależą one zazwyczaj od 
pewnych zewnętrznych warunków, które usiłujemy dotrzymać# 
Zdarzeniami głównymi mogą być np# dostawy ważnego urządze­
nia, termin przerwy zimowej, likończenie całego projektu itp# 

Planowany termin pewnego wewnętrznego zdarzenia sieci 
oznaczymy za pomocą symbolu Tg /scheduled time/# Planowany 
termin zdarzenia końcowego, tj# ukończenia całego projektu 
P oznaczymy przez ^p3 # Te planowane czasy nie są teraz zmień 
nymi losowymi i ich wariancja równa się zeru. Czasy Tjg i Tĵ  
określają przedział, w którym możemy z pewnym prawdopodo­
bieństwem oczekiwać realizacji planowanych terminów#

Najpierw wyznaczamy prawdopodobieństwo realizacji
końcowego terminu całego projektu Tpg, tj# P  ̂ ^PE ̂  ̂ Ps|^ 
gdzie Tpg oznacza najwcześniejszy czas zdarzenia końcowego 
Taki© obliczanie prawdopodobieństwa jest tylko szczególnym 
przypadkiem oszacowania prawdopodobieństwa zapasów czaso— 
wych dla = Tpg oraz ^  ^  . 0. W tych waiunkach wz6i
na t możemy dla ostatniego zdarzenia napisać nastfpującoi
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t = ^PS “ ^PE
Ó T

/81/
PEL ' "-E

Jeżeli t = O, tj. Tpg = Tpg, dotrzymainy terminu koń­
cowego projektu z prawdopodobieństwem 50%. Jeżeli t >  O, 
prawdopodobieństwo dotrzymania wzrasta /Tpg «si Tpg/. Jeżeli 
t ^  o ,  prawdopodobieństwo dotrzymania zmniejsza się

/Tpg >  ^PS'^*
Można również obliczać prawdopodobieństwo niedotrzy­

mania, tj. przekroczenia terminu Tpg,
Wzór ma postać ■i‘__ — 'i'..«™

/82/t ""..Zss.

Wartości funkcji ^  /t/ określają bezpośrednio war­
tość prawdopodobieństwa. W praktyce obliczone prawdopodo- 
bieństwa interpretuje się następująco; jeżeli ? f  Tpg ^Tpgf 
- 0,25, to z wykonaniem planu związane jest zbyt duże ry­

zyko* Trzeba więc znów zbadać czynności leżące na ścieżce 
krytycznej oraz zapewnie dotrzymanie Tpg za pomocą użycia 
dalszych źródeł albo zwiększyć prawdopodobieństwo jego do­
trzymania za pomocą przesunięcia planowanego terminu* leżeli 
wartość prawdopodobieństwa znajduje się w granicach od 0,25 
do 0,60, to ryzyko związane z dotrzymaniem Tpg jest noriasine 
i użycie środków zostało dobrze zaplanowane* Jeżeli prawdo— 
podobieństwo jest większe niż 0,60, oznacza to, że użybo 
zbyt dużej ilości środków. Jeżeli użycie środków zostało 
dobrze zaplanowane, wartość prawdopodobieństwa dotrzymania 
planowanego terminu znajduje się w przedziale
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0,25 ^  P ' TPE ^  ^PS 0,60 /83/

Jeżeli Tpg >  Tpg oraz P TPE ^  Tp3 0,25,

nie można liczyć się z dotrzymaniem terminu w żadnym wypad­
ku* Taka sytuacja jest przedstawiona na rys. 72*

/
n  )----- H  rj )

r
1
ffr,, <fT,

PS P£ i

rys. 72

Część zakreskowana olcceśla prawdopodobieństwo tego, 
że zdarzenie n zostanie zrealizowane w czasie Tpg. Za po­
mocą przesunięcia ^PS do Tpp prawdopodobieństwo powiększy 
się do wartości 0,5* Najpierw jednak staramy się zapewnić 
dotrzymanie planowanego terminu za pomocą wprowadzenia do­
datkowych sił i środków. Dopiero wtedy, kiedy nawet takie 
posunięcia nie dają dobrych rezultatów, przystępujemy do 
powtórnego zbadania czasów i wyznaczymy nową wartość.

Oszacowanie prawdopodobieństwa dotrzymania planowane­
go terminu pewnego z wewnętrznych głównych zdarzeń sieci 
jest analogiczne jak dla zdarzenia końcowego. Obliczamy
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prawdopodobieństwo P ' ^  Tg ^  Tĵ  ■ , tj, prawdopodo—
wbieństwo, z jakim czas (Eg znajdzie się w przedziale (Eĵ - Tg# 

Można jednak również obliczyć prawdopodobieństwo do­
trzymania Tg ̂ tj# P I ^  I według wzoru

T< T.
t = /84/

TB
albo prawdopodobieństwo nieprzekroczenia najpóźniejszego
czasu, tj# P I Tg Tj.| • 

Dla P  ̂Tg íé Tg ¿  Tg j

t =
T.

zachodzi równość

T,
/85/

Lł

Przeprowadzimy analizę prawdopodobieństw dotrzymania 
planowanych terminów wewnętrznych głównych zdarzeń, Tg#

Tutaj rozróżniamy dwa podstawowe przypadki# Jeżeli 
dla pewnego zdarzenia zachodzi T g ^  Tg /negatywry zapas 
czasowy/, podstawiamy Tg = Tg# W przypadku, gdy 
wyznaczenie Tg jest bardziej skomplikowane#

Dla wszystkich możliwych wartości Tg i Tg, które mo — 
gą wystąpić, oznaczamy je przez e i 1, Tg musi spełniać wa­
runek e Tg ̂  Tg# Zwracamy przy tym uwagę na kształt krzy­
wych gęstości prawdopodobieństw zmiennych losowych Tg i Tg, 
zob# rys# 73s

rys# 73
Tl
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Najpierw wyznaczyiay przedział dla którego
zachodzi?

^ 3 ^ 1 ?  P e ^  T ao 0,25| P i a 0,50*
l’eraz obliczymy wartość 

r r a?T “» 1?
e -¿i S ^

L E
2 /86/

Dla jednakowych krzywych gęstości prawdopodobieństwa 
wartość planowanego terminu zdarzenia będzie równać się?

T.. T^
T, 4- E

2
Jeżeli jednak wartości ^  i §  m2 różnią się za- 

sadniczo^ można spróbować^ czy przez zwiększenie lub zmniej­
szenie wartości s /możliwej wartości T ^ /  nie można osiągnąć 
większego prawdopodobieństwa« Chodzi o postępowanie iteracyj- 
ne celem osiągnięcia większego prawdopodobieństwa dotrzyma­
nia Tg*

Planowany termin Tg oła?eślamy w ten sposób^ żeby speł­
niał on żądane warimi^ij a jego prawdopodobieństwo było moź- 
liwio największe® Tg będzie więc znajdować się w punkcie mak-

1symalizującynn prawdopodobieństwo P -j e ^  Tg A

P 0 To ^  1 i- ^  Biax o | p  ( e ^ s )  /87/

Dla wartości Tg wyznaczymy więc wartości f  /t/ dla

/88/O Ib
(P m oraz

oraz obierzemy talci termin Tg, dla którego prawdopodobi^
stwo dotrzymania terminu jest większe*

T, ~ T««ue aaa»Z rysunku 74 widać^ że dla Tg = ^

prawdopodobieństwo P /  Tg “?* T̂  ̂"równa się 0,50, ale
j
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P Tg ^  powiększyć za pomocą przesunięcia Tg na 
późniejszy termin względem wymaganego prawdopodobieństwa do­
trzymania planowanego terminu danego zdarzenia /rys* 7^/*

L  t
i n  ~ h  I 

a I
i

rys « 74

Przeprowadzimy teraz obliczenia^ korzystając z macie« 
rzy naszego przykładu i wyniki uporządkujemy w tablicys

! 9
’3ss:

MM«

'T

o 0,00

0,49 j 
1,49 j
2.18 i. 
7»4? 
7,47
35.18 

11,47
14.07

15.07

Tl I^Tl  ¡ te

' o“"|iTÓ7 o‘‘ 
5 {14,58j o 
8 I 9 ,58| 1 

|12,89 0 
6,691 0 

4 ,58| 1
11,89i 0
2,69! 0

1

"Tl---------------U ż 2

ziiz:“3!55
15.07
15.07
11.07
15.07
14.16 

11,85
15.07
14.16
15.07
15.07

'"̂ 7,'88

5,44
5,88
5̂ 76
5,88
5,88

J ‘£ )
rjpr z:sa :

0,5000 0,50001
0,5000 0,5000
0,6179 0,5821

0,5000 0,5000
0,5000 0,5000
0 ,61^0 0,5850
0,5000 0,5000
0,5000 0,5000
0,5000 0,5000
0,5000 0,5000 0,5000sasrsssssa
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Ważności prawdopodobieństwa tegoj że zapas czasowy 
będzie mniejszy lub większy od zera wyznaczamy dla wartości 
-t i t z tablicy funkcji /t/ rozkładu normalnego*

2*4*3* Obliczenia PERT w sieci węzłowo określonej

Dla ilustracji metody PERT użyto przedstawienia za 
pomocą sieci łukowo określonej w CPM* Tylko jedyną ocenę za­
mieniono na trzy oceny*

Przy zastosowaniu metody PERT korzystniejsze jest po­
sługiwanie się siecią węzłowo określoną^ ponieważ wyniki od­
noszą się do poszczególnych zdarzeń /węzłów/* Sieć węzłowo 
określona przedstawiona jest na rys* 4 w rozdziale 2.2*
W praktyce stosuje się jednak nieco inną sieć* Żeby móc ob­
liczyć wyjściową sieć węzłowo określoną również dla zdarzeń 
końcov)?ychj trzeba przed pierwsze zdarzenie wstawić czynność 
o trwaniu 0 i każdemu powiązaniu /strzałce/ przyporządkować 
oczekiwany czas trwania następnego zdarzenia*

Wykorzystamy te same oszacowania jak w poprzednim 
obliczeniu* Weźmy przykładową sieć /rys* 75/s
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rys. 75

Czynność 1 będzie poprzedzać zdarzenie pomocnicze 0 
o czasie trwania równym zeru. Następnie wyznaczymy dla każ­
dej czynności czas tgj tj przekształcamy trzy oceny w jedn^« 
Czasy t poszczególnych czynności przyporządkujemy związkom 
/strzałkom/, które prowadzą do danego zdarzenia. Przeprowa­
dzimy więc obliczenia dla wszystkich powiązań w siecii



164

ns l̂ir
!zdarzeń

II o

“Tf—

Ił *1
li *fl oii 2

ii Qii O

i! 1 0

u 11u
li 12
Ił 13 łi
ii 14

7

1 5 1 3 !

m

5

b t

5 I 12| 
3 I 15 j 

12 I 28I

b-a ^1: e <5 te

4 0,7 0,49
6 1,0 1,00
8 '1,5 1,69
2 1 0y3 0,09

10 2,89
14 2,3 5,29
10 1,7 2,89
6 1,0 1,00

12 2,0 4,00
8 1,3 1,69

12 2,0 4,00
8 1,5 I 1,69

12 2,0 j 4,00
12 2 2,0 4,00
8 1 1,3 1,69

12 2,0 • 4,00
8 1 1,3 1,69

12 2,0 4,00
20 j 3,3 10,89
6 1,0 1,00
8 1,3 1,69
8 1 1,3 1,69
8 1 1,3 1,69
6 1S 1,0 1,00
6 ! 1,0 i 1,00

'1-- ;=sil
Jeżeli wartości te zostały przyporządkowane odpo­

wiednim powiązaniom na rys. 75» przeprowadzimy obliczenia 
najwcześniejszycłi i najpóźniejszych czasów Tj, i oraz od­
powiednich wariancji»

Obliczenia przeprowadzimy za pomocą macierzy sprzę­
żonej. Teraz okazuje się» dlaczego ocenialiśmy powiązania
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Obliczone v9artości wpiszemy znów do tablicy wyników tak  

samo jak we wszystkich poprzednich przykładach#

fra;:
II rze- 
¡Lnia
I I  I

!* I b I I
Tg! T.

sasass::

2,18

=iat = 3 =:

7

10

I!
8 12

1! 14

I 12 I

20 !

26
30

'j====lp=-=
Tt !! TRh li 

II

^Í4^58Íf”0
9,58 II 1 
12,89 i! O
5.00 II 6
6.69 I! 1
6.69 jj O
2.69 II 3
11,89« O
1.00 II 2
2.69 ¡1 1
2.69 II O
2.69 II 3
1.00 II O
1.00 II o 
0,00 l! o

^ 2 1

15.07
11.07
15.07

6,58
11.07
14,16
7,76
15.07 

1 12,47 
! 11,85 
I 14,16 
I 9,87 I 3,14 
j 15,07 ¡ 3,88 
I 14,16 I 3,76
I 15,07 } 3,88

_______

fir (f^
p j ^ T R :i > o j
=3ss3 aaaaa
0,5000
0,6179
0,5000
0,9893
0,6179
0,5000
0,8643
0>5000
0,7257
0,6179
0,5000
0,8413
0,5000
0,5000
0,5000
:a

Widzimy, że przytoczona metoda daje dla PERT bardziej 
szczegółowe wyniki niż sieć łukowo określona# Porównując wy­
niki w niniejszej tablicy z tablicą wyników dla metody CPM
w rozdz# 2.3*1* widzimy, że zapas czasowy czynności odpo­
wiada zapasowi całkowitemu tej samej czynności# Np# czynnoś­
ci 4 z zapasem 6 dla metody PERT odpowiada czynność /2,5/ 
z zapasem całkowitym 6 dla) metody GPM#

Dla odróżnienia zapas zasowy nazywa się często w 
praktyce PERT luzem# Luz jest to termin dla metody PERT i wy­
raża on przedział czasowy, w którym można z pewnym prawdopo­
dobieństwem oczekiwać zrealizowania niektórego zdarzenia#
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Zapas czasowy je s t  to termin metody CPM i  oznacza przedział 

czasowy dla czynności pomiędzy dwoma zdarzeniami^ w którym ta 

cz^ainośó trwa ‘bez wpływu na ścieżkę krytyczną*

Obliczenia przeprowadzamy analogicznie jak d la  metody 

OPM5 za pomocą trzech metods ręcznie^ za pomocą macierzy lub 

masz^my matematycznej* ?/ybór jednej z nich zależny je s t  od 

ro z le g ło ś c i s ie c i i  tzw» stopnia uwikłania s iec i*  Stopień uwi­

k łan ia s ie c i je s t określony lic zb ą  węzłów /zdarzeń/ stopnia 

większego lub równego 2  ̂ tzn* do zdarzenia prowadzą co najp­

iln ie j dwie drogi® Stopień zdarzenia je s t  to więc lic zb a  czyn­

nością d la  których zdarzenie je s t  ich zakończeniem. J e że li 

stopień uwikłania s ie c i je s t mały^ wtedy stosujemy ręczne ob­

lic z e n ie  /zdarzenia posiadają w większości stopień 1/« J e że li 

stopień uwikłan.ia s ie c i je s t duży, wtedy korzystn iejsze je s t  

przeprowadzenie obliczeń za pomocą macierzy “ewentualnie ma­

sz yny^

Stopień uwikłania s ie c i można usta lić  stosunkowo łatwo, 

Niech m oznacza liczb ę  zdarzeń /węzłów/ i  n liczbę łulców zo­

rientowanych w s ie c i.  Sieć je s t  zorientowana i  ciągła^ więc 

zachodzi
n m -  1 g

t z n . j  aby móc połączyć m węzłów /zdarzeń/ w c iąg łą  slec^ po­

trzeba co najmniej m -  1 łuiców. J e że li lic zb a  łuków wynosi 

dokładnie m -  I5 wtedy powstaje sieć c iąg ła , w k tórej stopień 

każdego węzła równa się jedności. Każdy następny łuk powięk­

sza stopień uwikłania s ie c i.  Zatem stopień uwikłania s ie c i S 

równa slęt

3 n  -  m -ł' 1 *
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Dla obliczanego przykładu prostego projektu można wy­
znaczyć, że sieć łukowo określona posiada stopień uwikłania 
S = 1 6 - 1 0 + 1 = 7 i  sieć węzłowe określona posiada stopień 
uwikłania S = 25 - 16 + 1 = 8, Sieć określona węzłowo posiada 
więc większy stopień uwikłania^

Dla uzupełnienia przytoczymy, że maksymalna liczba n 
łuków w sieci zawierającej m węzłów równa się 

n = 0,5 . m ^ m “ 1 j
W macierzy sprzężonej sieci z maksymalną liczbą łuków 

zostałyby zajęte wszystkie pola nad główną przekątną» Oznacza 
to, że każdy węzeł sieci połączony jest ze wszystkimi pozo­
stałymi węzłami» Liczba n łuków w sieci jest więc ograniczona 
ze względu na ilość m węzłów następująco:

m — 1 ^  n ^  0,5 • m» T m — 1 y

2»4.4. Wady metody_I ^ /
Dotychczas mówiliśmy o zaletach metody PERT i

pozostałych metod analizy sieciowej* Metody te maj^ jednak
również wady«, przede wszystkim w teorii metody PERT istnieją

•

często luki*
Podstawowa koncepcja wszystkich metod jest bardzo pro^ 

sta* To3 że są zrozumiałe i proste^ nie może 'ukryó falctu, że 
rzeczywistość jest bardzo skomplikowana* Modele są tylko 
uproszczeniem rzeczyvyistości i CPM i PERT ocenia ją tylko z  

punktu widzenia czasu ewentualnie nakładów* Złożony proces 
gospodarczy jest w każdym momencie czasu zależny od dużej 
ilości zmiennychs czasu§ sił roboczych i ich ilością kwali— 
fikacji^ wydajnością psychologii itp*j maszyn i ich wydajno«» 
ści, zużycia^ ilości itp*j materiału itd* Założenie,» że pro-
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ces jest i^unkcją czasu, przedstawia więc aproksymację rze­
czywistości* Aproks.ymacja ta jest jednak umotywowana, ponie­
waż w istocie rzeczy można wszystkie pozostałe zmienne prze— 
transformować na czas, który jest ich wspólnym mianownikiem*

Przytoczymy niektóre wady metod przede wszystkim dla­
tego, żeby zrozumieć je tylko jako środek pozwalający uzyskać 
podstawy do decydowania* Żadne metody nie mogą zamienić oso­
by kierującej i ekonomicznej decyzji człowieka* Ich zasto­
sowanie daje pozytywne rezultaty wtedy, jeżeli znamy nie tyl­
ko zalety, ale również ich ograniczenie, tj* to, co można od 
nich oczekiwać*

V/ teorii metody PERT nie wyłączamy ewentualziych błę­
dów w oszacowaniach czasów czynności, źródłem których może 
być:

1/ ITie zncmy faktycznego rozkładu prawdopodobieństwa 
czynności* Można o nim tylko powiedzieć, że jest ciągły, jed- 
nomodalny i posiada skończony przedział dodatni. Te warunki 
spełnia oczywiście dużo typów rozkładów*
Rozkład J3 obraliśmy z definicji*
Dla trzech jednakowych wartości, a, m i b można otrzymać zu­
pełnie inny przebieg gęstości prawdopodobieństwa /zob* rys* 
¿6/* Jak duży może być błąd wartości średniej? Ewentualny 
błąd yjartości średniej jest funiicją mody, który może znajdo­
wać się gdziekolwiek w przedziale Z  a,b Dla uproszczenia 
rozważmy przedział Z0,1 >  i 0 Z  m Z  1/2* Największy błąd 
/wartość bezwzględna/ wartości średniej wynosi

1/6 (4m + 1 ) -  1/2 I ; j 1/6 (4m + 1 j Hnj =

1/3 ( 1 “ 2mj. /90/
max
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Jeżeli moda jest przesunięta bliżej końców przedziału 
ewent* błąd może być równy 1/3, tj. 33%* Jeżeli moda jest 
scentralizowana, tj# | 1 - 2m |^1/6, błąd może wynosić 11%# 
Błąd odcłiylenia standartowego może maksymalnie równać się 1/6, 
tj# 17%; nie jest on zależny od mody#

2/ Przy założeniu, że rozkład czynności jest rzeczy­
wiście ^  rozkładem, wtedy dalsze ewentualne błędy mogą być 
spowodowane użyciem aproksymacji t^ = 1/6 # ^ a + 4 m ‘f b j  
oraz założeniem ^  t^ = 1/6 b - a j , cłiociaż znamy dokład­
ne wartości a, b i m# Wartość średnia i odcłiylenie standarto­
we są funkcjami parametru c Ł  i mody /zob# dodatki mat#/ w 
przedziale Z. 0,1

Ł _ i" ^

<5/
/91/

( o C i  ( a ć  5 )

/77 = o L

o L t
Największy błąd wartości średniej równa się

1/6 + 1 ) - Ł . a )
\ / --.V O mcZ + 2m

tj# w przybliżeniu 35%#
Największy błąd odchylenia standartowego wynosi

1/6 \  ]  C c f C ^ o ć m  + 3mJ
tj# w przybliżeniu 17%« Przy założeniu, że moda jest scentra­
lizowana (Il/2 - m I ^  l/sj oraz dla parametru zacliodzi 
1^«>ć^6, błąd wartości t̂ . wjmosi około 4% i około 7%»

3/ Przypuśćmy, że rozkład ^  i wzory na wartość śred« 
nią oraz wariancję są dokładne# Wtedy błędy wynikają z nie­
dokładnego oszacowania wartości a, m i b^ które mogą w dużym
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stopniu różnić się od rzeczywistych wartości M i B#
Na podstawie tej analizy L*H«Mc CHIWON i Ch*A# 

RXAVBO 2 Rand Córporation proponują zastosować rozkład trój­
kątny zamiast rozkładu ^  . Dla rozkładu trójkątnego można 
bowiem napisać dokładne wzory na wartość średnią i warian«» 
cję*

4. a + m + b

/93/

Jeżeli za pomocą a, m i b określimy modę oraz prze­
dział rozkładu trójkątnego, znamy tym samym cały rozkład*

Nie jest to możliwe dla rozkładu J 3  , który jest 
bardziej elastyczny. Jednak nie korzystamy z tej własności, 
ponieważ wprowadziliśmy założenie

= 1/6. (-b -

Na razie przeprowadzaliśmy analizę ewentualnych błę­
dów ocen czasów poszczególnych czynności# Następne błędy mo­
gą powstać przy obliczaniu ścieżek sieci oraz przy szukaniu 
rozkładu prawdopodobieństwa dla zdarzenia końcowego. Nawet 
przy założeniu, że wszystkie dane czasowe poszczególnych czyn­
ności są poprawnie wyznaczone, nie można uniknąć pewnych błę­
dów w sieci.

Załóżmy, że sieć zawiera n różnych ścieżek ?/|,# e • 
prowadzących od zdarzenia początkowego do zdarzenia końcowego 
Każdej z nich odpowiada zmienna losowa, tzw. czas trwania 
przedsięwzięcia dla danej ścieżki. Zmienne te oznaczamy za 
pomocą symboli p^,...#.,p^. Jedna z tych zmiennych losowych



- 175 -

będzie posiadała wartość oczekiwaną większą niż /n - 1/ po­
zostałych* Ta największa zmienna losowa odpowiada ścieżce 
krytycznej i jej wartość oczekiwana równa jest T^*

W teorii PERT zakłada się /na podstawie tw. Lapuno- 
wa/, że czas trwania-pro jektu o wartości średniej 
ma rozkład normalny# Dystrybuanta rozkładu normalnego /Gaus­
sa/ ma postać t -

oc> /9^/

,.zle , = <r i  -  w
W n  'Wartości fiarkcji ^  /t/ można znaleźć w tablicach, wyzna­

czają one prawdopodobieństwo

/ t /  = S  {  i j  ’ /95/
tj# prąwdopodobieństviO tego, że którakolwiek wartość p^ bę­
dzie krytyczną# Prawdopodobieństwo to nazywamy łggytyc_zi]OŚ̂  ̂

cia ścieżki#
Do wyznaczania ścieżki krytycznej przy metodzie 

PERT, używa się tylko wartości średnich trwania czynności# 
Elementu stochastycznego wariancji trwania — nie uwzględnia- 
my# ^
W modelu stochastycznym każda ścieżka posiada prawdopodo­
bieństwo, że będzie ścieżką krybyczną /również zerowa/, 
Prawdopodobieństwo tego, że określona ścieżka jest ścieżką 
krytyczną, w bardziej rozległych sieciach może być bardzo
35/ Tylko wtedy, kiedy istnieje więcej najdłuższych ścieżek, 

uwajżamy za krytyczną tę ścieżkę, dla której odchylenxe 
standartowe jest największe#
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małe# Najbardziej prawdopodobna ścieżka krytyczna może poja- 
wić się rzadko;^ najbardziej prawdopodobna krytyczna ścieżka 
i ścieżka krytyczna mogą więc różnić się*

Współczesna metodyka PERT rozważa tylko ścieżkę kry­
tyczną a nie najbardziej prawdopodobną ścieżkę krytyczną* Le­
piej jest używać pojęcia czynności krytycznej, ponieważ czyn­
ność, dla której prawdopodobieństwo tego, że leży ona na 
ścieżce krytycznej jest największe nie musi wcale leżeć na 
najbardziej prawdopodobnej ścieżce krytycznej*

Korzystniej jest obliczyć krytyczność czynności oraz 
śledzić tzw* krytyczny ciąg czynności, które niekoniecznie 
tworzą łańcuch od początkowego zdarzenia do końcowego*

Jeżeli jedna ze ścieżek jest dłuższa od pozostałych, 
wtedy można zastosować centralne twierdzenie graniczne oraz 
sumować czasy czynności leżących na tej ścieżce* Pozostałe 
ścieżki nie mają wpływu na rozkład całkowitego czasu czynno­
ści*

Im więcej jest równoległych ścieżek,mniej więcej jed­
nakowo długich, tym bardziej wzrasta błąd wartości średniej 
całkowitego czasu, ponieważ rozkład prawdopodobieństwa ma 
wpływ na więcej ścieżek*

Połączenia pomiędzy tymi równoległymi ścieżkami /tzw* 
korelacje/ w pewnym stopniu kompensują błędy* Dla większości 
sieci istnieje dużo czynności, których prawdopodobieństwo, że 
będą krytycznymi, można prawie zaniedbać*

3e/ Jeżeli rzucamy 1000 razy monetę, najbardziej prawdopodob­
ną liczbą reszek jest 500, ale prawdopodobieństwo tego, 
że 500 razy otrzymamy reszkę, jest małe*
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Dla uproszczenia obliczeń można nie brać pod uwagę 
tych czyaności* Możemy więc przeprowadzić redukcję sieci#

Dwie czynności łączące się szeregowe można uważać za 
jedną o czasie trwania, który jest sumą czasów trwania oby­
dwóch dróge Dwie równoległe czynności można uważać za jedną, 
przy czym za czas jej trwania uważamy czas dłuższej z nich#

Porównamy sumę czasów optymistycznych wszystkich czyn­
ności wzdłuż każdej ścieżki prowadzącej do danego zdarzenia 
z sumą czasów pesymistycznych wszystkich czynności wzdłuż każ­
dej ścieżki prowadzącej do danego zdarzenia# Jeżeli suma cza­
sów minimalnych wzdłuż jednej, ścieżki jest większa od sumy 
czasów malcsymalnych wzdłuż ścieżki drugiej, wtedy ścieżka 
w drugim przypadku nie może wpłyna^ó na rozkład prawdopodo­
bieństwa określonego zdarzenia i można jej nie uwzględniać 
przy obliczeniach#

Korzystne jest przeprowadzać obliczenia krytyczności 
czynności za pomocą metod Monte Garlo# Kiektóre aspekty ob­
liczania znajdują się w rozdz# 2®5®^#

Pokazanie niektórych wad metod sieciowych ma na celu 
zwrócenie uwagi na to, że nie można uważać metodę PERU za 
^lekarstwo na wszystko*®# Trzema pamiętać o tym, że żadne me­
tody, matematyczne albo inne, maszyny matematyczne oraz inne 
środki techniki obliczeniowej nie mogą daó pozytywnych re­
zultatów w z8.sto30Waniach, o ile zostaną zastosowane bez głę­
bokiej znajomości danej problematyki oraz bez wszechstronnej 
analizy naukowej#

Zalety metod analizy za pomocą ścieżki krytyczne,1 _/CPAZ
Umyślnie interesowaliśmy się wadami metod OPA, szcze-* 

gółowo metody PERT# Zalety metod CPA w porównaniu z metodami
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innymi są oczywiste i nie będziemy się nimi bliżej zajmować.
Przedstawimy w 10-ciu punktach, jakie możliwości dają metody
CPA, Metody te umożliwiają?
1/ wprowadzać porządek i harmonię do planowania i kierowania 

procesami gospodarczymi?
2/ rozwiązywać w całości bardzo złożone projekty ze względu

czasowego i rzeczowego;
3/ wykryć te części projektu, które mają bezpośredni wpływ 

na zrealizowanie planowanego terminu oraz te, na które 
trzeba zwrócić uwagę kierowania. Hównocześnie wykryć te 
części, gdzie znajdują się nadmierne środki;

4/ automatycznie rozpoznać ewentualne dysproporcje w czasie 
i nakładach;

5/ poprawić pierwotny plan przy stwierdzeniu, źe zaplanowane 
czasy nie odpowiadają rzeczywistości;

6/ ustalić optymalny termin trwania projektu ze względu na 
nakłady albo skrócie czas jego trwania przy najmniejszym 
wzroście nakładów;

7/ kontrolować przebieg realizacji projektu za pomocą wyko­
rzystania potoku informacji, żeby móc zawczasu wydać roz­
porządzenia dotyczące poprawy planu;

8/ obliczyć prawdopodobieństwo wykonania ważnych planowanych 
etapów oraz całego projektu;

9/ dokładnie opisać gospodarczą sytuację w którymkolwiek 
momencie realizacji projektu;

10/ ułożyć harmonogram prac w ten sposób, żeby osiągnąć pełne 
i ciągłe wykorzystanie źródeł /sił roboczych, maszyn, ma­
teriałów itp/.
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Są to główne zalety metod« Metody te mają jeszcze 

szereg mniejszych liib większych zalet w zależności od kon­
kretnych warunków zastosowania*

2*5*

2.5.1. Uogólnienie metody T M l

Uogólnienie metody PERT pozwala rozważać alternatywy 
wykonania pewnych etapów projektu* Raoul Freeman przedstawił 
tę możliwość rozszerzenia metody PERT i nazwał ją pQnerali^ed  ̂
PERT* Howard Eisner opracował nową metodę teoretycznie i ob— 
liczył pierwsze przykłady* Metodę tę nazwano DBPS /Decision 
Box Planning and Scheduling/, tj. te^ohnika planowania za po­
mocą zdarzeń decydujących*

Metodę DBPS opracowano dla- kierowania i kontroli prac 
badawczych. W sieci PERT, w jej dzisiejszej formie, odczuwa­
my przede wszystkim brak zadowalającego stopnia swobody* Je­
żeli wykorzystujemy metodę PERT do procesów badawczych, mamy 
do czynienia z podstawowym ograniczeniem - nie uwzględniamy
bardzo ważnego aspektu — niepewności*

V/ planowaniu badań nie wystarcza określić tylko czasy 
trwania czynności i ich rozrzut, tj* określić czynność staty­
stycznie. Trzeba wprowadzić wystarczający stopień swobody. 
Charakter czynności badawczych jest inny niż charakter po­
zostałych czynności. Są to często samodzielne studia, próby 
dotyczące uzasadnienia istnienia lub nieistnienia pevinych 
związków lub hipotez, szukanie pewnych faktów itp* Następ­
ne czynności są zależne od wyników tych studiów*
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W rzeczywistości więc w projekcie badawczym rozpoczę«* 
cie pewnej czynności nie zależy tylko od ukończenia czynności 
poprzednich, ale przede wszystkim od rezultatów tych czynno­
ści*

Załóżmy, że w pewnej fazie realizacji projektu zosta­
nie osiągnięte zdarzenie, z którego prowadzą dwie drogi, z 
których musimy obrać jedną» Takie zdarzenie nazywamy decydują­
cym zdarzeniem /A/» Np. na rys. 77

rys. 77

Wybór dalszego postępov7ania zależny jest od rezulta­
tów czynności kończących w zdarzeniu A. W naszym przypadku 
chodzi o dwie alternatywne możliwości, co spotyka się prze­
ważnie w projektach rozwoju nowych produktów. Ogólnie z decy­
dującego zdarzenia może prowadzić więcej alternatywnych dróg.

Dwie drogi prowadzące z decydującego zdarzenia A na­
zywają się koniunktyvjnymi, jeżeli do zrealizowania całego pro­
jektu potrzebne jest, aby obydwie zostały zrealizowane.W tym 
przypadira zdarzenie A jest identyczne z pojęciem zdarzenia 
znanego z teorii metody PERT. Jeżeli można w zależności od re«
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zultatów poprzednich czynności zrealizować tylko jedną z al- 
ternatywziych dróg, to drogi te nazywamy rozłącznymi* Tutaj 
zdarzenie A występuje w roli decydującego zdarzenia, ponieważ 

I decydujemy w nim w jaki sposób będziemy kontynuować projekt# 
Sieć zawierającą czasowe i decydujące zdarzenia bę­

dziemy nazywać DB-siecią /tj, siecią ze zdarzeniami decydują­
cymi - decision bos^. Przy zastosowaniu metody DBPS badamy 
najpierw projekt z punktu widzenia częściowych rezultatów i
logicznych związków czynności. Sporządzimy ogólną DB-sieć,

%
która nie zawiera żadnych czasowych ocen, ale przedstawia moż­
liwe postępowania zależne od poszczególnych zdarzeń decydują­
cych# Zdarzenie decydujące jest to w zasadzie pytanie, które 
prowadzi do jednej lub większej liczby alternatyw# Jest ono 
równocześnie punktem kontroli odkrywającym te miejsca projek­
tu, w których oczekujemy ważnych decyzji dotyczących całego 
projektu# DB-sieć zawiera więc nie tylko drogi koniunktywne, 
ale róvwiież rozłączne. Można powiedzieć, że sieć PEPT jest 
szczególnym przypadkiem ogólnej DBt-sieci zawierającym tylko 
drogi koniunktywne«

W DB—sieci rozróżniamy dwa odrębne typy związków?
1# zależność dróg koniunktywnych
2. punkty spojenia dróg koniunktywnych#

1# Zależność dróg koniunktywnych powstaje wtedy, kie- ' #
dy czynność leżąca na jednej ścieżce jest zależna od odpowie­
dzi na pytanie szczególnego zdarzenia decydującego leżącego 
na ścieżce drugiej# Zob. rys# 78#
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rys* 78

ścieżki 1. i 2, są koniunktyvme oraz prowadzą do zda­
rzeń B i C# Załóżmy, że obydwie ścieżki są zależne w ten spo—

f

sób,. że w przypadku negatywnej odpowiedzi na B kierunek dal­
szego postępowania będzie zależny od odpowiedzi na C* Sposób 
przedstawienia tego zagadnienia jest następujący: za B pow­
tarzamy jeszcze raz C w postaci a dopiero potem kontynu­
ujemy następne. Skierowanie negatywnej alternatywy z B wprost 
do C pociąga za sobą fałszywe wnioski. Eezultat B nie warun­
kuje C, ale C^może nastąpić jednocześnie z C albo później#

2. Drugi związek przedstawiony na rysunku jest wyra­
żony za pomocą punktu, w którym realizuje się spojenie dwu 
lub większej liczby koniunktywnycb ścieżek. W naszym przypad­
ku jest to zdarzenie D. Do złączenia ścieżek J. i 4. dochodzi 
w D i dlatego jest konieczne otrzymać odpowiedzi na B i C 
przed osiągnięciem D.

Ze względu na istnienie ścieżek rozłącznych jest 
oczywiste, że nie osiągniemy w rzeczywistości wszystkich moż^ 
liwych zdarzeń końcowych różnych rozłącznych ścieżek# T o  oz-
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nacza, że nie wszystkie czynności projektu zostaną zrealizo- 
I wane i nie wszystkie zdarzenia zostaną osiągnięte. Trzeba 
f znaleźć możliwe kombinacje zdarzeń końcowych, tj, określić 

możliwe rezultaty rozwoju projektu.
Metodę tę zademonstrujemy na uproszczonej DB-sieci, 

w której dla uproszczenia ominięto wszystkie zdarzenia oprócz 
decydujących /rys, 79/»

Zdarzenia decydujące 2 i 2'przedstawiają przypadek 
zależności ścieżek koniunktywnych. Zdarzenia od A do H przed­
stawiają wszystkie możliwe rezultaty /lub cele/ projektu. 
Czynności fikcyjne x i y zostały wprowadzone dla potrzeb ob­
liczeń dla punktu złączenia ścieżek koniunktyv>mych w zdarze­
niu 4, Wprowadzimy następnie symbole A  dla koniimkcji i ŁJ 
dla dysjunkcji.

Dla wyznaczenia kombinacji możliwych rezultatów bę­
dziemy korzystać z podstawowych wiadomości algebry Boole_ a^ 
wyznaczymy zależności koniunkcji i dysjunkcji zdarzeń końco­
wych i za pomocą praw łączności i dystrybutywności określimy 
zbiór możliwych kombinacji rezul“batów» W naszym przykładzie 
zachodzi

( a  u  B ) ] n  ( y u e )|u - ( g U h )  U f - , /96/
gdzie X n  Y = C u  D»

Za pomocą przekształcenia /96/ otrzymamy zbiór moź- 
liwych rezultatów: i y ] , ^A i Ej, i y J , i e ] ,
(x i t ) =(c lub d ) , (x i b ) , G,H i B.
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Rys* 79

Zależność, ścieżek koniunktyraych wyznaczona za pomocą 
zdarzeń 2 i 2^ ogranicza zbiór wyników# V/3miki i y J 
i i nie są możliwe, ponieważ właściwie dają różne od­
powiedzi na jedno decydujące zdarzenie 2# Jeżeli weźmiemy pod 
uwagę, że i Y ) jest identyczne z ĵC lub D ] , otrzymamy 
następujący zbiór możliwych wyników:
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Powstaje partanie: Dla których z podajoych możli­
wych wymików istnieje największe prawdopodobień­
stwo ich zrealizowania? Jalci jest przedział cza-̂  
su, w którym można oczekiwać z pewnym prawdopodo- 

G bieństwem ich zrealizowania?
H

'

Sprawdzimy każde zdarzenie decydujące siei i przypo­
rządkujemy każdej ścieżce rozłącznej albo zbiorom rozłącznym 
ścieżek koniunktywnych pewne prawdopodobieństwo* Fp* planuje­
my slconstruowanie nowego modelu matematycznego. Znajdzienjy 
się w sytuacji, kiedy trzeba zastanowić się na tym, czy dla 
modelu istnieje lub nie istnieje wystarczająca ilość danych 
wejściowych. Na to pytanie odpowiedź powinno dać zdarzenie 
decydujące. Według przedwstępnych wymagań można v/yciągnąć 
wniosek, że mamy dane do dyspozycji w stosunku 2 : 1 .  Wtedy 
określimy prawdopodobieństwo alternatywy ”tak" równe 0,67 i 
alternatywy ”nie** r ó m e  0,53* Jeżeli nie możemy zadecydować, 
czy mamy dane do dyspozycji lub nie, przyporządlcujemy każdej 
alternatywie prawdopodobieństwo 0,5« Czynności prowadzące do 
tego zdarzenia decydującego przedstawiają obszerne wyznacza­
nie i znajdywanie danych wejściov7ych5 V’ifynikiem jest odpowiedź 
zdarzenia decydującego.

Jeżeli prawdopodobieństwo tego, że dla pewnego zda­
rzenia decydującego jedna ze ścieżek dysjunktyvmych nie zo­
stanie zrealizowana, prawie równa się jedności, wyłączamy po­
zostałe ścieżki rozłączne i zdarzenie decydujące przekształca
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się w z v -̂j 1z Ł q zdarzenie czasowe# Można więc powiedzieć, że 
siec PERT ‘̂e'st szcz,esóln:yTii przypadkiem ogólnej DB-sieci, w 
której ścieżka rozłączna albo zbiór ścieżek rozłącznych ma 
prawdopodobieństwo róv7ne jedności dla każdego zdarzenia de­
cydującego^

Uzupełniiny teraz sieć wyznaczonymi prav7dopodobieństwa- 
mi# Suma prawdopodobieństw dla każdego zdarzenia decydującego 
równa się 1# Teraz można wyznaczyć prawdopodobieństwo pojawie­
nia się poszczególnych możliwych wyników

¥ynJivi) Składowe \
! pr awdopcdobień-1
i stwa i_______ «__________________ J.

1'

Wartości

A a

B a Y

C

X iii

I

===========«Prawdopo- jj
dobieństwo !i 
ostateczne ¡1

I p (a ) p (e /a ) ;(o ,^) (0 ,3) I o,08^(0

n

( b ) P  (i /b ) |(o ,6)

( c )  p(x)p(i) *(03)

i \ ’
3 I P (d ) P (x ) p (y ) 1^,7]

x>
x>

1 p
o

l f ) k )
¡6 J  & )

0̂ ,5 ) (o,7j

(0 , 7)  (0, 6)
Ę ^ 7 )

6 ,7), (o,e)
(0 ,7)
(0,7) (p,4j
^.5) ^,3)

(0,3)
(0.3}

0,1260

0,0882

0,2058

0,1950
0,0500
0,0900
0,1500

1,0000

Wynilci można uporządkować wedłu‘g wartości prawdopodo- 
bieństw.». Prawdopodobieństw tych używamy raczej dla porównania 
niż wyznaczania wynilm na podstawie jego bezwzględnego praw­
dopodobieństwa. Dla przytoczonego przykładu największe praw-
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dopodobieństwo odpowiada wynikowi D, Drugie największe wyniko­
wi (x i b ) , co w rzeczywistości odpowiada tylko E. Ogólnie 
prawdopodobieństwa wyników zmniejszają się ze wzrostem długo­
ści sieci i liczby zdarzeń decydujących.* Przy tych warunkach 
używamy miary entropii w funkcji miary przedziału, w którym
są pewne wyniki bardziej prawdopodobne ńiż pozostałe:

n
H — z—i=1 ^ log , 797/

gdzie H entropia, p^ - prawdopodobieństwo i - tego wyniku 
i n - liczba możliwych końcowych wyników* Bp* dla sytuacji 
dwu alternatyw z prawdopodobieństvsfami 0,5 jest H = 1 bit*
Dla prawdopodobieństw 0 i 1 jest H = 0* Wiadomo, że wartość 
maksymalna entropii równa się log n przy założeniu, że wszyst­
kie prawdopodobieństwa równają się nawzajem* Miarę względnej 
niepewności systemu określamy za pomocą entropii względnej E^

E = H
H

« /redemdacja 1 - H
max H / 798/

mas
Dla naszej sieci = log2 8 = 3 bity, entropia

8
H = - Z Z I

± = '\
Pĵ log p>| =£ 2,88 bit. i E =0,96 ♦ 7997

Dotychczas rozważaliśmy sieć bez czasów potrzebnych do 
realizacji czynności projektu badawczego* 0?eraz zastosujemy 
technikię metody PER5? ze statystycznymi ocenami i obliczeniami« 
Dla każdej czynności wyznaczymy wartość t^ i dołączymy do 
DB-sieci i jej wyników* DB-sieć bazującą na czasach t^ wyko­
rzystamy do analizy i kierowania realizacją całego projektu*
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Dla przytoczonego przykładu wykorzystamy uzupełnienia 
np# następującym sposobem:

Węzeł 2^nastąpi 
w tym samym czasie 
co 2 /lub później/

OJeraz możemy sporządzić DB-sieć w skali czasowej bazu­
jącej na czasach t^ /rys# 80/#

rys# 80
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Metoda DBFS dotychczas nie została zastosowana i wy­

próbowana w pral^tyce. Jednak napewno również ona, po rozwią­
zaniu niektórych teoretycznych problemów, znajdzie zastosowa­
nie w kierowaniu projektami badawczymi i rozwojowymi*

2*5*2* Metoda zrównoważenia linii operacyjnych /Line of Balan­
ce/

Celem niniejszego rozdziału jest zapoznanie czytelnika 
z interesującą modyfikacją metod CPA - tzw* LOB, tj* Line of 
Balance* Zakres zastosowania tej metody nie został jeszcze 
wyznaczony* Najwięcej LOB stosuje się w zakresie linii mon­
tażowych i automatycznych*

Dla problemu zrównoważenia linii operacyjnych sztika 
się rozwiązania w ciągu 10-ciu lat* Hozwiązanie analityczne 
przedstawił w 1954 r* Beniamin Brynton - tzw* convergence 
procedure* W 1956 r* został przez Jamesa R* Jacksona opubli­
kowany wyczerpujący algorytm znajdowania optymalnego rozwiązar- 
nia*

Dopiero z powstaniem metod CPA i z tym związanym roz­
wojem analizy sieciowej powstały bardziej skuteczne metody,' 
tzw* systemy heurystyczne* Heurystyczne podejście do rozwią­
zywania zagadnień kombinatorycznych jest bardziej efektywne 
niż algorytm* Za pomocą podstawowych reguł logiki, klasyfika­
cji, oceniania i **zdrowego rozsądku** uzyskamy wystarczająco 
optymalne rozvdązania#

Sformułowanie zagadnienia
Linia operacyjna jest to ogólnie biorąc ciąg stanowisk

%

roboczych /taśma ruchoma/ lub pracowników /operatorów/* Nie 
chodzi więc tylko o linie zautomatyzowane, ale również o linie
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montażowe, w których tylko przekazuje się produkt od jednego
pracownika do drugiego*

Szkl jest to czas, w którym produkt znajduje się w każ* 
dym stanowisku roboczym linii. Zwykle cykl można określić - 
taśma ruchoma powinna przesuwać się w jednakowych odcinkach 
czasu. Iloczyn liczby stanowisk roboczych i długości cyklu 
określa łączny czas potrzebny do montażu.

Stanowisko robocze jest to miejsce w linii, w którym 
wykonuje się pewną ilość pracy. Stanowisko robocze obsługuje 
jeden lub więcej /montaż samochodów/ operatorów. W niektórych 
przypadkach operator obsługuje większą liczbę stanowisk ro­
boczych.

Zapas zrównoważenia jest to ilość niewykorzystanego 
czasu na linii spowodowanego nierównomiernym podziałem całoś­
ci pracy do poszczególnych stanowisk roboczych. LOB ma za za­
danie dla określonych warunków zminimalizować zapas zrównowa­
żenia.

Y/ tym celu dzielimy całość pracy w poszczególnych ~ 
stanowiskach na jednostki robocze. Jednostka robocza jest to 
zespół elementów roboczych uzyskany na podstawie studiów cza- 
s o wo-r ucho wych

Element roboczy jest niepodzielny. Może nim być np. 
wyciągnięcie ręki, uchwycenie narzędzia, wykonanie prostej 
pracy, zwrócenie narzędzia na miejsce. W praktyce takie ele-

3E/menty uważane są zą niepodzielne.
x/ F.B.Gilbreth rozłożył działania na elementy tzw. therbligy 

za pomocą metody mikrofotograficznej. Najbardziej gospodar* 
ne są takię działania, które zawierają najmniejszą liczbę 
therbligów. Trzeba więc rozłożyć działanie na elementy i 
określić, które z pich można ominąć albo jak można elemen- 
ciąg dalszy na str. 189
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Protlem można sformułować następująco:
Dla pewnego przedziału czasów jednostek roboczych, 

ograniczeń ich kolejności /wyznaczonej przez obrany proces 
technologiczny/ oraz dla danego cyklu c mamy znaleźć minimal­
ną liczbę n stanowisk roboczych do wykonania zadania# Albo na 
odwrót, dla danej liczby n stanowisk roboczych mamy wyznaczyć 
najkrótszy cyłcl. Jeżeli nie mamy określone ani c ani n, mamy 
znaleźć takie c i n, żeby zapas zrównoważania był minimalny# 
Ogólnie chodzi o wyznaczenie najbardziej korzystnych warun­
ków koniecznych do zrównoważenia danej linii#

Zapas zrównoważania olcreśla stopień niezrówno ważność i 
pracy pomiędzy stanowiskami# Jest to stosunek pomiędzy łącz­
nym niewykorzystanym czasem i łącznym czasem potrzebnym do 
montażu# Zapas zrównoważania w procentach wynosi:

d = - H  )
n#c dla nc I q), /100/

gdzie n oznacza liczbę stanowisk, c cykl, t^ /i=1,2,#•#•,k/ 
czas trwania i-tej jednostki roboczej i T  = ̂

łączny czas pracy# Zachodzi
t c ^  0}mecz ~ /101/

gdzie t maksymalny czas trwania jednostki roboczej# tj# 
największa liczba ze zbioru t^, t2 , #•###, t̂ «̂

ciąg dalszy ze str# 188
ty kombinować z innymi# W tym celu Gilbreth stosował diagra— 
my postępowe sporządzone na zasadzie, że każde działańj.e jest 
uwarunkowane wszystkimi składowymi pozostałych działań# 
Badania te opisał w pracy L#M# i F^B# Gilbreth: Podstawy na­
ukowego kierowania praca^, Praga 1924#
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Dla każdej IŁczDy stanowisk n zawsze istnieje c:vkl mi­
nimalny z którym mogłaby pracować pewna dopuszczalna
kombinacja jednostek roboczych. Wzrost cyklu nad wartość c .m m
obniża efektymość linii.

B = ------  /102/
n • c

Bla danego n i T efektywność linii jest proporcjonalna 
^0 ^  i ® >  Cmin-

Maksymalna liczba stanowisk jest wyznaczona przez 
maksymalny czas trwania jednostki roboczej na linii

%32: ~ "T
T
ma:ic /103/

Oznaczmy przez minimalny cykl dla n stanowisk* 
Zacnodzi:

= n = p + n /104/

gdzie p — czas cyłclu i S - reszta we wzorze np + S = T.
Jeżeli S ?= 0, musimy ĉ j zaokrąglić do następnej licz-

r

p dla S =: 0
/105/

p+1 dla S ^ 0
Dla S = 0 można otrzymać zrównoważenie doskonałe po­

między n stanowiskami, ponieważ T  = n.p, więc

/106/

L

E = = ^00%n.p ^

Jeżeli S ^ 0, zrównoważenie doskonałe jest możliwe# 
C/| zostało zaokrąglone do większej liczby# ITa linii będzie 
/n - S/ zapasowych jednostek czasowych# które można przypo­
rządkować stanowiskom#



•*. i9^ ***
Efektywność dla S ^ 0 vTynosis 

100 . 0}Hj S /107/

/*

T + /n - S/
Jeżeli zostć^l użyty cykl c^, otrzymujemy:

/n - S/ jednostek zapasowych, dla S ifi 0,
/108/

0 jednostek zapasowych dla S = 0 
/ 2 n  - S/ jednostek zapasowych dla S 0

dla n jednostek zapasowych dla S = 0,
i wreszcie dla.

a j / r * n - S /  jednostek zapasowych dla S  ¡4 O f  

c^=c^+/r-i/.j.
/r-1/.n jednostek zapasowych dla S = G*

Rozwiązanie problemu ŁOB
Kolejność i pierwszeństwo poszczególnych jednostek ro­

boczych są wyznaczone za pomocą technologicznej kolejności 
montażu, konkretnych urządzeń lub maszyn, które wytwarzają 
stałe stacje oraz położeniem, w którym obrabia się produkt«

Stosunki można przedstawić graficznie za pomocą mą— 
cierzy incydencyjne j /+ 1 oznacza ’’musi poprzedzać**- 1 ozna­
cza ”nie może poprzedzać”, O oznacza ’’żądny związek”/ lub 
sieci incydency.inej /diagram postępowy/« Jako przykład przy­
toczymy bardzo uproszczoną sieć.linii montażowej /rys# 81/#
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ly » y/i

rys. 81

Chodzi tutaj o sieć węzłowo określoną zawierającą 
kilka początków oraz precyzyjnie określony cel. Sieć jest 
przeznaczona dla 16 jednostek roboczych. Liczby przy poszcze­
gólnych zdarzeniach oznaczają trwanie odpowiednich jednostek 
roboczych /w sek, min. itp/. Łuki oznaczają związki kolejno­
ści /incydencji/ - nie trwają w czasie.

Sieć przedstawia mont‘aż rozwijający się od strony le­
wej do strony prawej. W kolumnie I znajdują się wszystkie jed­
nostki robocze, które nie musi poprzedzać żadna inna jednost­
ka robocza. Ogólnie: w kolimnie K / K  ^  I I /  znajdują się 
wszystkie takie jednostki, które poprzedzają tylko jednostki 
już zaznaczone w sieci. Strzałki prowadzą od jednostek w
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/K - 1/ -szej kolumnie do tych jednostek w K, które powinny 
one poprzedzać»

W sieci bardzo dobrze widać, że jednostki robocze w po­
szczególnych kolumnach są wzajemnie niezależne i dlatego moż­
na je wzajemnie zamieniać dotrzymując ograniczeń, Np. dopusz­
czalna jest każda z 5! permutacji kolumny I itp. Jednostkę 11 
można przenieść do kolumny V równocześnie przesuwając jedno­
stki 4 i 8. Istnieje zatem duża ilość topologicznie równoważ­
nych sieci spełniających wartinki kolejności.

Znalezienie najkorzystniejszej kombinacji jest dla 
bardziej skomplikowanej linii bardzo trudne. Rozwiązanie ana­
lityczne okazało się bardzo pracochłonno, czasami nawet nie­
możliwym, Heurystyczne podejście jest korzystniejsze, W zasa­
dzie używa się tutaj dwu podstawowych systemów»

1/ Tonge's System
2/ Kilbridge-Wester Heuristic System.

Zapoznamy się z ich zasadami»
ad 1/ Fred Tonge dzieli proces na trzy fazy, W 1-szej 

fazie usiłuje uprościć wyjściowe sformułowanie problemu za 
pomocą agregacji sąsiednich jednostek roboczych do nednostek 
złożonych - agpeKatów, Rozróżniamy trzy rodzaje agregatów» 
zespół, łańcuch i tzw, Z-agreKat, Ich przedstawienie znajduje 
się na rys, 82,
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Dla jednostek 10, 11 i 12 nie jest określona kolejność» 
Mają one wspólne poprzedzające i następne zdarzenia. Dlatego 
można je zamienić złożoną jednostką roboczą, którą nazywamy 
zespołem S/|. Uważamy teraz jednostkę złożoną i jednostkę 
13 za łańcuch. Ich kolejność /jedna względem drugiej/ jest w 
zupełności wyznaczona, można więc zamienić je jednostką złożo­
ną, którą nazywamy łańcuchem -

Z-agregat jest to zespół 4 prostych lub złożonych jed­
nostek. W 1-szej fazie zespoły te nastąpimy jednostkami złożo­
nymi. W ten sposób znacznie obniżymy złożoność sieci.

W 2-giej fazie stanowiskom roboczym przydzielimy zło­
żone zadania* Agregaty rozdzielimy tylko wtedy, kiedy okaże 
się to koniecznością. W 3-ciej fazie przeprowadzimy końcowe 
zrównoważenie za pomocą przydziału pierwotnych prostych jedno­
stek stanowiskom roboczym.

ad 2/ System ten korzysta z dwóch własności jednostek 
w siecii z możliwości permutacji w jednej kolumnie oraz
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przeniesienia jednostek do innych kolumn# Permutacje w ko­
lumnach umożliwiają wyhór jednostek o długościach potrzebnych 
dla optymalnych zespołów stanowisk roboczych# Umożliwia to 
przesunąć jednostki robocze do stanowisk linii w ten sposób, 
żeby jak najlepiej wjdcorzystaó cykl#

Dla sieci przedstawionej na rys# 81 T =; 5,52 minut# 
Doskonałe zrównoważenie wynosi więc dla cykli 5,52 /przypa­
dek trywialny/, 2,76, 1,84, 1,58, 0,92 i 0,69 minut# Odpowia-y 
dająca liczba stanowisk na linii wynosi 1,2,5,4,6 i 8* Zrów­
noważenie doskonałe dla 8 stanowisk wymaga cyklu0,69 /5,52 t  

: 0,8 =r 0,69/# ^ISL każdego stanowiska suma czasów równa się 
0,69# 331SL innych cykli oprócz sześciu przytoczonych, wiadomo, 
że nie można osiągnąć zrównoważenia doskonałego#

E#M# Mansoor opracował technikę zrównoważenia jedno­
stek roboczych oraz heurystyczne rozwiązanie zagadnienia# 
Pokażemy zasady tej metody i obliczymy przykład ponieważ moż­
na właśnie na tej metodzie pokazać postępowanie heurystyczne# 

Załóżmy, że udało się uprościć sieć linii montażowej 
do następującej postaci /rys# 83/#
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Następnie Mansoor opisuje heurystyczne reguły przypo- 

rzadkowania< które określają regulamin, według którego przy­
porządkowujemy jednostki robocze stanowiskom roboczym w ten 
sposób, żeby osiągnąć największą efektywność E przy spełnie­
niu wszystkich ograniczeń* Podamy te reguły:
1/ Wyznaczyć c^.^ odpowiadające każdej liczbie stanowisk, 

która wchodzi w rachubę*
2/ Wybrać jednostkę roboczą z W ^ ^  i przyporządkować ją 

1-szemu stanowisku*
3/ Obliczyć pozostały /tj. który nie został przyporządkowany/ 

czas za pomocą łącznego czasu trwania wszystkich dotych­
czas przyporządkowanych jednostek na stanowisku i odjąć tę 
sumę od cjklu*

4/ Wybrać jednostkę roboczą, której odpowiada największa wa­
ga W i spróbować przyporządkować ją 1-szemu stanowisku po 
wykonaniu następujących kontroli:
a/ jeżeli zdarzenie, które bezpośrednio poprzedza jedno— 

stę roboczą zostało już przyporządkowane, przechodzimy 
do 4*7, jeżeli nie zostało przyporządkowane, przecho­
dzimy do 5>

b/ porównać czas jednostki roboczej z czasem nieprzyporząd« 
kowanym* Jeżeli czas jednostki jest mniejszy od czasu 
nieprzyporządkowanego stanowisku, przyporządkować tę 
jednostkę roboczą i obliczyć nowy nieprzyporządkowany 
czas, następnie przejść do *5»

5/ Przeprowadzać wybór, kontrolę i przyporządkowanie tak dłu­
go, dopóki nie nastąpi jeden z dwóch przypadków: 
a/ uzyskaliśmy taką kombinację, w której nieprzyporządko­

wany czas równa się jednostkom zapasowym /wtedy prze-
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chodzimy do 8/«

h/ nieprzyporządkowana jednostka robocza spełnia warimki 
4* a/, 4#b/ /przechodzimy do 6/*

6/ Usunąć każdą przyporządkowaną jednostkę roboczą oraz za­
cząć od najniższej wagi W /tj. ostatniej przyporządkować 
nej/, kierować się następnie 4 i 5 tak długo, dopóki: 
a/ nie zostanie uzyskana kombinacja, w której czas nie- 

przyporządkowany jest mniejszy albo równy jednostkom 
zapasowym /przejść do 8/*

b/ wszystkie kombinacje mają nieprzyporządkowane czasy 
większe niż jednostki zapasowe - rozwiązanie nie ist­
nieje /przejść do" ?/•

7/ Wybrać cykl o jednostkę większy i przejść do 2#
8/ Przyporządkować nieprzyporządlcowaną jednostkę roboczą z 

największą wagą 2-giemu stanowisku i przejść do 5*
9/ Kontynuować przyporządkowanie jednostek roboczych tak 

długo, aż każdą przyporządkowujemy pewnemu stanowisku#
Za pomocą podanych reguł będziemy teraz rozwiązywać 

linię na rys* 83s
0? = 185 minut,

Maksymalna liczba stanowisk
^ ^ T ___  18*
^max “ t * ’ 4l max

Problem' będziemy rozwiązywać dla n = 2#

t sr 45 minut# max V •

=: 4

'min “ ® 1 ~ 55 jednostki zapasowe /n —  S /  = 1
E = .IP-QiS.n#c = i 100 = 99,5%
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Jedn*roboczaj Czas ła^cz-| Jedn*robo-. | Czas łącznylj

2 11t
1

38
5 83
5 1 95

bez nieprzyporządkowa- \\iinego czasu \\

jj z jedną nieprzyporządko- jj
ji waną jednostką czasową ¡} ii uII

Dla praktycznych obliczeń istnieją opracowane progra*- 
my na maszyny cyfrowe firmy IBM np# IBM 650, IBM 1401,
IBM 1620, IBM 7090 i IBM 704« Inny program istnieje również 
dla Eemington Eaud Johuniac*

2o5*3. Zastosowanie metody Monte Carlo do obliczeń sieci

Modelowanie przypadlcu nazjrwamy symulacją przypadku 
lub metodą Monte Carlo«

Dla poszczególnych czynności sieci PERT mogą nastąpić 
następujące przypadki:
a/ znamy teoretyczny rozkład prawdopodobieństwa czasu trwa-» 

nia czynności /dystrybuantę, gęstość itp/« 
b/ znamy empirycznie dystrybuantę czynności uzyskaną na pod­

stawie pomiarów statystycznych
c/ jeżeli nie zachodzi aaii a/, ani b/, wtedy wprowadzimy pew­

ne założenia dotyczące dystrybuanty czasu trwania czynno­
ści*
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W przypadku *b/ możemy do oszacowania dystrybuanty 
zastosować twierdzenie Kołmogorowa /tw* 12 w

Zaliładamy więc, że dla każdej czynności znamy rozkład 
prawdopodobieństwa w postaci dystrybuanty albo gęstości 
prawdopodobieństwa»

Omówienie algorytmu MC;
Załóżray, .że dana jest sieć zawierająca węzły /zdarzenia/
i=0, 1,*»»,iL oraz luki /x,j/ ^ P 5generator liczb losowych, /tablice, specjalny program maszyny Cyfrowej/ wytwarza cią­
gi liczb losov?ych zgodnie z rozkładem czasów poszczególnych

%
czynności /i,j/ ^ P*

Realizacją projektu nazywamy przyporządkowanie liczb 
łukom /czynnościom/ /i, j/ C  P. Dla Każdej czynności możemy 
obliczyć czasy poszczególnych etapów, w szczególności 
czas trwania t̂  ̂całego projektu, wyznaczyć ścieżki krytycz­
ne, czynności krytyczne, zdarzenia oraz pozostałe dane po­
trzebne dla sieci CPA. W ten sposób uzyskane ciągi liczb 
dostarczają danych o odpowiednich wielkościach przypadlcowych* 
Za pomocą nich możemy oszacować wartości średnie, rozrzuty 
oraz inne charakterystyki wielkości przypadkowych /central­
ne twierdzenie graniczne/ albo oszacować dystrybuantę /twier­
dzenie Kołmogorowa/.

Bardzo ważny jest problem oszacowania liczby R“, li­
czby próbek. Rozwiązanie otrzymamy za pomocą zastosowania 
centralnego twierdzenia granicznego.
Przykład 1. Obliczamy za pomocą metody MC średni czas trwa­

nia projektu. Oszacowaniem jest wartość
0 ) w

A

N /IO9/

•ł'-
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ITiech g  oznacza wariancję wielkości losowej i 

jej wartość średnią. Ustalimy U w ten sposób, żeby

/110/

Ostatnie wyrażenie można przekształcić następująco
/ _  /I

p i _  ] / T  Y P
ó o  ^  6  ■ /111/

A^jest to wielkość losowa znormalizowana z rozkładem
normalnym. Dlatego można pisać

n a r  n  ¡ V Ń '0,95 ~P  I  ^ 5 ^60
gdzie

Z v w ) dz /115/

Za pomocą tablic rozkładu normalnego otrzymamy

^  =1,96 t j .  K = 10000.

Dla metody CPM można określić, czy czynność jest kry­
tyczną czy też nie.

W przypadku metody PERT możemy tylko określić prawdo­
podobieństwo tego, czy cẑ /iinośc jest krytyczna czy nie. Praw­
dopodobieństwo to nazywamy krytycznością czynności. Analogia 
do CPM może dla metody PERT prowadzić do niedoceniania sto­
chastycznego cliaraicteru wielkości. Dla metody CPM mają sens 
wyrażeniaj dana czynność, ścieżka lub zdarzenie są krytyczne. 
Pojęcia te nie muszą mieć sensu dla metody PERT.

Oszacowaniem krytyczności czynności p jest częstość 
względna p = ^ , gdzie U jest liczbą próbek w metodzie Monte 
Carlo i M liczbą próbek, dla których czynność M jest kryty­
czną.
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Przykład 2, Wyznaczymy liczbę próbek N ro ten sposób^ żeby 
dla prawdopodobieństwa 0,95 błąd p nie przewyższał 1%.
Z centralnego twierdzenia granicznego

I  I P -  P I ^  0,01 ' = 0 ,95

P -i'o»oi,...,V^. /  fp ~ p) /  .0,01. . \ Z n _ ^
U  (1 - p)

Zachodzi p*

Otrzymujemy 0,02* 1,96, stąd N = 10000.
Za pomocą metody Monte Carlo można oszacować dystry- 

buantę wielkości przypadkowej za pomocą empirycznej dystry— 
huanty.
Stosujemy przy tym tw. Kołmogorowa.
Przykład 3,. M e c h  t̂  ̂będzie wielkością przypadkową - czasem 

trwania całego projektu. Dystrybuantę wielkości 
t^ oznaczymy przez P /x/, niech P /2/ jest empi­
ryczną dystrybuantą t̂  ̂odpowiadającą IT próbom 
M.G.

Określimy N w ten sposób, żeby
D ^  z [ = 0,95; Djj- = sup j Pjj -  P j

Ponieważ dla dużych IT
%  4  z K/Z/,

za pomocą tablic otrzymujemy Z = 1,36 
Stąd
yil 0,01 = 1,36; IT = 18500 prób.



-  2 0 3  -2*6* Aspekty obi leg aulaJ e ż e l i  projekt zawiera większą ilo ś ć  czyim ości, opra­cowanie metod CPIM i  PERT je s t  tak obszerne i  pracoołiłonne, że trzeba do obliczeń metod tego typu zastosować maszyny mate­matyczne*Przy obliczeniach korzysta się z maszyn cyfrowych*W niektórych państwach zachodnich, w których stosuje się metody CPM i  PERT na szerszą skalę , skonstruowano d la danych zadań maszyny sp e cja listy czn e , które sprawdzają dane wej­ściowe oraz drukują sieć /prawdopodobnie w s k a li czasowej/ zawierającą dane o czasie trwania poszczególnych czynności i  zapasów*W CSRS można d z is ia j opracowywać metody typu CPM i  PERT na maszynach typu RE SOJE, ZUSE 2 3  SIRIUS i  LGP 50 za pomocą programów, które zostały już d la każdej z przytoczo­nych maszyn opracowane, w większości chodzi o standartowe pro^amy bezpośrednio dostarczone przez producenta*D la nowo zainstalowanych maszyn -  MlilSK 2, MlifSK-22, EPOS, ELLIOTT 503 i  innych p ro gra^  dopiero opracowuje się* Czas o b liczan ia za pomocą maszyny matematycznej je s t  bardzo k ró tk i, co umożliwia elastyczne kierowanie projektem* K rótki czas o b liczan ia umożliwia również sporządzić więcej wariantów planu* D la czasu potrzebnego do o b liczen ia  c a łe j s i e c i ,  wyprowadzono doświadczalnie wzórt  s  k*N^ + h ,gdzie t  oznacza czas trwania o b liczen ia  wyrażony w odpowied­n ie j  jednostce pomiarowej, R liczb ę  zdarzeń i  k — współczyn­n ik  zależny od własności użytej maszyny, h -  wartość stała*
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2*6*1, Zwięzła charakterystyka •poszcze^ólriych. proCTamów
wedłujy typu maszyn inatematycz3aych

ITational Elliott 803 B»

Według dotychczasowych doświadczeń wydaje się, źe naj- 
lepiej wyposażona jest biblioteka programów standartowych 
firmy ELLIOTT* Również ze względu na to, że maszyny ELLIOTT 
80J B w CSRS są już powszechnie stosowane, w niniejszej pra­
cy najlepiej opisane są jej programy standartowe*

Producent maszyny równocześnie z maszyną dostarcza 
programy standartowe dla metody CPM 101 i metody PERT—IX)6* 

A* ProCTam Ł01 / G ^ B Ł /—I ----i'-r*ii II IW... ■ --------------- -

Program powinien‘spełniać następujące ograniczenia: 
a/ obliczenia można przeprowadzać tylko z liczbami całko­

witymi;
b/ ilość czynności powinna być mniejsza od 700 dla starszej 

wersji programu i dla nowej wersji od 1800; 
c/ wszystkie wprowadzone dane muszą być liczbami całkowi­

tymi, dodatnimi oraz muszą być mniejsze niż 8191; 
d/ długość planowanego projektu powinna być mniejsza od 

8191 jednostek czasowych*
Kolejność obliczania:

a/ do maszyny matematycznej wprowadzamy dane czynności oraz 
czasy ich trwania

b/ w pamięci zostaną utworzone dwie tabele - jedna dla 
wyników, druga dla poszczególnych czynności 

c/ obie tabele ułożone są w ten sposób, że można je badać 
w kolejności topologicznej;
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d/ oblicza się najwcześniejszy czas każdego zdarzenia, który 
następnie zostanie ułożony w nowej tabeli zdarzeń 

e/ najpóźniejszy czas każdego zdarzenia ułoży się znów do 
tabeli zdarzeń

f/ oblicza się najwcześniejsze i najpóźniejsze początki i 
końce czynności 

g/ drukuje się wyniki.
Wstępne informacje

Korzystne jest pisać dane wejściowe do uprzednio 
przygotowanych tablic sporządzonych według następujące 
wzoru:

II Początkowe ^Czas początku Przewidywany czas ¡]
!! zdarzenie pro- i zakończenia

------------

Zdarzenie | Zdarzenie koń- j Czas^trwania czyn- jj
wyjściowe | co we £ ności ^

Oznaczenie /nazwa/ projektu może być umieszczone w którym­
kolwiek miejscu wśród danych. Zawsze jednak musi rozpocząć 
się od znaku s i kończyć znakiem ’*biank”. Wtedy oznaczeme 
drukuje się równocześnie z odczytywaniem danych.

Postać wyników

Wszystkie wyniki są liczbami całkowitymi wydrukowa­
nymi w tabeli z nagłówkiem obj^feiającym. W nagłówkach tąb* 
lic używa się następujących 

a/ wersja angielska 
E.2 =s najwcześniejszy termin
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L.T = najpóźniejszy termin 
P.E a: numer zdarzenia wyjściowego 
S#E =: numer zdarzenia następnego 

K = ścieżka krytyczna 
TOTAL FLIOAO? zapas całkowity 

’b /  wersja czeska 
MOZ s najwcześniejszy termin 
NUT = najpóźniejszy termin 
POC s zdarzenie wyjściowe 
KON =: zdarzenie następne 

Vf:ymap:ania czasowe

Dane wejściowe wczytywane są z szybkością 100 znaków 
na sek# Wyniki diiipowane są z szybkością 95 znaków na sek# 
Czas obliczania równa się |^sek] , gdzie n Jest liczbą
czynności w projekcie* Czas obliczania liczy się łącznie 
Z wprowadzeniem danych i vjyprowadzeniem wyników*

Dla zastosowania programu L01 opublikowano przez v-?y~ 
dział programowania ITATIOrlAL ELLIOTT instrulccje, w których 
znajdują się wszystkie potrzebne dane o programie i Jego za­
stosowaniu* Instrukcje te zostały przetłumaczone na Język 
czeski w Centrum Obliczeniowym Maszyn Biurowych n*p* Praha 
/Vyzkumne Vypocetni Stredisko Kancelarskych Strojn n*p* Pra- 
ha/#

B* Program Ł06 - PERT U l
Program musi spełniać następujące ograniązenia: 

ą/ ilość czynności powinna być mniejsza od 2950t 
b/ różnica między optymistyczną i pesymistyczną oceną czasu 

trwania każdej czynności powinna być większa niż 762
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połówek dnia /12,5 miesięcy/,
c/ czas trwania całego projektu musi być krótszy niż 8191 

połówek dnia /II lat/
d/ wszystkie nimery zdarzeń powinny znajdować się w prze­

dziale od 0Ó01 do 9999 włącznie 
e/ projekt musi posiadać tylko jedno zdarzenie początkowe 

i tylko jedno zdarzenie końcowe# Jeżeli wystąpi koniecz­
ność istnienia kilku zdarzeń początkowych, zdarzenia te 
musi poprzedzać wspólne zdarzenie fikcyjne, które jest 
połączone z nimi za pomocą czynności fikcyjnych z czasem 
trwania równym zeru# Jeżeli potrzebne jest istnienie kil­
ku zdarzeń końcowych, postępujemy analogicznie do poprzed­
niego przypadku#

Kolejność obliczania
1# Do maszyny wprowadza się dane sterujące wyper:foro— 

wane według formularza danych sterujących^
a/ najmniejszy i największy numer zdarzenia, 
b/ data rozpoczęcia projektu', 
c/ wagi trwania czynnościi 
d/ tablice.
2# Do maszyny wprowadza się dane czynności, tj, nume­

ry zdarzeń początkowych i końcowych czynności oraz trzy 
oszacowania czasu trwania każdej czynności#

Informacje o zdarzeniach zostaną wprowadzone do komó­
rek roboczych Aomórek zdarzeń/; informacje o czynnościach 
zostaną umieszczone w komórkach roboczych A Aomórkach czyn­
ności/#

5# Zostanie utworzony wykaz zdarzeń w kolejności 
topologicznej i następnie zostanie on włożozay do komórek
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roboczych E* Pomocnicze wykazy czynności nachodzących na każ-^ 
de zderzenie zostaną włożone do komórek roboczych A.

4* Dla każdego zdarzenia obliczy się rozrzut oraz 
miarodajne odchylenie i zostaną one włożone do komórek robo­
czych E*

5* Zostanie obliczony najwcześniejszy termin każdego 
zdarzenia oraz zostanie on włączony do spisu zdarzeń.

5. Utworzy się wykaz zdarzeń w od^/róconej kolejności 
topologicznej i najpóźniejszy termin każdego zdarzenia włoży 
się do komórek roboczych E.

7# Zostanie obliczony zapas czasowy każdej czyoności 
1 włoży się go do komórek roboczych A. Po wyzerowaniu po­
mocniczych wykazów czynności następujących na każde zdarze­
nie zostaną uporządkowane czasowe zapasy czynności i w ko«, 
mórkach roboczych A zostaną utworzone pomocnicze ?;ykazy 
czynności poprzedzających każde zdarzenie.

8. Wydrukuje się tablice 1; potrzebne informacje uło­
żone w pamięci oblicza się przy drułcowaniu.

9. Zostanie utworzony wykaz zdarzeń w kolejności topo-
ologicznej, pomocnicze wykazy wyzerowanych czynności poprze­

dzających każde zdarzenie oraz pomocnicze wykazy czynności 
następujących po każdym zdarzeniu, które zastąpiły wyzerowane 
czynności,

10, W komórkach E zostanie utworzony wsicaz zdarzeń w 
kolejności najwcześniejszych początków; wykaz pozostaje cią­
gle w kolejności topologicznej,

11, Jeżeli wystąpi potrzeba, zostanie vjydrukowana tab­
lica 2; potrzebne informacje, które nie są umieszczone w par-
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'* mięci, zostaaą oMiczone i wydrułcowane*
12. Pomocnicze wykazy czynności następujących po każ­

dym zdarzeniu zostaną wyzerowane z pamięci równocześnie z 
zapasami czasowymi, które hyły ułożone w komórkach A. Następ- 

i nie zostaną obliczone najwcześniejsze zakończenia czynności 
\\ i ułożone do komórek A.

15. Zostaną utworzone pomocnicze wykazy czynności nas tę- 
L pujących po każdym zdarzeniu oraz. zostaną one Błożone do ko­
mórek A.
I 14. Jeżeli wystąpi potrzeba, zostanie wydrukowana tai« 
¿blica 3*

15. Jeżeli wystąpi potrzeba, zostanie wydrukowana tab­
lica 4.

Informacje wstępne
Perforowanie danych do programu wykonuje się nie we­

dług przepisów ważnych dla auto kodu lub dla ELLIOCT ALGOL# 
Dane trzeba perforować zgodnie z przepisami podanymr 

w publikacji W S  maszyn biurowych PERT III, nr ew. 803 b06# 
Ogólnie dane wejściowe dzielimy na dane sterujące i 

dane czynności# Oceny czasów trwania muszą być liczbami cał­
kowitymi, jednostką czasu jost połowa dnia# Ze względu na to, 
że zakładamy 5"^io dniowy tydzień roboczy, można uważać za 
jednostkę czasu również 0,1 tygodnia.

Postać wyników
Czasy trwania, zapasy czasowe i zapasy czasowe nieza­

leżne podane są w postaci liczby całkowitej, która podaje 
ilość połówek dni. Poszczególne długości trwania czynności 
ułożone są w maszynie vj postaci liczb całkowitych podających
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ilość połówek dni# Przy dr ukowaniu zaokrągla się je do ca- 
łycłi dni#

Przy obliczaniu rozirzutów i ich sumy pojawiają się 
błędy powstałe przy zaokrągleniu# Błędy te nie przewyższają 
10 %#

Wyjście jest uporząćlkowane w czterech tablicach#
Pierwsza tablica zawiera po3!?ównanie wszystkich cz3mności ze
względu na zdarzenia początkowe oraz zapasy czasowe, wyznar*
cza ścieżkę krytyczną i dla każdej czynności podaje dane 
najwcześniejszego i najpóźniejszego zakończenia czynności,
wartość zapasu czasowego całkowitego i wolnego oraz rozrzutu#

Druga tablica zawiera same dane przy wstępującym upo­
rządkowaniu czynności ze względu na najwcześniejszy początek 
każdej czynności#

Trzecia tablica jest podobna do poprzedniej, różnica 
polega na tym, że podaje przegląd najwcześniejszych końców 
czynności#

Czwarta tablica jest to praktycznie biorąc inwentary­
zacyjny przegląd wszystkich czynności uporządkowanych według 
zdarzeń początkowych oraz zaznaczone są najwcześniejsze ro2>- 
poczęcia i iikończenia odpowiednich czynności*

Uporządkowanie poszczególnych tablic jest bardzo prak­
tyczne 1 przejrzyste# Można powieazieć, że program L06 jest 
najbardziej progresywnym programem dostępiiym w GSRS dla metor- 
dy PERT #
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Wjanap^ania czasowe

Jeżeli oznaczyiuy przez A liczbę czyaności projektu, 
to czasy /minuty/ poszczególnycłi części oraz głównego pro­
gramu ola?eślają w przybliżeniu następujące wzorys

Aa/ 805 ^ “ kontrola danych:

b/ 803 LOS B - główny program części 1
12 A1, wczytywanie danych: 

2* opracowanie:
4000 - A 

A
200

c/ 805 LOS C - główny program, część 2
1^ opracowanie przed dziurkowaniem tablicy 1

x/ A ^A^2. dziurkowanie ' tablicy 1 : ^  + "gSOTJCT"

3* opracowanie^^ w czasie pomiędzy diurkowa-
niem tablicy 1 i tablicy 2: 2,3* v r

3?/ A ^  A^4* dziurkowaD.ie ' tablicy 2:

5, opracowanie^^^'^ pomiędzy dziurkowaniem tab-
Alicy 2 i tablicy 5s

A ^A^6 o dziurkowanie^ tablicy 3i

/7® dziurkowanie*' tablicy 4: A/42 +

x/ Zachodzi O ^ A ^ I *  Wartość ^  , która Jest zwykle mała, 
zależy od złożoności grafu siatkowego oraz od porządku 
odczytywanych danych« . ,

X2c/ Czas ten musimy dołączyć do obliczeń czasu, jeżeli mamy 
dziirckować tablicę 2,3 lub 4«

xxx/ Czas ten musimy dołączyć do obliczeń, jeżeli mamy dziur­
kować tablicę 3 lub 4«
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LGP 30VKni»iwi«eBłe*ir-’- '"■lii 1

A*, Pi*c " ';ia dla meuw^y CPM

Pro¿rbliny dla metody CIM opracowaae przea Instytut dla 
spraw typizacji w Pradze i Centrum Obliczeniowe Instytutu 
Ekonomiki i Organizacji Budownictwa w Bratysławie są dostęp^ 
ne w przytoczonym centrum obliczeniowym.

Ich zastosowanie w praktyce jest możliwe tylko na pod­
stawie szczegółowych informacji pracomików centrum oblicze­
niowego Instytutu Ekonomiki i Organizacji Budownictwa w Bra­
tysławie,

B, Program dla metody PERT

Program dla rozwiązywania zadań za pomocą metody 
PEET LGP-50 jest to program standartowy opracowany przez 
prodecunta maszyny.

Dane wejściowe spełniają następujące ograniczeniąg 
a/ liczba zdarzeń powinna znajdować się w przedziale od 1 do 

511,
b/ liczba czynności nie może przewyższać 2048, 
c/ dane czasowe /dla jąlciejkolwiek obranej jednostki czasu/ 

poszczególnych czynności nie powinny przekraczać 127 ty­
godni i miarodajne odchylenie czasu nie może być 'Większe 
niż 31,

d/ liczba czynności kończących w jednym zdarzeniu lub roz­
poczynających się w nim może maicsymalnie równać *się 63, 

e/ wartość najwcześniejszego zakończenia powinna być mniej-* 
sza lub równa 1023 jednostkom.
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Czas olDliczania jest proporcjonalny do ilości czynno­
ści# 800 czynności zostanie obliczone w ciągu 85 minut, 
dziurkowanie wyników w ciągu 65 minut, wprowadzenie programu 
i wyprowadzenie danych 55 minut*

I 2.6.1.5. ZIJSE _22

Dla tej maszyny matematycznej jest dzisiaj do dyspo­

zycji tylK:o program metody CPM.
Program operuje wartościami całkowitymi. Maksymalna

liczba czynności wynosi 800, maksymalny czas trwania 9999
%li,jednostek czasowych /dowolnych/ i nazwy poszczególnych czyn-
'-iIfności mogą zawierać najwyżej 35 znaków.

Druliowanie wyników jest zredagowane jak następuje: 
a/ nagłówek tablicy /CPM, nazwa zadania, data, właściwy na­

główek dla oznaczenia następnie drukowanych danych/, 
b/ kolejny druk /w jednym wierszu/

— numer zdarzenia początkowego czynności /i/
— numer zdarzenia końcowego czynności /j/
— czas trwania czynności /y/
— nazwa czynności
— termin najwcześniejszego początku czynności
— termin najwcześniejszego ukończenia czynności
— termin najpóźniejszego początku czynności
— termin najpóznie jszego iikończenia czyimości
— zapas całkowity
— zapas wolny
— zapas zależny
— zapas niezależny

oznaczenie czynności leżącej na ścieżce krytycznej.
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c/ drulcowanie projektu bieżącej doby i drukowanie danych 
pomocniczych /jak w punkcie b/#

2*6.1.4* SIRIUS

Dla maszyny SIRIUS został opracowany przez firmę 
FERRARTI program metody CPM*

Dla programu wymagany jest zapis diagramu sieciowego 
w szczególnej postaci, przydatnej do formularzy wyjściowych# 
Wszystkie czynności drukuje się potem w- tej kolejności, w 
której wstępowały do zadania, drulcowanie zawiera również naj­
wcześniejszy i najpóźniejszy początek i koniec każdej czyn­
ności oraz zapasyt całkowity, wolny i niezależny#

Program standartowy SIRIUS można zastosować do projek­
tów zawierających 1000 zdarzeń /węzłów/ i 1400’ czynności, 
można go jednalc dostosować do projektów zawierających 2000 
zdarzeń i 2800 czynności# Maksymalne trwanie czynności nie 
może przewyższać 9999 jednostek czasowych# Fażdą czynność 
można opisać za pomocą najwyżej 25 znalców /bitów/#

2.6.1#5. Tabelator I 320

Ze względu na różnicę między maszynami i tabelatorem 
opiszemy szczegółowo obliczanie za pomocą tabelatora Q) 520# 

Dla obliczenia ścieżek kryi;ycznych za pomocą I 520 
trzeba przygotować trzy rodzaje kart# Wychodzimy z sieci 
powiązań, która przedstawia wszystkie czynności oraz powią­
zania pomiędzy nimi#

Pierwszy zespół kart tworzą karty podstawowe, na któ­
re zostanie wydziurkowany

a/ numer zdarzenia początkowego czynności
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b/ numer zdarzenia l^ońcowego czynności 
c/ czas trwania czynności
d/ wartości ^¿j /trwania/ przesyłane do rejestru;

potrzebne do obliczania maicsimum i minimum 
e/ tekstj który jest komentarzem odpowiedniej czynności# 

Drugim zespołem kart są karty programowe, na które 
zostanie wydziurkowanys 

a/ numer obydwu zdarzeii 
b/ numer karty programowej
c/ dziurkowanie, które kieruje czynnością rejestrów

przy porównywaniu wartości i dziurkowaniu sumarycznych 
kart®
Jednej karcie podstawowej może odpowiadać.kilka kart 

programowych®
Trzeci zespół kart tworzą karty sumaryczne, które są 

rezulta^tem przekształcenia kart podstawowych i programowych® 
Karty sumaryczne dziurkuje się w dwóch fazach;

1* przy obliczaniu rainimum dziurkuje się 
«» numery obydwu zdarzeń 

wartość y^^ /trwanie/
— wartość początkową i końcową minimum
- teksuy«

2® przy obliczaniu maksimum dziurkuje się początkową 
i końcową wartość ma].csymćilną.
Karty podstawowe tablicuje się dwa razy, za każdym ra­

zem inaczej uporządłiowane® Obliczenie różnic pomiędzy m.inxmum 
i maicsimum /ścieżkę kr;^^yczną/ przeprowadza się dopiero przy 
tablicowaniu kart sumarycznych, kiedy mamy do dyspozycji 
tablicę wszystkich wartości oraz opis wszystkich tekstów®
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Procedura k lasyfikacji i  tablicowania

Rys.I

Karty uporządkujemy w następujący sposóbt 

1• karty podstawowe

2# karty prograjnowe 1* dla oT^liczenia minimum

3. karty programowe 2« dla obliczenia minimum

4* karty programowe 3* dla „obliczenia minimum*

Porządkujemy według numerów zdarzeń.

Tablicujemy z włączonym wyłącznikiem V 1, V 4, V 9 -  T 14 

oraz z sumatorowym dziurkaczem.

Po tablicowaniu uporządkujemy karty programowe dla oblicza­

nia minimum.
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Eys. II

Do kart podstawowycli^dołączaiiiy karty programowe dla maksi- 
miim oreiz uporządkujemy następująco:
1 karty podstawowe
2« karty programowe dXa maksimum
5. karty programowe 2« dla maksimum
4. karty programowe maksimum
Porządkujemy następująco
Tablicujemy z  włączonym V  1, V  4 ,  V 7» V 9 - V 14; 
sumatorowy dziurkacz dodziurkowaó do kart sumaryęznyob»
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~ K a rFu
sum.

T e ,h s Ł.

Sum.

Haniu
teh s t . E ys. I I I

Zesiau.
hońcouŁ

K arty  sumaryczne i  tekstowe ułożymy w ten ąposóls, że układ je s t1 . tekstowy2 . sumaryczny oraz uporządkowany według numerów zdarzeń. Tablicujem y z włączonym V A -  uzyskujemy końcowe zestaw ienie.Ograniczenia i  czas wykonania trzeba u s ta lić  d la  każde­go projektu od d zieln ie .
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2«6«2* Lokalizacja maszyn matematyczaych w CSRS^ na których
można opracowywać metody CPM i PERT /stan na 1«1>65r»/

A/ NATIONAL 805 B

Adres centrum obliczeniowego ITazwisko odpo­
wiedzialnego pra­
cownika

Telefon
Uwagi

1, Vyzkumne v^oStove stredisko tow* Sloup 
KSOT; ITarodni trida 19» H)3
Pr akia 1 inż. Vseticka

2# Óeskoslo^ensl^ statni ener- inż* Kolarik 
geticky dispecink; Jungma- inż. Sip 
nova 299 Praha 1

3* Vyzkumny ustav technickoe- inż. Błaha 
konomicky chemickeho pru- Blazek 
myslui Stepanska^ Praha 1 inż. Kluson

A* Y^ocetni stredisko SLOVUAPT inż. Horvath 
Bratysława; 71cie Hrdlc,
Bratysława

B. LGP 50
Adres centrum obliczeniowego

234656

247645

244641

Nazwisko odpowie- Telefon
dzialnego pracow- xJwaginxka

1* Centrum numericke matema- 
tiky UKj Malostranské, 
naiaesti 25| î1?aha 1

Pokorna CSC 
71 ach

2* Ustredna mechanicke eviden- dr Holy 
ce| ITekazanka 5i Pï^aha 1

c m  nie 
przeprowadza 
obliczeń 
dla organi*^ 
zacji gosp. 
532 132--8

225 1168



5« Vypoctowe stredisko UEOS 
Bratysława

-  220 -  
Vlcek

4# Yycliodoslovenske zelezarny, prom.mat*
Koszyce Kovicky

^  V  ■ P5. Laborator pocitacich stroju Novak 
VVr, Trida obráncu Miru 21,
Brno

25 501-5 
25 601-5

ZUSE 23

Adres centrum obliczeniowego Nazwisko
pracownika

Telefon
Uwagi

1* V;^ccetni stredisko n.p.CKD, inź. Malir 
U Kolbenky 159» Rpaha - 
Vysocany

2. SOED - vypocetni stredisko Brandéis
Ostrawa I

86, wewn* 
2047

5* Statni yyzkumny ustaw
tepelne tecbniky; Husova 8 
Praha 1

inż. Osvald 247751-5

D. SIRIUS

Adres centrum obliczeniowego Nazwisko
pracownika

Telefon
Uwagi

1. Vyzkumny ústav hutnictvi 
a zeleza, Konradova 14, 
Praha - Vysocany

prom^mat,
Blazek
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2.6.3. Przegląd zagranicząych proCTamów

Dla możliwości porównania w gaiciej skali stosuje się 
metody CPM i PERT w państwacii zachodnich, przytoczymy spis
najhardziej znanych programów.

(r Program dla maszyny

1. BDEEOUHGS 220

2. BIBEOUHGS 220

5. CONTROI. DATA 6-15
|i
I
4* COOTROL DATA 6-20
I

5, COOTROL DATA 6-20

[6. COOTROL DATA 1604

7 . GE-225

Metoda Ograniczenia U w a g i

PERT 500 czynności 
500 zdarzeń

CPM 400 czynności Data kalendarzo­
wa, do wo 1 ne n ijune- 
rowanie czynności

CPM
PERT

865 czynności 
431 czynności

Bez dat kalenda­
rzowych oraz nu­
merowych opisów

PERT I 150-2000 
czynności

PERT II 150-2000 
czynności

PERT

PERT
CPM

3000 czynności

21000 czyn. 
1000 zdajczeń

Dowolne nizmero— 
wanie zdarzeń; 
optymalizacja 
nakładów nazywa 

się: ’»CRITICAL 
PATH MOTHOD PRGR»» 
i »’PROJECT MONI­
TOR AND CONTROL 
METHOD /PROMOCOM/I

HONEYWELL 400 
lub 1400

HONEYWELL 800 
lub 1800

:iO. IBM-650

PERT

PERT

CPM

1400-3000
czynności

nieo^aniczona Obliczanie zapa- 
ilośc sów wewnętrznych

planowanych da­
nych

999 zdarzeń Nazwa "LESS**; 
optymalizacja 
nakładów
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Numer Program dla naszyny Metoda Ograniczenia

11* IMB-650 lub n620

12 • IBM-704 lub 7090

CPM

CPM

999 zdarzeń

U w a g i

Do ”LESS« dołą^ 
czono planowanî ! 
sił roboczych we 
dług 10 kategori

Optymalizacjanakładów

13* IBM-1401 PERT nieograni- 
czenie Kilka programów ̂ 

dla sprawdzenia danych wejścio-» 
wych przez zastc 
dowanie APL/JHO 
wersji NASA 

programut 
dla IBM 70901'

14. IBM-1401 CPM 985-2125zdarzeń

15# IBM-1410 CPM 1000 zdarzeń 
5397 zdarzeń 
i czynności

CPM posiadająca 
niektóre cechy 
metody PERT? 
prawdopodobień­
stwo i planowane 
dane

16. IBM-1620 PERT
CPM

999 zdarzeń z optymalizacją 
nakładów

1 7 . LBM-1620 CPM Przypadkowe nu­
merowanie zda- 1 
rżeń i kolejność} czynności

18. IBM-1620 PERT

19. IBM-770 i 1401 PERT Komoanac ĵ â brlei 
tacji czynności 
i zdarzeń ■

20, IBM-7090 PERT 15500 zdarzeń

21, IBM 7090 PERT III 12000
czynność! w 
szczegółowej

PERT " operująca 
z czynnościami 
lub zdarzenia­

sieci mi; graficzne ; 
wyjście; nazwa 
PERT III
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Turner Program dla maszyny Metoda Ograniczenia U w a g i

22. IBM-7090 PERT 5120 czynności PERT połączona 
w szczegółowej z kontrolą na— 
sieci kładów; zagęsz­

czenie sieci; 
ęraficzne wyj­
ście; kilka po­
ziomów sumy na­
kładów

23. IBM-7090 CPM 8000 czynności CPM połączona zrozplanowaniem 
sił roboczych.
/99 branż/ do sieci; maksymal­
nie 6 branż na 
jedną czynność

F 2 ^ . IBM 7090/9  ̂C-»E-I-E

iii

CPM 700 czynności RTazwa **RAL'IPS**; 
rozplanowywuje 
ograniczone źró­
dła wśród konku­
rujących czyinio— 
ści; 700 czyimo—
ści do 5 projek*^ tów i 20 źródeł

25. IBM 7090/9^ 1000 czynności Nazwa **NAP*’ /Net'work Automated 
Printing/

26. IBM 7090/94 PERT 7500
czynności

PERT z optym^i- 
zacją nakładów i 
kontrolą. 77po­
ziomów. sum;>’̂f Nazwa PERT/COST.

27. IBM 7090/94 PERT 7168 czynności PERT, tylko jed­
na czasowa ocena; 
sumowanie według 
MILES AOiTES; 
nazwa NA.SA PEET 
B

28.  ̂IBM 7090 PERT 4000 czynności Wyjście graficz 
w szczegółowej ne drukowanie
sieci 
125 podrzęd­
nych sieci 
lub 50000 
czynności

s i ec i.Nazwa: "DOUGLAS“ 
PERT IltAHK I\r 
SYSTEM".
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5. DODATKI IiaTEMATICZNE

3,1, Wprowadzenie do teorii CTafów

Dla ilustracji pojęcia grafu /wykresu/ rozpatrzymy 
teraz kilka przykładów. '

Przykład 1.
Rozważmy mechanizm, który może znajdować się w skoń­

czonej ilości stanów, np# pięć stanów A, B, C, D, E. Przy
\

tym działanie mechanizmu polega na tym, że podczas jednej 
fazy może przechodzić z jednego stanu w driogi. Załóżmy, że 
podczas jednej fazy roboczej przechodzi z jednego'stanu do 
drugiego według następujących.zasad;

Ze stanu A można podczas jednej fazy przejść do sta­
nu B,

z B do C 
z C do D 
z D do E 
z E do A.

Określamy przekształcenie przejścia od jednego stanu 
do drugiego następująco;

Ta  = B Tc = D
/’B = C A) = E

rs = A
Daną sytuację można przedstawić graficznie za pomocą 

rysuiikiu /rys. 84/:
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Rys. 84
Poszczególnym stanom mechanizmu przyporządkowujemy 

punkty na płaszczyźnie.
Jeżeli /x = y, gdzie x,y oznaczają ogólnie stany 

mechanizmu, rysujemy krzywą zorientowaną, która łączy punkt 
przyporządkowany stanowi x z punktem przyporządkowanym stano^ 
wi y.

-o

rys. 85
Przykład 2. /uogólnienie prz^isiładu 1/
Rozważmy znów mechanizm, który może znajdować się w 

stanach A,B,C,D,E. Niech zachodzi;
1 . ze stanu A przechodzi do stanu B z prawdopodobień­

stwem 1/2 i do C również z prawdopodobieństwem 1/2«
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2* ze stanu B do A z pravjdopodobieństwem 1/2 i pozo­
staje w stanie B z prawdopodobieństwem 1/2*

3* z C do D z prawdopodobieristwem 1/4 i do E z praw­
dopodobieństwem 1/2 oraz pozostaje w stanie C z prawdopodo­
bieństwem 1/4*

4* z D do A z prawdopodobieństwem 1/3, do B z praw­
dopodobieństwem 1/3 oraz z prawdopowobieństwem 1/3 pozostaje 
w D •

5. z e  stanu E mechanizm przechodzi do stanów A,B,C,I) 
z prawdopodobieństwami równymi 1/4.

Oznaczmy przez p  przekształcenie następujące:
P  przyporządkuje każdemu stanowi x zbiór wszystkich sta­

nów y, dla których zachodzi: ze stanu x można przejść podczas 
jednego taktu do stanu y z prawdopodobieństwem różnym od zera, 
Związek ten będziemy zapisywać następująco: y £ /\. /^x
jest zbiorem wszystkich elementów y, dla których zachodzi 
y 6 /"x*

Jeżeli elementy tego zbioru oznaczymy y^# 
wtedy można napisać

A*x = ŷ >̂ y2 >***>yic

w naszym przypadku przekształcenie H jest określone 
następująco:

/̂ A = I B,c|
T b = I a ,b | • ■
Tc = { c, D, e}
p a  = { A, b , d ]

= { A, B, C, d }



- 228 -

Widzimy, że w przykładzie 2 przekształcenie jest wie­
loznaczne, przekształcenie w przykładzie 1 było jednoznaczne* 

Przekształcenie zbioru |^A,B,C,D,e | w siebie możemy 
znów przedstawić za pomocą następującego schematu:

rys* 86

* Przykład 3 /Proces łańcuchowy/
Proces łańcuchowy można opisać za pomocą zbiorów czyn­

ności i etapów* ITiech A,B,C,D,E są etapami oraz mamy zbiór 
czynności a,b,c,d,e,f,g* »

Jeżeli X, Y są dwoma etapami i x czynnością, będziemy 
mówić, że X jest etapem początkowym czynności jeżeli czyn­
ność X może rozpocząć się tylko w etapie X oraz będziemy mó­
wić, że Y jest etapem końcowym czynności x, jeżeli bezpośred­
nio przez realizację etapu Y trzeba wykonać czynność x.

Jeżeli X jest etapem początkowym i Y etapem końcowym 
czynności x, wtedy używamy zapisu x = /X* Y/*

Niech w naszym przypadku: 
a = (̂ A.b ) 0 = (b ,e )
b = (a , c)  f  = (d ,b )c = (b , c) S = (c,B^
d = fB,D)
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Sytuację tę można przedstawić w sposób następujący 

/rys. 87/

rys. 87

Przykład ^ /sieć wodna/
Załóżmy, że mamy sieć wodną przedstawioną za pomocą planu 
/rys. 88/s
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a iQ

e

rys* 88
Strzałki i liczby w poszczególnych gałęziach określa­

ją kierunki i szybkość /w hl/min./ przepływu wody» /W gałę­
zi oznaczonej liczbą 0 mogliśmy również narysować strzałkę 
w odwrotnym kierunku/*

Poszczególne gałęzie rozchodzą się albo zbiegają sięs 
Oznaczymy rozgałęzienia i spływy przez a,b,c,d,ejf 

/zobacz rysunek/ oraz wprowadzimy oznaczenia dla poszczegól­
nych gałęzii

a = d = (b,d) g « (d,e)
b = ®
c = (b,c) f = (c,e^

Np. zapis a = ozi^acza, źe gałąź a wychodzi z a
i wchodzi do b, Tablica określa związki pomiędzy poszczegól­
nymi gałęziami i węzłami sieci wodnej. Przy tym nie zwracamy 
uwagi na takie problemy, jaki jest kształt poszczególnych
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gałęzi, charakter brzegów itd«
Sytuację można zilustrować za pomocą następującego pla­

nu /rys. 89/.

a

f

e

rys. 89
Przechodzimy następnie do ogólnej definicji CTafu. 

Graf jest to uporządkowana, para P  , gdzie X jest zbio­
rem skończonym i P  -Drzekształcenie /na ogół wieloznaczne/ 
zbioru X w siebie© r

X Xi
Elementy zbioru X nazywamy węzłami.. Widzimy bezpośred­

nio, że przykłady 1 1 2  przedstawiają grafy.
Żeby móc stwierdzić, że również przykłady 5 i ^ można 

uważać za p e w n e grafy, podamy następnie inną definicję graJ!u 
równoważną z poprzednią. W tym celu wprowadzimy pojęcie
1 uku; łuk jest to uporsądlcowana para węzłów u
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Węzeł X nazywamy węzłem początkowym łtiku u, węzeł y 
nazywamy węzłem końcowym łuku u«

Równoważna definicna CTai^u:
Grafem nazywamy uporządkowaną parę zbiorów (^t^) 9 

gdzie X jest zbiorem węzłów i U jest zbiorem łuków. 
Twierdzenie 1; Wyżej podane definicje grafów są równoważne# 
Dowód# Przekształceniu H  można wzajemnie jednoznacznie przy­
porządkować zbiór U następująco: j C  T X/y jest obrazem x 
przy przekształceniu /wtedy i tylko wtedy, gdy ( x , y ) e u .

Graf będziemy oznaczać za pomocą dużej litery G# Za­
pis G = ^X, rj lub G = (^>^) oznacza graf określony zbio­
rom węzłów X i przekształceniem P  ewentualnie zbiorem łu- 
łów U#

Przytoczoną definicję objaśnimy na przykładach: 
Skonstruujemy zbiór U dla przykładu 1

u =   ̂ (a ,b ) , (b ,c ) , (c ,d ) , (d ,e ) , (_b ,a )
^Skonstruujemy następnie przekształcenie P  dla przy­

kładu 4
P  a = b,c| P c  = i d,e | Pe = | f |
P b = j ^ c , d |  P d s l e ę f j  P f = | 0 |

Symbol 0 oznacza zbiór pusty#
Definicja# Funkcję ^  , która przyporządkowuje każdemu łu­
kowi u =: ^ 2C,y j grafu G liczbę rzeczywistą f  (u) =  f ( x , j )

nazywamy określeniem łukowym grafui
Definicja# Graf z określeniem łukowym grafu nazywamy grafem 
łukowo określonym#
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W przykładzie 4 mamy graf, który wyznacza związki mię­
dzy poszczególnymi gałęziami i węzłami sieci wodnej. W nie­
których zadaniach ważna jest znajomość szybkości przepływu 
w poszczególnych gałęziach. Graf łukowo określony otrzymamy 
w ten sposób, że wprowadzimy funkcję ’ j  , która każdemu łu­
kowi przyporządkowuje odpowiadającą jej szybkość przepływu! 

f (a,b) = 5  f  f  (d.e) = 0
( a , c ) = 5  f (c.<ł) = = 8

f ^ , o )  = 1  f(c,e) = 2  f^.f) = 2
Graf łukowo określony przedstawiamy graficznie w ten 

sposób, że do każdego łuku dopisujemy wartość funkcji | Tuj • 
Dla przykładu 4 otrzymamy więc /rys, 90/i

a f

rys, 90
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Oczywiście j że każdemu łukowi grafu można przyporząd­
kować kilka wartości®

Wprowadzimy następnie kilka pojęć z teorii grafów® 
Łańcuchem grafu nazywamy ciąg łuków z U
l^u^j postaci VL^ = 5 i = 1,2,®®®,k®
nazyv7amy węzłem , początkowym łańcucha, węzłem końco­

wym łańcucha®
Łańcuch, dla którego ^i ^ J ^  nazywamy^

ścieżka /drogą/;, ścieżka jest więc szczególnym przypadkiem 
łańcucha każdy węzeł występuje tylko raz/®
Jeżeli | jest ścieżką, u^ a (̂ î-1* ^i) »
wtedy ciąg łuków | u^,®®®, u^, nazyviamy pętlą®,
Łuk jest również pętlą®

Dla ilustracji wprowadzonych pojęć przytoczymy przy-
kładys

Ciąg łuków | ( s ,d ) , , (b ,b ) , (b ,a ] ,
z przykładu 2 jest łańcuchem, ale nie jest ścieżką®

Ciągi łuków ^
nie są łańcuchami®

Ciąg łuków ® (2},b ) , (b ,a ] , (a ,c ) , (̂ C,b )j
jest okręgiem®

Liczbę łuków łańcucha nazywamy długością łańcucha®

3®1«1* Sieci ̂  ̂ i t  lir III

Graf G nazywamy acyklicznym® jeżeli nie zawiera żadnej
pętli®

Ho2viażmy graf G = (̂ X, P ] , w którym zostały wybrane
dwa węzły z ji zj (xq nazywamy więzłem we.iśclowym»



- 235 -

z — węzłem wy.iściowT^/» Załóżmy, że zachodzi:
1/ G jest acykliczny
2/ dla każdego węzła x €. X- istnieje co najmniej jedna ścież­

ka o początku i końcu z przechodzące przez węzeł x .  

Graf* spełniający te założenia nazy\’?ainy siecią« Każdy 
węzeł 9̂ X z nazywamy węzłem wemętrznym sieci«

Jeżeli w przykładzie 4 za wybierzemy a, za z wy­
bierzemy f, graf będzie oczywiście siecią«

Przy każdym innym wyborze tych dwu węzłó’w graf nie bę­
dzie siecią« /Wykażemy później ogólnie, że węzły wejściowy i 
wyjścio\7y są określone jednoznacznie/« Tak samo graf z przy­
kładu 3 będzie siecią przy \7yb0rze A za węzeł wejściowy i E 
za węzeł wyjściowy« Grafy z przykładów 1 i 2 nie mogą być 
sieciami, ponieważ zav/ierają okręgi«

Wróćmy teraz do przekształcenia P  z  definicji grafu« 
Wprowadzimy pojęcie przekształcenia odwrotnego P  do prze­
kształcenia r  następująco:
X €» r y, jeżeli y e Px dla dowolnej pary węzłów x,y £ X« 

Schemat wygląda następująco /rys* 9 ^ / t

I I tj

rys« 91



Przekształcenie P  konstruujemy w przykładzie 5 na­
stępująco?

r A =  0 r  c  = ( a ,b ; r  e  = | b ,c ,d |
r'B = { a } r*D = { b }

Twierdzenie 2 /charakterystyka węzłów sieci/.
Niech G - sieć, - węzeł wejściowy, z - węzeł 

wyjściowy, x - węzeł wemętrzny sieci.
Wtedy r x Q = / ^ z =  0 , r x /

-f
5 , T x  0 .

Dowód jest oczyvjisty.
Wniosek z twierdzenia 2. Węzły wejściowy i wyjściowy są 
określone jednoznacznie.

3.1.2. Zadanie optymalizacji potoku w sieci
Wychodzimy z przykładu 4. Żeby bardziej zbliżyć się do 

rzeczywistości, trzeba wziąć pod uwagę, ż e  szybkość przepływu 
w poszczególnych gałęziach jest ograniczona. W naszym przy­
padku ograniczenie szybkości przepływu w poszczególnych ga­
łęziach wyrażają wartości /hl/min/s

[a,B] = 6  f  (b,dj = 5  (d,e) = 2
^  ^,c) = 1 0  (f(c,d) = 5  = 9
Ąh,c), = 2  f  ( c , o ) = 4  ^  ( e , £ ) = 5

«Przy podanej szybkości przepływu n przykładzie 4 ogra­
niczenia są yjystarczającó duże, żeby zapobiec v?ylewowi. Cał­
kowita objętość przepływającej wody wynosi 10 hl/min.

Chcemy wyznaczyć malcsymalny przepływ wody, przy którym 
nie dojdzie do wylewu.

Dane zadanie sformułujemy ogólnie dla sieci z ograni­
czeniami.
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Definicja. Siecią z ogcaniczeniami nazywamy uporządkowaną 
parę* sieć ^ X, /^ , 3Cq , z  j i funkc ję nieujemną ¡ f  określo­

ną w zbiorze łuków sieci ^  x,y , gdzie y £ /^x nazywamy 
przepustowością łuku (x»yj . W dalszym ciągu będziemy za­
miast "sieć z ograniczeniami" mówić "sieć".

Potokiem na sieci nazywamy funkcją nieujemną 
określoną w zbiorze łuków sieci (  7  £  spełniającą wa-

V

runkis

v r r Hije r x  ^

dla każdego węzła wewnętrznego sieci

2/f(x,y) s^|^(x,y) /potok dopuszczalny na łuku
jest ograniczony liczbą ^  { ^ 97]

Praca potoku ^ nazywamy liczbę ®
Zadanie? Znaleźć potok j  z  maksymalną pracą /potok

maksymalny/®
w przykładzie 4 mamy ^  ^a,bj = 5» ^  ~  ^

Praca potoku róvma się *(̂ â,bj + ^ ( a , c ^  = 40. Potok w przy­
kładzie 4 nie jest maksymalny.

Uogólnimy teraz pojęcie sieci i potoku na sieci. 
Definicja. Siecią nazywamy uporządkowaną trójkę 

|x, Xq , z| , gdzie X jest zbiorem skończonym, x^ / z, Xq £ X, 
z e, X. Elementy zbioru X będziemy nazywać węzłami,.
Siecią z ograniczeniami nazywamy czwórkę ^X,Xq ,z /, gdzie 
X q jest wejściem, z jest ytyjściem, X ^x ¡i Xq , x  z  j na­
zywamy węzłem wewnętrznym sieci, fxQ,XQ,z j jest siecią i 

y  funkcją rzeczywistą określoną w zbiorze par (^x,y j , przy 
czym () (x,xj = 0 dla każdego x.
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W dalszym ciągu będziemy zamiast sieć z ograniczeniami mówić 
sieć*

Określamy następnie pojęcie potoku w sieci#
Definicja» Potokiem w sieci nazywamy funkcję rzeczy­

wistą ^  ̂ x,y^ spełniającą następujące warunki:
'i“ f ( ^ t y )  + f(y»xj =0 ,  x £ X ,  y £ X

o dla X  i i  z  /’’potok całkowity” węzła

wewnętrznego równa się 0, węzeł wewnętrzny nie jest 
ani źródłem potoku, ani potoku nie zużywa/

dla X £ X, y £ X .
® W dalszym ciągu będziemy zakładać, że zawsze istnie­

je funkcja spełniająca warunki 1^, 2^, 5^ /potok dopusz­
czalny/»

Pokażemy, że dla każdej sieci /w sensie pierwszej 
definicji/ i X, T  z ,  f  1 f  J  laożna łatwo skonstruować
siec^X,XQ,z,  ̂ ^  j z ograniezeniem^fi potokiem ^ w  ten spo­
sób, że istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniość po­
między obydwoma sieciami oraz różnym potokiem t  na sieci 
pierwotnej odpowiadają różne potoki nowej sieci. Poka­
żemy więc, że nowy model sieci jest uogólnieniem modelu pier« 
wotnego.

Szeczywiście: jeżeli ^X,x^,z, r) jest siecią, 
określamy sieć w ogólniejszym sensie następująco:

21)lorem węzłów jest zbiór X, wejściem znów x^, wyj­
ściem z, funkcję ^  (x,yj określamy następująco:

^  (xjyJ dla y £ P X
0 dla y ^ r*x
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Jeżeli ^  jest potokiem określopym na sieci [ /J ( j " J

określamy potokpiastępująco;
r

P(2^»yj dla y£,/^x
f^ys3cj dla X 6/^y
0 w pozostałych przypadkach®

Objaśnimy powyższe na przykładzie 4 /zamiast f  pisze-
•\j

my ^  , zamiast ^  7 (j" i
Skonstruujemy funkcje ^ (x,yj i (x,yy .

■ e ! f II a i h I c j d r a i f.—. i ____ ______________ I______ l__I_______I
a j 0. 5 M O  0 I 0 0 I

0 0*2 15 i 0 OSI I I I t I i
mmm — mmmmi — m« iwłi»  cmbuw» !  ww m  , ̂ mpwwwc I o 1 o i o i 5 1 4 I 0 i

0 • ‘

j e i o t o l o i O lI_________ I___ I___________ I
| f [ o [ o y o ~ ] o | o  |0 |I  n » m n t « O T n B s tM flM « » M a a n n » « a M « - w « « a a - » <

Tabl® 1

I i a j h I c j d , e I Ł j
! „ • fT* c * c ! n > n * niai Oi 5 i 5 i  Oj 0 0  I

i d i O l  0 i 0 
x__.

I 5 f ° M ! ^ ! ° i ° I|iuii rwwiMniii » w a < a ł» w » « » ^ h < t» — 8 » a a w * » ^ i— — wuujî iil
|c i -5 i-i I o| 4 j 2 I o
id! o I -4 I -4 I 0 I o l s  I

(MfinrTMi  wA Mia fWir ■iiiM Trnr^ririiMTi “Tfrl Mil A im iwir iajiiuBl* imb ««111 «ao "w»* ii 0 i oi
0 ! -8 i-2 ! 0 I

Tabl® 2

Tablice określają funkcje ^^x^yj i 2̂c,yj następu­
jąco: wartość ^  ̂ x«yj znajduje się w polu określonym prze­
cięciem wiersza odpowiadającego x i kolumny odpowiadającej y« 

Następnie będziemy się zajmować ogólnymi własnościami 
potoku na sieci®

Niecłł A i B są dowolnymi zbiorami węzłów C  X, B C X ^  
Oznaczmy przez f (a ,jB)  ̂ oznacza cał-

KO wity potok ”przepłyv/ający ze zbioru A do zbioru B*’®
Jeżeli w przykładzie 4 jest A = | a 9Cjd| , B = |a,b,e 

wtedy f  (a ,b J = f  (a,a) + f  (ajh) + ^  (»,dj + f  (c,aj +
+ f  (c,b) + f  (c,e) -f f(d,a) +f(^d,b) + f ^ . e j  = “■ 3.
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Analogicznie określamy f  ̂ AjB) =XZ^(x,y) , tj«
y i \ ^(J \A,By jest **c alko wite ograniczenie potoku przy przepływie 
ze zbioru A do zbioru B”* W naszym przykładzie (a ,b } = 12* 
Widzimy, że zachodzi f (a ,b ) ^(]f^,B) •

Nierówność ta jest prawdziwa ogólnie* W następującym 
twierdzeniu podamy szereg prostych własności funkcji ^^A,sj

Twierdzenie 5» Niech A,B X* Wtedy zachodzi:
1° f  (a ,b ) + f(B,A}= 0, f(A,A) = 0.
2^ Jeżeli X jest węzłem wewnętrznym sieci, wtedy 

f  ( x , X  )  =  f  ( X , x )  =  0 .
Jeżeli A jest jakimś zbiorem węzłów wewnętrznych sie­

ci /tj. Xq ^  A, z A/, wtedy

f(A,x) = f(x,Aj = 0.
3°f(A,B) ^  |((ł ,b ) .
4^ Niech A,B,C są zbiorami węzłów, A n B = 0 /tj* zbiory

A i B nie mają elementu wspólnego/* Wtedy

f  ( a  u  B , c )  =  f  ( a , c )  +  f  ( b . c )
f  ( C , A U  b )  '  =  f  ( c , a )  +  f  ( c , b )

Jeżeli A C B C  X, to
f(s A,c) = .

Dowód pozostawiamy czytelnikowi* V/łasności 4^ i 5^ można 
przedstawić za pomocą rysunków:
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¡/’(fl/CJ

rys. 95

Twierdzenie posiada jasny sens fizyczny. Będziemy z 
kolei interesować się "objętością potoku przepłyvJającego 
przez sieć”. Wprowadzijny pojęcie przekroju sieci. Eezekrojem 
sieci nazywamy rozkład zbioru węzłów X na dwa zbiory E i S 

taki, że
r A S  = 0, B U S = : X , z C  S,

B nazywamy dolną częścią przekroju, S częścią górną przekro« 
ju* Zapis R A  s 5= 0 oznacza, że zbiory R i S nie mają
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elementu wspólnego i E U  S = Z oznacza, że ich sumą 3est 
cały zbiór X.

W przykładzie 4 przekrojem jest np. -|^a,b,c|, |d,e,f j 
¥a odwrót zbiory [”|a,b,c|, |c,e,f}) i ^{d,e,f,b,|,|a,c,d|j 
nie są przekrojem.
(Twierdzenie 4. Uiecłi ^  jest dowolnym’ potokiem na sieci. Wte­
dy wartość nie zależy od tego, który przekrój (r ,s )
w/ybierzemy.

Dowód. Mamy pokazać, że dla dowolnych przekrojów (r ,s ) 
i zachodzi ^  Załóżmy najpierw, że
zachodzi R C  r J S O  ST Pokażemy, że f^^Rj - f^R,s) =s 0. 
Rzeczywiście

f(R' ,S')  - flR.Sj  = f(Ru(R'-R),  S')-f[R,(s-S‘Ju5) 

=  f(R,S') f -f(R,S-S ■) -  f(R,S')= f(R'-R,Sj -

-  R , R ' - R J =  f ( R ‘ ~ R > S ' ) ^ f ( R ' - R y R )  =  f [ Q ' - R ^ R u s ' J ^

' - R ,X - ( R -R ) J  =  f(R'-R,X )-f[a'-R,R'-g).o

Polecamy czytelnilcowi narysować rysunek, W ogólnym 
przypadkiu wykażemy równość = *^^E,sj w ten sposób,
że spro7jadzimy to do poprzedniego, Niech ,fsi Sybędą
dwoma przekrojami, skonstruujemy nowy przekrój ^E^, na­
stępująco:

Bq = e H  e ; Sq = s u  s '
Wtedy oczywiście zachodzi

B ^ C  E. Eo ^  H'
S  D  S, Sq S',
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rys* 94
z poprzedniego zatem vvynika ^o)
Uwaga* Twierdzenie posiada jasny sens fizyczny* Wystarczy 
zauważyć^ że wartość podaje wartość potoku przepiy*"
wającego w sieci*
Definlc.ia. Wspólną wartość f (RjS) nazyviamy pracą potoku. 
Zadanie 1« Znaleźć potok z pracą maksymalną /potok maksymal­

ny/.
Definic.ia. Jeżeli (e ,s ) ;jest przekrojem, wtedy wartość 
(f ("EjS) nazyiiiamy przepustowością przekroju.
Zadanie 2* Znaleźć przekrój z minimalną przepustowością 
/przekrój mininialny/.
Zadania 1 i 2 nazywamy dualnymi*
Twierdzenie 5* Jeżeli ^  jest dowolnym potokiem na sieci 
i (^f^) dowolnym przekrojem sieci, wtedy zachodzi

Stąd wynika: Jeżeli dla pewnego potoku
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i przekroju ^R,sJ zachodzi =()f(E,sj , wtedy potok
jest maksymalny i przekrój (r ,s) - minimaliyr.

Omówimy nasrępnie pewien proces interacyjny. Potok 'P  

na sieci olcreśla graf zorientowany ^ ryj następująco: 
y  6 n ^ K  ,  l e - z e / i  Y J ^

Z tablicy od razu widać, że 
= r < f d . = |b,c,e,f|-

f l f ^

rcfc
a,c,dj-I r y e  = { c,f}

= I a>l3,d,ej r ^ f  = { d,e|
Określimy ciąg podzbiorów zbioru węzłów

V "o »• • •»
/V

Skonstruujemy w ten sposób skończony ciąg zbiorów
3o 3 ''J i %  ? gdzie k jest najmniejszą liczbą taką, że

zachodzi z ć Aĵ  lub ^k+i = ^  •

O
o

Q .
fli

rys, 95
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Skonstruujemy ciąg A^, A^ dla przykładu 4.

=  (r̂ b ̂  ę  cj ~  [ a , b , c }  =  { d , e }

- ( 0 , 4 c,£5',ć> } = { f i  .

Ogólnie mogą wystąpić dwa przypadki: 
a/w procesie interacyjnym został osiągnięty węzeł z, 
b/ węzeł z nie został osiągnięty.

W przypadku a/ pokażemy, że potok jeszcze nie jest 
maksymalny i pokażemy metodę jego powiększenia.

W przypadku b/ potok jest maksymalny Aoniec algo­
rytmu/#

Określamy ciąg węzłów 3Ĉ , X2f***f3C^__ — f
c
k

A, = Z . e C x,n A,
^ k - i  i k /c - f

€ r x
k-2 f k-l k-2 /2/

Ap £ f ^ ~ x ,  n  At(P

Każdy z b i ó r / I  A^^^ jest niepusty; z każdego zbioru 
wybieramy po jednym elemencie.
Definicja, ścieżką nienasyconą nazywamy ciąg węzłów sieci

^0  ̂ ^'1***** taki, że zachodzi
X ^ dla i ó i f i» X. ^  A X i - V  ^1
Wartość k = min x^^ -
wskaźnikiem nienasyconości ścieżki Xq , x ^, •••• 3Ĉ  •
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ścieżka skonstruowana w /2/ jest ścieżką nienasyconą 
prowadzącą od x do z. Jest oczywiste, że takich ścieżek 
może istnieć kilka.

Skonstruujemy ścieżkę nienasyconą w przykładzie 4,
^  ć . f o J  j  i r \ ^ d,e ̂  5
h e f r d  J n  A^ = { b,c} 5 = a.

Skonstruowaliśmy ściężkę nienasyconą a ,b ,d ,f, 

k = min [(f  (a ,b ) - f ( a , b j  , ()^(b,d} -f(b ,d j^  <f(d,fj -f (d ,;t j

= min r ■ 6-5, 5-4, 9-3 J = 1,

O^olxid.0* j f 0 0 0 ̂  ŚCX0Źlc^ m©Q3.*"
syconą od do z  i wskaźnikiem nienasyconeści jest'V
k, skonstruujemy funkcję ^

x,y) + k, jeżeli x  = 7 =

x,y) - k, jeżeli x = x^, y = x̂ _̂̂
f(x,y) W pozostałych przypadkach*

L
Jest oczywista^ źe j (x,y] jest również potokiem w sieci 

, przy czym praca toku j równa się ^(R,Sj =
= ^(SjSj + k,

W naszym przykładzie potok y określamy następują­

T(x,y)

co
f (a,b)= -^(b,a] = 5
ip^,d)= - f  (d,b) = 5

f(d,fj= -  f(f,d) = 9

s ^ ( ^ p j ) w© wszystkich pozostałych przypada
kach* Praca potoku powiększyła się o jednostkę^
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Nowy potok ^  określa /^ i graf ^ X, Powtarzamy
proces iteracyjny konstrukcji zbiorów W przypadku a/ kon­
struujemy następnie ścieżkę nienasyconą i ’’powiększamy** potok 
Można udowodnić /dowód pozostawiamy czytelnikowi/, że po skoń­
czonej liczbie kroków algorybmu dojdziemy do przypadku b/* 
Udowodnimy, że w tym przypadku potok jest maksymalny, koniec 
algorytmu#
Twierdzenie 6# Poł.óżmy R = U  A ^ U  .♦•#UAj^ w przypadku 
b/, tj# z ^ R #  Wtedy R jest zbiorem wszystkich węzłów x ^  X 
takich, że istnieje ścieżka nienasycona od do x#
Dowód jest oczywisty#
Twierdzenie 7# Niech A^, A^,#.., A^ jest ciągiem /1/, przy

O kk*c zym z ^  R =  A^^##<
Wtedy potok ^  jest maksymalny i przekrój (PfSj - mi­

nimalny#
Dowód# Na podstawie twierdzenia 5 wystarczy udowodnić, że 

f(R,s) ^R,sj ; gdyby bowiem ( ^ R , s ) k i , wtedy
istniałaby para węzłów > x 6  R, y C S taka,
że ^  (x,y) (x,yj # Wtedy z założenia x C ^
¿i  ̂ wynika, że y 6. R# To- jest jednak sprzeczne z

tym, ż e  j  C  S#
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Wyznaczymy potok maksymalny w sieci z przykładu 4#

-6 I

e
5,6 I 5,7,8 0

b I -5,
c j" -5,-7,-8 -1 I 0___ 4,5 I 2,4̂  0__

U_— ł- j -4,-5 I -4,-5 !
T —2 >'—4

___ 0 0,1___I ^ 9
0 , - 1  j o T2*^t5

-2,-4,-5 I 0

Tablica 5*

Suma ostatnicjb wartości pola w każdym wierszu i ko­
lumnie macierzy określa ’’całkowitą wartość potoku przepływa^- 
jącego z odpovgiedniego węzła sieci do pozostałych węzłów”# 

Sumy odpowiadające wewnętrznym wierszom lub kolumnom 
tablicy równają się 0# Dla wierszy lub kolvum brzegowych sumy 
równają się /w wartości bezwzględnej/ pracy potoku# Powiększo­
ne wartości potoku wpisujemy do poszczególnych pól tablicy 
zawsze na prawo od wartości starych#

Pierwszy krok w przykładzie 4 już został wykonany# 
Znaleźliśmy potok z większą pracą# Wynik wpiszemy teraz do 
tablicy# Wartości potoku dla tych łuków, dla których nie 
powstały żadne zmiany, pozostawiamy# Po pierwszym kroku pra­
ca potoku równa się 11#

Drugi krok: konstruujemy zbiory A^, ####«
Ao = (a}  A2 = {b,d,ej
,A^ = -[cj- A^ =
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iiastępnie konstruujemy » e C  ’{i = ■{«} <1A.

® ^ i  ®} ^
ać.ę '{c } n Aq .

Dla lepszego zrozumienia polecamy użyć gra±‘icznego 
przedstawienia sieci:
min ) - f  (a-»°) ♦ (T(®te) - (T(c,e) , j =2,
Do tablicy wpiszemy ’’powiększony^* potok*
Trzeci krok: a | •

= { o }  A, = {f;
*2 = { ‘■.dj

Konstruujemy ścieżkę nienasyconą a,c,d,e,f#
Wskaźnik nienasyconości równa się 1*
Do tablicy wpisujemy większy potok* Konstruujemy zbiory 
nienasyconych węzłów:
A f Aj = 0 I H =-^a,b,c|= {a} , = {c} , A2 =

S = I d,e,f T .
(r ,s ) jest przekrojem minimalnym. ( r , s )  jest sumą wartoś- 
ci ^(x ,y j dla węzłów x = a,b,c i y = d,c,±‘, tj* sumą
wartości prawych górnych pól tablicy 1.

f(R,s) = (T(h .s ) = 1^.
Twierdzenie 8»0mówiony algorytm skończy się po skończonej 
liczbie kroków*

3*1*3« Sieć z nieskończonymi opyaniczeniami*

Zastosujemy środki teorii sieci do sieci z nieskoń­
czonymi ograniczeniami* Siecią z nieskończonymi ograniczenia­
mi nazywamy sieć z ograniczeniem ^ » Iŝ tóre może przyj­
mować również wartość nieskończoną + *
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■ Działania na liczbach nieskończonych są określone ner* 

stępujące: a + c>o = + c o  + o o  = + o o  , min coj=s a,
min ^ + o o  f + co^ ~ -j. c o  ^

Potok w sieci z nieskończonymi ograniczeniami określa­
my również za pomocą własności 1,2,3; w szczególności ^ ̂ x,yj 
może przyjmować tylko wartości skończone.

Dla sieci z nieskończonymi ograniczeniami ważne są 
wszystkie wyniki poprzedniego paragrafu, za wyjątkiem tw. 8.

Dla sieci z nieskończonymi ograniczeniami zachodzi na­
stępujące:
Twierdzenie 9* Albo algorytm kończy się po skończonej liczbie 
kroków, albo w jednym kroku skonstruujemy ścieżkę nienasyconą 
od Xq do z, której odpowiada nieskończony wskaźnik nienasyco- 
ności. W pierwszym przypadku otrzymujemy potok maksymalny, 
w drugim przypadku istnieją potoki z dowolnie dużą pracą i 
każdy przekrój sieci posiada przepuszczalność + •

Ostatnie twierdzenie zilustrujemy na przykładzie.
Sieć na rys. 96 posiada potok maksymalny.

a

rys. 96
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/Pierwsze liczby odpowiadające lukom sieci określają ograni­
czenie od dołu, następne ograniczenie od góry i wreszcie 
ostatnie - potok maksymalny/.
Z drugiej strony, sieć przedstawiona na rys, 97 dopuszcza do­
wolnie duże potoki /potoki z dowolnie dużą pracą/.

■'■'¿i

o,-I

rys, 97

5,2; Podstawowejęojęęia_ąlgebry_iąnio|§j_|_§l|gbry_ę§ci|r2 ^

5,2,1. Wektory.
1/ Wektorami /w sensie algebraicznym/ nazywamy uporządkowane 

ciągi utworzone z n liczb, n-wymiarową przestrzenią wek­
torową nazywamy zbiór wszystkich ciągów utworzonych z n 
liczb. Liczby określające wektor nazywamy współrzędnymi
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wektora; wektor n—wymiarowy posiada n współrzędnych 
/mogą to być liczby dodatnie, ujemne lub zero/* Wektory 
oznaczamy w ten sposób, że ich współrzędne piszemy w 
określonej kolejności w kolumnach

a>,

a =:

J
lub w wierszach a^, •«•, 8^ j ^ zależności od
tego czy chodzi o wektor kolumnowy czy wierszowy*

2/ Wymiarem wektora nazywamy liczbę elementów ciągu, z któ­
rego został utworzony*

3/ Dwa wektory a = ^a^,, a2 »**., , b = }
równają się a = b, jeżeli odpowiednie współrzędne są 
jednakowe, tj* jeżeli âj = b̂ ,̂ a^ ~ *^2^**** ~ ^n*
Wektorem odwrotnym do a nazywamy wektor -a = ^-a^~a2 f#*»t

f • • • f ""8̂  ) ®
4/ Dodawać lub odejmować można tylko wektory, które mają jed- 

Hakowy wymiar s=:a+l)j s = a — b i  działania "be wyko­
nujemy w ten sposób, że dodajemy lub odejmujemy odpowia­
dające współrzędne obydwóch wektorów,

5/ Wektor można mnożyć przez liczbę /skalar/ w ten sposób, 
że przez liczbę mnożymy po kolei poszczególne współrzęd­
ne wektora

f^2,♦ • • f
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3*2*2. Macierze
1/ Macierz gest to zbiór liczb uporządkowazłych następująco:

ay|2 •••

®-2'l s -2 2 ••• ^ 2 x i

®m2 *••• ^mn
kolumny

A = n kolumn 

m wierszy

/Uwaga! Macierz nie jest liczbą, ale jest to uporządko­
wany zbiór liczb/# Powyższa macierz zawiera m wierszy 
i n kolumn, jest to więc macierz stopnia m,n#

2/ Wektor wierszowy n-wym# można uważać za macierz stopnia 
1,n i wektor kolumnowy m-wym# za macierz stopnia m,1#

5/ Ha ogół może zachodzić m / n; jeżeli m = n to macierz 
nazywamy macierzą kwadratową#

4/ Macierz zerowa jest to taka macierz, która zawiera tylko
zera.

5/ Macierz przekątna /diagonalna/ jest to taka macierz kwa- 
dratovia, dla której wszystkie elementy nie leżące na głów­
nej przekątnej równają się zeru#

0 • # # # 0
0 â «̂  # # • # 0

0 0 • # « • ®nm
6/ Macierz jednostkowa jest to taka macierz kwadratowa, w 

której wszystkie elementy leżące na głównej przekątnej 
równają się jedności i wszystkie pozostałe zeru# Zwykle 
oznaczamy ją przez E#
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1 0 0 • « • « 0
0 1 0 • • • • 0

0 0 0 • • • • 1
7/ Macierz trójkątna górna /dolna/ jest to taka macierz kwa-

ł

dratowa, w której wszystkie elementy leżące nad /pod/ 
główną przekątną równają się żaru#

A  =

'12

'22

• • * • 'ln

'2n

0 0 •••• a ^

8/ Podstawowe działania na macierzach: 
a/ Eównośó dwóch macierzy

Dwie macierze są sobie równe, jeżeli mają jednakową 
ilość elementów i odpowiadające elementy równają się, 
np* /porównać można zatem tylko macierze tego samego 
stopnia/

•̂ = [
® = [^ x d ]

powinno zachodzić a^^ = 
b/ Dodawanie i odejmowanie macierzy:

macierze dodajemy /odejmujemy/ w ten sposób, że doda­
jemy /odejmujemy/ odpowiadające elementy:

C = A  +  B C = B  +  A

Dodawać można tylko macierze tego samego stopnia 
A  =  ; B =  C =  [  J

®id = i  ^id
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A
3 3 -1 , -2 1 0 1 4 -1
0 -2 4 +B -2 4 7 = C -2 2 11
4 -3 0 6 4 3 10 1 3
nie macierzyr pr zez liczbę ~

B = k • A B =:
[ ^ ± i

mmI B = A , k b . . : • k
k je s t dowolną liczb ą . 

Przykład

2=

d/ B-inożenie macierzy

Twierdzenia o mnożeniu macierzy:

1* r.Inoźenie nie je s t przemienne:
/

A ® B B , A

2, Dwie macierze można mnożyć tylko wtedy, kiedy pierw­

sza macierz zawiera ty le  kolumn i l e  wierszy zawiera 

macierz druga

A , B = C

A , B (nr) = C (m )

3* Iloczynem dwóch macierzy je s t macierz określona nastę­

pująco: i - t y  element j - t e j  kolumny macierzy G równa 

się iloczynowi i-tego  wiersza laacierży A i  j - t e j  

kolumny macierzy B* Iloczyn wiersza i  kolumny równa 

się samie iloczynów elementów wiersza i  kolumny w te j 

kolejności, w k tórej znajdują się w macierzy
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Przykład

5 2 0
A = 4 5 1

f/ Odwrócenie macierzy»
Zasadnicze twierdzenia:
1. Definicja: Macierzą odwrotną do macierzy kwadratowej 

A nazywamy macierz A dla której zacłiodzi 
A , A“'’ = E; A“'’ . A = B

2» Iloczyn macierzy z macierzą odwrotną jest przemienny.
3 . Twierdzenie o istnieniu macierzy odwrotnej:

Jeżeli wyznacznik macierzy A jest różny od zera, to 
istnieje macierz odwrotna do macierzy A 
Jeżeli wyznacznik macierzy A równa się zeru, to ma­
cierz odwrotna A""̂  do macierzy A nie istnieje.

Przykład odwracania macierzy za pomocą metody Gaussa:
Żeby uzyskać macierz odwrotną A , postępujemy na** 

stępujące: Mamy macierz A i macierz jednostkową E. Obydwie 
macierze jednocześnie przekształcamy za pomocą przekształceń 
elementarnych w ten sposób, żeby otrzymać w końcu z macierzy 
A macierz jednostkową E* V/tedy macierz E przechodzi na ma*“ 
cierz odwrotną A”"̂. Przekształceniami elementarnymi nazywamy 
A/ zamianę dwóch wierszy /lub kolumn/ macierzy 
B/ mnożenie wiersza /lub kolumny/ macierzy przez liczbę 
0/ dodanie jednego wiersza do drugiego /lub jednej kolumny 

do drugiej/.
Odwracanie macierzy za pomocą metody Gaussa dopuszcza 

tylko jeden rodzaj przekształceń elementarnych — operujemy 
tylko z wierszami albo z kolumnami.
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Mamy macierz kwadratową As

i sz\ikamy dla niej macierzy odwrotnej#

3 -1 0
-2 1 1

2 -1 4

A

0

:|!r5r=:;

1/3
1 I 2/5 
 ̂ i -2/3

E I ’“ fI Przekształcę- } 
_|__nią_̂ elementjŝ,==_P===========_=

¡ 1 / 3  . ©
+ 2 0 !  

- 2 © i

I 0 !  o

o
o {

-1/5
-3/5

A -1

I
I 0 1/5 1/5 j

1 ^/5 -1/5
2 12/5 -3/5
0 1/5 1/5

A , A“'* = E

Macierz odwrotna do macierzy przekątnej jest rdwnieź 
macierzą przekątną> dla której wartości elementów na głów*- 
nej przekątnej są odwrotnośćiami elementów macierzy wyjścio­
wej#
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3.2.3« Sformułowanie zagadnienia proCTamowaaia liniowep:o

Za pomocą programowania liniowego rozwiązuje się za­
gadnienie znajdowania ekstremów /malcsimum lub minimtom/ fun- 
kcji liniowej wielu zmiennych przy dotrzymaniu warunków ogra­
niczających wyrażonych za pomocą równań lub nierówności li­
niowych«
Ze względu na to, że nierówności liniowe można prostym sposo­
bem przekształcić w równania liniowe o większej liczbie zmien­
nych można, przy założeniu, że mamy n zmiennych i m ogra­
niczeń, zagadnienie programowania liniowego sformułować na­
stępująco:

Znaleźć rozwiązanie likładu m równań liniowych o n 
niewiadomych: 

a.̂11
a21

'ml

•¥ a ^2 ^ 2 + . . . . =

+ ^22 ^2 . . . .  a 2j ^ =  ^2

^1 -f- % .2 X 2 •••• ® m D i

/?/

takie, żeby wszystkie 0 dla i = 1,2,«.«, m
oraz funkcja celu

i* — C/̂ 2Ĉ  + ^2^2 • "i" îx^n

/A/

/5/
osiągała maksimum lub minimum«
Inaczej:

Znaleźć maksimum /minimum/ funkcji celu /5/ w zbiorze 
wszystkich rozwiązań /3/ i /4/«
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Zapis macierzowy problemu PL: jeżeli oznaczymy przez

A =

/ • • • • ^ln

®-2-] ^22 * * • • ^2n
#

am1 % 2  • * * • ®mn

X =

— ““ 
^1

b^

« b = •
* •

•
m

L-

c = (_ĉ  °2****»®aJ

A X = "b 
X >  O 
F = c . X

Dla każdego zagadnienia programowania liniowego ist­
nieje zagadnienie dualne. Przy tym rozwiązanie jednego zagad- 
nienia wynika z rozwiązania zagadnienia drugiego, nie trzeba 
więc obydwa zagadnienia rozwiązywać oddzielnie*

Ogólne sformułowanie zagadnienia dualnegos 
Mamy zagadnienie pierwotne '

A.X = b  ̂ IX
[ " ] .x ^  o IF c c . X = max
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n
Zagadnienie dualne ma postaćs 

T • A c
G = Y • bi= min,

/Przy tzw, niesymetrycznym zagadnieniu dualnym nie wymagamy,
żeby zmienne były nieujemne/•

Związek między zagadnieniami pierwotnym i dualnym
ustalają następujące twierdzenias

Jeżeli jedno zagadnienie posiada skończone optymalne 
rozwiązanie, to również drugie zagadnienie posiada skończone 
optymalne rozwiązanie.

Wartości optymalne obu funkcji celu są jednakowe.
Jeżeli wartości funkcji celu jednego zagadnienia mogą 

nleograniczenie wzrastać, zagadnienie dualne nie posiada roz­
wiązania dopuszczalnego.

Najbardziej znaną metodą rozwiązywania zadań programo­
wania liniowego jest metoda simpleks. Zasada metody simpleks 
polega na tym, że wyznaczymy najpierw jedno rozwiązanie /roz­
wiązanie początkowe/, które kolejno przybliża się do rozwią­
zania optymalnego. To znaczy, że według ustalonych reguł prze- %
chodzimy kolejno do rozwiązania, któremu odpowiada korzyst­
niejsza wartość funkcji celu. Po pewnej skończonej liczbie 
kroków dojdziemy do rozwiązania optymalnego /o ile zagadnie­
nie posiada rozwiązanie/,

Lletody programowania liniowego używa się do optymali­
zacyjnych obliczeń modeli strukturalnych oraz można je zasto­
sować do obliczeń gi^afów sieciowych.
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_m at ematyc zne j

3*3*1# Definicna prawdopodobieństwa

Podamy ogólną definicję przestrzeni prawdopodobieństwa 
i zilustrujemy ją na przykładach, ] |
1/ Rozważmy zbiór zawierający dowolne elementy, Elemen-® 

ty zbioru nazywać będziemy zdarzeniami elementarnymi^^ 
Przykładl̂̂ lu III

Rzucamy kostka do gry, ścianki której ponumerowane są 
liczbami 1, 2,,,,, 6, Kładziemy 1,2,3, •.• ,6 •
Element GO = 3 oznacza zdarzenie elementarne: ’’przy rzucie 

otrzymaliśmy trójkę” . .
2/ Rozważmy system wszystkich podzbiorów zbioru , oznacza 

my go przez esp i? . W naszym przykładzie e x p  fi = { 2 . 
łj“ \ ••• 9 | 2 f j " ! • • • f

|i ,2,3,^,5,6] .
Zbiór e x p ę i zawiera 2^ = 64 elementów. 0 oznacza zbiór

ii
3/ Rozważmy podzbiór exp i? jest to więc jakiś
system podzbiorów ] , dla którego zachodzi:

Jeżeli A 6  ?   ̂ B  6  3 ^  ji wtedy również A U Bc5; Afl ,
2 — AćiJ'. ^

Jeżeli A^, o.., A^, ..., 9 w t e d y  A^U ........................^  ^

oraz A ^ n  n A ^ n . , . . .  £j^
Razywamy (O — ol g^br ̂r z Dior ów,.

^̂̂■■<11 iiy>i ■ li..
Jeżeli w rozpatryv/anej sytuacji położymy ^  - e^p 9 
vrbedy jost oczywiście ( §  — algebrą zbiorów. Np.
A = il,3 } . B = ('1,5.6} , A U B = (l,3,5,6}ee’.^ 9

A n e x p ^   ̂ Q  -  Ą  ^  ^ Z ^ i ^ 5 , s j t  e x p Q
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3,4 I* zbiór

Przypadek ciągu nieskończonego A>j, A^, «««, A^, 
zbiorów nie może nastąpić, gdyż exp il? ¿ e s t to zbiór 
skończony*
W naszym przykładzie możemy również określić inną S  - algę-

j 4 = { 0 ,  {1 ,2 } , ( 3 ,4 }, ( 5 ,5 } , ( 1 ,2 ,3,4 } ,
['1*2,5,ej, [3 ,4 ,5 ,6 1 , I 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,s}! .

składa się z 2-̂  = 8 elementów i jest pod-
algebrą J "  • Dowód ostatniego Paktu pozostawiamy czytelniko 
ilp* 0 £  Wraz ze zbiorami |l,2j' i
zawiera również ich sumę, iloczyn itd# W naszej interpreta­
cji wybór np. zbioru ,2,3,4|e oznacza zdarzenie: przy 
rzucie otrzjaaamy co najmniej jednej z liczb 1,2,3f4*

Elementy zbioru ^  nazywamy zdarzeniami*
Zdarzenie 0 nazywamy niemozliv^yin* zdarzenie pewnym*

4/ Rozważmy funkcję P (̂a ) określoną dla każdego A  C  3 " ,
która spełnia następujące warunki:

Dla każdego A G jest 0 ^  P (A^i^1 
2^ a./ jeżeli A , B G ^ o r a z  a O b = 0 , wtedy P (*A O  bJ s 

= p (a J -ł- P (b )
b/ jeżeli A^ ,A2 , •. • ,A^, ••• C.?oraz H  a  ̂ = 0 

dla każdego i j, wtedy P ^A^ U  A2 ^#.*J =
= P (a ^) ‘+ P (A2^+

3̂  ̂P (0 j = O
4^ P (i?) = 1
5^ Jeżeli A C B, to P (a J ̂  P C®)
6^ Jeżeli A/jJD A2 3 •• 

wtedy P ( a )  = lim P

wic

D Ł ^  D  ... oraz A = A^i^A2< •...
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Punkcję P naz3rwamy prawdopodobieństwem lub miarą praw«- 
dopodobieństwan Własność 2^ a/ nazywamy addytywnością praw­
dopodobieństwa, 2^ b/ jest uogólnieniem 2^ a/ w przypadku 
ciągów nieskończonych.
Własność 3^ oznacza: prawdopodobieństwo zdarzenia niemożliwe­
go jest ząrowe, 
o4 ,,,,, prawdopodobieństwo zdarzenia pewnego równa się jed­

ności.
Własności 5^ i 6^ można wyprowadzić z poprzednich własności. 
Własność 6^ nazywamy ciągłością miary,

W naszym przykładzie określamy prawdopodobieństwo ele­
mentów zoioru ^  = exp i? np, następująco:
Niech ¡a | oznacza liczbę elementów A; kładziemy

Czytelnik może łatwo sprawdzić, że tak określone prawdopodo­
bieństwo spełnia wszystkie alcsiomaty do 6^, Np, własność
2 a/s niech A = 11«3 B 2,5 wtedy A U  B =|l,2,3,5p
A n  B = 0 , P (a  U b ) = i r: I

p (a J= p  [b; = § -  = itd.
Podsumujemy teraz wszystkie wstępne rozważania i poda­

my definicję przestrzeń! prawdopodobieństwa.
Definicja 1«
— f -------- t im ii ii i in  i r i i i i i i w  !■! I i i i f i t n i n w i i iw a i i i T i i i T

Przestrzenią prawdopodobieństwa nazywamy trójkę^^-^ P}; 
gdzie i? jest zbiorem /przestrzenią/ zdarzeń elementarnychji, 

- algebrą zbiorów i? j i P miarą prawdopodobień­
stwa /prawdopodobieństwem/ na S "  ^

Elementy zbioru ^  nazywamy zdarzeniami elementąrnyiiiii 
elementy zbioru JA zdarzeniami.
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D e fin ic ja  2 ^
■IWllll» rniWl l1MII'»lllllll TM

Mói>’iray, że miara prawdopodobieństwa P określona w 
zbiorze 3 ^  jest zunełna  ̂ jeżeli z tego, ż e  A 6  3 ^oraz P {a}s=
= 0 ^;ynika, że dla każdego pod.zbioru B C  A jest również 
B ^ 5 zatem P (b )= 0 /z własności 5^/«

W nassijmi przykładzie z kostką do gry poviiyzsze je s t  

oczywiście spełnione, ponieważ zbiorem z prćiwaopodobieństwem 

zerowym je s t tylko zbiór pusty*

Przyboczymy jeszcze jeden przykład 
5 ? =  1 ^ x 1  exp i? =: I A : A j'
S? oest to przedział exp i? jest zbiorem wszyst­
kich podzbiorów i?, . Połóżmy 3 ^ = e^p ic i następnie okreś-
1 â ry 1   ̂ ^

0 jeżeli 1/2 ^  A, A  ^

P (a ) ^ ̂ 1 jeżeli 1/2 y  A, A 6. vT
Jest oczywiste, ż e  3  jest <5̂  -* algebrą zbiorow i P

jest zupełną miarą prawdopodobieństwa n a  3 ^  ® Np* P (0j=: 0,
= 1, 1 / 2 ^  0, 1/2 ei?.
Miarą prawdopodobieństwa jest również addytywna;

Niech bowiem A H  B ='0, jeżeli 1/2 ^  A, 1 / 2 ^  B, wtedy
p (a )= p  (b ) = P (a <̂ b ) =

= O
jeżeli 1/2 C  A, 1/2 ^  B, vrbedy 

P (Aj = P (a  U  b J= 1,
P (b ) = 0.

Przjpadek 1/2 (fi A, 1/2 C  B analogicznie do poprzedniego. 
Przypadek 1/2 £  A, 1/2 £  B nie może nast^iCj ponieważ 
A n  B = 0 .
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) J.i I ”
V a

H i

rys, 98

Pojęcie prawdopodolDieństwa nako olPiektyTOTOh własności
zdarzeń,»

Za pomocą zdarzenia można opisać stosunki luń przed­
mioty rzeczywistości, o których ma sens powiedzieć, czy wy­
stąpiły luń nie wystąpiły /wystąpią lub nie wystąpią/*
Kp* zdania ’̂ Dzisiaj pada deszcz*^

’̂ITakłady na czynność nie przewyższają 1000 zł” 
oznaczają zdarzenia*

Zadaniem nauki jest zbadać stosunki między poszcze­
gólnymi zdarzeniami, zbadać warunki, przy których zdarzenie 
wystąpi lub nie wystąpi*

Bardzo często stosowanym i wystarczająco prostym sche­
matem określania tych prawd jest następujące?

Mamy zespół warunków K i zdarzenie A* Badamy, czy 
zdarzenie A wystąpi lub nie wystąpi przy każdya spełnieniu 
zespołu warunków K*

Przekład
Przy doświadczeniu fizycznym £ jest zespołem wszyst­

kich warunl^ów doświadczenia, A jest rezultatem doświadczenia«.
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Mogą zaistnieć następujące przypadlci:
przy każdym speinieniu K nastąpi zdarzenie A 

2/ zdarzenie A nie wystąpi przy żadnym spełnieniu K 
5/ przy spełnieniu K zdarzenie A może wystąpić lub nie wy­

stąpić.
V/ przypadku 1/ zdarzenie A nazywamy pemym, w przy­

padku 2/ niemożliwym^ w przypadku 3/ zdarzenie A nazywamy 
losowym /stochastycznym/.

Pjj2ypadek 3/ ule dostarcza wystarczających informacji 
o związkach pomiędzy zdarzeniem A i zespołem warunków K. 
Okazuje się jednalc, że istnieje szeroka klasa zdarzeń i 
zespołów warunków^ dla których przy wielokrotnym powtarzaniu 
zespołu stosunek między liczbą realizacji zespołu Kj dla 
których wystąpiło zdarzenie A i liczbą wszystkich realiza­
cji zespołu K bardzo rzadlio różni się od pevmej wartości 
Pę 0 -^ V ^ i ® d e s t  więc naturalne obrać wartość p za
pratjdopodobisństwo zó.arzenia A©

Takie prawa nazywamy B^^cha^t^czn^d^
Główne zasady definicji prawdopodobieiistwa w konkret­

nych przypo-^^^-'^ następujące^
1/ KTas-rozna definicja pr3.v;aoppd.QM:a^Ż2a korzysta z zało- 
żenią jecinakowaj możliwości wystąpienia dwóch różiaych zda­

rzeń® Powyższe objaśnimy na przykładzie z kostka^ do gry. 
Przy założeniu^ że kostka jest jednorodna i regularna 
zakładamyj że każdą liczbę 1 g2 g3 »^i5 s6 będziemy otrzy­
mywać przy rjystarczająco dużej liczbie prób z często- 

ścią^ która w przybliżeniu róvma się 1/6* Zakłada­
my więc.̂  żo r o z w a ż a n e  prawdopodobieństwo równa się 1/6 .
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Prawdopodobieństwo każdego innego zdarzenia, np. zdarzenia 
I-I »5,5 T  /otrzymamy co najmniej jedną z liczb '1,3,5/ okreś-

lamy na podstawie pra^tidopodobieństw poszczególnych zdarzeń 
e 1 cmentarnych»

Zdarzenia elementarne nazywamy również w klasycznej 
definicji prawdopodobieństwa przypadkami możliwroli; Zakłada­
my, że wszystkie zdarzenia elementarne występują z jednako— 
wyiu prav7dopodobieństwem# Mamy n zdarzeń ponumerowanych
1,2, n ;  niech zdarzenie A polega na tym, źe wystąpi
chociaż jeden z przypadkówi^ j •••,  ̂ ^  i^ ^  n̂  m ¿c. n

Ei?zypadl:i i/j, ±29 •••» nazywamy sprzynanacTmi zda­
rzeniu A« /Zdarzeniu niemożliwemu odpowiada zbiór pusty przy­
padków sprzyjających/# kładziemy P (ń) = , tj. iloraz
liczby przypadków sprzyjających zdarzeniu A i liczby wszyst­
kich możlii^yych przypadków#

2/ W statyst?rcznej definicji prawdopodobieństwa zakłada się.
Że rozważane zdarzenie A posiada prawdopodonieństwo; ozna­
czamy go przez p# Dyskusja o tym założeniu należy do zakre­
su filozofii i nie będziemy się tym problemem interesowaćf

Przez próbkę rozumiemy realizację danego zespołu wa­
runków;# Przeprowadzimy 'H^systarczająco dużą” liczbę próbek, 
powiedzmy n# Załóżmy, źe zdarzenie A wystąpiło w m prób­
kach, w n-m nie wystąpiło* V/tedy iloraz ~ określa względ­
ną częstość występowania zdarzenia A w n niezależnych pĴ ób  ̂
kach# Eksperymentalnie można sprawdzić, że wartość S  bardzo
rzadko różni się od wartości p przy założeniu, że liczba 
próbek jest wystarczająco duża#
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3#5*5» Zmienne losowe» Charakterystyki zmienne.i losowe.i#

Nawiązując do 3#5*1 wprowadzimy kilka pojęć z teorii 
prawdopodol>ieństwa« Został wprowadzony symbol P prawdo­
podobieństwo zdarzenia Określimy teraz zbiór' A

A ^ O J C ^  t ę C x ))   ̂ T — pewien predykat#
Zapis T (^ C jJ )  oznacza, źe O J ma własność iT  ̂Niech 

następnie A 6 # Wtedy prawdopodobieństwo jest określone
następująco: P (aJ = ^ ( { C J  ;  Prawdopodobieństwo to
będziemy oznaczać przez = P

wartość P pT(^))>kreśla prawdopodobieństwo zdarzenia 
polegającego na tya, ż e  wystąpi J l # Pożyteczność ostatniego 
zapisu okaże się niedługo oczyv7ista®

Dennic,!a# Zmienna losową nazywamy funkcję X ( c j )  t która 
przekształca przestrzeń i? w zbiór liczb rzeczywistycn 

oraz dla każdego —co-ii ^  zachodzi:
zbiór ^  /6/

Zmienna losowa X ( c j )  zależy od CO , oznaczamy ją 
dla uproszczenia X* Prawdopodobieństwo P ^(0£i? .* 
jest więc na podstawie /6/ określone i oznaczamy go

£ ' 3?  X  ( C J  j  ^  X  j - j  = C O
Funl^cję F ( ̂  ) nazywamy dystrybuantą zmiennej losowej# 
Przytoczymy przykład z kostką do gry#
Położymy X =s Cc?
Skonstruujemy funkcję F^ ( x j  «
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Jeżeli-oo^: X T, wtedy I cjJ  :  j  =  F ( x j  =  O

6 ^ x  + Co ^GJ i X  ̂  A J ^ ^
Narysujemy wykres fu o k c ji  F x  na rys* 99#

2?ys* 99
Twierdzenie 1» /własności dystrybuanty/»
a/ Jeżeli x ̂  y^ wtedy F ( x j  ^  M i j ) ^ ^  niemałą-

jąca
b/ 0 ^  F ( x j ^  1
c/ lim r  fx) - 1f lim F » 0
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a/ lim = F Tzjj ̂  ^ (^) d®st m każdym punkcie
" prawostronnie ciągła
Dowód może przeprowadzić czytelnik samodzielnie iub 

wystarczy Ilustracja na rysunku.
Zachodzi również twierdzenie odwrotne:

Twierdzenie 2» Jeżeli F jest runkcją spełniającą warun­
ki twierdzenia -i, wtedy istnieje zmienna losowa X taka, że 
F (z) jest jej aystryouantą.

W praktyce najczęściej spotykamy uwa rodzaje zmien­
nych losowych,

1/ Zmieime losowe trpu skoicowepco
Zmienna losowa skokowa przyjmuje tylko wartości

« • •  ̂ y • • • ^ X j d.1 a i  ̂ ^ pewnego

S K O ń c z o n e g o  lub nieskończonego ciągu liczbo7/ego* Skonstru-

Ujemy clystr^buantę zmiennej losowej skokowej
X 1IJF (̂ z) = P { X ^  z |

Oznaczymy p^ = p | x  = z^|
Wtedy zachodzi F (^) = Pi»

Pĵ  jest prawdopodobieństwem zdarzenia |X a ♦
Z 7Jłasności dystrybuanty wynika, że

Jeżeli liczii'3ć!'‘"j0st tylko skończona ilość, to fuii-•M
kc;Ja F ^z ̂  jest schodkowa /częściami stała/,

2/ Zmienna losowe trou ciągłego
Hlech X będzie zmienną losową, F (z) jej odpowiadającą dy- 

' strybucantą. Jeżeli istnieje nieujemna funkcja całkowalna 
f spełniająca równanie



A
(^) = y  ^ (xj dx

— OO
to X nazywamy zmienną losową typu ciągłego.
Funkcję f ) nazywamy gęstością prawdopodobieństwa.
Zacbodzi: •fco

J  ^  (==)*oo
dz = 1

Przykład* Rozkładowi normalnemu odpowiada gęstość prawdo-
podobieńs-Gwa

 ̂ gdzie C =
S V " z T

Jeżeli przeprowadzimy pomiary jakiejś wielkości fizycznej, 
wyniki są obciążone błędami. Wynik pomiarów można uważać za 
zmienną losową, której odpowiada rozkład normalny.

rys, 100
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5*3*‘̂* Nanwaśnie,isze charakterystyki zmiemien losowe.i,

1/ Wartość średnia /wartość oczekiwaną lub nadzieję 
matematyczną/ określamy za pomocą całki Lebesgue^a « Stielt- 
jesa następującym wzorems

E X
Rozpatrzymy bliżej dwa przypadki; 

a / s k o k o w y  rozkład prawdopodobieństwa® Z ogólnej definicji
wyxi:licas

/Ul vv20Jl6Iu.o

= E (zj = /  z CGJJp (̂ d Gj)

• • • —

= = Z Z ^  * Pi .
C =:

Wartość średnia zmiennej losowej z przykładu z kostką
do gry równa się

® C*j = £  4

6 + *1
2 ® 6 3,5

b/ Wartość średnia zmiennej losowej ciągłej jest określona
następujPiCO /z definicji/

f ( x j  d x ^

"t

E i X 2:
—

w 'orzykładsie z rozkładem normalnym otrzymujemy*

/ f v z .  ' " d x .
D o

E _ _____
h \ T ~ z f

Obliczymy całkę po prav"Joj stronie# 
Będziemy więc rozważać całkę

rx-gj

i '—  ! e d x .I

— 00
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Po pomnożeniu przez a otorzymuiemy
( K -  a r

a < r ^ J a e  ^ d x .

o=>
Następnie ode;jnmjąc mainy

y^oo
J  (x-a)e dx .
— CO -

Wykres fimlccji znajdującej się pod znakiem całki jest syme­
tryczny względem punktu [a,o] , zatem ostatnia całka równa 
się 0* Zachodzi więc E  ^zj = a« W literaturze wartość średnią 
oznaczamy również przez J J i

Czytelnik łatwo może sprawdzić, że zachodzi następu­
jące twierdzenie:
Niech X^5 «0«, Zĵ  są zmiennymi losowymi o skończonych
wartościach średnich, są liczbami rzeczy­
wistymi^ Wtedy o i ^ X y ^ -h 0*«. również zmienną loso­
wą ̂ x>̂ 2iy czym
B  [oć, t . . . to L ^  •

no»3?iancja /dyspersja/ zmiennej losowej 
D (xj = DX = E - Ex) ^

Wariancja podaje najbardziej prawdopodobne odcliylenle 
kwadratowe zmiennej losowej od jej wartości średniej# Warian­
cję można również wyrazić następująco:

DX = ( B { 7 ^ - 2  . X + (ex) ^ j =

= EX^ - 2 (e x ) ^ + (e x ] ^ =: EX^ - (e x ) ̂

Wariancję oznacza się też za pomocą symbolu ¿ ^ 0 #  

Rozpatrzymy bliżej dwa przypadki:
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■ - ¡ S f * - - » ) '  • Pi i

przykładzie z kostką do gry mamy
s  .2EX = 3,5 (iix)^ «r 12,25 E X ^ = ^ - | — =

- 6 « Ts ■<■ l) » /2..» ...6+__l) _
6 • 6

Mamy więc DX = 2,92

“b/ Zmienna losowa ciągła;
/ <yti f  Oo f  O ®

D X  =  / * ( ^ X  ^  = J x  I^K)dx~ J x
— ^  Lr*oo

iA

w przypadku rozkładu normalnego
f Oo

D X  =  — i J ( x ~  a ) ^ e  ~ ^ ó K
oos y w  y

Całkując przez części otrzymujemy 
DX =5^.

3/ W przypadku zmiennej losowej ciągłej wprowadzamy 
pojęcie mody* Jeżeli gęstość rozkładu ciągłego osiąga maximumf  = max f  f x )

oraz m jest wyznaczone jednoznacznie, wtedy wartość m 'na­
zywamy modą zmiennej losowej*

Oprócz już przytoczonych charakterystyk używa się 
jeszcze innych wielkości, np# odchylenie atandardowt, 
rzędu n*-te^ itp*

Ochylenie standardowe zmiennej losowej X określamy
wzorem

^ir X ■“ EX «

y  Dx
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Zachodzi równość '
JEX"= 0, DX^= 1.

Zmienną losov>ią X , dla której zachodzi 0, D X ' s  1
będziemy nazy?/ać zmienną losowa unormowana»

Momentem rzędu n-tego nazywamy wyrażenie EX^; n = 1,2,, 
gdzie X jest zmienną losową#

3»3#5* Niezależność

1/ Iliezależność zdarzeń# Zdarzenia A, B nazywamy nie-» 
zależnymi, jeżeli

P (̂ A n  B ) = P (a ) . p (b ) •
W przykładzie z kostką do gry połóżmy 
A,, = ( 2 ,/!,6} B ^ = ( 3 , 6 } -

Zdarzenie polega na wyrzuceniu liczby parzystej, zdarze­
nie lk| na wyrzuceniu liczby podzielnej przez trzy#

A., = { 6 }  , b (a^ ) =  J  , P (b^) = ^  , P (a ^HB^) » 2

tj# zdarzenia i są niezależne#
Zdarzenia A2 =|2,3,5|» ^2 “ {^»^»5 } nie są niezależne#

i'liezależność zdarzeń, można określić również dla dowol­
nego skończonego lub nieskończonego ciągu zdarzeń#

Niech A^, A2 , A^f ••• będzie ciągiem zd€»,zeń#
Zdarzenia A2 , •••, A^j ••• nazywamy niezależnymi, jeżeli 
zachodzi następująca implikacja?

jeżeli A ^ f ]  A , .  Ci ####0A . H  • • . jest dowolnym

czonyKft lub nieskończonym podciągiem ciągu A^, A2 > •••t to

T Â n̂ ...n  Â _̂ n . . .  =. p â l̂̂ ) . p [a^^ .̂.. p  Âj^̂'̂
W i^rzypadku ciągu nieskończonego chodzi oczywiście o 

iloczyn nieskończony#
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PołOimy w przykładzie z kostką do gry
Ayj = ̂  t 2̂ ~ \ ̂ t Aj = 1̂1 »2,5 j" •

Zdarzenia A ^ , A2 , A, są ocżjrwiście niezaieżne,

2/ Uiezależność zmiennych losowych

Zmienne losowe X^, X2 » *..» nazywamy niezależnymi, 
jeżeli dla każdego ciągu n liczb rzeczywistych
zdarzenia CO 4 . X, 1
tj. dla każdego ciągu •••9

W są niezależne, 
*"i i/̂  i^ U

zachodzi 
P 1 ^  i 9 • • • I ^  X s P J X* ̂  X» i* • #P i ^4 ̂  X4 j *

 ̂ 4 'i \  Z \  ^  ̂ k V
W szczególności dla dwóch zmiennych losowych X^, X2

niezaJ^eżność określamy następująco:
^  I ¿ = 2:̂ » X2 ^  X2 . = (̂ -1 ) * (^2 ) ‘

Pr zykład» Powrócimy do naszego przykładu z kostką do gry* 
Każde (jL>£i? wyrażamy za pomocą relacji 0,?= ^oC^^Jwedług 
tabeli

1 = (1 ,1 )
2 = (2,1 )
5 = ( 3,1 )
4 = (1 ,2 )
5 = (¿,2 )
6 = (3 ,2)

Określamy dalej X/|̂ Gl?]= X2^CoJ= J 2

łatwo można pokazać, że X^ i X2 są niezależnymi zmiennymi lo­
sowymi*
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Np. P I 3Ł, (o j ) ó. 2 | =  p ( |  ] = |

P( X2(coJ^l}=p({ 1.¿,3i}) = i

P ( (oj) ̂  2 } = p({ 1,2} )= 1

Dla zmiennych losowych niezależnych zachodzą nastę­
pnie twierdzenia:
Twierdzenie 5» Fiech X^, są niezależnymi zmienn:̂ .mi
losowymi# Wtedy Z/| • jest również zmienną losową
oraz li ~ ^

Twierdzenie 4# JMiech X^,X2>##*fXĵ  są niezależnymi zmiemiyod 
lo80wymi^<^4^^2;^'*liczbami rzeczywistymi#
¿jest zmienną losową oraz ^

D (oć̂  X^ł ■ ■ ■  . + ==oć 0X4 ^  ‘ OX^

Twierdzenie 5 zilustrujemy na przykładzie 5s 

= i # ^ + 2 # ^ + 5 # ‘̂ s 2

2X0 = “1 » “  + 2 e2 2 < ^ 2

Zmienna. Xi . Xp przyjmuje wartości 'i,2,i),4,6 z prawdopodo-
^ 'I ^ *“j  ̂ • f  \bieóstwem kolejnego-g, 3* 6 * ^  więc ii X̂.̂  ♦ X2j= 5#

jjowod twierdzenia 4 wynika natomiast z twierdzenia 3, 
ograniczymy się do przypadku

n = 2 , o C ^ =  o C ^ = 'I

d (x  ̂ + X2) = E (ł , f  X2)2 -  [ e  (30, + X 2 f  =

= EX^^ + 2EŁ, . EX2 + S3^ - (sxT - 2EX^ . EX2 - (2X3)^ =

= DX, + 0X2 .
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Pi?awo wielkich liczb#

Zarówno w praktyce jak i w ogólnych teoretycznych 
rozważaniach dużą rolę odgryi^^ają zdarzenia, pravidopodohień- 
stwo których jest bliskie jedności luh zeru; Przy tyn naj­
większe znaczenie nają zdarzenia, kuore powstają w wyniku 
superpozycji dużej ilości niezależnych albo tylko w bardzo 
małej mierze zależijych czynnilców. Jednym z najbardziej waż­
nych praw w tym zakresie jest pr a wo w i e Ik ic h 1 ic zb»

Matematycznym sformułowaniem prawa wielkich liczb 
zajmowało się wielu matematyków. Podamy następnie niektóre 
sformułowania#

Tyiierdzenie 3. /Czebyszew/# Niech będzie cią­
giem niezależnym zmiennych losowych o skończonych warian­
cjach ograniczonych wspólną stałą

dla X ~ ^,2,#«#,n,.«#
^ y  zachodzi

A  'f

DX. ̂  C
wtedy dla każdej liczby £ 7 - 0  

i X ~ -L

k ^ i  . k

tj. prawdopodobieństwo zdarzenia

lim p i
I n

C J
n Y L   ̂ H Z  ^

X = ‘ f  "  ¡< = 1 ,jest dla a-^o/° zbieżne do jedności.
Szczególnym przypadkiem twierdzenia Czebyszena jest:
0? sierdzenie 6 /Bernoulli/. Niech m jest liczbą zdarzeń
sprzyjających zdarzeniu A w n* niezależnych próbkach i p
jest prawdopodobieństwem zdarzenia A w każdej próbce#

Wtedy zachodzi:
i ! mlim P j I ^ ---P \ ^ ,
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Podamy jeszcze jeden wynik dotyczący twierdzeń o pra-* 
wie wielkich liczh»
Twierdzenie 7 /Chinczyn/* Jeżeli zmienne losowe 
• są niezależne oraz istnieją dla nich skończone wartości 
średnie przyjmujące wspólną wartość a = wtedy

lim P  i  j J L  ^ X  ^  ^^ [ n  ^  k i

/W twierdzeniu Ghinczyna nie ma założenia wspólnej ograniczo­
ności

5»3#7* Centralne twierdzenie graniczne •

W poprzednim paragrafie badaliśmy zachowanie się od­
chylenia ^

Przytoczymy teraz twierdzenia^ za pomocą których moż­
na wyrazić graniczną funkcję rozkładu rozważanego odchylenia*

Twierdzenie 8 /Łapunow/* Niech będzie cią­
giem niezależnych zmiennych losowych* Niech następnie dla 
dowolnej liczby ^ > 0  ciąg ten spełnia warunek Linderbergera

lim — X ---- ¿ H  f p - £ x A ^ c l  r  ( x ) =  O

k ‘ i ¡ K -

p

7/tedy dla n zachodzi
- £ X

ivp  ( Ę  x^)
Z. a:

m r
K  K I  k . - i

jednostajnie ze względu na x.
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 ̂ Objaśnimy bliżej warunek Linderbergera* Można pokazać^
że dla każdego f  5 ^  O

P l m a K  i \ ~ £ \  ¡ > r \ / o { Z X j
i<‘ f l x - £ x J > 3 V 5 7 ^ .

Z nierósmości wynika, że wartości - E2^ muszą 
dla n "być jednostajnie małymi z prawdopodobieństwem
bliskim jedności. Przy tym założeniu dystrybuanta zmiennej 
losowej

dla n — *^c^jest zbieżna do dystrybuanty rozkładu normalnego
A'

" d z .
y ~ j T oc?

Niech niezależnymi zmiennymi losowymi o
wspólnym rozkładzie j = F j dla n s przy
czym DX^ = ^  ̂  jesi; skończone dla i =:

Oznaczymy przez m = Zbadamy, czy jest spełniony
warunek Linderbergera:

an

/^-/n lyTVirB Ik- rnl-^T}/rP§
Warunek Linderbergera oznacza

-X_ J(X-m) "rf f/'x;
i K - m j - p - T §
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Z  tw ierdzenia Laptmowa otrzjTDiiidemyttw ierdzenie 9» Hiecłi X^,X2f ••• są niezaleźajnod. zmiennymi lo ­sowymi o wspólnym rozkład zie;= m d la  i  = 1 , 2 , . . * ;  <31a i  =

A  -,iWtedy
V 7 i ^ { k=i<

n d z
z .jed n o stajn ie  ze względu na x#O statnie wyrażenie możemy zapisać nieco o m

( 4 ^jed n o stajn ie  ze względu na x» 1/ ź t ' f e  d z  .‘OOPowyższe twierdzenie można zinterpretować następującoi Xyj,X2f •••>2^ są wynikami pomiarów ja k ie jś  w ielkości X;
X>| + • • • *1* X——!----------:----- = je s t  średnią arytmetyczną;nZa rzeczyw istą wartość w ielkości można uważać wartość śred?* n ią  EX = m» tw ierdzenie podaje prawdopodobieństwo zdarzenia^wartość X^ + # • •n różn i s ię  od BX o mnie j  n iż  poprzedź*n io  ustalona lic z b a  £ > ,  Rzeczyw iście z tw ierdzenia wyniica 4

/ L 2 .
OznaczTiBT' ,

__Ł
= ^ f e ' ^ d z ,  e E d z .O statn ią równość można również
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Wartości iuzikcdi ( p   ̂ częściej p  ( x j   ̂ znajdują
się w tablicach; Wykres funkcji p  jest następujący«

rys* 101

Uwa^a* Wprowadźmy w twierdzeniu 8 oznaczenie«

Zauważmy, że zachodzi EX^ = 0, = 1* jest więc unor­
mowaną zmienną losową#

Twierdzenie 10» Niech A jest zdarzeniem z prawdopodobieństwem 
p# W w niezależnych próbkach zdarzenie A wystąpiło, w n--m 
nie wystąpiło; Wtedy

P
m-np

V np(i~p)
1

y ^ T " d z

/ ---^  oznacza zbieżność jednostajną ze względu na

Dowód» Rozważmy zmienną losową X określoną następująco« X (o j ) = 1 dla CO e  A
X (cj)= o ćOLa tjO^ A,



- ¿84 -Jako wynik n próbek otrzymujemy’ n  zmiennych losowych/ re a liz a c ją  zmiennej losowej Wtedy z twier«»dzenia 9* a (
f i
— Oo

miOc zy wiście
^ E Z = : 1 * p - | - 0 * ^ 1 - p j = : pEX  ̂ = P , <§  ̂ = P ( l  -  p)(Eo kończy dowód twierdzenia#

5#5#8* Szereg rozdzielczy; Dystrybuanta empirycznaPrzy badaniu statystycznym ja k ie jś  zmiennej losowej X wychodzimy z zespołu n obserw acji, d la  których zmień* na X przyjmuje wartości W poprzednich para­grafach wyznaczaliśmy za pomocą obserwacji oszacowania war­to ś c i średnich zmiennych ewent# w arian cji, tj#  liczbowych charakterystyk zmiennej losowej#Takie oszacowania nie muszą być jednak w praktyce wy« starczające# Zmienna losowa je s t  ogólnie wyznaczona za po­mocą dystrybuanty# Podamy metodę oszacowania dystrybuanty
J e ż e l i  Ł j • • • i ć ^  są wjillifcaad doświadczeń /war­t o ś c i  zmiennej losowej X/ tęiorządkowanjmiuwedług wscetośei, to określamy funkcj§j





-  286 -Wartości fu n k cji K Tz) można znaleźć w ta b lica ch , zob, np. IX .

r y s . 1023 .5 «9 i Rozkład 0W t e o r ii  PSRf wprowadziliśmy założenie, że zmiennej losowej -  trwaniu czynności -  odpowiada rozkład prawdppodo» bieństwa J 3  i  Oceny a , m i  b określają przedział ¿ ia jb ?" i  modę m zmiennej losow ej. Dla zupełności trzeba obliczyć wartość średnią oraz w ariancję. Ogólne wyprowadzenie wzorów d la  obydwóch charakterystyk znajduje się  w następnej częścią Rozkład ^  je s t  określony za pomocą c a łk i parame­tryczn ej z parametrami p 0 i  ą >  0 j dystrybuanta rozkładu ^  ma postać
F N  = B ,  ( p ,  f )  -

t
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W przedziale ^  0,1 ^  funkcję i* ^  j ® (^•^j

można przedstawić w przybliżeniu następująco:

rys« 103
Zachodzi:(̂ Pf g) = 0, je ż e li  x  ^  0® je ż e li  X ^ 1 .?/yrażenie nazywa się też niezupełnąfunkcją*Spełnia ona równanie:

(p»'3) = i  “ Bx(g.p}Wyrażenie J3  pod całką dystrybuanty /7/ nazy­wamy -funkcją#Naszym zadaniem je s t  obliczyć główne charakterystyki rozkładu /tj# wartość średnią i  wariancję/ ewent# momenty< Funkcja gęstości prawdopodobieństwa rozkładu je s t  określona wzorem , . 7 '̂  d la  0 ^ x ^ 1
^ (^J =1 T T m )  ^

 ̂o d la  x^: 0 i  x > 1  /8/
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Krzywa fimkcji f ma najczęściej następujący
przebieg:

rys# 104

Jest to funJiccja nieujemna, która zeruje się na koń­
cach przedziału, jeżeli p 1 i g > 1 #  Jeżeli 0 <  p-i:i 
lub 0  q wtedy f (x j w lewym lub prawym końcu prze­
działu dąży do nieskończoności# Za pomocą odpowiedniej za­
miany w^ółrzędnych można osiągnąć to, żeby rozkład był 
określony w dowolnym przedziale <  a,b >♦

Bla p 0 lub g ̂  0 rozkład nie istnieje#
Pole zawarte pod krzywą f równa się 1,' ponieważ

f  f x )  ć j ,  = = 1. /9/

Wynika to z definicji -funkcji, która jest określona za 
pomocą całki oznaczonej

= J (l-xj ̂ “'̂4 dla <3>0* p >  0. / W
Podstawiając /10/ do /8/ otrzymujemy /9/.



-  289 -Przy wyprowadzeniu momentów rozkładu skorzystamy z niektórych własności ^  - fu n k c ji , które następnie przy­toczymy«Przede wszystkim można j S  -funkcję wyrazić za pomo­cą fu n k cjiPodamy hez dowodu najważniejsze związki między funkcją
z / H /  wynika natychmiast, że funkcja ^  je s t  syme­tryczną, t j , B ( p ,q j  = B ( q ,p j .  /12/Je ż e l i  p i  <3 są liczbam i całkowitymi, to fu n k c ję ^  można wyrazić za pomocą s i ln i  /zob«^'^/, ponieważ 

r ^pj = (̂ P ~ J  • oraz (q j  =następnie zachodzi równość1 j  s  X ♦ r  , /1 VKorzystając z poprzedniego możemy teraz wyprowadzić momenty ro z k ła d u ^  «Moment rzędu r —tego zmiennej losowej x  względem pun­ktu  a
^ . w  = aj— Oo ̂

dP /15/gdzie P je s t  dystrybuantą^ t j«  zachodzi
_____________^  M  = ( ^ )»/ Punkcja je s t  określona za pomocą c a łk i Eulera druf- giego rodzaju: a

=  J  e"^ t^“ ' '̂ dt d la  z > 0
/Bjj (p',qj je s t  to tzw. całka Eulera pierwszego ro d za jV  J e ż e l i  z  je s t  lic z b ą  naturalną, to /’ (z + 1y = zt



-  290 -gdzie f  (x j  óest gęstością  prawdopodobieństwa danego roz­kładu« J e ż e l i  w / I5/ a = O, otrzymamy moment względem po­czątku: t  O-o ^
. = /  =? Df /16/— 00 ^ *J e ż e l i  a = E ( x l / t 3 .  wartości średniej/» wtedy mo­ment nazywamy centralnym i  oznaczamy^y^ ,  2 /16/ widać, że moment pierwszego rzędu względem początku równa się  wartości średniej E ( x j .  Centralny moment rzędu drugiego je s t  warian­c j ą  var Mamy więc obliczyć ^  ̂ i ^  2 dla'rozkładu,  Między obydwoma momentami zachodzi związek

p^2y ( ^ ) _ ~  ’̂ r  - /17/D la  rozkładu J3 można napisać, korzystając z /16/ i  /8/
i Ą m ]  ^ 0 - x f ' d x .

m. 00Fastępnie z /10/
f  00

0̂  ^ P C P ^ 9 )
/18/

ITeraz możemy obliczyć wartość średnią, t j»  y  _  d la  r = 1» 2 /11/ i  / 1 V
n = S n .  m /

■Ti-x/ Ogólnie je s t  to tzw* całka S t ie lt je s a  J  g dE ^x,Jktó-
Qrą  można jednak p rzekształcić w całkę Eiemanna przy za** założeniu , że f2achodzi J x ) d F ( ^ x )  -  Ja

rt ^
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Obllczyioy następnie 2 » wariancję. Do tego po­
trzebny jest moment drugiego rzędu względem początku dla 
r = 2, korzystając z /18/, /11/ i /14/, mamy
0 _ r f p * ^ ) ^ ( 9 )  P f p - ^  9 )  ^
ł̂ '  p(p^ą) riP)P(9)
_( p + o r ( p ^ - o  r  [ g - )   ̂ r  f p  ̂  9 )
~  f p t f f i j r f p ^ f f ^ j

f  P^^)pP(p P  (9-)

r [ p ) r [ ( f )  
r i p f < ^ )  _  p ( p ^ ^ l

( p^ f^V(P^9 )P(p^9)  P(p)!'(9) (p*fJ(PJ^V

Skorzystamy następnie z  /17/ i /iy/ i piszemy

// = ')- v*)̂ _ p ( p ^   ̂ )i/^ż w  " r o t a  \ r o f a
P

■2 'ł - ( P ^ 9 ) ( P ^ 9 P ^ )  
p ( p t i ) / p t ę  h f ^ f p t g a L  =  - /20/

( p t < f t 1 ) ( p f ( ^ )

Obliczyliśiijy więc:
( p t f p i ) ( p ^ ( j )

E (z) = P oraz var
p q

2 a
(p + g + i) (p + gf

Obie charakterystyki są funkcjami parametrów p, q,
których nie znaiio’'« Mamy jednak oceny parametrów a, m, b 
Trzeba zastosować transformacje współrzędnych rozkład.u 
w przedziale 2 modą m# W tyn celu połóżmy

p - 1 = o6 E (xj = 
q  -  'i a j '  var ^j =  K2

Dla obu głównych momentów otrzymamy
■ ----- = ^ ^ t L L L t l L

"  ' o L  f  ^ ' T Z
oraz K .2 “

oraz zmienną losową x przekształcimy w nową zmienną t za
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pomocą wzoru 
t =s a + (■b - a ) ; X /21/

*b - a
gdzie a i b są końcami przedziału , t dowolną
czasową wartością w tym przedziale#

Funkcję gęstości prawdopodobieństwa /8/ piszemy w 
postaci f

1  ' ^ r
f (x) =

dla 0 ^  X ̂  1
p { o C f y j '  f i )

dla X ^  0; x 1, 
Októrą można za pomocą /21/ przedstawić następująco:

-----) r
b -  a j

f t =
p ( o C i - 1 ,  )  \̂ b - a y

1 t - a Y 1
p(oC + l t  f'1 J  [b - a / *  \̂ b - a 

1 t - a ^ .  ( t - t /

Nowa funkcja gęstości prawdopodobieństwa rozkładu 
ma teraz postać ^

T k — ------ 1 ( t - o W b -  i) ^ d la  a H  ^  b

r t = /22/

0 w pozosta łych  przypadkach,

g d z ie  o C y p > ~ ' f -

Wykres fu n k c ji g ę s to ś c i prawdopodobieństwa rozkładu 

j e s t  przedstaw iony na r y s ;  105
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rys* .105

Funkcja przyjmuje maksimum w jednym punkcie, którego 
dotycłiczas jeszcze nie znaleźiiśmy* Jest on iunkc j^ zmień"* 
nych o C  ± oraz wartości a i b» Rozrzut czasów trwania 
w po*bliźu wartości, średniej jest funkcją długości przedziału 
rozważanych wartości / h  "» a/* Rozkład prawdopodobieństwa 
jest symetryczny ze względu na maksimum /modę m/, jeżeli

Iłajpierw trzeba znaleźć wartość funkcji w punkcie m* 
tj. szukamy maksimum funkcji /22/» Obliczymy najpierw jej 
pochodną, którą przyrównamy do zera. Punkt, w którym pierw­
sza pochodna równa się zeru jest punktem, w którym funkcja 
osiąga maksimum;



-  294 -J e ż e l i  f '  j  = O d la  t  = m, to a /23/ otrssymu^ea^
o L ( ^  -  m j  f  -  a ) = Om = J ' c t - < = c t >

c C t t ~Za pomocą przekształcenia /21/ można rónnież wyrazić ^ W  i  var (ę) d la  f  *
^  ° ^ ̂  [ — 7 -'-ż ''- ]K 2 = : ( b - a ) ^  ,  ¿ i l l l L Ł l l L

( _ o L ł ^ i 5 ) ( o L f t r t Z J ^  '

Wartość średnią z  /25/ można również napisać w postaci
a Hh b + t) + a

^  + 2

/25/

Z /24/ otrzymujemy 

^ a X b + + //*y mX  ■ m i  ri i «ni»i i i  ||■ll l l l l^íl
^  + 2 /26/Wzór ten zachodzi dokładnie d la  rozkładu J 3  spełn ia­jącego warunek, że wartości parametrów p + q = 6 , t j .<źC + y =  4i Ze wzoru /26/ d la  wartości 

d i = 2 +  (f = 2 -alho = 2 -  V ~ ? , ^  = 2 + y  2 *otrzymamy tzw» oczekiwany czas trwania
4. / _ a + 4m + "bU  s  ■IIIIWI INI«.— linW—0 /27/ramst Breitenherg^' "badał momenty rozkładu i  z /24/ i  /2>/ wyprowadził, że d la  wartości średniej i  w ariancji zachodzą następujące związkii

x/ Et Breitehberg; Betelopment B rojeetś as Stoehastie Frocesses, Bahlgren 19!̂ 9«
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gdzie m jest modą. Dowód /28/ wjialka z definicji rozkła­
du ̂  %

D, a = O; 1; m

729/

o O
mmm m  ieo»iimwii»<BWwaB

f
Dla wariancji Breitenberg wyprowadził?

( c ć < i t * 3 )  K , = ( a <  b ) u ^  -  a b -  k

D .  a =  0; B =  i

> 3 ) K ^  =  K , ~  k i  ^ k j < -

k i  =

Dla 728/ można dalej pisać:

^  i  ̂f2  ̂14̂  — [oC f f 2 Jm tQfb^2m 30/

tje K.̂ 2 a + b

TT 2K . «*» m ss ««-w«««
'I c L ^  ^  ^  z

a ”i* D _
i<a6A-. ¿g,» ¿ j f,

L
731/

Analogicznie dla 729/ 

^5j/<2 = ~ -
r ] ' " a *  b

z 7327

Momentj rzędć i obliozaiay ise wzoru

k  k .

[ c 0 ^ f Z f n ) { < ^ ^ ^ - n ( a t b J k ^ n

otrzymaliśmy więc główne momenty rozkładu ¡ 3 / 3 ' ^ / 1 
7327 wyrażone za pomocą a, m i B przy danym c L - i -  ( f  »
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pocz^tżlcu pozwoju PERT znsQ.6zl.oxio 6n̂ )»lp̂ yczxil.6 wap*bô ć

^  + </" =5 4* Dla o C  ^  ( j^ s 4 można wyrsizić momenty z /53/ 
następująco:

6 K ^  = (a + bj1 + 4m
7 Kg = (a + b - ab - K?
^ Kj = (a + iKg - 2K^Kg

3 ^ 4  = (a + bj ^3 - 2 K^K, +
/54/

o ^ O  5 -̂

Dla wartości średniej więc z /J4/ ot:ęzymujemy
4. a + 4m + 1)

755/

oraz wariancję z /25/ 

' e

Powyższy wzór aproksymujemy w praktyce warunkiem, że-
cT-.-iP

by odchylenie standartowe równało się 1/6 długości przedziar- 
łu« Według ”reguły 6 (S ** z nierówności Czebyszei?a prawdopo­
dobieństwo na zewnątrz przedziału jest prawie równe zeru-?» 
Piszemy więc ^

= ( ¿ - Z - b L L  5 - 5-Z_S ' / 5 6 /
<-g y ó  V  5
żeby wzór /J6/ zachodził dokładnie trzeba, żeby 

o i  ^  jf^ = 4  oraz odległość mody od środka przedziału
równała się ^b « aJ , tj# około 35 %

długości.

o ox /  z 734/ otrzymujemy} _
2 Ś S :  -6 ,

^ ' i • i. ^s>. . V*  ̂ a + bw przypadku symetrycznym m - B = — -—

m
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