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1> WSTEP> .

Przedmiot eis rozważeń są współ zależności, występujące 
między elementami statystyczniTmi, składające się na struk­
turę losowego odchylenia (czasem nazyv:anego błędem) punktu 
osiągniętego (a  posteriori) od planoY/anego (ap rio ri) w  ukła-^ 
dzie kartezjańskim.Wynik analizy doprowadza do sformułowa­
nia modelu pozwalającego wyznaczyć parametry odchylenia pra^ 
Jego wielkość. Praktyczne aspekty modelu sprov;adzaJą się do 
konfrontowania wyników uzyskiv/anych w procesie rea lizac ji 
planów takich zamierzeń, których sprawdzanie może nieć 

miejsce tylko na drodze eksperymentu "analitycsno-matema- 
tycznego” , t j .  bez v/ydatkowania rzeczyv.dstych, niezbędnych 
s i ł  i  środków oraz hez uruchamiania procesu, którego reąlne 
skutki były by dla otoczenia zbyt szkodliwe lub kosztcwne. 

Przykładów tego rodzaju procesor/ dostarczają sy­
tuacje bojowe (operacyjne), Y/ystępuJące w dynamice działań 
wojsk, n .in . w postaci różnicy między skutkami planowanego 
i  ’’faktycznego” użycia wszelkich środków rażenia celów 
naziemnych przy użyciu a rty le rii i  broni rakietowej, llodel 
oceny odchylenia losowego ma tym większe znaczenie im po­
ważniejszy wpływ wyv/ierają Oczekiwane skutki planowanych, 
uderzeń na przebieg działania wojsk i  osiągnięcie zamierzo­
nego celu,

2. ZAIOŻPJJIA PODSTAWO?®

Kozaróżniamy dwa rodzaje punktów trafien ia celu ;

0 punkt planowany,

Z -  punkt "osiągnięty“ przez dany środek rażenia.
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2,2, Położenie ' p u n k t u p 1  a n o w a n e g o (0 ) w preest 

rzenł jedno d-.vu- lub tró j -  wyEiarowej.ustalonego a prlorj 

■ określa równocześnie początek układu prostokątnego osi współ

. . . . . .  - . . i . . . . . . . « -  w  .n .|

la  Sie a posteriori dla odpowiedniej przestrzeni (2 .2 .) 

w układzie prostokątnym względem punktu planowanego (0 ) .

W tan sposób położenie punktu "osiągniętego (Z ) okreoli 

n współrzędnych prostokątnych. Przyjmujemy, że każda współ- 

i-zędna jest zmienną losową niezależną, posiadającą rozkład 

Gaussa, wartość oczekiwaną równą zeru oraz wariancje & •

3. 4. Odchylenie punirtu Z od punktu 0 . nazywane dalej 

O d c h y l e n i e m  b i e g u n o w y m ,  określa wcktor|

(Oi Z), którego współrzędne prostokątne ( z ^ , Z 2 . " * . V

rz^tól (O.Z, ; 0.Z2 ; ; 0,Z„ > są zmiennymi lo s o ^ . i

niezależnymi o rozkładzie normalnym i  wariancji względem 

punktu 0 róvmej ^  .
3 . 5. założenia 3»3* ^ m o i ¿j

towania się vvartości odchylenia hiegunov.ego dotyczy przest:

ni n-r/iTiiiarowe j , a s uv/agi na jednakową v.ariancję 
rzędnych -  opiera się na n-v«'yi:iiaro\7ym rozkładzie s ,, j

Gaussa. ■
1.6. W przypadku, gdy odchylenia staadartovre 6T  ̂ sędjayc^

odchylenia biegunowego posiadają różne wartości, wyst^pujej 

model elipsoidalny. Wyrażenie :

6  *  (^Ą t '  • “
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stanowi -.Tystarczejącą aproksjEiację, j e ś l i  ty lko  odchylenia

standardowe są adekwantne, a ich w ie lkości niezbyt różnią

s ię  od s ieb ie , przyczym .najv7ifkBza z nich je s t  conajwyżej 
dwukrotnie większa od najm niejszej.

7. Fozważana icetoda określania punktu Z oiiiera s ię  na znajo-«-

aości trzech podatav/owych charakterystyk :

1. współrzędne położenia punktu planowanego (0 ) ^

2. funkcja przebiegu t r a je k to r i i  pocisku do punktu 

planoY/anego

■?. parametrów przsmoszenia i^ócisku (rodzaju sprzętu ognio­

wego) .

.8, Model zagadnienia rozpatru je s ię  w oparciu o układ w£xj6,£- 

rzędnych, prostOkątnych z początkiem układu w punkcie 0 «

V/ przj-padkach rozpatzywarda modelu v.’ T)rzestrże­

niach jedno-dvu - i  trójwyriiiarowych średnie odchylenie 

bie,;.unov;e b>\dzie odpowiednio; odchyleniem lin iowo-pzobabi- 

lii-ifejcznym, n ielin iow o - probabilistycsnym oraz przestrzen­

nie p robab ilistyczny«. h celu p.r zekształcenia średniego 

odchylenia biegu.nowęgo w odchylenie standaridor/e wprOYiadza 

etę odpowiedni czynnik. Każdą ze współrzędnych, występującą 

w p rzestrzen i n-wymlarowej, wybiera s ię  z ta b e li l ic z b  

losowych Gaussa odpowiednio do odchylenia standaSf§®wego.

3. KDIKŁAD OD1HYL3!0:A BI3GuhC~.XG0,

Miech K (Z oznacza, że zmienna losowa.

Z i>osiada rozkład normalny, wartość oczekrwaną^^^ oraz 

wariancję 6I • Funkcja gęsrfeoścl rozkładu zmiennej losowej 

Z posiada postać ;
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Całkując przez częścij

H3 (s ) exp ( -
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io

(-U )

du

V exp ( u ) du exp 3

20-

Zat em, rozkład łączny funkcji od wyniesie;

H^(s) = 21
M s )
s

(24)

Wyrażenie (24) można przedstav/ić w postaczi

H ,(s ) = 21 ( | ) + exp
20^

( fi. ) -  Qi ( S’ 5 ^  ̂ ^'

gdzie jest wielomianem Hermite»a*̂ iQ-tego stopnia

(u )
dum

zdefiniowanym następująco:

(-1 )®  Q^(u) k(u)

" " r ^ S c iś le lr c i^ b y s z e K a  - Eermite’ a j ogólniejsza postać 
tego v/ielomianu :

m û2 ;>m
Q fu) *  ( -1 ) “̂  e (e -^  )
'm dum

m 0 , 1 , 2 .

Wielomian ten spełnia rov/nania różniczkowe Cz.-H,

,(2) 2uy^^^+ 2my zachodzą dla nich następujące

tożsamości
Qjn(u) = ^  *

3̂ ^  (u ) = 2u Qj,(u) -  2m
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Do rys . 1;

t/ąrtośc oczekiwana. Odchylenie standardowe

E (R^) = 0,7979, D (R.,) = 0,6028,

S (R^) = 1,2533, D (R2) = 0 , 6551,
E (R^) = 1,5958, D (R^) = 0,6734.

Punkcja gęstości zmiennej losowej R^ v/jTiiesie:

= ^  s) »

a wobec tego , uwzględniając v/yraźenie (9 ) , otrzymamy:

- jj ~n-1

( r  ^  0 )

e j r )  = ds

=n(r) = exp (- -y ); • ( 55 )
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E (Eg) = 1 , 2 5 3 3 ,  

E (Ej ) = 1,5958,
O (Eg) = 0,5551, 

D (R j)  = 0,573'

Z wyrażenia (27) v/yznaczyi3,7'rartość oczekiwaną

= e„ (56)

Na podstay/±e (33) i  (33) otrz^inany wariancję

i  odchylenie standardowe dla ;

^ ^

D (E^) = . . . . (56)

Korzystając z ( 47) ,  ( 49) i  (51) wyznaczymy Ecdiai-

nę dla E^ :

u i\) = o i „ (59)

Otrzymamy więc następujące s ta ^  statystyczne :

n 0n " 6-

1 0,7379 0,352^

, 2 1»2533 0,^292

3 1,5958 0,4535

“ -----
n d =^n €

1 0,6028 0,6745
2 0,6551 1,1774
3 9,6734 1,5382

Tablica 1« Czynniki statystyczne s ta łe .

Zestawienie czynników przekształconych, uzależn io­

nych od stałych statystycznych :



“ iiu.-

=0,7979 0  = 1 ,1830 / ^ = 1 ,25336=1,0S'45Ji2 5 9 5 8 0 *1  ,0 3 7 4 > 3

=0,67450 = 0 ,8ę53 /^-j >2=1,17740=0,939^1^= 
= 1 ,7456

,^= 1 ,5 3 8 2 6  =0,9639_/»3= 
= 2 ,2 8 0 5 > i

=1 , ^ 8 2 6 ^ = 1 ,2533y«^ 0 = 0 ,8 4 9  3 ,7 9 7 ^ «=0,6501 > 3 = 0 ,6 2 6 7 /*3

Tablica 2. Czynniki statystyczne przekształcone*

7. ZASTOSOWAITIE W PRAKTYCE CV/ICZEN 
SZTABOWYCH . . ________ _

W św ie tle  przeprowadzonych rozważań pixnkt 3.7. 

"Założeń podstawowych" znajdzie odbicie w postaci następują­

cych charakterystyk :

1. położenie punktu planowanego (0 ) określą współrzędne 

początku układu współrzędnych prostokątnych w p rzestrze­

n i n -  wyrniarov;ej, t j .  , X2, • • .»  ;

2ł przeb ieg t r a je k to r i i  pocisku do punktu planowanego ęO)

je s t  zorientowany v/zdłuż jednej os i układu współrzędnych,| 

np. ; V/ praktyce ńwiczeń na mapach położenie os i po- 

kryv/a się z odpowiednim układem Współrzędnych tych map *, 

3, każdy rodzaj środka przenoszenia pocisku charakteryzuje 

określona mediana.

Lledianą odchylenia biegunoY/ego je s t  promień

ogran iczający t ę  część p rzestrzen i n -» wymiarov;ej v/ k tóre j

dana broń uzyskuje prawdopodobieństwo tra fie n ia  równe 0,5 •

Przyjmujemy, że odchylenie biegunowe posiada n - Y/ymiarowy 
sferyczny rozkład Gaussa ze środkiem w punkcie planowanym

(0 ) ,  jako początku układu v;spółrzędnych i  skalowaniem na pod

stawie odchylenia standardowego ^  .
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Jak wynika z uprzednich rozważań zależność mediany 

od odchylenia standardowego ^wyznacza równanie *

a ^  • C60)

przyczyn CĈ  dest wielkością stałą i  z n a n ą ,  wyrażającą 

stosunek . oraz określoną przez równanie (59) *

Ponieważ ^  jest odchyleniem standardowym, dotyczącym roz­

kładu Gaussa w przestrzeni jednowymiarowej, stąd v/yraż.enie 

(6.0) stanowi rozwiązanie pozwalające przy pomocy krz.yvfej 

Gaussa określić rozkład punktu Z wzdłuż każdej osi ,

^2» •» • * .
Można więc zastosować następujący sposób postępom 

wania. Z tabeli standardowych liczb losowych Gaussa (d la  

wartości oczekiwanej równej zeru i  wariancji równej 1) 

wybieramy n liczb t z^’ *** ’ ^n * G -  1 współ

rzędne , X2»*-*» ^n ^^ l̂adu prostokątnego będą równe 

odpowiednio z^, z^»****^! ! *   ̂ reguły jednak, odchylenie

standardowe G rozkładu Gaussa w przestrzeni jednowymiaro­

wej będzie wielkością sta łą , określającą v/spćłrzędne punktu 

osiągniętego (Z ) z rownAnia :
= 6  ( i  •= 1 ,2 , . . . ,n )  . . . (ó1)

Biorąc pod uwagę zależności (47), (49) i  (53)!

otrzymamy s

stąd : G =
-n
•n

a wprowadzając db równania (6l )  ; ,

•yr , I .......  ( i  — II) •

wyznaczy współrzędne punktu osiągniętegoj t j .  t^2*

(62)
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Prz;^ład 1«.

Dane jest położenie punktu planowanego (0) 
i  ogólny kierunek tra jek torii lotu pocisku ze wschodu na

^chód. Prav/dopodobne odchylenie kołowe (POK) wynosi 
%

620 m. Zadanie rozwiązujemy w przestrzeni dwuwymiarowej 

in -2 )v
Aby wyznaczyć statystycznie punkt osiągnięty (Z) 

posłużymy się równaniem (^0) oraz tabelą 1 z której 

wybieramy oC^_2 » •

6 = 1 1774"  ^  metrów ,

Z tabe li standardowych liczb losowych Gaussa wybieramy 

dwie liczby :
z-j = 0,83o V ^2 “ "  1v'*28 . 

Otrzymamy więc r

B =. 527 ‘  0,836 CS 421 m.

^2 = €  = 527 • (-1 ,128) — 594m.

Położenie punktu osiągniętego przedstav/iono na rys. 3
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T7 przypadku rezpatrysfania nadania w którym położeń 

nie punktu osiągniętego należy określić w przestrzeni t ró j r  

wyiuiarowej (n*3)> np, wybuch powietrzny “bToni atomowe;}, 

sposób postępowania jest analogiczny % w/g (50) i  tabl 1 ;

6 =

Kąstępnie z tabeli standardov/ych liczb losowych 

Gaussa wybieramy 3 liczby: ẑ  , Ż2* ^3» ’̂ 'tóre przekształca­

my odpOT/iednio w , X2» ^stosując wyrażenie- (62)^.* 

Uzyskane wielkości T/prowadzany do .trójwyr.iaroy/ego układu 

współrzędnych z początkiem układu v; punkcie planowanym (G) 

oraz osią zwróconą w kierunku strzału*

Przykład 2»

Kierunek tra jek torii -  ze wschodu na zachód* 

Prav7dopodobne odchylenie kołowe (POK) wynosi 930 m ^

n- 3  . -■  
1 . ■ =

2 . z^ = 0 ,325
3. X^ S 6 11  • i

930
;5w

-  OjToS »

X« = 0II • (-1,075) = -  o5o, G m

X, * 611 * (-1 ,78$) = 1090,6-m .

Położenie punktu osiągniętego Z przedsta -  ;

v/iono na rysunku 4.
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Przy praktyczjieó ocenie położenia punktu osiągnię­

tego (np. przez kierovraictwo ćwiczeń), posługiwanie się 

powyższą metodą rachunkową mogło by być nieco uciążliwe. 

Procedurę tę można znacznie uprościć, stosując odpowiedni 

aparat v/yboru odchylenia biegunowego, w zależności od błędu 

kołowego, 7/łaściwego danemu rodzajowi (typowi) sprzętu 

i  odległości strzelania. Poniżej przedstawiamy nomogram, 

pozwalający określać odchylenie biegunowe punktu osiągnię­

tego (rys. 5) .
Sposób korzystania z powyższego nomogramui-Przed 

wyznaczeniem odpowiedniego punktu należy : 

i ; ustalić  :
-  typ sprzętu (nosiciele pocisku) ^

-  kierunek strzelania i  odległość do celu ;
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rodzaj wybuchu (naziemny, powietrzny) ,a tym samym 

wymiarowośó przestrzeni (l in ia ;  n=1 ; powierzchnia:

n=2 % przestrzeń trójwymiarowa : n=3) »

2 . na podstawie odpowiednich tabel (instrukcji strzelania 

i  tp) wybrać wielkość błędu kołowego lub mniejszą 

wartość spośród dwóch uchyleń ; wgłąb i  wszerz. Odpo­

wiadającą danemu typowi sprzętu i  odległości do celu v

3, należy sprawdzić w jakim położeniu znajduje się elipsa  

rozrzutu w stosunku do kierunku strzelania np. je ś l i  

uchylenie wszerz jest większe od uchylenia wgłąb to 

dłuższa oś elipsy jest prostopadła do kierunku strze­

lania i  odwrotnie ;

4, wybraną wielkość błędu kołowego lub uchylenia pomno­

żyć przez odpowiedni współczynnik (w granicach od 1 

do 4 ), zależnie od postulov/anego prawdopodobieństvra 

osiągnięcia celu; np. zamierzając osiągnąć cel z prawdo-

podobieństwam 0,8 , należy wybraną wielkość pomnożyć

przez 3,2 ł w praktyce przyjmuje się wartość tego

współczynnika jako róv/na| 'ł •

5, wybrać z wykresu (rys.$ ) krzgn^ą, odpowiadającą wielkość,

obliczonej w punkcie 4 je s l i  powyższa wielkość 

znajduje się w granicach- między dwiema krzywymi należy 

zastosować interpolację (np. dla wielkości 2900 m -  

posłużyć się przestrzenią między krzywymi dla błędów: 

2,6 i  3.2 ;

6, stosując odpowiedni mechanizm losowy (np. tabelę liczb  

losowych lub inny) określić, które liczby  losowe (na 

osi pionowej) zostały wybrane ; ilo ść  wybranych liczb
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zależy od stopnia ?/yiaiarowoścx przestrzeni, t j*  od n j 

7«. przeproY/adzić, z powyżej v/ybranych (losowo) punkto?;, 

odpowiednie rÓY/noległe do ”osi odchylenia bieguncwego” 

i  odczytać na niej Y?ielbości odchyleń ;

8. przy pomocy ustalonego mechanizmu przyporządkować każ-  ̂

demu odchyleniu odpowiednio znak "plus" lub "minus” •

9« wrysBiwać ustalony punkt "0" y/ stosunku - do punktu 

celowania.

Przykład .

Z instrukcji strzelania wiadomo, że dla dane­

go typu sprzętu, strzelającego na rozpatry?/an^ odległość 

do obiektu naziemnego (c e lu ), uchylenie wgłąb v/ynosi <̂ 60 nij, 

a uchylenie wszerz -  720 m. określić odchylenie biegunovie 

punktu osiągniętego.

Ad 1 : ustalamy -  punkt osiągnięty znajduje się na płasz­

czyźnie -  n=2 ;

ad 2 ; Y/ybieramy do obliczeń Yrielkosć mniejszą, t j .  v/ danym 

przypadku uchylenie wgłąb, Y/ynoszące 480 m ; 

ad.3 i elipsa rozrzutu.jest prostopadła do kierunku strzału^ 

ad 4 : wielkość błędu kołowego osiągnięcia celu z prawdo­

podobieństwem 0,9 wyniesie 4o0 • 9 -  ^,140 metrów ; 

ad 5 i wartości odchylenia biegunov;ego znajdują się na obsza 

rze między krzywymi dla 4,0 i  5,0 ; śc is łe j 

e 1,4 części odcinku odciętej między obu krzyv/yiai, 

licząc od krzywej dla 4,0 w prav/o ; 

ad.8 ; z tabeli liczb losowych wybieramy dYnie liczby (n=2) 

dYTucyfrowe, określające punkty na osi pionowej rys®

5 \ np. 26 i  Z4 ;
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Ó 2 H A C Z E  N I A

l  n

; ¿̂3)

l  M z)

% ( z )

-  pimkt planowany •,

-punkt os iągn ięty  ;

. -  wymiar p rzestrzen i położenia celu ;

- i - t a  współrzędna w u k ład z ie  prostokątnym
12 j 3 j • • • fn \

-  i - t a  współrzędna (losov/a) % v/ektor odchylenia ^

-  wariancja zmiennej losowej Z

-  odchylenie standardowe i - t e j  współrzędnej 
w przypadku modelu e lipso idolnego |

- funkcja gęstośc i odchylenia biegunov/egp
;

- standardov/a funkcja gęstośc i Gaussa  ̂ (2 ) ^

- r - ta  pochodna funkcji k (z )  ;

-  funkcja gęstości ’’ chi-kwadrat" o n stopniach
swobody ; (3 ) *,

- v/artość oczekiwana zmiennej losowej Z ;

-  Y/artośe oczekiwana zmiennej losowej S ; (27) ;

- odchylenie biegunowe zmiennej losowej ;

n - v;ariancja zmiennej losov/ej Sn (33)

- s ta ła  normalizacja funkcji h^(s) ; (6 ) %

-od ch y len ie  standardowe \

-  zmienna losowa Z o rozk ładzie Gaussa, wartości




