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1> WSTEP> .

Przedmioteis rozwazen sa wspotzaleznosci,wystepujace
miedzy elementami statystyczniTmi, skitadajace sie na struk-
ture losowego odchylenia (czasem nazyv:anego biedem) punktu
osiggnietego (a posteriori) od planoY/anego (apriori)w ukia-"
dzie kartezjanskim.Wynik analizy doprowadza do sformutowa-
nia modelu pozwalajacego wyznaczy¢ parametry odchylenia pra®
Jego wielkosé. Praktyczne aspekty modelu sprov;adzaJda sie do
konfrontowania wynikow uzyskiv/anych w procesie realizacji
planéw takich zamierzen, ktérych sprawdzanie moze nieé
miejsce tylko na drodze eksperymentu "analitycsno-matema-
tycznego”, tj. bez v/ydatkowania rzeczyv.dstych, niezbednych
sit i srodkébw oraz hez uruchamiania procesu, ktdérego reglne
skutki byty by dla otoczenia zbyt szkodliwe lub kosztcwne.

Przyktadéw tego rodzaju procesor/ dostarczajg sy-
tuacje bojowe (operacyjne), Y/ystepudace w dynamice dziatan
wojsk, n.in. w postaci réznicy miedzy skutkami planowanego
i "faktycznego” uzycia wszelkich $Srodkéw razenia celéw
naziemnych przy uzyciu artylerii i broni rakietowej, llodel
oceny odchylenia losowego ma tym wieksze znaczenie im po-
wazniejszy wpltyw wyv/ierajg Oczekiwane skutki planowanych,
uderzen na przebieg dziatania wojsk i osiggniecie zamierzo-
nego celu,

2. ZAIOZPJJIA PODSTANMO®
Kozarézniamy dwa rodzaje punktéw trafienia celu ;

0 punkt planowany,

Z - punkt "osiggniety“ przez dany $rodek razenia.
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, Potozenie 'punktu planowanego (0) wpreest

rzent jedno dwvr lub tréj - wyEiarowej.ustalonego a prlorj

m okres$la réwnoczes$nie poczatek ukitadu prostokatnego osi wspoét

- .- wond]
la Sie a posteriori dla odpowiedniej przestrzeni (2.2.)
w ukitadzie prostokatnym wzgledem punktu planowanego (O)
W tan spos6b potozenie punktu "osiagnietego (Z) okreoli
n wspotrzednych prostokatnych. Przyjmujemy, ze kazda wspot-
i-zedna jest zmienng losowg niezalezng, posiadajgca rozkiad
Gaussa, wartos¢ oczekiwang rOownag zeru oraz wariancje & -

. Odchylenie punirtu Z od punktu O . nazywane dalej
Odchyleniem biegunowym, okresla wcktor]
(0iz), ktérego wspokrzedne prostokatne (z~,Z22."*.V
rz~té6l 0.z, ; 0.z2 ; ; 0,Z,, > sg zmiennymi loso”™.i

niezaleznymi o rozktadzie normalnym i wariancji wzgledem

punktu O rovmej ~
zatozenia 3»3* 2 moi d
towania sie vvartosci odchylenia hiegunov.ego dotyczy przest:

Nni n-r/iTiiilarowej , a s uv/agi na jednakowg v.ariancje

rzednych - opiera sie na nwyiiiiaro\7ym rozktadzie s ,, j

Gaussa.

W przypadku, gdy odchylenia staadartovre 61" sedjayc”

odchylenia biegunowego posiadajg r6zne wartosci, wyst™pujej

model elipsoidalny. Wyrazenie :
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stanowi -.Tystarczejagca aproksjEiacje, jesli tylko odchylenia
standardowe sa adekwantne, a ich wielkos$ci niezbyt rdznig

sie od siebie, przyczym .najv7ifkBza z nich jest conajwyzej
dwukrotnie wieksza od najmniejszej.

Fozwazana icetoda okres$lania punktu Z oiiiera sie na znajo-«-

aosci trzech podatav/owych charakterystyk

1. wspo6trzedne potozenia punktu planowanego (0) »

2. funkcja przebiegu trajektorii pocisku do punktu

planoY/anego

W’ parametrow przsmoszenia i™6cisku (rodzaju sprzetu ognio-

wego)

Model zagadnienia rozpatruje sie w oparciu o ukilad wEg6.E-

rzednych, prostOkatnych z poczatkiem uktadu w punkcie 0 «
V przj-padkach rozpatzywarda modelu v T)rzestrze-

niach jedno-dvu - i tréjwyriiiarowych $rednie odchylenie

bie,;.unov;e b>\dzie odpowiednio; odchyleniem liniowo-pzobabi-

lii-ifejcznym, nieliniowo - probabilistycsnym oraz przestrzen-

nie probabilistyczny«. h celu przeksztatcenia Sredniego

odchylenia biegu.nowego w odchylenie standaridor/e wprOYiadza

ete odpowiedni czynnik. Kazda ze wspbéirzednych, wystepujaca

w przestrzeni n-wymlarowej, wybiera sie z tabeli liczb

losowych Gaussa odpowiednio do odchylenia standaSf§®wego.

3. KDIKLAD OD1HYL3!O:A BI3GUNhC~.XGO,

Miech K (Z oznacza, ze zmienna losowa.
Z i>osiada rozktad normalny, wartos¢ oczekrwang™”" oraz
wariancje 6l <« Funkcja gesrfeoscl rozktadu zmiennej losowej

Z posiada postac ;
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Catkujac przez czescij

s S
( 2
H3 (s) exp (- 1> e 26 a v
o %o
8
is F I.SI sl op (- ¥ au
io
o)
u ) g exp
v exp ( ) du 50-
zatem. 'ozktad taczny funkcji od wyniesie;
M s)
HA(s) = 21 S (24)
Wyrazenie (24) mozna przedstav/i¢ w postaczi
ex|
Ho(s) = 21 () + P 20
( fi.) -Q (s5~~ AN
gdzie jJest wielomianem Hermite»a*iQ-tego stopnia

zdefiniowanym nastepujgco:

- n u
(-1)® Q™Nu) k(u) (u) gy
""r~"ScislelrcibyszeKa - Eermite’a jJ ogdlniejsza postac

tego v/ielomianu :
9 2 =

Qfu) * (1Re! e ) m 0.1,2.
du
Wielomian ten speinia rov/nania rézniczkowe Cz.-H,
(2) 2UyMAE 2y zachodzg dla nich nastepujace
tozsamosci
Qin(u) = 7 *

PN (u) = 20 Qj,(u) - 2m
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Do rys. 1;
t/artosc oczekiwana. Odchylenie standardowe
E (R™) = 0,7979, D (R.,) = 0,6028,
S (R™) = 1,2533, D (R2) = 0,655],
E (R™) = 1,5958, D (R™) = 0,6734.

Punkcja gestosci zmiennej losowej R™ v/jTiiesie:

ejr) = ds

= N s)»
a wobec tego, uwzgledniajagc v/yrazenie (9) , otrzymamy:

=@ =31 op -y ) -
(r~o0)

(55)
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E (Eg) =1,2533, O (Eg)
E (Ej) = 1,5958, D (Rj)

0,5551,

0,573’
Z wyrazenia (27) v/yznaczyi3,7'rarto$¢ oczekiwang

= e, (56)

Na podstay/+te (33) i (33) otrz*inany wariancje
i odchylenie standardowe dla ;
N N

D (E") = : : : : (56)

Korzystajac z (47), (49) i (51) wyznaczymy Ecdiai-
ne dla E™ :
u I\) =oi, (59)

Otrzymamy wiec nastepujgce sta” statystyczne

n O v &

1 0,7379 0,352~
, 2 1»2533 0,292

3 11,5958 0,4535
n Qn T o€

1 0,6028 0,6745
2 0,6551 1,1774

3 9,6734 1,5382

Tablica 1« Czynniki statystyczne state.
Zestawienie czynnikéw przeksztatconych, uzaleznio-

nych od statlych statystycznych



iiu.-

=0,7979 0 =1,1830 /~=1,25336=1,0S'45Ji2 59580*1,0374>3

=0,67450 =0,8¢53/~-j >2=1,17740=0,93971"= ,"=1,53826 =0,9639_/»3=

=1,7456 =2,2805>i
=1,"826"=1,2533y«" 0=0,8493 79 7~ «=0,6501 >3=0,6267/*3
Tablica 2. Czynniki statystyczne przeksztatcone*

7. ZASTOSOWAITIE W PRAKTYCE CV/ICZEN
SZTABOWYCH .

W sSwietle przeprowadzonych rozwazan pixnkt 3.7.
"Zatozen podstawowych" znajdzie odbicie w postaci nastepuja-
cych charakterystyk
1. potozenie punktu planowanego (0) okres$lg wspotrzedne
poczatku ukitadu wspoétrzednych prostokagtnych w przestrze-
ni n - wyrniarov;ej, tj. , X2,%e.» ;
2t przebieg trajektorii pocisku do punktu planowanego ¢€O)
jest zorientowany v/zdiluz jednej osi ukiadu wspoétrzednych,]
np. ; W praktyce nAwiczen na mapach potozenie osi po-
kryv/a sie z odpowiednim ukitadem Wspodtrzednych tych map *
3, kazdy rodzaj srodka przenoszenia pocisku charakteryzuje
okreslona mediana.
Llediang odchylenia biegunoY/ego jest promien
ograniczajgcy te czes¢ przestrzeni n -» wymiarov;ej W ktérej
dana bron uzyskuje prawdopodobiennstwo trafienia réwne 0,5 -

Przyjmujemy, ze odchylenie biegunowe posiada n - Y/ymiarowy
sferyczny rozktad Gaussa ze srodkiem w punkcie planowanym

(0), jako poczatku uktadu v;spétrzednych i skalowaniem na pod

stawie odchylenia standardowego *
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Jak wynika z uprzednich rozwazan zaleznos$¢ mediany
od odchylenia standardowego “wyznacza réwnanie *

a n e C60)
przyczyn CC™ dest wielkosScig stata i znana, wyrazajaca
stosunek . oraz okre$long przez réwnanie (59) *
Poniewaz © jest odchyleniem standardowym, dotyczacym roz-
ktadu Gaussa w przestrzeni jednowymiarowej, stad v/yraz.enie
(6.0) stanowi rozwigzanie pozwalajace przy pomocy krz.yvfej
Gaussa okresli¢ rozkiad punktu Z wzdluz kazdej osi
N2» me *,

Mozna wiec zastosowaé nastepujacy sposéb postepom
wania. Z tabeli standardowych liczb losowych Gaussa (dla
wartosci oczekiwanej réwnej zeru i wariancji rownej 1)
wybieramy n liczb t zNFT A * G - 1 wspot
rzedne , X2»*-*» ~n ~MNadu prostokgtnego beda réwne
odpowiednio z”, z/™M»****~ll* N reguty jednak, odchylenie
standardowe G rozkiadu Gaussa w przestrzeni jednowymiaro-
wej bedzie wielkosSciag stata, okreslajaca v/spétrzedne punktu
osiagnietego (Z) z rownAnia :

=6 (i =1,2,...,n) . . . (61)
Biorac pod uwage zaleznosci (47), (49) i (53)!

otrzymamy s
stad : -n
a wprowadzajac db réwnania (61) ; ,

¥ B R (i — i - G62)

wyznaczy wspotrzedne punktu osiggnietegoj tj. th2*



Prz;"ad 1«

Dane jest potozenie punktu planowanego (O)
i og6lny kierunek trajektorii lotu pocisku ze wschodu na

~chaod. Prav/d(g/podobne odchylenie kotowe (POK) wynosi
0

620 m. Zadanie rozwigzujemy w przestrzeni dwuwymiarowej

in-2)v
Aby wyznaczy¢ statystycznie punkt osiggniety (2)

postuzymy sie réwnaniem (~0) oraz tabela 1 2z ktoérej
wybieramy oC™ 2 » .

6 = 1 1774" ~ metrow

Z tabeli standardowych liczb losowych Gaussa wybieramy

dwie liczby
zj = 0,830 \% A2« " 1vt28 .

Otrzymamy wiec r
B

57« 0836 csa21 m
n2 =€

527 « (-1 ,128) — 594m.

Potozenie punktu osiggnietego przedstav/iono na rys. 3
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T7 przypadku rezpatrysfania nadania w ktérym potozen
nie punktu osiggnietego nalezy okres$li¢ w przestrzeni trdjr
wyiuiarowej (n*3)> np, wybuch powietrzny HToni atomowe;},

sposéb postepowania jest analogiczny % w/g (50) i tabl 1 ;
6 =

Kastepnie z tabeli standardov/ych liczb losowych
Gaussa wybieramy 3 liczby: 2z, 7Z2* ~3» ™tore przeksztalca-
my odpOT/iednio w , X2» Nstosujac wyrazenie- (62)M.*
Uzyskane wielkosci T/prowadzany do .tréjwyr.iaroy/ego ukiadu

wspotrzednych z poczagtkiem ukladu v, punkcie planowanym (G)

oraz osia zwrécong w kierunku strzatu*
Przykiad 2»
Kierunek trajektorii - ze wschodu na zachod*

Pravidopodobne odchylenie kotowe (POK) wynosi 930 m »

n-3 . -1
1 930
= ,SW
2. z» = 0,325 - QjToS »
3. XN S 611 e i
X« = 0Il » (-1,075) = - 050,Gm
X, * 611 * (-1,78%) = 1090,6-m .

Potozenie punktu osiagnietego Z przedsta -

v/iono na rysunku 4.



Przy praktyczjied ocenie potozenia punktu osiggnie-
tego (np. przez Kierovraictwo ¢wiczen), postugiwanie sie
powyzszg metoda rachunkowa mogto by by¢ nieco uciazliwe.
Procedure te mozna znacznie uprosci¢, stosujac odpowiedni
aparat v/yboru odchylenia biegunowego, w zaleznosci od btedu
kotowego, 7tasciwego danemu rodzajowi (typowi) sprzetu
i odlegtosci strzelania. Ponizej przedstawiamy nomogram,
pozwalajacy okresla¢ odchylenie biegunowe punktu osiggnie-
tego (rys. 5)

Sposdb korzystania z powyzszego nomogramui-Przed
wyznaczeniem odpowiedniego punktu nalezy :
i; ustalic
- typ sprzetu (nosiciele pocisku) ~

- kierunek strzelania i odlegto$¢ do celu
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rodzaj wybuchu (naziemny, powietrzny) ,a tym samym

wymiarowos$o przestrzeni (linia; n=1 ; powierzchnia:

n=2 % przestrzen tréjwymiarowa : n=3) »
na podstawie odpowiednich tabel (instrukcji strzelania
i tp) wybra¢ wielkos¢ biedu kotowego lub mniejsza
wartos¢ sposrdéd dwoéch uchylen ; wglab i wszerz. Odpo-
wiadajgca danemu typowi sprzetu i odlegtosci do celu v
nalezy sprawdzi¢ w jakim potozeniu znajduje sie elipsa
rozrzutu w stosunku do kierunku strzelania np. jesli
uchylenie wszerz jest wieksze od uchylenia wgilab to
dtuzsza os$ elipsy jest prostopadta do kierunku strze-
lania i odwrotnie ;
wybrang wielkos¢ biedu kotowego lub uchylenia pomno-
zy¢ przez odpowiedni wspoétczynnik (w granicach od 1
do 4), zaleznie od postulov/anego prawdopodobienstvra
osiggniecia celu; np. zamierzajac osiggna¢ cel z prawdo-
podobienstwam 0,8 , nalezy wybrang wielkos¢ pomnozyc¢
przez 3,2 t w praktyce przyjmuje sie wartos¢ tego
wspotczynnika jako rownal 't e
wybra¢ z wykresu (rys.$) krzgn™g, odpowiadajgcg wielkos¢,
obliczonej w punkcie 4 jesli powyzsza wielkos$é
znajduje sie w granicach- miedzy dwiema krzywymi nalezy
zastosowac interpolacje (np. dla wielkosci 2900 m -
postuzy¢ sie przestrzenig miedzy krzywymi dla btedow:
26 i 3.2
stosujac odpowiedni mechanizm losowy (np. tabele liczb
losowych lub inny) okresli¢, ktore liczby losowe (na

osi pionowej) zostaly wybrane ; ilos¢ wybranych liczb
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zalezy od stopnia ?/yiaiarowoscx przestrzeni, tj* od n j
. przeproY/adzié, z powyzej v/ybranych (losowo) punkto?;,
odpowiednie rOY/nolegte do ”osi odchylenia bieguncwego”
i odczyta¢ na niej Y?ielbosci odchylen ;
8. przy pomocy ustalonego mechanizmu przyporzadkowac¢ kaz-"
demu odchyleniu odpowiednio znak "plus” lub "minus” e
9« wrysBiwa¢ ustalony punkt "0" y/ stosunku -do punktu
celowania.
Przyktad
Z instrukcji strzelania wiadomo, ze dla dane-
go typu sprzetu, strzelajgcego na rozpatry?/an”™ odlegtosé
do obiektu naziemnego (celu), uchylenie wgtgb v/ynosi <0 nij,
a uchylenie wszerz - 720 m. okres$li¢ odchylenie biegunovie
punktu osiggnietego.
Ad 1 : ustalamy - punkt osiagniety znajduje sie na ptasz-
czyznie - n=2 ;
ad 2 ; Y/ybieramy do obliczen Yrielkos¢ mniejsza, tj. W danym
przypadku uchylenie wgtab, Y/ynoszace 480 m ;
ad.3 i elipsa rozrzutu.jest prostopadta do kierunku strzatu”
ad 4 : wielkos¢ biedu kotowego osiggniecia celu z prawdo-
podobienstwem 0,9 wyniesie 400 < 9 - 140 metrow ;
ad 5 i wartosci odchylenia biegunov;ego znajduja sie na obsza
rze miedzy krzywymi dla 4,0 i 5,0 ; Scistej
e 1,4 czesci odcinku odcietej miedzy obu krzyv/yiai,
liczgc od krzywej dla 4,0 w prav/o ;
ad.8 ; z tabeli liczb losowych wybieramy dYnie liczby (n=2)
dYTucyfrowe, okreslajgce punkty na osi pionowej rys®

5\np. 26 i Z4 ;






I M2)

% (z)

O2HACZE NI A

pimkt planowany <

-punkt osiggniety ;

.- wymiar przestrzeni potozenia celu ;

i-ta wspotrzedna wukitadzie prostokatnym

12j3jeeefn \
i-ta wspotrzedna (losov/a)

wariancja zmiennej losowej

%

v/ektor odchylenia ~

4

odchylenie standardowe i-tej wspodirzednej
w przypadku modelu elipsoidolnego |

funkcja gestos$ci odchylenia biegunov/egp

standardov/a funkcja gestosci Gaussa ™ (2)

r-ta pochodna funkcji k(z)

funkcja gestos$ci "chi-kwadrat" o n stopniach

swobody ; (3) *

v/artos¢ oczekiwana zmiennej losowej Z ;

Y/artose oczekiwana zmiennej

losowej S ; (27)

odchylenie biegunowe zmiennej losowej ;

v;ariancja zmiennej losov/ej

stata normalizacja funkcji

-odchylenie standardowe \

Sh (33)
h~(s) ; (6) %

zmienna losowa Z o rozktadzie Gaussa, wartosci






