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Rosdtsia+t 1
wTBRAIFfi POJKOU Z OEOMETRII1 n-WailAHO1lEJ PBZBSroZMg

W nInlojsaym rosdziala »oatang Bforautonana nybrana po-
Jecia s gaomatrll analitycznej n przestrzeni n-wymiarcmej » e
ktérych wystapiag dwie 1 wiecej zmiennych* Pojecia, c ktérych
bedzie tu mowa sg naturalnymi uogélnieniami pojed geometrii na

ptaszczytnie 1 w przestrzeni*

z geometrii analitycznej wiadomo, te roéwnania liniowe
postaci
anxNta2*2 * * n NPFYPFRTIIIQ N =HFEZ A
opisujag prostg i ptaszczyzne odpowiednio ha ptaszczyznie i1 w
przestrzeni /w przestrzeni 2 i 3-wymiarowej/e
OKKBMLENTIE 1* Zbidér punktow w przestrzeni n-wymlarowej
wspotrzedne ktérych spekniaja rownanie liniowe

ai|}X™ ~a2x2 /v

gdzie /i - 1,2, **,n/, a”™ sa liczbami rzeczywistymi /wspod-
czynnikami/, nazywamy hlperptaszczyzng w przestrzeni n-wymia -
rowej *

UWAGA 1* Hle wszystkie wspotczynniki av~w /1/ jednocze -
Snie znikaja /nie sg rowne"zeru/* W przypadku ich jednoczesne-
go znikania bytaby totsamo$d o«a”, ktdéra zaprzeczataby istnie-
niu wspodrzednych punktéw w przestrzeni* Jezeli a”™»0,to hi-
perptaszozyzna /”~/ przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzed-
nych - punkt 0, bowiem wspé4rzedne 0,0,***,0 spedniajg /1/*

Wezmy ukdad dwéch hlperptassozyzn



+ N1272 An ML
/2/
®21M + ®22*%2 +eeet+ @2Nn * N2

Zbior punktéw nalezgacych jednoczesnie do obu hlperptaszozyzn
ukfadu 72/ bedziemy nazywali przecieciem tych hlperptaszozyzn
/przez analogie do przeciecia sie dwéch prostych lub plaez -
czyzn/« Innymi stowy”™ przeciecie hlperptaszozyzn jest mlejpoem
geometrycznym wszystkich takich punktow, ktorych wspodrzedne
spedniaja jednoczesnie oba roéownania ukdadu 72/, tj. sa rozwig-
zaniaiml tego uktadu réwnas*
Analogicznie, rozwigzaniem ukdadu m réwnan liniowych z n
niewiadomymi

®12*2 memeest ®In*n

®21*1 + ®22*2 +eee+ a2n*n * N2 73/

+ ®M272 +eee+ ®MN*n m

bedziemy nazywali przecieciem m hlperptaszozyzn w przestrzeni
n-wymi .arowe j ¢
1.2. Si«272S2i®i1-2JBizestrzenl_n-wymiarowe”

Z kolei zinterpretujemy geomatrycznie nieréwnosci linio-
we w przestrzeni n-wymiaroweje

Wiadomo, ze nieréwnosé postaci a™x™ N ®27°27°®0 PSE -
ptaszczyzne, lezaca po jednej stronie prostej o roéwnaniu

®i*1 ¥ ®2*2 “ ®0 /Nys* U/*

Rys. 1,



Podoba!« niordwnodd postaci + Non2 n
pd4p7228tY8«n potozong po jednaj stroni« plaazosyznjr o rowna <
nitt + IR*2 * M3 * MO~ przestrzeni 3-wymiaroiiej.
Niech dana bedzie nieréwno6d liuiuwa po&taoi
+ @272 Antn A 70 /41
OKRSALBNIN 2« Zbidr punktdorf m przestrzeni n-wymiarowej ,
wBpOdrzKdne x/~Z2t«*ox, ktoérych spedniaja nieréwnodd /4/ nazy-
wasily obaSarem rozwiagzan tej nitréwnosoi« Udowadnia sie twier -

dzonie, ze obszarem rozwiagzan nieréwnosci .liniowej jest pok<*

przestrzen ogianiozona hiperptaszczyzng
*1NL ®2*2 W* ®n™Mn * R0
W charakterze przyk#adu wyznaczymy w przestrzeni 2-wymia-

rowej /ptaszczyznie/ obszar rozwigzah dla nieréwnosci

N\ N
X~ X2 1 0

A i
Ryso 2
Zastepujac nierownosdé rownoscia otrzymamy roéwnanie prostej
X<fX2 & 1 /rys. 2/« Prosta ta dzieli ptaszczyzne na dwie pok«
pteszozyzny. Ta z nich, ktéra zawiera poczatek ukdtadu wspoét -
rzednych jest obszarem rozwigzan danej nieréwnosci. Role hiper-
ptaszczyzny, w tym przypadku, spednia rownanie prostej x<¥«1*
Zauwazmy jeszcze, ze druga potptaszczyzna jest obszarea rozwig-
zan nierownosci x|»2 > 1e
Przejdziemy teraz od jednej nieréwnosci liniowej do ukta-

du nieréwnosci



+ags6

®21*1 *22%2 +eeet aZn*n N N2 /5/

®ml1*1l + @EM2*2 +eeew'm *Jnn*n
Obazatam rozwigzan ukdadu nlercSwnoc¢ol /5/ bedziemy nazywali
zbidr punktéw w przeatrzenl n-“wymlarowej, wepodrzedne ktorych
spetniajg kaida z nleréwnoécl ukdadu* 1 tu podobnie Jak dla
nleréwno6ol /4/ udowadnia sie twierdzenie® ie obszarem rozwla*
zan uktadu nieréwnosci jest przeciecie /przekréj/ odpowiedniej
liczby pétprzestrzenl*

UWAGA 2. Jezeli uktad nieréwnosci /5/ jest sprzeczny, to
oczywiscie przeciecie /przekrdj/ odpowiednich pédprzestrzenl
nie zawiera zadnego punktu w przestrzeni n-wymlarowej .

1*3* S~gAnek_i_87”ory wypukte
Z geometrii analitycznej na
ptaszczyznie wiadoiao,ze wspot
O,k rzedne dowolnego punktu O
/x",~2/ odcinka AB /rys*3/ moga
by6 okreslone przez wspoédrzedne
poczatku A /x",Xg/ i konca B

Rys* 3
/x" ,x~/ odcinka z zaleznoSci

*1 v A VA s 0 |
I lub O» ta + /1-t/ B

*2 ™2 + /1-vx2] 1 . —
#a «
2. RS 2

Kazdej wartosci parametru t z przedziatu 70,1/ odpo -

*1 X *
gdzie o~ t4l,a o8B lis « T
ij

wltada doktadnie jeden punkt odcinka AB, np* dla t « ?1/2, -

(XNMHXNJY2, X2 « (x24X2) /2 sa wspodrzednymi $rodka odcinka






b/

kula

c/

il Rys#ff‘)fr1
OKRESLENIE 5# Przokro;)em /przecieciem/ zbioréw wypukdych
nazywamy zbidér punktow, nalezacych jednoczesnie do kazdego ze
zbioréw wypukdych,
TWIERDZENIE 1, Przekrojem zbioréw wypukdych jest zbiér

wypukty,
Czes$6 zakreekowana na rys, 3 jest

zbiorem wspélnym - przekrojem zbiorow
SijSg i M,

Dla dowodu twierdzenia obierzmy dowol-
ne dwa punkty A i B, nalezgce do prze-

kroju, tzn, do kazdego ze zbioréw wy

pukdych 37,82, /rys, 5/,

Z tego wynika, ze caty odcinek AB zawarty jest w przekroju, a
to z okreslenia 5 oznacza, ze przekrdj jest zbiorem wypukdym.
Na podstawie wypowiedzianego dotychczas twierdzenia mozemy
wypowiedzied nastepujacy

WNIOSEK 1, Obszarem rozwiazan, zgodnego uk¥adu nieréw

nosci liniowych jest zbidér wypukdy ograniczony hiperptaszozy

znami o réwnaniach, otrzymanych z nierdéwnosci przez zastgpie

nie znaku nieréwnosci znakiem réwnosci.
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PRZYKLAD 1e ZnalezZz¢ obszar rozwigzan ukdadédw nieroéwnonol

liniowych
4X.-TXp > -28/1/ * 7 0 71/
Ja/ V 4 > b/2/ W TxN+3x2 21 72/
7x-j-3xg 4 2173/ XN+2X2 6 73/
*1_%9 3 >4/
4 28 /1/

/o/ Y e B A
™xN-3x2 > 21 /3/

Zastepujac we wszystkich ukdadach znaki nieréwnosci znakmni

rownosci, otrzyiramy ukdady roéwnan

Ax N-Tx 2 =0
/o/ X2 /b/ Tx™M3x2 - 21}
*1+2x2
*r*2

4xN-Tx2 * - 28
/o/ X~ Xg 6

IxN-3x2 * 21,
w ktorych kazde réwnanie jest rownaniem prostej,

Proste te pokazcme sg na rys, 6a - 60,

11



strzatki na rys#6 wskazuja te p6Tpltaszczyzny, ktore sa zbiora-
mi rozwigzan poszczeg6lnych nierdwnosci*

Z analizy rysunkéw 7a-70 wynika, ze zbiorami rozwigzan nktadéw
nieroéwnosci /a/, /b/ i /o/ sa odpowiednioi tréjkat ABC, wielo-
kat nieograniczony /otwarty/ i zbidr pusty /ukdad nierownosci

sprzeczny/*

W kazdym zbiorze mozna wyréznic¢ trzy rodzaje punktéwt
wewnetrzne, brzegowe i wierzchotkowe /wierzchodki/* Na rys* 4
t+atwo dostrzec te punkty* Jezeli wszystkie punkty brzegowe na-
lezg do zbioru, to Jest on domkniety*

Zbiory wypukte moga ,byé ograniczone lub nieograniczone*

W pierwszym przypadku oznacza to, ze wszystkie punkty zbioru
znajduja sie w skonczonej odlegtosci od poczatku uktadu wspod-
rzednych* Jezeli ten warunek nie Jest spedniony, to zbidr Jest
nieograniczony /rys* 6b/*

OKRESLENIE 6* Zbior wypukdy domkniety w przestrzeni n-wy-
mlarowej o skoniczonej liczbie wierzchotkéw nazywamy wlelosScia-
nem wypukdym n-wymlarowym. Jezeli Jest ograniczony lub wypukdym
obszarom n-wymiarowym. Jezeli Jest on nieograniczony /rys*4a -

4b/* Nie da sie przedstawi¢ graficznie wielosoianéw wypuktych

gdy n > 3*

12



Rozdziat 2
OGOLNE ZAOADNIEHIFi PROGRAMOWANIA LINIOWEGO

2.1# Wiadomosci wstepne

Foszuklnanle najlepszych, maksymalnych, minimalnych lub
ogélnie, optymalnych xozi«lazan réznorodnych zadan zajmowado 1
Intrygowato cztowieka od wiekow# Skupiat on gtdédwng uwage nad
znajdowaniem metod optymalizacji dotyczacych rozwiazan zagad —
nlen o charakter«e geometrycznym, zagadnien dynamiki i fizyki*

Ostatnio zapoczatkowano nowg klase zagadnien optymaliza-
cji ztozonych struktur organizacyjnych, powstajacych we wspot-
czesnym spoteczenstwie# Spotykamy sie tutaj z takimi problema-
mi, jak najefektywniejszy sposéb prowadzenia gospodarki lub
optymalne rozwfjatleoie sit powietrznych, ktdére maksymalizuja
szanse wygrania wojny, lub takimi ogdélnoswiatowymi zagadnie -
niami, jak mieszanie sktadnikéw nawozéw dla zaspokojenia wyma-
gan agrotechnicznych przy poniesieniu najmniejszych kosztow#
Badania, w jaki sposob sformutowad i1 rozwigzad takie zagadnie-
nia, doprowadzidy do rozwiniecia nowych 1 waznych metod opty —
raalizacjl# WSrdod nich tkwi przedmiot niniejszego skryptu -
programowanie liniowe#

Historycznie, ogdélne zadanie progreunowania liniowego zo-
stato po raz pierwszy rozwiniete 1 zastosowane w 1947 r# przez
uczonych amerykanskich G#B# Dantziga, M# Wooda i1 ich grupe do
zbadania mozliwosci zastosowania metod matematycznych do pro —
gramowanla wojskowego i zagadnien planowania# Te wczesne zasto-
sowania metod programowania liniowego dziela sie na trzy ghow-

ne grupyt zastosowanie wojskowe, ekonomika wymiany miedzy dzla-

13



+ami przemystu oraz zagadniania dotyczace stosunku zamknietych
gier dwuosobowych i programowania liniowego«

W czasie ubiegtych dw<bSch dziesiatek lat dziedziny te zo-
staly rozszerzone i1 rozwiniete, a gtéwny ciezar zastosowan pro-
gramowania liniowego przesungt sie w dziedzine ogélnych zasto-
sowan w przemyole.

Programowanie liniowe stato sie waznym narzedziem wspot-
czesnej matematyki teoretycznej 1 stosowanej. Ten istotny
wzrost znaczenia jest wyznaczony pionierskim wysitkiem, wielu

uczonych i organizacji naukowych.
2 2. Zadania prowadzgce do zagadnienn programowania liniowego

Zagadnienia programowania wiaza sie z efektywnym wyko -
rzystanlem albo rozmieszczeniom ograniczonych srodkéw tak, aby
spetnid okreslone wymagania. Problemy te charakteryzuja sie
duza iloscig rozwigzan spedniajacych warunki zagadnienia. Wy-
bér okreslonego rozwigzania jako najlepszego rozwigzania za-
gadnienia zalezy od celu i wymagan, ktére okreslaja zagadnie -
nie. Rozwigzanie, ktore spednia warunki zagadnienia 1 dane wy-
magania, nazywamy r ozwigzaniemnm optymal”™r
nym,

Ponizsze zadania prowadzg do zagadnieh programowania li-
niowego.

ZADANIE t. /Zadanie o wykorzystaniu sSrodkéw produdccjl/

Zatozmy, ze do wyproduko?ania dwdch typdéw wyrobdow W™ i
Wg potrzebne sa trzy rodzaje surowoai 87,82,33 /$rodki produk-
cji/, ktorych zasoby dane sg w ilosciach /w okreslo -

nych jednostkach/. W celu ilustracji rozwazan w tablicy 1 po -

14



dano konkretno nartosci aasobdiif 110i$oi potrzo#mogo suronoa

do wypiodukonania odpcwlodnlogo typu nyrobu oraz osiggalny

zyek*
Tablica 1
av. /i-1,2,3j j-1,2/ -
{{Rodzaj } Zzasoby { Typy produkcji { z"1
jjsuron-j surowca j..ZS252SK+-— J ozhacza llodd /n okre-
Y, ) . i

b s b 4 eBsiflit Slonych jednostkach/

«2 }8i2»3 surowca rodzaju  nie-

»2 1 S22-1 zbednego do produkcji

3 I @3 1@31* | 83373 { wyrobu typu
m° 1
02-5

® (d * osiggany z produkcji kazdej jednostki wy -

robu* Zadanie polega na zaplanowaniu takiej ilosci produkcji
poszczegdlnych wyrobéw, aby ogolny zysk byt najwiekszy /maksy-
malry/« Oznaczmy przez xj 1 liczbe wyrobéw typu 1 Wwg*

Matematycznie nasze zadanie zapiszemy nastepujaco

®22 "

211 ®22*%2 N ®2 fub
®31*1 ®32*2 ™ ®3
Dla tych warunkow ma byo osiagniete * @9 G0 lub
n »/
mas K + Eig max

ZADANIE 2, /Zadanie o diecie/
Dla zachowania zdrowia i1 sit do pracy kazdy cztowiek po-

winien zasilidé swdj organizm w ciaggu doby w pewne ilosci skitad-
nikéow odzywczych, np« biatko, thuszcze, weglowodany, woda i
witaminy. I1losci wymienionych sk#adnikéw odzywczych w rdéznych
produktach spozywczych sa rézne. Upraszczajac zagadnienie ogra-

X/ t sensu zadania wynika, ze wielkosci x* 1 Xg powinny sped- *
niadé warunki x”™»0 i Xg:ia0.

15



niczymy aie do rozpatrzenia dwdch produktow 1 Pg» a dfuie

zapiszemy w tablicy 2»

Tablica 2
iBSsassassstBBBSBs: BBSSSSBBBBBBtBI BBSBBBB BB S|
_— r Norma ~ ~RodzatMe produktéw
Sktadniki -
odzywcze /minimum/ p_
BSBBBBBBBI BBBBBBBBBB

E i ttuszcze H bi m 10 91 m " «12 " 5
g Bg- biatko II bg m 12 21 m 3 «22 “ A
u
g B-- weglowodany p««16 3 m A «32 " A
n B - woda % %41 m 2 «42 m A
« Be - witaminy | = 1 51 m ° «52 “ @
* Wartood jk Cg -3

BSBEBBBBSBEBBBSBBBBSHL=bb=bbobbbnbns SBBBSBBBBT BBBBBBBBBB

W tabl« 2 warto6ci a~ /i m 1#2,3,4-»5; j m 1f2/ oznacza-
Ja liczbe sk#adnikéw BN w produktach P*« np* a”g oznacza licz-
be weglowodanéw w produkcie Pg, zadé wlelkoddo /) « 1»2/ ozna-
czajg wartoo6 jednostkowg produktu Pr Podane tam war -
to6ci  liczbowe noszg tylko charakter ilustracyjny* Zadanie
polega wiec na takim zaplanowaniu /zorganizowaniu/ zywienia ~
aby jego koszt byt najnizszy przy zachowaniu niezbednych war -
toéci odzywczych*

Matematycznie zadanie mozemy sformudowad nastepujaco!

Spoéréd wszystkich nieujemnych rozwigzan ukdadu nleréwnooécl

/ograniczen/
«11*1w'md22 T x "M5x 2 10
«2i*i+«22*2 > 5P 3x™2xg > 12
Bl*lww@2 > wxgAlup X9 > 16
BAINIHRA2*2 > 4 2xht2xg > 10
«51*]1 m"m&E2*2 »S *1 1

16



*nal«E<5 taki«, dla ktdrago funkcja p » + ®2*2
najmniajsaa nartond lub e 2xN v 3*2» 6<lzla 172
produktdn rodzaju 1 pP2*

ZADANIB 3« /Zadania transportowa/

Z dwéch punktéow wysydki AM»A2 ~ aasobaoh ~*~2 d~d~ostak
jodnorodnago towaru naleiy zaopatrz|ré trzy punkty odbioru
02fD" kazdy o zapotrzebowaniu dAEA2*73 sktadowanego
towaru«Przy czym znany jest jednostkowy koszt c™ transportu to-
waru z punktu wysydki A~ /1*1,2/ do punktu odbié_:u T/j*1#2,30

W tabl. 3 podana jest zastawienia tego zagadnienia

Tablica 3
1 ®12 ®13 *1
3 *2 2 ®22 1 @23 *2

ILS§&iSaa.)aaaaaaaauBfSBBBaaHiacaBBBaa

Zadania polega na takim zaplanowaniu transportu«ktérego koszt
ogllny bydby najnizszy /minimalny/« tzn* funkcja liniowa
AT G B R e § N2 2 ®13*13 ®21*21 N ®22*22 ®23*23
na o;siggnad wartodé najmniejsza dla warunkéw ograniczajacych |
Miwwz 9 X11+X12+X13
C. *
1 X21+x22+x23 ~ &

gdzie Xa /1l«1l«2} j - 1«2«3/ liczba jednostek towaru przesyta-
li
nago z do D™,

Z tabl. 3 wynika« ze zostat tu rozpatrzony przypadek szczegol-

17



ny, gdy zasoby punktéw wysydtki sga réwne potrzebom punktédw od -

bioru /Zostatni wiersz w prawej rubryce/e
2#3«= 0g6lne ~formutowanie zadanla progrjamowanla IInlowege

Rozpatrzone w uproszczpnej postaci zadania programowania
liniowego cho6 roéznig sie pod wzgledem trescig to nie trudno
zauwazy¢ u nich cechy wspélnej - w kazdym przypadku szukallomy
najlepszego warieuntu. Z materoatyczr.ego punktu widzenia« w kaz-
dym zadaniu szukalismy wartosci pewnej liczby zmiennych« ktére
- nie moga by¢ ujemne;

« powlnny spedniaé¢ pewien ukdad réwnan lub nierdéwnosci;
- funkcja liniowa powinna przyjmowa¢, przy tych wartosciach
zmiennych« minimum lub maksimum«

Ogé6lnie, zadanie programowania liniowego sformutujemy
nastepujaco« Dany Jest uktad m rdéwnan liniowych

eecelfm ®1N"N

on*n ni

EMI*1"®ir2"2 ®mn™n * "

lub uktad m nierdéwnosci liniowych

@11*1 *"R122 ®in~n A
@2INL @212 +eeet ®2N°N < A2 A 78/

EMINI M\M2/N2 +eeet+ »mMN™N N Mm

. 7 . . -
Zz n zmiennymi i funkcja liniowa

P a c™X™MC2Xg +e««+ ni

Zadanie polega na tym, aby sposrdd wszystkich nioujemnych war-
tosci zmiennych x* 0 /i=1,2,..,n/ uk#adu jIi lub 78/ wybraé

x/ W zadaniach programowania liniowego zreczniej Jest wielkosci
X. nazy"iad zmiennymi zamiast niewiadomymi jak w algebrze li-
niowej *

18



te, dla ktérych fonko,la /9/ osigga wartosé najmnie;)ssa” /naj <

wieksza/«

OKRESLENIE 7*

a/ Uktady /?/ 1 /8/ nazysamy u7i:dadaml ograniczen danego zada *
nla;

b/ Kazdy zbior nleujemnyoh nartodéol 0 /1«1,2,*=*a/, spok-
oioj”oy uktad ograniczen nazyeamy rozwigzaniem dopuszczat -
nyms

o/ ?unko;)9 liniowag /9/ nazywamy funkcjg oelu lub formg llInlowai

d/ Kazde rozwigzanie dopuszczalne dajgoe maksimum /minimum/
funkojl oelu /9/ nazywamy optymalnym*

UWAOA 3* W zasadzie rozwigzanie optymalne jest tylko jed—>
no, ale niekiedy zdarza sie, ze rozwigzan optymalnych jest
nieskonczenie wielo*

Zadanie programowania liniowego ma sens tylko wtedy, gdy
ukdad ograniczen jest zgodny /nieeprzeozny/, ten* kiedy rz~dy
macierzy podstawowej 1 rozszerzonej ukdadu ograniczen sg réwne*
Z algebry liniowej wynika, zo rzad taki nie moze byd wiekszy
od liczby n zmiennych* Oznaczajac przez r rzad macierzy roa-
patrzjmy przypadki gdyt
1/ r»n, rozwigzanie x\",X2»e uktadu /?/ jest jedyne, a je -
zeli X»> 0 dla 1=1,2,**,n, to jest ono dopuszczalne 1 zarazem
optymalne, jezeli zas chociaz jedna z wartosci x”™ jest ujemna -
zadanie nie ma rozwigzania*

2/ r < n, uktad /?/ ma nieskonczenie wiele rozwlazan| te z nich

dla ktérych X; 0 /i«1,2,.*n/ sa rozwigzaniami dopuszczalnymi,

a posréd nich jest co najmniej jedno optymalne*

Tylko ten drugi przypadek jest najbardziej interesujacy i ta -

kirai przypadkami gkownie zajmiemy sie w niniejszym skrypcie*
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Jezeli wsrod ograniczen zadania wystepuja nierdéwnosci

to kazda z nich mozna zawsze zaplsadé w postaci

*
OCN2 Waeee™*"An*n A p(.)

Wprowadzmy do tzw* dopedniajaca zmiennag ~0» otrzy
mamy

FNLF]HENAKD WEeee™ AnFNTxEIN+] * A (GRS
Oczywiste jest, ze wyrazenia (») 1 (« *) sa rownowazne. Innymi
stowy, jezeli ukdad K21 *e nieujomnyoh wartosci
zmiennych spednia (* »)t "o ukkad XMX2T**#HxN
spednia nleréwnosé (») < | na odwrot, jezeli wartosci x> 0

/i«1,2,..,n/ i spedniajg nleréwnosé (w) , to wartosd

*A+1 - P i»«t nleulema.

Mozna wiec ukdad ograniczen, w postaci nieréwnosci /&/, wpro-
wadzajac zmienne dopedniajgce Xy /k*1,2,..,m/ , przedstawio

jako uktad réwnan

@11*1"*"@12*2 ®in*n  *n+1 m b
@21* 1" +eeewrm ®2n"N + Xn+2 /87
MEI*@E2 ® mn * n * Xt m

Nie trudno zauwazyd, ze liczba wprowadzanych zmiennych dopet -
niajacych jest réwna liczbie ograniczen w postaci nieréwnosci.
Przy formudowaniu zadania programowania lIlr_iowego mozemy zgdan
minimalizacji lub maksimalizaoji funkcji celu P. W wiekszosci,
metody rozwiazywania programéw lijniowych opracowane sa nha mi-
nimum funkcji celu. Pokazemy, ze mozne, minimalizowadé funkcje

sformutowang na maksimum.

Oczywiste jest, ze funlccja P osigga wartosé najwieksza
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dl« tyoh aamyoh wartodol zmicnnyoh /1«1,2,«.n/, dla ktdryoh
fuenlioda osigga saitodd najmnle~fszg.ZataB aadanls naksl-f
uallzao™l funkojl 7 jsst réwnowaza« mInimllsaojl funkojl
yh— 7.

SZYKUJ) 2« Ogranlozonla zadania 1 podan« w postaoi ni«-

rOMncdci presdetawiir<® w postaoi réwnoloi» many

XN + 3%2 + *3 - 19
2XN @ X2 + « 13
Ng %5 15

orax zadani« maksimalizaoji funkoji 7 > 7™ v 5x2 «stgpimy
zadanion minimalizaoji fankoji 7/ b—/eSK ™ @ 572

Zajmismy nif jsszoes przsdstawisnism ukdadu ogranlozsn
podanych w postaci réwiiodoi do ogranlozshn wystgpujaoyoh ti po <
st™oi niaréwnozoi«

Rozpatrujac ukdad ograniozon /7/ wspomnislizmy( 2ZS ints<-
rasowat nas badzl« przypadak gdy r<n /r««rzad uktadUfn-liozba
zmisnnyoh/* Z algsbry Ilniowsj wiadomo, zs w takim przypadku
r zmlennyoh mozna wyrazidé liniowo przez pozostate n<-r»k
zmiennych, zwanyoh zmiennymi niezaleznymi« Mozemy zawsze tak
aporzadkowad zmienne, aby zmienne zalezne i*ee ANNT
file wyrazidé przez poozgtkowe x"X29«*»Xj~ zmienne niezalezne*

Oczywiscie zmiennych zaleznych jest r /n»k4>r/* Ukkad /7] jest

rownowazny uktadowi

FR+2"F21*1 %*+22*2 F2AKTFN2 n

*n m erl*1T*%r2*2 ®rk*k*r

21



a funkcje celu /79/» po wyrazeniu jej przez zmienne niezalezne
przyjmie postad

®2*2 ok*k * O 797

Poniewaz moga byd brane pod uwage tylko nleujemne/dopuszczalne/
rozwigzania ukdadu /?/ lub /7Vt tzn. musi zaohodzld warunek

0 /1*1,2,,,,n/ to dla i»k+l, kf2,*«« otrzymujemy uktad

nierdwnoscl
NN " *"@R21N2 ®2KNK* M2 N /777
®ri1*1’®r2*2 ®rk*k >y ~
ktéry wraz z /i«1,2,..,k/ jest rownowazny ukdadowi /7V*
Tak wiec9 kazde dopuszczalne /nleujemne/ rozwigzanie ukdadu

/7 / jest rozwigzaniem ukdadu /7*/* Na odwrdt™ dla kazdego roz—*
wigzania uktadu /77/f obliczajac z /7V wartosci
*k+1"®11*1 ®1kk™*"°1 »2,.* ,n/, otrzymamy nleujemne
/dopuszczalne/ rozwigzanie ukdtadu /7Vt a wiec i ukdadu /7/.
Ostatecznie dochodzimy do wniosku, ze zamiast szukad rozwigzan
dopuszczalnych ukdadu /7/ mozna je znhjdowad rozwigzujac ukdad
/7V.
PRZYKLAD 3« Dany jest ukdad ograniczen zadania programo-*

Wania liniowego

m 4 b

—x MX2-2x N Xg = 2

+2xXN XN 2X/r e 6
oraz funkcja celu P = ~|92+x M+xM+Xe-Xg

Eliminujac w danym uktadzie z drugiego i trzeciego rdw -

nania Xg, otrzymujemy réwnowazny mu ukdad ograniczen
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1+x -2 2“4x ™~ ~ 0O
10-3x ™M2x 2+2x > o
2| - X2+2Xj "0
oraz funkcjo calu P < 9-2xM+2x2+x”™ wyrazong praaa amlanna nla-
zaliznt x* ,X2 i Xy
2«4. iste2BE£si52Aa-5229ain2$58-5aSfIBia-2$281t6228SisJ
liai2l2«S

Zastanowmy sio teraz nad sensem geometrycznym zadania
progrcunowanla®™ liniowego i1 pewnymi wnioskami stad wynikaj goyni*
Pozwoli nam to datwiej zrozumied istotf metod analitycznych
rozwigzaiiia zadania programowania, o0 ktérych powiemy w nastgp-
nym rozdziale*

Metoda graficzna /bo o niej tu mowa/ rozwigazania progra-
mu liniowego staje si« bardzo przejrzystg, jezeli warunki ogra-
niczajace przedstawione sg w postaoi /?"/e Dla lepszego skupie-
nia uwagi badziemy bazowadé na przyktadach z zadania pierwszego
i drugiego*

PRZYKLAD 4* Przedstawmy warunki ograniczajace i funkcje
celu z zad* 1 w postaci /7"/ otrzymamy

19-2xN-3x2> ON

1>2x"~- X2> 0
15-3Xg 0

xXJto,X2 ~ 0

P - 7x”™bx2

Wiadomo jest z rozdz* 1 /wniosek 1/, ze zbidér punktéw na
ptaszczyznie x~Ox2, wspodrzadne ktérych spedniaja ukdad nie -
réwnosci liniowych, jest wielokatem wypukdym* Wielokat taki

badziemy nazywaé wielokatem lub obazarem mozliwych /dopuszczak-
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nych/ rozwigzanh uktada ograniczen zadeuiia programowania linio-

wego.

W rozpatrywanym przyktadzie

wielokat rozwigzan “est ogra-
niczony prostymi, ktére otrzy-

muje aie z nierdéwnosci, za-
stepujac je rownosoieuni(mia-

nowicie t

19-2x N -3X2*0
13-2x"- X2*0 @) -~
15-3x2 -0 (3)
Rys. 7 XN« X2*0
Sam zas$ wielokat dopuszczalnych rozwigzeud jest przecie-
ciem /przekrojem/ potptaszczyzn ograniczonych tymi prostymi
/wielokat ABCDO na rys. ?/e
Funkcja celu F m 7x*+5x2 jest funkcja liniowg na pta -
ezczyznie x"0Ox2* Rozpatrzmy jak ukdtadajag sie punkty na pta -
szczytnie, dla ktérych funkcja F przyjmuje te samag okreslonag
statg wartos¢ C? To znaczy mamy znalez¢ miejsce geometryczno
punktéw réwnania 7x"M5x2“G* Jest to rownio catej rodziny pro-
stych réwnolegtych. Zatem miejscem geometrycznym szukanych
punktow sg proste o wyrazie wolnych zaleznym od wartosci C.
/niekiedy proste te bedziemy nazywali liniami pozioma funkcji

celu F/. /rys. 8/.
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N X2 Oczywiste Jest, ze przez kazdy

\ punkt ptaszczyzny przechodzi do -
k#adnie jedna prosta rodziny pro -
stych 7x"+b5x2»C, a wartosd funkcji
P zmienia sie przy przejsciu od
prostej do prostej. Kierunek wek -

tora Ca[7,53 /sktadowe wektora sg
CoQ C%7,5 Cj»50
Rys. 8

wspotczynnikguni przy zmiennych

ktéry jest prostopadty do

rodziny prostych, wskazuje na wzrost wartosci funkcji celu.

WSrod rodziny rownolegtych znajduja sie takie dwie pro -
ste, do ktérych nalezg tylko pewne punkty wierzchotkowe wielo-
kata rozwigzan ukfadu ograniczen. Dla prostej przechodzacej
przez wierzchotek wielokata potozonego najblizej poczatku
ukdadu wspotrzednych wartosé funkcji celu jest minimalna, zas
dla prostej przechodzacej przez wierzchotek najdalej potozony
od poczatku uktadu T.artos6 funkcji celu,jest maksymalna
/rys. 7/.

Powracajac do rozpatrywanego przykdadu wnioskujemy z
przeprowadzonej analizy, ze wartosé optymalng /maksimum/ fun —
keja celu osiaga w punkcie C /rys. 7/, wspOdtrzedne /5,3/. Kto-
rego znajdujemy rozwigzujac wspolnie ukdtad » 191

2X"N+ » 13 j

P /5,3/“ Y_5+5_.3*50. Nawigzujgc do warunkoéw
zad. 1 wnioskujemy, ze najwiekszy zysk bedzie osiggany w da-
nych warunkach, gdy na 5 wyrobow typu beda produkowane 3
wyroby typu Przy tym Srodki produkcji i Sg zostang wy -

korzystane w catosci, zas$ produkt nie catkowicie /mozna sie
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0 tym przekonac¢» podliczajac rozchéd sSrodkow dla wyznaczonego

planu produkcji: 5 ~2 ¢ *

UWAGA 4. Punkty ekstremalne dla warunkédw ograniczajacych
/ukdadu funkcji liniowych/. Jak to moglismy zauwazy¢, znajduja
sie na brzegu obszaru rozwigzan# Dlatego tez metody analizy ma-
tematycznej nie moga by¢ tu wykorzysteuie /ekstremum dla fun -
kcji nieliniowej wystepuje wewnatrz obszaru okreslonoscl/#

PRZYKLAD 5. Zinterpretujemy zadanie 2 i znajdziemy Jego

rozwigzanie# Po sprowadzeniuwarunkoéw zadania do postaoi /7'/

otrzymamy
xJ+bx2-10> 0

3+ [+ 2-12> o
2x"+4x2-1b> 0
2x M2x 210> o

xN-1 > 0

oraz funkcje celu F » 2x* + 3Xg, ktérg mamy zminimalizowac#
Obszar /wielokat/ rozwigzan zadania pokazany Jest na rys# 9

/wielokat otwarty ABCD/#
xM5x2-10-0 ()™

3xM+2x2-12-0 (2)
2x™M+4x2-16-0 (3)
2x"+2x2-10-0 (@)

*1-1 -0 (5)J

Rys# 9
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Optymalne rui™nlgzanie osiggane jest w punkcie B /2,3/» tzn*

- 2, *2 « 3 oraz /2,3/ - 2,2 + 3.3 « 13.
Zauwazmy jeszcze, ze w tym zadaniu obszar rozwigzan jest nle~
ograniczony z gory* Z tego wzgladu najwieksza /maksymalna/war*
to6d funkoji celu nie jest osiggalna* Praktycznie oznacza to,
ze mozna planowad bardzo drogie odzywianie*

UWAGA 5. Zmieniamy koszt jednostkowy produktéw i P2
odpowiednio na 07«3 1 02*2« W tym wypadku mamy do zminimalizo-
wania funkcje 3x" -F 2X2* Linia poziomu dla tej funkoji po-
krywa sie z prostg /2/* a warto6é optymalna zagadnienia osiag -
galna jest w kazdym punkcie odcinka AB 1 wynosi 2*>§>3.2a12*

PRZYKLAD 6* Rozpatrzymy prosty przypadek zadania progra-
mowania w przestrzeni 3-wymlarowej
Dla danych warunkdéw ograniczajacych

o~ ~ 21
lub

K| DR+XNAN 4N

znalez0 minimalng warto$é funkcji P*-x"-2x2 - 3xy

Z wniosku 1 wiemy, ze zbj.orem punktéw, wspodrzedne kto -
rych spedniajag uktad nierdwnosci jest wlelosclan wypukty,zwany
wlelosclanem rozwlazculi ukdadu ogrcmlczen* Sciany tego wielo -
solanu leza na ptaszczyznach, ktdrych réwnania otrzymujemy z
nierownosci jak w poprzednich przykktadach* Sam wielosclan jest
przekrojem potprzestrzenl, ograniczonych wyzej wspomnianymi

ptaszczyznami*
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- Rys. 10

Ra rys. 10 pokazany jest wleloc¢cian rozwigzan rozpatry -
wanego przykdadu /piecioscian ABCDEO/.

Wsp6drzedne punktéw, dla ktérych funkcja celu w biezgcym
przyktadzie osigga te samg okrenlong warto6dé C, spedniaja row-
nanie P«-x”"-2x2-3x”™ - C, opisujace rodzine ptaszczyzn réwnole-
gtych przestrzeni 3-i»ymlerowej. Dwie z nloh pokazane sa na
rys. 10. /ptaszczyzny 1 Q2 zaznaczone olensza linig przery-
wang/, odpowiadajgce wartosciom funkcji celu P<|*-6 1 P2- 12,

mianowicie
X N=2"2-3x N »-6

-xN=-2x 2-3x N «-12
Wektor o na rys. 10 wskazuje na kierunek przesuwania ptasz -
czyzn 1 Q2# tj. na kierunek zmiany wartosci funkcji P.
Najmniejsza wartos¢ funkcja P»-X"-2x2-3x™ osigaga w wierzchoiku
/0,0,4/ wlelosclanu rozwigzan, tzn. rozwigzanie optymalne

jest nastepujace: x™»0, X20, x™»4# a P.,,, /0,0,4/ * - 12.
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/zadnego eensu Fizycznego waiiunkom tego przykdadu nie przypl -
suje sie/«

Ua podstawie rozpatrzonych przyktadéw od 4 do 6 mozemy
sformutowad nastepujacy

WNIOSEK 2# Rozwigzanie optymalne; tak na pltaszczyznie®
jak 1 w przestrzeni, jesli istnieje 1 jest jedno, to osiggalne
jest w pewnym wierzchotku wielokgta lub wlelo$soianu rozwigzan.
Jesli rozwigzan optymalnych jest wiecej niz jedno, to jest
ich nieskonczenie wiele i1 osiggane sg w kazdym punkcie pewnego
odcinka /boku wielokata/ wraz z jego koncami lub osiggalne jest
w kazdym punkcie pewnej Sciany /sciany wielosScianu/ wraz z jej
obwodem.

Przez analogie z przypadkiem na ptaszczyznie 1 w prze
strzeni 3-wymiarowej mozna sobie wyobrazié¢, ze wartos¢ opty -
malna funkcji celu /jesli ona istnieje/ osiggana Jest w pewnym
wierzchotku wlelosoianu w przestrzeni n-wymiarowej. Pokazanie
wieloscianu rozwigzan dla n >3 jest niemozliwe. Sformutujemy
bez dowodu drugie twierdzenie.

TWIERDZENIE 2. Jezeli rozwigzanie optymalne zagadnienia
programowania liniowego; o warunkach ograniczajacych postaci
/7V istnieje, to jest osiggane w pewnym wierzchotku wielo
Scianu rozwigzan dopuszczalnych w przestrzeni n-wymiarowej -

UWAGA 6* Jezeli w ukdadzie ograniczen typu /77/ liczba
zmiennych niezaleznych k wynosi dwa, to obszarem rozwigzan
jest wielokat, a zadanie daje sie datwo rozwigza¢ metodag gra -

ficzng /przyktady 415/ .
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Rozdziat 3

METODY PROGRAMOWANIA LIRIPYgECK)

3,1, Q_me;todach programowania, liniowego

Ogoélnie rozwigzanie zagadnienia programowania liniowego
sprowadza sie do zbadania punktéow wierzchotkowych /eketremal -
nych/ zbioru wypukdego, czyli rozwigzania dopuszczalne* Nawet
w stosunkowo 4atwych zadaniach doliczenie wspétrzednych wierz-
chotkéw wielosclanu warunkéw i poréwnanie wartosci funkcji ce-
lu w nich, wymaga ogromnej liczby operacji* O trudnosSciach ra-
chunkowych przy rozwigzywaniu zagadnien programowania liniowe-
go niech sSwiadczy przyktad*

Aby dokonaé optymalnego rozdziatu pieciu prac miedzy o0s$-
miu pracownikéw o réznym stopniu przygotowania nalezy rozwig-
za¢ okoto miliarda algebraicznych réwnan liniowych z dwunasto-
ma zmiennymi, co nawet przy uzyciu nowoczesnej techniki obli -
czenlowej jJest nierealne*

Specjalne metody pozwalaja do minimum zmniejszy¢ liczbe
przegladanych wierzchotkow» aby ustali¢, w ktdérym z nich osiag-
gane jest ekstremum funkcji celu* Metody te daja schemat obli-
czeniowy, pozwalajacy na uporzadkowane przejscie od jednego
do drugiego lepszego rozwigzania*

Z metod najbardziej rozpowszechnionych jest metoda simp-
leks /lub metoda stopniowego ulepszania planu/* Przypadkiem
szczegO6lnym metody simpleks jest metoda rozdziatu, najszesciej
stosowana przy rozwigzywaniu pewnej klasy zagadnien, zranych
transportowymi. Najprostsze i najbardziej pogladowe jest gra -

ficzne rozwiagzywanie programéw liniowych, zwano réwniez metoda
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gvafiosiui* Wiadomo a pnykdadda, te metode grafieang nosna
wykosayatad wtedy, gdy llosba emioimyoh Jest nie wifkssa od
tedeb* Jus p*ay txaeeh araiennyoh aroewigeanie nadania keeipliku-
3 th#é

Metoda rosdaiatu stanowi najprostssa a dolsle matematy -
oanydii iMtod pwogcamowaaia liniowe”« Warunkiem konieosnym do
saetosotenla taj metody Jestr.aby jednostki miary dla wssyat
kieb danych wyjdotowych, jak rownies i wynikéw programowania
byty jednakowa* Matoda roadaiatu nadaje sie najbardsiej do
rcwwigaywania aagadnied naj lepasej erganiaaoj i prsewosow™

Metoda aimple)» jest najbardsiej uniwersalng metodg*sto*
sowang pr” roawigaywanitt dowolnych sadan programowania linio-
wage« Mstoda ta jest trudna i pracochdonna* co smolejsaa jej
sakras aaatoaowad dla celdw praktycsnych* Zaletg sad jej jest*

te sapewnia Wfaokg dokladnodd wyMkow*

Miaeh dana bedg warunki ograniczajgace sagadnlenia w po -
Staci ukdadu /7/<» Ju$ s poprzednich roiwasan* Sse  ukdad
/?/ jeat rdwnowasny warunkom ograniesajgoym w postaci /?V«
(MQUAINMXS 6« Zmlsnns sales$ns ] | r2*****B
/TV bfdniany naaywali smiennymi basowymi* a dopuszesalne ros-
wigsania ok#adu /?/* dla smiennyeh niesalssnych réwnych asru*

rcBwigsanira basowym.
3*2»1* Istota mstody simpleks

Istote metody simpleks wykassmy w oparciu o warunki ogra-
aiesajgos sadania 1* Sadajac taras minimalisaoj 1 funkcji oclu

P> N-3x 2* a same warunki saplasemy w postaci



- 19-2x M-3x 2"
- 13-2x"-Xg
Xe « 15-3xg

Mamy tu, przyjmujac zmienne x» 1 X2 jako niezalezne, za*
réeno funkcje celu F., jak i zmienne bazoee i X eyrazo*
ne przez te zmienne niezalezne* >

Poniewaz wszystkie zmienne powinny byd nleujemne, to
najmniejsze wartosci jakie moga przyjad zmienne niezalezne eg
rowne zerut x~«0, X2«0. Dla tych wartosci zmiennych niezalez *
nyoh zmienne bazowe przyjma warto$clt x~*19, x~*12, x» m 15«

Pierwszym wiec rozwigzaniem bazowym jest ciag

IS0, X2, xF19, x*13t 5e

Dla tego rozwigzania wartos¢ funkcji celu m 0*

W funkcji celu F*»-7x"~-5x2 przy obu zmiennych niezaleznych sa
wspédczynniki ujemne* Dlatego tez zwiekszajgc dowolng z nich
spowodujemy zmniejszenie wartosci funkcji F~e Rozpoczniemy od
X2 /nadal x~*0/, dazac do maksymalnego jej zwiekszenia* Jed -
nakze, nie chcac aby x~ bydo ujemne, mozemy X2 zwiekszaé do
Wartosci X2*5 i wowczas x”b0, za$ pozostate zmienne bazowe po*
zostang dodatnimi* Wybierzemy teraz nowa pare zmiennych nieza*
leznych x™ i x™* Wyrazimy nowe zmienne bazowe X2#x/"" oraz

funkcje F* przez x™ i x»
Xj m 4-2x™Mx,

XN » 8-2X*+

PN » - 25 - 7N +
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Drugim roziilasanlem bazowym /zmienne niezalezne r.«0/
Jest ciagi x™»0, X2»5* x"*4» x" « 8 oraz m - 25*

Mozemy Jeszcze zmnlejszyd wartos¢ funkcji «23*-TxN" VY3« T
zwiekszajac wartos¢ zmiennej x~ /wspéiczynnik przy tej zmieh
nej Jest ujemny; zwiekszajac tez wartos¢ zmiennej zwiekszy-
libysmy wartos¢ funkcji celu/ pamietajac przy tym, ze zmienne
nie moga by¢ ujemne, a funkcja celu ma osiggngC najmniejsza
wartos¢* Zmiennag x~ zwiekszamy tylko do wartosci x"«2 /ze
wzgledu na x™ w ostatnim uktadzie/* Teraz xVx0, a pozostate
zmienne bazowe X2 i x” pozostaja dodatnie* Zmienne x” i x°
przyjmiemy za zmienne niezalezne, wyrazajac przez nie zmienne

bazowe x~,X2 1 x~ oraz funkcje F»

X, -2 - N *F3 + N Te]
535
—4+X——3*5
Fi --30+J334 _I™x

Trzecim roéwnaniem bazowym Jest teraz

XN w2, X2 « 5t X -0, X - 4F Xe m O oraz e - P*

Funkcje F* mozemy Jeszcze poprawi¢, zwiekszajgc x~ do wartosci
Xe - b /ze wzgledu na trzecie rcéwnanle ostatniego ukdadu/*
Zmiennymi niezaleznymi sag teraz i xX*, a zmiennymi bazowymi

XN, X2 1 X™* Mamy wiec

S
*2 m3-1i %3 47 *4
Xj -6+ 1 *3 -1 *
P, - 50+ 1 Xj+ x°



Czwartym rozwigzaniem bazowym Jest cigg wartosci zmiennych*
m 5% N2 3, * 0, « 0, Xe o 6 oraz m - 50«

Zwiekszanie ktéreJkOjlwiek ze zmiennych lub w ostat-
nim wyrazeniu funkcji celu spowoduje tylko wzrost JeJ wartosci
/wspétczynniki przy x™ i X sa dodatnie/ Stad wnioskuj emy,ze
ostatnie rozwigzanie bazowe Jest rozwigzaniem optymalnym, dla
ktérego PAj~ m - 50.

Rozpatrzony przyk#ad potwierdza poczynione spostrzezenie,
ze tok postepowania w nim prowadzi od Jednego rozwigzsuiia bazo-
wego do drugiego, lecz nie dowolnie, a systematycznie powodu -
Jao zmiane wartosci funkcji celu w kierunku JeJ wartosci opty-
malnej. W tym to wkasnie zawarta Jest istota metody simpleks.

Zakonczymy powyzsze rozumowania sformudowaniem twierdze-

TWIERDZENIE 3« Jezeli zadanie progreonowania liniowego z
warunkami ograniczajacymi postaci /7/ lub /7V ma rozwiazanie
optymalne, to istnieje co najmniej Jedno optymalne rozwigzanie
bazowe, ktdére moze byd otrzymane metodag simpleks, wychodzac =z
dowolnego rozwigzania bazowego*

Dowdd twierdzenia pomijamy, ograniczajac sie Jedynie do
stwierdzenia, ze Jak Juz wspominalismy, w zasadzie rozwiazanie
optymalne Jest tylko Jedno* nie wyklucza to Jednak przypadku
istnienia wiekszej ilosci rozwigzan optymalnych.Powyzszo twie3~
dzenie upewnia w tym, ze we wszystkich przypadkach sposrod
rozwigzan optymalnych istnieje co najmniej Jedno rozwigzaiiie
bazowe. Jezeli zas$ zadanie ma tylko Jedno rozwigzanie optymal-

ne, to Jest ono rozwigzaniem bazowym.



3.2«2* Algebra meto™y simpleks

Przy rozwigzywaniu ilaadann metoda simpleks nie jest konie-
czne wypisywanie tak szczegotowych obliczen, ktére wykonali -
amy w przytoczonym wyzej przyktadzie* Caly proces rozwigzywa -
nia mozna zapisa¢ w postaci szeregu jednotypowo wypednianych
tablic, przy czym kazdemu krokowi odpowiada¢ bedzie przejScie
do nastepnej tablicy. Aby sposéb™ wypedniania tablic byk bar -
dziej zrozumiaty rozpatrzymy metode simpleks w postaci ogol -
nej.

Uk¥ad ograniczen /?/ oraz funkcje celu /9 "/ a tym samym

uktad wyjsSciowy /?/ oraz funkcje celu /9/ przedstawimy W po-

staci V
K+l *PI - + e e o +
*k+1 Pt - “tNk/
/10/
*k+t “Pl m /®il1*] +eeet+ Rik*k/
Pr - 7ari*1 ArkAkA
~ 0 - (MM +*—*+iTk""K) /11/

gdzie « b™ sag wszystkie nieujemne /i»l1,2,..,r/;
Aj /5 AR RS

U7/AGA 7* Zawsze przy rozwlgzyweuilu zadan metodg simpleks
powinno sie przedstawia¢ ukdad ograniczen i funkcje celu w po-
staci /10/ i /11/* Oznacza to, ze stawiane jest zadanie, aby
wszystkie wyrazy wolne w 710/ i /11/ bydy nieujemne.

Pierwszym rozwigzaniem bazowj™m jest tu ciagg

Xj =0 /5j=1,2,.,,k/; /i»l,2,._,r/,dla ktérego

funkcja celu Pr=
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Uozliwe sg diva przypadKi .

A. Wszystkie liczby nie sa dodatnie. Wtedy
funkcja P osigga wartoad minimalng przy e 0 /j*1*2,..,k/ t
tj, rozwigzanie bazowe Jest optymalne.

B. WSréd liczb g /J«1,2,..,k/ sa dodatnie. Niech o,
gdzie J Jedna z liczb od 1 do k. Przez zwiekszenie /przy
pozostatych x* m 0/ mozemy probowa¢ zmniejszy¢ wartos¢ P. Przy
tym nie zt*pominamy, ze zmiana wartosci Xj nie moze doprowadzic
do njemnej wartosci zadnej ze zmiennych zaleznych Zakta-
dajac, ze w /~0/ 1 711/ wszystkie zmienne niezalezne oprocz

Xj sa réwne zeru otrzymamy

X+l

P - iTo -

Mozliwe sg tu tez dwa przypadKi.

C. Wszystkie liczby a™,.,aj,]J nie sg dodatnie.Wtedy dla
dowolnej > 0 mamy: NPF**YANAPr* @ *K+i
ujemne. Przy tym dla dostatecznie duzych wartosci x” funkcja P
/ze wzgledu na T ~> O/ przyjmuje wartosci ujemne dowolnie du-
ze, tzn. w tym przypadku t Nieo nie istnieje roz-
wigzanie.

D. WSrod liczb an,..,a"J sa dodatnio. Niech a™”>0,gdzie
t Jest Jedng z liczb 1,2,..,r. Wtedy Xj mozna zwiekszy¢ tylko
do /alj /w przeciwnym wypadku bytoby ujemne/, tj.
Xj Sposréd ukamlidw dla atj>0 wybierzmy naj -

mniejszy. Niech nim bedzie
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min tdla afj > 0 /7127

Oczyiniste jast, ze przy zwiekszaniu pierwszg wartosd zerowg
przyjmie zmienna bazowa pozostate zmienne bazowe pozo -
stang dodatnie. Element /liczba/ dYy spednia wazng role w dal-
szych przeksztatceniach 1 czesto nosi nazwe elementu rozwigzu-
Jacego.

Zmienna wytaczamy ze zbioru zmiennych niezaleznych,a
wigczamy do bazy zamiast zmiennej bazowej Wszystkie zas
nowe zmienne bazowe wyrazamy przez nowe zmienne niezalezne.

W tym celu z i-go rownania ukdadu /10/ wyznaczamy zmienng ba-

zowg

e
it
s
&
hl
>
2
(S

i podstawimy do wyrazen dla pozostatych zmiennych bazowych.
Zmienna bazowa, np. Xj")| , pomijajac posrednie przeksztatce -

nla, wyrazi sie wzorem

*k+1 N> 1 e-e(elU-.-

» ™M NMIkN

“id
gdzie m 1,2,..,i"™1, i+l,.=_,r

Podobnie wyrazimy funkcje celu przez nowe zmienne nieza-
lezne

dAmXi -+
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ofifj+i - a“ *7) *3+1l +eee+(jTk
Przyjmujac nowe zmienne niezalezne roéwne zeru, znajdujaaiy nowe
rozwigzanie bazowe oraz funkcje celu

L R 713/

N L atj

Na tym konczymy tok naszego rozumowania algebraicznego
przypadku osiggniecia.rozwigzania optymalnego lub stwierdzenia»
ze-jest ono nieosiagalne, W przypadku gdy rozwigzanie opty -
malne nie jest jeszcze osiggniete powtarzamy proces od poczat-
ku,

UWAGA 8, Ton fakt, Ze nowe rozwigzanie bazowe jest roz -
wigzaniem dopuszczalnym oraz, ze P*$ P,” zawarty jest wpraw -
dzle w powyzszych rozwazaniach. Analizujgc wzory /13/ wykazemy
to bezposrednio,

Z zatozenia, wszystkie 0, Element rozwigzujacy
®lj ~ ® /weddug wyboru/ tzn, ze tez >0, Nastepnie,je-
zeli
1/ a~rj~0, to ze wzoru pierwszego /13/

2/ at”™> 0, to ze wzoru 712/

“k+t

3/ dla elementu rozwigzujgcego a™ wspétczynnik ~~>0, to z

/713/






Zasady wypedniania tablic simpleks /pierwszej 1 nastep -
nych/ oraz rozwiazywania przy ich pomocy zagadnienia programo-

wania liniowego pokazemy na nastepujacych przykdadach«
i

PRZYKLAD 7* Zminimalizowad funkcje celu

P «lg *“ 5*3 ~*5
dla warunkéw ograniczajacych

x N3x 23 “ 7
=2x 2+4x Mx N *12

-4x2+3x"+8xe +Xg * 10

Danym przyk#adu odpowiada tablica 5a
Tablica b5a

'3
7
o
é

an 0 10 10 145 31 O 6 1
S i1° i~ 1 31 0i-2 1 0

Do tablic simpleks zostat jeszcze wprowadzony wektor o
ktérego elementami sg wspédczynniki odpowiadajace wektorom
bazowym. Ostatni wiersz w tablicach simpleks, zwany wskazniko-
wym, wypednia sie w ten sposéb, ze kazdy jego element jest
wspodczynnikiem funkcji celu postaci 711/ naszym przypadam
Pm0 - "-X2+3x"-2xeM) i tylko w pierwszej tablicy.

Przy przejsciu do kolejnych tablic simpleks bedziemy
kierowadé sie nastepujacymi wskazéwkami :

1/ Jezeli wszystkie elementy wiersza wskaznikowego Sa

niedodatnie, przy poszukiwaniu minimum /nieujerane pvzy poszu -
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kltianlu makaiuiuin/ f»inkcji oelut to otrzymane zostato roznigza—
nie optymalne.

2/ Jezeli n wierszu wskaznikowym wystepuje w pewnej ko-
lumnie element dodatni Zujemny przy poszukiwaniu maksimum/, to
moga zajo(b dwa przypadkit

- wszystkie elementy a¥j w tej kolumnie sg niedodatnie
/a ~ 0/ - rozwigzania brak;

- pewien element a™ tej kolumny Jest dodatni > 0/ -
nalezy kontynuowa¢ obliczenia.

Przystgpimy do utworzenia drugiej tablicy simpleks roz-
poczetego przykdadu. Znajdujemy w tym celu w wierszu wskazni -
kowym najwiekszy element dodatni /najwiekszy element ujemny
przy poszukiwaniu maksimum/. W kolumnie dla tego elementu znaj-
dujemy element rozwigzujacy, spedniajacy warunek /127, tj.
min. }g* &E N » 31 oznaczamy kétkiem. Wierszem /kolumna/
rozwigzujacq nazwiemy wiersz /kolumne/ z elementem rozwigzuja-
cym. Z wiersza rozwigzujgcego usuwamy wektor a™ /z bazy/, a na
Jego miejsce wprowadzamy wektor a”™ z kolumny rozwigzujacej

/tabl. 5b/.
Tablica 5b

!Wek}TrWIfi 7 oT 17'-3 rr°

I | I~ ial 1 a? ' 73" * NS

[ dL1 Ir i ° ith n
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Tablica bc

iffi_ 1 p j jmlo!ol-v2I110 il |
i i—-"510 i 0

Wektory, ktore nie wchodzga do bazy wyrazimy przez wekto-
ry nowej bazy, W tym celu kazdy element wiersza rozwigzujacego
dzielimy przez element rozwigzujacy 1 zapisujemy w odpowiednim
wierszu tablicy 5b /wiersz z wektorem ay". Pozostate elementy
kolejnych tablic simpleks wypedniamy, rozumujgc nastepujacoi
Wezmy prostokat, w wierzchotkach ktdérego na jednej przekatnej
jest element rozwigzujacy a”j i element a.p®, na miejsce ktore-
go chcemy znalezé element w nastepnej tablicy; zas na drugiej
przekatnej elementy ay~ i a””™, lloczyn tych ostatnich dzielimy
przez element rozwigzujacy 1 odejmujemy od aj* /patrz prosto -
kat tabl, 4/, tj,

®rk “ ®rk  ———————- n /15/

np, liczb; /-5/2/ w tabl, 5b na miejscu liczby /-4/ z tabl, 5a
obliczylismy z zaleznosci a’2 = -4 - Zz|/>3 * « 5/2 /patrz
prostokat w tabl. 5a/,
W tabl. 5b w wierszu wskaznikowym znajduje sie element dodatni
/ 1/2 /, Rozwiazanie optymalne nie zostato jeszcze osiagniete.
Przechodzimy do tabl. 5c, ktorg wypedniamy wg zasad podanych
wyzej. Rozwigzaniem optymalnym jest cigg liczb: 0,4,5,0,0,11

oraz wartosé funkcji celu =1.43520 » - 11,
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Tablica 7d

I Te |

Q-7 |52 10!1_%0 }_1@&
j3ls21010 1}4/2.
il 15/2 1A o 30 Las
o ts jo 10101,

Tablice 7a-7d ilustrujg tok postepowania, najpierw przy znaj -
dowaniu pierwszej bazy /tabl, 7a-Tb/, a nastepnie przy znajdo-
waniu rozwigzania optymalnego*

W tablicy 7a wprowadzilismy dodatkowo dwie kolumny

n oraz wiersz dla pomocniczej funkcji y.

Funkcje pomocniczg Y minimalizujemy metoda simpleks w
znany sposo6b, usuwajac kolejno z bazy wektory "sztuczne” naj —
pierw a®, a nastepnie ag i zastepujac je odpowiednio wektorami

n celu P przy tych przeksztatceniach odgrywata
role pasywna* Wektory dodatkowe w miare usuwania ich z bazy
sg okreslane* W ten sposéb w tablicy 7c uzyskalismy wektory
bazowe z ukdadu wyjsSciowego i tablice te /bez ostatniego wier-
sza/ mozemy uwazad za pierwsza tablice simpleks zadania wyj -
Sciowego* Tablica 7d daje juz rozwigzanie optymalne*

Na zakonczenie zauwazmy, ze poniewaz moze byoy~0, to i
tez min Y> 0. Dlatego mozliwe sg dwa przypadki*

1/ min y>0; wtedy ukdad wyjSciowy ograniczen nie ma rozwigzan
nieujemnych, a wiec w naszym rozumieniu nie ma ich wcale ;
2/ min Y *0 /tabl, 7c/, wtedy ukdad wyjsSciowy ograniczen ma

co najmniej jedno nieujemne rozwigzanie /tabl* 7d/*
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3*3* Metoda”transgortoja

Jednym z v?czesniejszych i ekonomicznie na;Jkorzystniej
szych zastosovlhan metod programowania liniowego byto sformuto -
wanie i rozwiazanie zagadnienia transportowego. Podamy tu ogél-
ne zatozenia tego zagadnienia oraz niektére algorytmy rozwig -

zania zagadnienia transportowego.
3.3.1« Sformulowanie zagadnienia transportowego

Przypomnimy sformudowanie zagadnienia transportowego .Ma-
my m punktéw wysytki towardw /dostawcow/ Agte - 1 »

punktéw przeznaczenia /uzytkownikow/ Niech an

oznacza i1los¢ towaru /w okreslonych jednostkach/» jaka znajdu-

je sie w punkcie A™ /i=1,2,..,n/, a bj - ilo$é towaru w tych

samych jednostkach, jaka moze by¢ przyjeta w punkcie /§»1f2 ,n/
Przy tym zaktada sie* ze zachodzi warunek

m
UL+a2+™ . - bj“br+b2+. <

716/

oznaczajacy, ze ogolna ilos¢ towaru znajdujaca sie w punktach

/1«1 ,2p.,m/ réwna sie ogélnemu zapotrzebowaniu na te towary

w punktach BN /j»1,2,..,n/. Dany jest rowniez koszt przewozu

jednej jednostki towaru z punktu A* do punktu B”™* ktéry ozna —

czamy przez c”™™. Niech oznacza ilo$¢ towaru przeznaczonego

do transportu z AN do Bj.

Zadanie polega na takim zaplanowaniu przewozu* tj. wy

znaczeniu ilosci towaru* ktéra nalezy dostarczy¢ z kazdego pun-
ktu wysytki A do kazdego punktu przeznaczenia BN aby ogélny
koszt transportu byt najmniejszy.

W charakterze zmiennych w zadaniu transportowym wystepu-
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je m«n nleujemnych warto”™ol zmiennej Poniewaz og<5SlIna
Ilosd towaru dostarczana z poszczegdlnych punktéw do wszy

stkloh punktow odbioru wynosi a¥f wiec otrzymujemy réwnanie

lll ..MIP -In i1*1f2y°°'ﬁ'n/
lub w postaci rozwinietej ukdad
*11+NM2 + L+
Xgi+X22 +eeet+ A2n * @ hit

W A 2xgxFxpERAXxQ
Roéwniez ogolna 1los6 towardw dostarczanych z wszystkich
do poszczegélnych punktéw odbioru wynosi b™» vileo tez
otrzymujemy réwnanie
XNJ+X2] +eee+ XN m bj /j"1»2y«<*tyn/
lub w postaci rozwinietej ukdad
XiNX20

Xi2+X22 +eee+t /18/

m 2n mn n

Ogélnie warunki zagadnienia transportowego zestawimy w tabl«8*

Tablica 8
Punkty
‘mvedbioru ®1 1 @2 1 eee] ®i i ***1 en Zasoby
i 1 1 1
Punkty'”
4 1 i [} i 1
®11 x,Jo0 .2 *1
1 i 1 1 1
Ag ®21 ®22 i e**1@21 | e*e | ®2n 2
f21.
cece cee ece leeooleef | eefflees e
i i
®1
" T *n2 1 1 i
i 77, ro. cee Aj eee 1 eee
i eml @m2 I «**1®ml 1 ... ic s
H 11113
. ) l wao g i N | 1
| Zapotrz»- I b, 13 G bj [ b, i Cb,. E*i
; bowanle j n
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w tabl. 8 » kratkach T.plsany jest koast jednostkowy trans-

portu o”j, a ogilny sumaryczny koszt transportu wyraza podwdj-
na suma m n
s- 7 /19/
i=l

Na podstawie tablicy mozemy dad matematyczne sformutowa-
nie zagadnienia transportowego. Znalez¢ nieu”emne wartosci
zmiennych ktére minimalizujg catkowity koszt /19/ Przy
ograniczeniach /1f/ - /18/»

Dokonujac odpowiednich przeksztatcenn i analizy ograni -
czen /16/ - /18/ zagadnienia transportowego udowadnia sie

TWIERDZENIE 4. Zagadnienie transportowe posiada rozwia -
zanie bazowe i stanowia je co najwyzej m+n-1 elementoéw
tablicy. W przypadku réwnej m+n-1 ich ilosSci rozwigzanie jest
optymalne.

3.3.2. Algorytmy rozwigzania zadania transportowego

Algorytmy, z ktorymi zapoznamy sie w niniejszym ustepie
beda rozpatrzone na konkretnych przyk#adach:

PRZYKLAD 10. Zapleuiowad przewdz towardéw z trzech punktéw
wysydki A® _Ag i AN o0 zasobach odpowiednio a-j-TOjag**" i a”~50
ton towaru do pieciu punktéw odbioru i 0 zapo
trzebowaniu b™ « 30, bg =40, b~ = 30, b» =60 i b » 20 ton
tak, aby koszt catego transportu przy danym macierzg c koszcie
Jjednostkowym przewozu by4 minimalny.

64552
c= 83225
55614

Elementy macierzy c przedstawiajg jednostkowy koszt

/np. w tysigcach ztotych/ przewozu jednej tony towaru z wybra-
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n«go punktu wysydki do okreslonego punktu odbioru, np* element
02~ m 8 macierzy,C oznacza koszt wynoszacy 8 tys. zk« za prze-
woz 1 tony towaru z A2 do

Kazdorazowo macierz kosztéw okresla sie metodg anallty -
czno-kalkulaoyjna, zaleznie od charakteru zadania,rodzaju ko-
sztu /np. w samoloto-wylotach/ itp. W naszym przyktadzie okre-
Slajac macierz kosztéw zapewne wzieto pod uwage rodzaj trans -
portu, odlegtosci do punktéw odbioru, jakosé drozni, rodzaj
przewozonego towaru itp« Okreslenie macierzy kosztéw nie wcho-
dzi w zakres rozwazanego przedmiotu*

Dane zadania z przyk#adu 10 pomiescimy w tablicy 9»«

Tablica 9a

~r - rr'

| N B 400 300 0 20
70 20
\ A ‘:i® 12 12 5 1

1® 1 203 323 S—
50 I5 15 16 1i 4
_ io, ¥V j 1 gt —-J
1 1 3 4

Algorytm - ™Najmniejszych réznic”

1, Wybraé w kazdej kolumnie /dla kazdego odbiorcy/ najmniej -
szy jednostkowy koszt i1 podkreslié /gdy takich kosztéw jest
wiecej - podkreslidé wszystkie/«

2* Dokonad rozdziatu zasobow /dJta kazdego nadawcy/ weddug
najnizszych kosztéw /podziatu dokonywadé tak, aby kratka z
najnizszym kosztem wraz z przydzielonymi juz kratkami znaj-

dowata sie pojedynczo w wierszu lub kolumnie/«
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3«

4*

5*
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Ustalié, ktory z dostavroovr ma nadwryzkl, a ktdéry niedobor e
Ustalone liczby ze znakiem odpovflednlo plus 1 minus zapisad
z prawej strony t;abllcy /Jako sprawdzian poprawnego postepo-
wania suma tych liczb powinna bydé rdéwna zeru» a w przypadku
uzyskania samych zer - rozdziat optymalny/*

Ustalld najmniejsza réznice /w przypadku rozdziatu nieopty-
malnego/ dla odbiorcéw, ktdérzy maja kratki zajete przydzia-
4+em /nawet w przypadku, gdy przydziat ten wynosi zero we-
dtug najnizszego kosztu/ Jako najmniejszg z roznic kosztu
wleisza dodatniego 1 kosztu kratki z przydziatem w wierszu
ujemnym /przez wiersz dodatni lub ujemny rozumiemy  wiersz
odpowiednio z liczbg zaopatrzong znakiem plus lub minus po
prawej stronie tablicy.wiersz z zerem tez uwazamy za dodatni/*
Zwiekszy6 Jednostkowe koszty transportu we wszystkich wier-
szach ujemnych o ustalong najmniejsza roznice, tworzac nowg
tabele /tablica 9o/ i proces obliczeniowy rozpoczad od po-

czatku /w przypadku nleoslagnlecla rozwiazania optymalnego”

Tablica 9b
30 40 . 30 II 60 J_I 2 |
y ae s 0 1i i5 i5 12 "1
4-..201 10 1 I - 20 !
* 6 7 | 2 i5 |

10-




Tablica 9o

-
A 40 30 60

P b } i |

- ]

I I I | o [» I

Stosujac algorytm skoriczong 1losOé razy otrzymujemy ro* -
dziat optymalny /tabl. 9b-9c/. Tablica 9 jest juz zestasie -
niem dokonanego rozdziatu optymalnego /tabl. 9o/z kosztami ja*-

nostkowymi macierzy kosztdés o.

Tablica &
B.
30 1 60 20
_____ jo———-
N N
----- 22 4. ZS 4— _ --------I— 22 |

& I’ 1’ T« M 1

Z tablicy 9d mozemy podliczy¢ sumaryczny /minimalny/
koszt przewozu w naszym zadaniu jako sinme iloczynéw liczby
jednostek przewozonego towaru z do /i«1,2,3; j»t,2,3,4,5/
przez ich koszt jednostkowy.

®min " *"*30+4.20+3.20+2.30+2.10+1 .50+2.20 « 490 tys. zt.
Na zakonczenie omawiania algorytmu zauwazmy, ze zgodnie
z twierdzeniem 4, elementéw znaczacych w kratkach tablicy

9d jest 7 /3+5-1/. Uzyskane rozwiazanie jest wiec optymalne.

53



PRZYKLAD 11* Z 4 b»» lotn:*oaych /i«1»2,3»4/ planui#
Ble dokona¢ nalotu na 3 oala oy /3-1,2,3/f Moaba samolotowy -
lotéw z kazda;) bazy - 150. Dzienna zapotrzebowania nalotéw na
kazdy oel wynoai 200 /liczba samolotéw/. 1l1os¢ ton bomb, jaka
moze przewies¢ kazdy samolot z okreslonej bazy do okreslone'»

go oelu jest dana macierzag

lle 6 5

6 6 6
10 8 4
g 6 4

Zaplanowa¢ i1los¢ samolotowylotéw z kazdej bazy na  oel
tak, aby zmaksymalizowa¢ catkowita ilos¢ ton bomb zrzucanych
na wszystkie 3 cele*

UWAGA 11. Aby zmaksymalizowaé¢ funkoj 9 oelu w zagadnieniu
transportowym nalezy elementy macierzy kosztow zaopatrzyc W
znaki ujemne. W obliczeniach zas rozpatrywa¢ jako najmniejszy

jJjednostkowy koszt, elementy najwieksza ze znakiem minus.

Tablica 10g Tablica Ipb

rh j *200 1 200§ 200 j 'isg) 200 200] 200
it~ 100
J- LILISJ

1150 1-6 -6 1zSirgl 250-

cB<alaNMal *ar<aif I5 ._5 f_:L R

1501 Ir§ -4 | ! 152
= =
J5U:§ -:S-
1 1



Tablica 100

TablicelOa-10c ilustrujg tok rozv»igzania zadania -w oparciu o
pozneui; algorytm z uwzglednieniem uwagi 11* Zestawiajgc tabli-
ce I0c z macierza kosztéw otrzymamy szukang wartos¢ funkcji
lu

Smax»8.100+5.50+6J50+10.100+8.50+615O - 4250 ton

UWAGA 12. Zagadnienie transportowe daje sie rozwigzac
przy pomocy poznanego algorytmu réwniez i wtedy gdy zasoby nie

sg rowne potrzebom, mianowicie w przypadku, gdy
m n n
- yY™a. ~ * hj. * /zasoby sa wieksze od potrzeb/ wpro -
a/ i ° J»l

wadza sie dodatkowego /fikcyjnego/ odbiorce o zapotrzebowaniu

2 an - i kosztach jednostkowych réwnych zeru;
m n o

b/ y \ N TZjb, /zasoby sa mniejsze od potrzeb/ wpro -
i= N og»i J

wadza sie dodatkowego /fikcyjnego/ dostawce o mozliwosciach

Sbj - Eaj; 1 kosztach jednostkowych tez réwnych sera.

W pierwszym przypadku algorytm wskaze, u ktérego lub *
ktérych dostawcéw najkorzystniej przechowa¢ nadwyzki w zaso -
bach, a w drugim przypadku, ktéremu lub ktorym odbiorcom nie

dowiez¢ w danych warunkach.



Algorytm przyblizen Yogla /algorytm VAM/
Tres¢ tego algorytmu poznamy, rozwigzujac

PRZYKLAD 12* Z trzech skdadow amunicji kazdy o mozliwo -
Sciaoh odpowiednio 80,60 i 100 jo nalezy zaophtrzydé pieé dywi-
zyjnyoh punktéw o zapotrzebowaniu odpowiednio 20,70,30,60 1
40 jo. Zaktadajgac, ze jeden samolot przewozi jednorazowo 1 jo,
zaplanowa¢ zaopatrzenie tak, aby sumaryczne zuzycie paliwa by-
40 najmniejsze. Zuzycie paliwa na jeden reja /w jednostkach

paliwa/ dla kazdego samolotu podaje macierz

15 6 20 8
10 3 18 1
7 12 13 18

Dane zadania zapisane sa w tablicy 11.

50
Tablica 11
220T " AT qer 1 ox 1 KT
------- R T S
: -
A , 15 16 «20 18 44 9 55
N\ N S YA U
10 13 ~ 118 11
i 20 j* * X 17 40
b —
112, 1 13 1 18
/\ ’
0=2(C0) I 20 50 2 '
5 |

Tres¢ algorytmu VAMt
1. W kazdym wierszu i kolumnie wybra¢ najmniejszy i nastepny

00 do wielkosci koszt jednostkowy /Zelement macierzy/, odjac
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te wlelkucéel od eleble, a rdéinlce zapisad pod kolumnami i
obok iflerazy z prawej strony /wybér mozna rozpoczgé¢ zaréwno >
od kolumn jak i wierszy/* *

2* Z okreslonych w punkcie 1 réznic wybra¢ najwieksza i pod -
kresli¢ /w przypadku gdy jest wiecej takich elementéw niz
jeden wybra¢ ten, w kolumnie lub wierszu, ktorego jest naj-
mniejszy koszt jednostkowy, za$ przy réwnych kosztach dowol-
ny z najwiekszych/*

3* W kolumnie lub wierszu odpowiadajgacym najwiekszej roznicy
wybra¢ najmniejszy koszt jednostkowy i wprowadzi¢ do  tej
kratki mniejsza z dwéch liczb "potrzeb™ 1 "mozliwosci'™*

4« W wierszu lub kolumnie odpowiadajgcej najmniejszej z liczb
wybranych w punkcie 3 wykreslamy pozostate kratki nieoboig-
zone, a roznice miedzy '‘potrzebeunl™ /"mozliwosciami™/, a
wielkoscig-wpisang do kratki zapisujemy nad /obok/, skre -
slajac poprzednie*

5* Postepowanie powtarzamy od poczatku tak d#ugo, uwzglednia -
jac w kazdym nastepnym kroku nowe 'potrzeby” 1 "mozliwosci
oraz rozpatrujagc te kratki, ktore nie sg zajete lub skre -
Slone, dopoki nie zostcmg skreslone lub zajete wszystkie
kratki tablicy*

Tablica 11 wraz z rachunkami dookota ilustruje kolejne
kroki algorytmu VAM* Sumaryczny minimalny koszt réwniez odczy-
tujemy z tei tablicy*

min = "e30+20*30+10*20+1*40+1*20+7*50+13.30 - 1780 j*pal™

UWAGA 13* Metoda przyblizeh Yogla nie zawsze optymalizu-

je, ale Yvowczas daje wynik quasi optymalny* W przypadku zas

niespednlanla warunku /16/ ograniczen zagadnienia programowania
liniowego nie ma potrzeby wprowadzania fikcyjnego odbiorcy lub

dostawcy*
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Rozdziat
ZADANIA 1 PRZISKLADY

4.1* Zadania™"rziktadjr*metodjrgraficzne”

1. Dla potrzeb obrony plot produkuje ele samoloty mysliw-
skie 1 rakiety plot* Moc produkcyjna niektérych dziatéw zakta-
du przedstawia tabelka* Z danych statystycznych wynika, ze na
kazde 1000 mySliwcéw przypada zniszczonych $rednio 300 sam*

npla, a na 1000 rak. - 400

Rodzaj "pro- *1

iDziaiy Zakd* sam* Zaplanowa¢ taklproduk-

oje samolotéw 1 rakiet, aby

17brobki mech* 20 | 40 Srodki to uzyte w walce zni-
jMontaz slIn* 32 j16

I Montaz sam* 0 | szczyty maksymalng liczbe
IMontaz rak* - i 15 samolotow nieprzyjaciela*
Odp* /1b,8/ » b0O00 Srodkoéw*

2* Na ostonie obiektu stojg dwa typy rakiet A i B prze -
znaczono odpowiednio do niszczenia celéw na matych i duzych
wysokosciach* Koszt jednej rakiety, prawdopodobienstwo razenia
celu oraz alternatywne mozliwosci lotnictwa przeciwnika wyra -
zone w ilosci atakéw na obiekt /albo 100 na matych, albo 150

na $rednich albo 100 na duzych/ podane sg w tabeli.

Typ rakiety I]———I2§2"a8a22nla T Koszt i
I mate | Sredniel duze | |

A j 0,75 05 1025 T 25 |

_— = - - - m R !
L 0~

Mozliwosci | “ 1 |

“przeciwnika | 100 150 i ]
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w zadajitu trzeba wyznaczyd optymalng liczbe rakiet obu
typdw, zapewniajacych skuteczng obrone plot obiektu przy mini-
mum wydatkéw na zakup rakiet,

~min /250.50/ « 8750 J.man.

3* Zakd¥ad remontowy przy wykonywaniu dwéch rodzajéw na -

praw /$rednie i gkdéwne/ wykorzystuje 4 rézne urzadzenia mecha-

niczne w ilosci podeuiej w tabeli

I Typ urza- . . tacz- J
| dzenia <3| nie urz,j
mech. rem, —] rem. mech, i

Sred, j oft, *
J 9 3

12

8

16

I | 12

Dochdd osiagany z tytudu napraw $rednich wynosi 3 J,,mon,,
z tytutu zas$ napraw gkdéwnych - 2 J.mon. Zaplanowaé tak ilosc¢
napraw, obu typéw, aby dgczny zysk z tego tytuku zakitadu by+
maksymalny. Odp. /4,2/ - H J.mon. zysku,
4. Okresli¢ minimum Ffunkcji celu P > 222 - 2x/-Xg dla
ukdadu warunkéw®™ ograniczajacych
XNX2 < 6
AMEAX 2N 8
5, X2~ 4 *

\in /5,1/ - 211.
5. Okresli¢ maksimum funkcji celu P . 41+2xe+15xg, Jeze-

Ii warunki ograniczajgace sg nastepujace
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- 2xj--3k6 <« 9

+ *5+2*6 = 13
+ 3x5-X6 - 18
100

Odp- "max

6. Dane sa warunki ograniczajace zadania liniowego

4 9
-XMMX2 4 7
ApN 4 3

Znalezé najmniejsza wartosé funkcji celu P « 2xX"N-2x2*

oap. /70,77 - /1.8/ - - 14 /na catym odcinku/

4,2. Zadania i1 przyktady do metody simpleks
1, Zadanie o wykorzystaniu mocy urzadzen* Zakézmy, ze
nakazano zak#adowi zaplanowa¢ produkcje dwéch rodzajow wyrobow
w okreslonej ilosci i czasie* Przy czym ma to sie od -
by¢ przy pomocy dwéch maszyn typu A 1 B o réznej wydajnosci
/dane zadania patrz tabela/*

«l

I —— ridoc maszyn | Koszt jedn*Togstera wyrro- f czas #a- |
I Typy Iw jedn, | produkcji iil:ow l *

_i maszyn czasu . - T

T HF — 1w w 1

I W o ]

i 4 1o

24 | 4 1 47 30
A

f _
IIS ii26|i iTi I

Nalezy zestawi¢ optjrmalny plan produkcji, tzn* nalezy
okresli¢ ile czasu powinny by¢ zajeto maszyny przy  produkcji
wyrobéw. Przy tym koszt catej produkcji ma by¢ najnizszy, nie

przekroczony nakazany czas produkcji i osiggnieta planowana



produkcja posaosce”™dlnych wyrobdif*

Odp* * 211 j.osaa.

2* Frsy prodi;&ojl atoddw 1 aaaf ui“nra alf difdoh rodaajdw
drawna, ktdrago llodd /7t v?T potraebna do produkojl jcd»«jo
mebla podaje tabela« Tamie podany jeet ssyak /m st«/ osiggany
aa pojedynoay leyrdb oraa llodd drewna jaka dysponuje warsstat

/w

Mase««aascrwimmmmmm . BM «lthcce*c caMaca™ 3*** eaett memice |Aseaeei
. Rodzaj Zysk Zasob
Rodzaj Sm! aJhdMM Jednost« y
wyrobu » T-- I narszt« | 1 "
11 i B
rodz« rodz« rodz«i rodz«
>weieceaMM« iffSIWI«S Kiw —la a —lesassasBsmai
stoty 0,15 0,2 120

60 ! 40
szafy 0,2 0,1 150 !
h.MaM

Okreélid*lie"trzeba"w*yg?odukowad posaozegdlnyoh mebli, aby
ogdIny zysk warsztatu byt maksymalny«
Odp« sto#dw - 80, szaf - 240 1 m 4F 600 zd«

3, Oddalat fabryczny wytwarza 3 rodzaje wyrobdéw, ktdrych
produkcja planowa oraz zasoby dobowe sprzetu wytwérczego /obra-
blarki+ maszyny/ surowe /metale/ 1 energia elektr« na jednostke
kaidego rodzaju wyrobu podaje tabela« Zadanie polega na tym,

aby okredolld jakiego rodzaju 1 w jakiej l1lodol nalezy wytwarsad
wyroby, ohoao oslagngdé maksymalnag wartosé zysku, wykonywanych
ponad plan wyrobéw.

fisc@* TNMINNNNINEESIES IEEIE W55 N\ paiecd\ANFOx: 3 AR reeBeiN\ et

Zasoby " | Zuiyole jedn«zasobdw
Rodzaje 110$6 ® | 11 111
rodz”™ rodz
Sprzet
prze i ® 3 4
Surowce 1 4 5
En.elektr. 4 2
Produkcja dobowa 90 70 60

rmmmmnm

«*<I#!l«l«|e§l «ees Mit« MaeV as;iaaeu«/‘ waea*aaaa
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Odp, 22,5 jedn.myr. 1 rodz, 1 2f 25 - 111 rodz,, n:iA_337’5 zt

4* Sporzadzanie optymalnej racji karmoiiej przy produkcji
tucznika* Ustalono w tym celu, Zze racja karmowa kazdego tuoz «
nika powinna zawiera¢ co najmniej ptwne ilosci jednostek sktad-

nika odzywCzego okreslonego rodzaju* Dane zadania podane w ta-
beli*

Karma "I Mos6 sktadnika od-
| -zggozA™, Jedn*karmy _ J

Rodzaj I Koszt  jsk¥* { ski. |sk¥* |

. jedn* T A
N2«2H 1
2 i 1
3 i 2
2,~ L~
jliczba jedn.sk#* |
F'w racji karmowej 6 12

Nalezy znalez¢ najtanszg racje karmowg, spedniajgca za -
4ozone warunki* Odp* Dzienna racja karmowai 3»3 ¢.wag* karmy
Il i 0,9 jowag* - 111, w ktérej zawiera sie 6 j.sk# A,3» - B
i sk C o 3»1 j* ponad norme». Koezt najtanszej racji w tym
wypadku wynosi ok, 12,2 z#*

5* Zmaksymalizowa¢ funkcje celu ? » 3xM-4xg+x™M+x” - 28
dla warunkéw ograniczajacych.

2x ™32 N w4
3xN-8xg + XN n 24
Odp. /0*4,0,56/ - 12
6* Zmaksymalizowa¢ funkcje celu F * 11x~+10Xg-90, przy
danych ograniczeniach zagadnienia
-XMX2 N5
3x j+5x2 4 60
2xN-5x2 ~ 20
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~max 16/5/ m 113

7. ZmInlraalizowad funkcje celu P - 100-fe~M~g dla wa-
runkow ograniczajacych
3x MX2 18
2xM4x2 < 40
xM2x2 4 24
\+n /4,6,0,8,0/ r, 52
8, Znalezd minimum Ffunkcji celu P - X™M2X2-Xy~"X"+2x"

dla warunkéw ograniczajacych

\In 7/ 0*%0.5,7,10/ - - 27
9, Znalefé minimum funkcji celu P«-x"-2x2-3x3+x” dla
danych nastepujacych ograniczen
XM+2xg+3x3 « le™
2xNX2 wa3  * 20 »
x M2 2+ X3+x N «10
~min / 5/2> 35/14, 35/14, O/ . - 15.

4*3* SSSSSiS-. i«,££52iSi52,,do_~metody”transportowe”

10 Z czterech baz lotnictwa transportowego kazda o mozli-
wosciach przewozowych: 60,90,50 1 100 ton #adunku, nalezy prze-
rzuci¢ do pieciu rejonéw desantowania o zapotrzebowaniu 50,40,
60,80,70 ton kazdy, znajdujacych sie na jednym kierunku opera-
cyjnym, pewne ilosci wojsk sprzetu bojowego i zaopatrzenia ma-
teriatowo-technicznego. Koszty jednostkowe transportu wyrazone
w ilosci samolotéw lotnictwa mysliwskiego potrzebnej do ostony

przerzutu w przeliczeniu na jednag tone i podane sg w macierzy

63



2 8 47 11
4 6 35 9
3 2 43 5
N9 56 2
Zminimalizowa<5 funkcje celu - liczbe samolotowylotéw
50 0 10 O
Odp. sam.-wylot, mac.rozdz. 0 50 40
40 0 10
0O O 0 30 70o.

2.

trzeba rozmieécldé trzy armijne skdtady amunicyjne o zapasaohi

100, 175 i1 50 Jo. Ze aktadon tych trzeba bedzie zaopatrynad

pied dym.

nicji podaje macierz

Dane-sg rejony « pasie natarcia armii, w ktérych

punkté» zaopatrzenia o zapotrzebowaniu.

1 2 5
3 1 7
17 4 10

120,45,70,45
i 45 jo. zuzycie paliwa w przeliczeniu na 1 Jo przewozonej amu-

Humeraoje armijnych sk#adéw oraz dywiiyjnych punktow przyjadé w

kolejnosci podanych “mozliwosci™ i

Odp. 1*op-t'min

3.

80 ton paliiwa nalezy zaopatrzyé w nie 3 punkty odbioru o po
trzebach: 50,40,20 i 40 ton paliwa. Jednostkowy koszt transpor-

tu w setkach z¥. w przeliczeniu na jedng tone paliwa podaje

macierz

Odp.

990 j.pal., mac rodz.

“potrzeb’.

120 45

0

0]
10

~0 0O 20 35 45
0 0 50

0
0

po-

Z trzech sktadow paliwa o zapasach odpowiednio 70,40,

~5 6 3

Zaplanowa¢ przewoz paliwa tak,aby koszt

transportu by4

» 500 tys., mac rozdz.

najnizszy.

10 0 20 O
40 0 O0 O
0 40 <0 40



4« Zaktad produkcyjny otrzymat od 6 réznych kontrahentéw
zamOwienie na dostawe wyrobdw tego samego typu w okreslonym
czasie /terminie/ w ilosci 40,80,50,80,70 i 80 sztuk. Poszcze-
golne sekcje zak>adu /cztery sekcje/ moga wyprodukowac¢ i do -
starczy¢ w zgadan3m terminie odpowiednio 90,120,60 i 150 sztuk
zgtaszanych wyrobéw. Zysk Jednostkowy tej transakcji w setkach

z4otych podaje macierz

L

Zaplanowa¢ realizacje transakcji tak, aby ogélny zysk

zakdadu byt najwyzszy. A0 0 50 0 20 20~

Odp. " 315000 z¥., mac. rozdz. 20 0 08 O O
0 O 0O O 0 60
208 0 0 50 g

5. Nalezy dostarczy¢ do czterech Jednostek amunicje w
ilosciach kolejno: 30,60,20 i 10 Jo znajdujaca sie w czterech
sktadach w ilosci, kolejno: 40,20,30 i 30 Jo. Transport zapla-
nowa¢ tak, aby daczna dhugos¢ przejechanych kilometréw byta
najkrétsza. Ponizsza macierz podaje odlegtosci poszczegdlnych

Jednostek od poszczeg6lnych skdadow /w km/

25 9 5 10 30 0 O
3 3 5 8 0O 20 0 O
7 3 14 Odp. Macierz rozdziatu 0 1020 O
59 7 2 20 0 O 10

6. Zmaksymalizowa¢ wartos¢ oczekiwanag ilosci straconych
celéw przez Srodki obrony powietrznej kraju. Warunki zadania —

patrz tablica
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