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sin

/n,/0

- rébwna sie
“ nie réwna sie
- rébwna sie w przyblizeniu

mniejsze

— wieksze

niniejsze lub réwne

wieksze lub réwne

pierwiastek 2-go stopnia

pierwiastek n-tego stopnia

logarytm dziesietny /podstawg logarytmu jest 10/
logarytm naturalny /podstawg logarytmu jest liczba
e = 2,718...7

sinus

oosinus

tangens

kotangens

wartos¢ stata

stosunek obwodu kota do jego $redT~cy = 3»14159
podstawa logarytmu naturalnego = 2,718

granica

zdgza do

nieskonczonosc¢

suma

oznaczenie funkcji np. y = f/x/, u=//x,y,z/
przyrost

rézniczka

oznaczenie pochodnej, kolejno: pierwsza pochodna, druga
pochodna

catka nieokreslona

catka okreslona /dolna granica a, goérna granica b/
catka podwdjna

silnia /np. 5! = 1, 2 . 3 . 4 . 5= 120/

Srednia arytmetyczna

Srednia geometryczna

odchylenie Srednie

prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A

.Y/CD/ - prawdopodobienstwo trafienia punktu o wspétrzed-

iiych /X,Y/ w obszar D
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Potagt, pierwiastki, odwrotnosci, logarytmy

3
n n* vV n vV n N g 71
0,01 0.0001 0.000001 0.100ii 0,2154 100 ooOUOO 7,00000
0.02 0,0004 0.000003 0.14H 0.2714 50,00000 1.30103
0.04 0.0016 0.000064 0.2000 0.3120 25.00000 7.60206
0.05 0.U025 ©0.000125 0.2236 0,3681 20,0UU00 7.69897
0,08 0.0004 0,000512 U.2828 0.4309 12,50000 7.90309
0.1 oloioco 0.001 000 0,3162 0.4612 10,00000 r,00000
0.2 0.0100 0,008000 0.4172 0.5848 5.00000 r,30103
0.25 0.0625 0.015625 0.5000 0,6300 4.00000 i*.m H
0.3 0.0900 0,027 000 0,5477 0.6694 3.33333 1.47712
0.4 0.1600 0.064 000 0.6325 0.7363 2,50000 1.60206
0.2500 0,125000 0,7071 0.7937 2.00000 r.6989?
U.3600 0 216000 0,7716 0,8111 1.66667 i.77815
0,4900 0.343 000 0,8397 0.8879 1.42857 i ,81510
0.6400 0.512 000 0.8914 0.9 251 1,25000 i ,90309
0.8100 0.729 000 0.9187 0,9055 1.11111 i .95424
i.0 1,00 1.000 1,0000 1.0000 1.00000 0.00000
il 1.21 1.331 1,0188 1.0323 0,'»0909 0,04139
1.2 1,44 1,728 1,0951 1.0627 0.83333 0.07918
1.3 1,69 2,197 1.1102 1.0911 0.76923 0.11391
1.4 1,96 - 2.741 1.1832 1.118? 0.71429 0.14613
1.5 2,25 3.375 1.2247 1.1447 0.66667 0.17609
1.6 2.56 4.096 1.2649 1.1696 6 62500 0.20412
1.7 2,89 4.913 1,3038 1.1935 0.58823 0.23045
1.8 3.24 5,832 1.3416 1.2164 0.55556 0.25527
1.9 3.61 6.859 1.3784 1.2386 0.52632 0,27875
2,0 4,00 8,000 *1.4112 1.2599 0.50000 0,30103
2.1 4 41 9.261 M 191 1.2806 0.4/619 0,32222
2.2 4.84 10.618 1,1832 1.3006 0.45155 U.31242
2,3 5.29 12.167 1.5166 1.3200 0.43178 0.36173
2.4 5.76 13.821 1.5192 1.3389 0.41667 0.38021
2.5 6.25 15.625 1.5811 1.357? 0.10000 0.39791
2,6 6,76 17.576 1,6125 1,3751 0,38162 0,41497
2.7 7.29 19.683 1.6432 1.3925 0.37037 0.43136
2.8 7,84 21.952 1,6731 MO095 0.357H 0,14716
2.9 8,41 21.389 1.7029 1.4260 0,34483 0,46240
1.0 9.00 27,000 1.7321 1,4122 0.3333J 0,17712
3.1 9.61 29.791 1.7607 1.1581 0.32258 0.191 >
3.2 10.24 32.768 1.7889 1,4736 0.31250 (),5(*:>15
3.3 10.89 35.937 1.8166 1.4888 0.303113  !>.5)H"4
3.4 n.56 39.301 1.84.39 1.5037 0,29412 0,531 m
3.5 12 25 42.8/5 1,8708 1,5183 0.28571 0.54407
3.6 12.96 46.656 1.8974 1.5320 0.27778 0.55630
3.7 13.69 50.653 1.9235 1,516 7 0.27027 0.56820
3.8 H.41 51.873 1,9191 1.560*. 0.26316 0.57978
3.9 15.21 59.319 1.9718 1.5H1 0.25641 '.59106
4.0° i6.00 64.000 2.0000 1,5871 0.25000 0,60206
4.1 16.81 68.-921 2.0218 1.6('0) 0.24390 0.61278
4.2 17,64 74,088 2.0i'M i.(.m 0 23810 0.62325
4.3 18,19 79.507 2.0726 1,6261 0,23256 0,63347

4.4 85.191 2.0776 1.6 ,tH6 0,72727 0.64345
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8,8
8.9

9,0
9.1
9,2
95
9.8

n»

20,25
21 16
22,09
23,04
2101

23.00
26,01
27,01
28.09
29.16

30.25
11,36
32.19
33.64
3181

36,00
37,21
38.11
39.69
40,96

42.25
43,56
41,89
46,24
47.61

49.00
5041
51,81
53,29
54,76

56.25
57,76
59,29
60,84
-62.11

61,00
65.61
67,21
68.89
70,56

72,25
73,96
73,69
77,14
79.21

81.00
82..a
81,61
90.25
96,04

NE

91,125
97,336
103:823
110.592
117.619

17.3.0iK)
132:651
110.608
118,877
157,161

166,373
17'5.616
185,193
195112
205,379

216.000
226.981
238,328
250,017
262.144

274,625
287.196
300,763
311.132
323,509

343,000
357911
373,218
389,017
105,224

121,875
138.976
156,533
474552
493,039

512,000
531441
551,368
571,787
592,704

611.125
636.056
658.505
681.172
701,969

729.000
753571
778,688
857,375
911,192

Mn

21213
21118
21679
2.190')
22136

22361
2.2383
2,2801
2.3022
2,3238

2,3152
2,3661
2.3875
2,1083
2,1290

2.1195
2.1698
2,1900
25100
2,5298

25495
2,5690
25881
2,6077
2,6268

2,6158
2.6616
2.6833
27019
2,7203

2,7386
2,7568
27719
2,7928
2,8107

2,8281
28161
2.8636
2,8810
2,8983

29155
29326
2.9196
2.9665
2.9833

3.0000
3.0166
3.0332
3,0822
3.1305

M n

1,6510
1663t
16751
1.6869
1.6083

1.7100
17213
17325
1,71.35
17ill

1.7652
1.77'58
1.7863
1,7967
1,80/0

18171
1,8272
18371
1,8169
1.8566

1,8663
1.8758
1,8352
1,8915
1,9038

1.9129
1,9220
1.9310
1,9399
1.9487

1.9574
1,9661
19747
1.9832
1,9916

2.0000
2.0083
2,0165
2.0217
2,0328

2,0408
2.0183
2,0567
2,0616
20724

2,0801
2.0878
2,0954
21179
2,1400

0.22222
0.21739
0.21277
0.20833
0.20108

0.2tX)00
0.19608
0.19231
0.18868
0.18519

0,18182
0,17857
0.17511
017211
0.16919

0,16667
0.16393
0.16129
0.15873
0,15625

0,15385
0,15152
0.11925
0.14706
0,11193

0,11286
0,11085
0,13889
0.13699
0,13514

0.13333
0,13158
0,12987
0,12821
0.12658

0.12500
0,12316
0,12195
0,12018
0.11905

0.11765
0,11623
0,11191
0,11361
0,11236

0,11111
0,10989
0.10370
0,10526
0.10201

0,65321
0,66276
0.67210
0,68124
0.69020

0,69897
0.70757
0.71600
0.72128
0.73239

0,71036
0,71819
0.75587
0,76313
0,77085

0.77815
0.78533
0.79239
0.79931
0.80618

0.81291
0,81951
0.82607
0.83251
0,83885

0,81510
0.85126
0,85733
0,86332
0.86923

0,87506
0,88081
0,88619
0.89209
0.89763

0.90309
0.90349
0,9138!
0,91908
0.92128

0.92912
0.93150
0.93952
0.91118
0.94939

0,95424
0,95904
0,96379
0,97772
0,99123
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30

32
33
31

35
36
37
38
39

40
41
42
43

45
16
a7
48
49

—RPYR R

49

100,00
110.25
121,00
132.25
H4.00

156.25
169.00
152.25
196.00
210.25

225.00
240.25
256.00
272.25
289.00

306.25
321.00
35225
361.00
380,23

400
411
484
529
576

900
961
1024
1089
1136

1225
1296
1369
1444
1521

1600
1681
1764
1849
1936

2025
2116
2209
2304
2401

1000,0
1157.6
1331.0
1520.0
1728.0

19531
2197.0
'2160,4
2714.0
3048.6

3375.0
3723.9
4096.0
4492.1
4913.0

5359,4
5832.0
6331.6
6859.0
7414.9

8000
9261
10648
12167
13824

15625
17576
19683
21952
24 389

27000
29791
32768
33937

39304

42875
46656
50653
54872
59319

64000
68921
74088
79507
85184

91125
97336
103323
110592
117649

Vn

3,1623
3.2404
3.3166
3.3912
3.4641

3.5355
3,6056
3,6742
3.7417
3.8079

3.8730
3,9370
4.0000
4,0620
41231

41833
1"126
i 012

4.3589

4,4159

44721
4,5826
4.6904
4,7958
4.8990

5.0000
5,0990
5,1962
5,2915
5,3852

54772
5,567«
5,6569
5,7446
5,0310

59161
6.0000
6.0828
6,1644
6.2150

6,3216
6,4031
6,4607
6,5574
6,6332

6,7082
6,7823
6,8557
6,9,82
70000

Vn

2,1511
2,1898
2,2239
2,2572
2,2894

2,3208
2,3513
2,3811
2,4101
2,4.385

2,4662
2.4933
2,5198
2,5458
2,5713

2,5962
2.6207

.2,6148

2,6681
2.6916

27141
2.7559
2,8020
2.8439
2,6815

2,9210
2,9625
3.0000
3,0366
3,0723

3,1072
3, tiH

3,1748
3,2075
3,2396

32711
3,3019
3.3322
3.3620
3,3912

3,4200
3,4182
3,4760
3.5034
3,5303

3,5569
3,5030
3,0088
3,6342
3,0593

— <10
n

1.00000
0.95238
0,90909
0.86957
0,83333

0,80000
0,76923
0,74074
0,71429
0.0S966

0,66667
0,64516
0.62S00
0.60606
0.58824

0,57113
0,55556
0,54054
0.52632
0,51282

0 500C i
0,47619
' 15455
r.iJi/8
0,41667

0,40000
0,38162
0,37037
0.35711
0,31483

0,33333
0,32253
0,31250
0,30303
0,29412

0.28571
0.27778
0,27027
0,26316
0,25641

0.25000
0,24390
0,23810
0,23256
0,22727

0,22222
0.2wW39
0,21277
0,20.833
0,20108

hin

1,00000
1.02119
1,04139
1.06070
1,07918

1.09691
1,11394
1.13033
111613
1.16137

1,17609
1,19033
1,20112
1,21748
1.2301'5

1,24304
1,25527
1,26717
1,27875
1,29003

1,30163
1,32222
1,34242
1,36173
1,38021

1,39794
1,41497
1,43136
1,44716

.1,46210

147712 .
1,49136
1,50515
151851
1,53148

1,54107
1,55630
1,56820
1,57978
1,59106

1.60206
1,61270
1,62?25
1,63317
1,61315

16,5321
1,66276
1,67210
1,68121
J,09020



95
96
97

99

2500
2601
270l
2'6)9
2916

3025
3136
3219
3364
3181

3600
3721
3B-14
3969
4096

4225
4356
4489
4624
4761

4900
011
5101
5329
5476

5625
5776
592»
608-1
6241

6400
6561
6724
6889
7056

7225
739
7569
7744
7921

8100
8281
8461
8649
8836

9025
9216
9109

* 9604

9801

T

125000
132651
I((>(8
118871
157104

166375
175016
185193
195112
205379

216000
226981
238328
250047
2621 14

77-1625
287196
300763
31443?
325:U)

313000
357911
3732-18-
389017
405224

421875
4lilolo
456533
471552
49)U39

512003
531-M
551368
571787
592704

614125
636056
658503
681472
7C4969

729000
753571
778688
804357
830584

857375
884736
912673
941192
970299

V «

7,0/11
71111
72111
7.2801
7.3185

7-1163
7.4833
7.5498
7.6158
7,6811

7,7460
7,8102
7,8740
7.9373
8.0000

8,0623
8,1240
8,1854
8,2462
8,3066

8,3666
8-1261
8,4853
8,5440
8,0023

8,6603
8,7173
8,7750
8,8313
8.U8s2

8,9443
9,/)000
9,0554
9,1101
9,1652

9,2195
9,2736
9,3274
9,3808
9,4310

9,4868
9,5394
7=>5917
9,6437
9,6954

9,7168
9,7980
9,8489
9,8995
9.9499

3
V a

3.6810
3,7031
3,7325
3,7563
3,7798

3.8030
3,8259
3,8435
3,8709
3,8930

3.9H9
3,9365
3,9579
39791
4.0000

4,0207
4,0112
4,0615
4,0817
4,1016

4,1213
4,1403
4.1602
4,1793
4,1983

42172
4.2358
4,2543
4,2727
4,2908

4,3089
4,3267
4,3445
4,3621
4,3795

4,3968
4,4140
4,4310
4,4480
44617

4,4814
4,4979
45144
4,5307
4,5463

4,5629
4,5789
4,5947
4,6104
4,6261

1..U

0:2tK)00
0.19608
0.19231
0,18868
0,18519

0.13182
0.17857
017541
o,r/:ii

0,16949

0.16667
0,16393
0.16129
0,15873
0,15625

0,15385
0,15152
0,14925
0.14706
0.11193

0,14286
0,14085
0,13889
0,13699
0,13514

0,13333
0,13153
0,12987
0.12821
0.1265»

0.12500
0,12346
0,12195
0,12018
0,11905

0,M765
0,11623
01149-1
0,11364
0.11236

»M im

0.10989
0,1(-870
0,10753
0,10638

0,10526
0,10117
0,10309
0.10204
0,10101

9d

hi

1.69897
1,70/57
1,71600
1,72428
1,73239

1.74036
171819
1,75587
1,76313
1,77035

1,77815
1,73533
1.79239
1,79934
1,80618

1.8129!
1,81954
1.82¢07
1.83251
1,83335

1,84510
1,85126
1,85733
1,86332
1,86923

1.87506
1,88081
1.83649-
1,89209
1,89763

1,90309
1,91)'M9
191331
1,91903
1,92423

1,92942
1,93450
1,93952
1,9414»
1,94939

;95424
1.95904
1,96379
1.9634»
1,97313

197772
1,98227
1,98677
1,99123
1,99564



100 —1-149
n
[1(e] 10000
101 10201
102 10101
103 10609
101 10316
105 11025
106 11236
107 11119
103 11064
109 11831
lio 12100
111 12321
112 12544
113 12769
m 12996
113 13225
lio 13136
117 13G39
118 13924
119 11161
120 11100
121 11611
122 11001
123 15129
121 15376
125 15625
126 15876
127 16129
128 103HL
129 16611
no 16900
131 17161
132 17421
133 17689
131 17956
135 18225
136 18196
137 18769
138 19041
139 10321
uo 19600
141 19881
142 20164
113 20119
144 20736
145 21025
146 21316
147 21609
148 21901

149

22201

n*

1000000
1030301
1061208
1092727
1124864

1157625
1191016
1225013
1259712
1295029

1331000
1367631
1101923
1112897
1181544

1520875
1760896-
1601613
1613032
1685159

1728000
1771561
1815818
1860867
1906621

1953125
2000376
201H333
20'>7152
2MOG89

2197000
2218091
2299963
2332637
'2106104

2160375
2513156
2571353
2623072
2685619

2711000
2803221
2863238
2921207
2985981

3018625
3112136
3176523
3241792
3307949

10,0000
10,0199
10,0995
10,1189
10,1980

10,2170
10,2956
10,3111
10,3923
10,1103

10,4831

10,5357
10,5830
10,6301
10,6771

10,7238
10,7703
10,8167
10,8628
10.9087

10,9545
11,0000
11,0151
11,0905
11,1355

11,1803
21,2250
11,2694
11,3137
11,3573

11,1018
11,1155
11,1891
11,5326
11,5753

11,6190
11,6619
11,7017
11,7173
11,7898

11,8322
11,8713
11.9161
11,9583
12,0000

12,0116
12,0830
12,1211
12.1655
12,2066

4,6116
4,6570
46723
4,6875
4,702/

47177
1,7326
4,7175
4,7622
4,7769

4,7911
4,8059
1,8203
4,8316
1,81S3

1.8629
48770
1,8910
4,9019
4.9187

4,9321
4,9161
4,9597
49732
4,9866

5,0000
5,0133
5,0265
5,0397
5,0528

5,0658
5,0788
5,0916
5,1015
51172

5,1299
51126
5,1551
51676
5,1801

5.1925
5,2048
52171
5,2293
52115

5,2536
5,2656
52776
5,2896
5,3015

1,00000
0.99010
0,9<039
0.97087
0,96151

0.95233
0.91310
0,93153
0,92593
0.91713

0,90909
0.90090
0,89286
0,83196
0.87719

0,86957
0,86207
0,85170
0,81716
0,81034

0,83333
0,82615
0,81967
9,81301
0,80615

0,60000
0,79365
0,78710
0,78125
0,77519

0.76923
0.76336
0,75753
0,75183
0,74627

0,71074
0,73529
0.72993
0,72164
0,71942

0,71429
0,70922
0.70423
0,69930
0,6" 144

0,68966
0,68493
0,68027
0,67568
0,67111

la n

2,00000
2.00132
2,00860
2,01281
5,01703

2,02119
2,02531
2,02933
2,03312
2,03743

2,04139
2,01532
2,01922
2,05308
2,05690

2,06070
2,06146
2,06819
2,07188
2.07555

2.07918
2,08279
2,08636
2.03991
2,09342

2,09691
2,10037
2,10330
210721
2,11059

2,11394
2,11727
2,12057
2,12385
2,12710

2,13033
2,13351
2,13672
2.13988
2:14301

2,14613
2,14922
2.15229
2,15531
2.15836

2,16137
2,16135
2,16732
2,17026
217319



ist
152
»53

15ft
»57

16fi
161
»62
»63
164

»65
166
107
»6»
»00

170
»7t
»72
»73
»71

»75
176
177
173
179

180
18»

183

»86

18S

190
191
192
193

195
196
197
198
199

n*

22500
22801
23104
23409
23716

21025
24336
24649
21964
25281

25600
25921
26244
26569
26896

27225
27556
27889
28224
23561

28000
29241

29584
29929
30276

30625
3U976
31329
3K81
32041

32400
32761
33124
33489
33856

31225
34596
31969
35314
35721

36100
36481
36864
37219
37036

38025
38416
38809
39201
39601

n*

3375000
3412951
3511808
3581577
3652264

3723875
3796116
3869893
3944312
4019679

4096000
4173281
4251528
4330747
4410944

4192» 25
4574296

. 4657463

4741632
4826S09

4913000
5000211
5088448
5177717
5268024

53593/5
5451776
5545233
5639752
5735339

5832000
5929741
6U28568
6128487
6229504

6331625
6434056
6539203
6044672
6751269

6859000
6967871
7077H88
'>>067
7301381

7411B75
7529536
7645373
7762392
78i,0599

V «

12,2474
12,2882
12,328
12,3693
12,4097

12,4499
12,4900
12,5300
12,5698
12,6095

12.6491
12.6886
12,7279
12,7671
12.8062

12,8452
12,8811
12,9228
12,9615
13,0000

13.0384
13,0767
13,1149
13,1529
13,1909

13,2288
13,2665
13.3011
13,3417
13,3791

13,4161
13,4536
13,4907
135277
13,5647

13,WM5
13,6382
13,67.8
13,7113
13.7177

13,7840
13.8203
13,8564
13,8924
13,9234

13 9612
11,0000
11,0357
M.f712
14,1067

3~
vV n

5,3133
53251
5,3363
53135
5,3601

53717
5,3832
5.3947
5,4061
54175

5.4288
54101
54514
5,4626
54737

5.4848
5.4959
5,6069
55178
5,5238

5,5397
5,5505
5,5613
55721
5.5328

5,5934
5,6041
5,6147
5.6252
5,6357

5.6462
5,6507
5,6671
56771
5,6877

5,6980
5.70S3
5.7185
57287
$,736:t

5.7489
5,7590
5,7690
5,7790
5.7890

5,7989
5.8088
5,8186
5,8285
5.8383

150

-i--100

0,66667
0,66225
0.65790
0,65360
0,64935

0,64516
0,64103
0,63694
0,63291
0.62893

0,62500
0,62112
0,61728
0,61350
0,60976

0,60606
U.60241
0,59880
0,59524
0.59172

0,58824
0.58450
0,53140
0,57801
057471

0,57143
0,56318
0,56497
0,56180
0,55866

0.55556
0,55249
0.54945
0,51645
0,54318

0,54054
0.53763
0,53476
0,53192
0.52910

0,52632
0.57356
0.520S3
051814
0,51546

0,51282
0,54020
0,50761
0,50505
0.50251

Ili n

2,17609
2,17393
2,18184
2,18469
2,18752

2.19033
2,19312
2.19590
2.19866
2.20140

2,20112
2,20633
2,20952
221219
221484

2,21748
2,22011
2,22272
222531
2,22789

2,23015
2,23300
2,23553
223705
2.24055

2,24301
2,24551
2,24797
2,25042
2,25235

2.3"527
2.257C8
2250/
2,26245
2.26482

226717
2,26951
2,27181
2,27416
2.27646

2,27875
2,28103
2,28330
2.28556
2.2U780

2.29003
2,29226
2,29447
2.29667
2.29885



200 4- 24s

3

n» M* V/I v/l FolOO 1 n

200 40000 8000000 14,1421 58480 0,50000 2.30103
201 40101 8120601 111771 585/8 0,4975! 2,30320
202 40804 8242408 11,2127 50675 0,49505 2,30533
203 11209 8365427 142178 58771 0.49261 2,30750
204 41616 8489664 14,2029 58S08 0.45020 2.30963

205 42025 8615125 143178 58964 0.40781 231175
206 42436 8741816 14,3527 59059 0,485-M 2,31387
207 42849 8869743 14.3875 59155 0,48309 2,31597
208 43264 8998912 144222 59250 0,48077 2,31806
209 43681 9129329 14,4503 59315 0.47847 2,32015

210 44100 9261000 M.49H 50439 0,47619 7,32222
211 44521 9393931 145253 13,9333 0.47393 2,32428
212 44944 9528128 14,5602 5.9627 0,47170 2,32634
213 45369 9663597 145945 50721 0,'1<9i0 2,32830
214 45796 9800344 14,0207 5.9814 0.46729 2.3304!

215 46225 9938375 11.6629 59907 046512 233244
216 46656 10077696 11,0969 6.0U00 0,45296  2,33445
217 47089 10218313 117309 6.0092 046083 273646
218 47524 10360232 M.7648 0,0185 045873  2,33846
219 47961 10503159 11,7986 6,027V 0,45662  2,31044

220 48400 10648000 14.8324 6.0363 0.45455 2,34212
221 48841 10793861 14,8661 6,0459 0,45249 2,34439
222 49284 10941048 14.3997 0,0550 I' *«Vi15  2.34635
223 49729 11089567 N.9332 6,0611 «v]-i843 2,34830
224 50176 11239424 14,9606 6,0732 0.14643 2.35023

273 50625 11300625 15,0000 6.0822 0,41411 2.35218
226 51076 11513176 13,0333 6,0v12 0,4424H 235411
227 51529 11697083 15,0665 6,tC02 0,440.53 2.3.5603
222 5198! 11852352 15,0997 6,loot 0,43860 2,35793
220 52111 120QS909 151327 6,1180 0,4566.3 2,35981

230 52000 12167000 15.1658 6,1209 043178 236173
231 53361 12325391 15,1987 6.1350 0,43390 2.36361
232 53021 12487160 152315 6,1446 0,43103 2,36549
233 51239  136-19337 152643 C,1531 042719 236736
231 51756  13312v01 152971 6,1622 0,42735 2,36922

235 55225 12977875 153297 6,1710 0.4.2553 2,37107
230 55/vO 13144756 153623 6,1797 0.42373 237291
237 56169 13312053 15,3948 6,1885 0,42191 2.37475
233 56644 13181272 154273 61972 0.42017 2,3/658
239 57121 13051919 154596 0,2053 0,41841 2,37310

210 57600 13821000 154919 6,2145 0,41667 2.38021
241 58031 13997521 155242 62231 041494 2,38202
21? 5B564 14172»09 155563 6.2317 0,41322 2,38382
213 59019 11348907 155885 6,2403 0,41152 2.38561
2i1 59535 14526784 15,6205 6,2488 0,40984 2,38739

215 60025 11705125 156525 6.2573 040816 338917
210 '605<0 !4836930 156844 6,2658 0,40650  2,39094
217 61009 15069223 j 15,7162 6,2743 0,40486  2,39270
241l 61501 15252997 15,7480 6,2828 040323  2,39445
247 62001 1513311« 157797 6,2912 0,40161 2.39620



r

259
25t-
252
253
254

255
. 256
257
258
259

2%0
261
262
263
264

265
266
267
268
269

270
271
272
273
274

275
276
277
278
279

280
281
282
283
284

285
286
287
288
289

299

292
293
294

295
296
297
298"

299,

71*

62501)
6301
63504
64009
64516

65025
65536
66049
66564
67081

67600
65121
68644
65169
69696

70225
70756
71209
71824
72361

72900
73441
73984
74529
75076

75625
76176
76729
77284
7784t

78400
78961
79524
80089
60656

81225
81796
82369
82944
83521

84100
84681
85264
83649
86136

87025
87616
88209
88804

8940I.

15621000
15813251

.1600i00H

16194277
16387064

16581373
16777216
16974593
17173512
17373979

17576000
17779581
17984728
18191447
18399744

18609625
18821096
19034163
1924B832
19465109

19603000
19902511
20123648
20346417
20570824

20796875
21024576
21253933
21484952
21717679

21952000
22188041
22425768
22665187
22906304

23149125
23393656
23639903
23887872
24137569

24389000
24642171
24897083
25153757
25442184

25672375
25934336
26198073
26463592
26730899

11

15.RiH
15,8110
15,8745
15,9060
15,9374

15,9687
16,0000
16,0312
16,063}
16,0935

16,1245
16,1555
16,1864
16,2173
16,2481

16,2788
16,3095
16,3401
16.3707
16,4012

16,4317
16,4621
16,4924
16,5227
16,5529

16,5831
16,6133
16,6433
16,6733
16,7033

16,7332
16,7631
16,7929
16,6226
16,8523

16,8819
16.9115
16,9411
16,9706
17,0000

17.0294
17,0587
17.0880
17,1172
17,1464

17.1756
17,2047
17,2337
17.2627
17,2916

3
y «

6,2996
6,3080
6,3164
6,3217
6,3330

0,3413

6,3496.

6,3579
6,3661
6,3743

6,3325
6,3907
6.3983
6,4070
6,4131

16,4232
6,4312
6,4393
6,4473
6,4553

6,4633
64713
6,4792
6,4872
6,4951

6,5030
*6,5108
6,5187
6,5265
6,5343

6,5421
6,3499
6,5577
6,5654
6,5731

6,5503
6,5885
6.5962
6,6039
6,6115

6,6191
6,6267
6,6343
6,6419
6,6494

6,6569
6,6644
6,6719
6.6794
.6,6669

SQO -f
— <100
n

0,40000
0,39841
0,39633
0,39526
0,39370

0,39216
0,39063
0,38911
0,53760
0,38610

0,30462
0,38314
0,30163
0,38023
0,37879

0,37736
0,37594
0,37453
0,37313
0,37175

0,37037
0,36900
0,36765
0,36630
0,36496

0,36364
0,36232
0,36101
0,35971
0,35642

0,35714
0.35587
0,35461
0,35336
0,35211

0.35088
0,34965
0,34843
0,34722
0,34602

0,34483
0,34364
0,34247
0,34130
0,34014

0,33898
0,33784
0.33670
0,33557
0,33445

299

Ig n

2.39794
2,39967
2,40140
2,40312
2,40133

2,40654
2.40S24
2,40993
241162
241330

2,41497
241664
2.41G30
2.41996
2,42160

2,42325
242488
242651
2,42313
2,4297%

2,43136
2,43297
243457
2,4.3616
243775

2,43933
2,44091
2,44248
2,44404
2,44560

2,44716
244871
2,45025
245179
2,45332

2,45484
2,45637
3,45788
2,45939
2,46090

2,46240
2,46389
2,46538
2,46687
2,46835

2.469S2
247129
247276
247422
247567



100 - 349
18 ti*
300 90000
30t 90601
302 91204
303 91809
D1 92416
305 93025
306 93636
307 94249
308 94864
309 95481
310 96100
34 96721
312 97314
313 97969
3H 93596
315 99225
316 99856
317 100189
318 101124
319 101701
320 102400
321 103011
322 103684
323 101329
321 104976
325 105625
326 106276
327 106929
328 10758-1
329 t03241
330 108900
331 109561
332 110224
333 110889
331 111556
335 112225
336 112396
337 113569
338 114241
337 1.H921
3i0 115600
311 116281
312 116964
313 117649
341 nS336
315, H90>5
316 119716
317 120109
313 121101
319 121801

n*

27000000
27270901
27543608
27018127
28094461

28372625
28652616
28934443
29218112
29503629

29791000
30030231
30371328
30664297
30959144

31255875
31554496
31855013
32157432
32461759

32768000
33076161
33386248
33698267
31012224

34328125
31615976
31965783
35287552
35611289

35937000
36364691
36594368
36926057
37259701

37595375
37933056
38272753
33614472
38958219

39301000
39651821
40001688
40353607
40707581

41063625
41121736
41781923
42M1192
42508549

Vn

17,3205
17,3494
17,3781
17,4069
17,4356

17,1612
17.4929
17,5211
17,5499
17,5784

1t.6063
17.6352
17,6635
17.6918
17,7200

17,7482
17,7764
17,8045
17,8326
17,8606

17,8885
17.9165
17,9444
17,9722
18,0000

18,0278
18,0555
18,0831
18,1108
18,1334

18,1659
18,1931
18,2209
18,2483
18,2757

18.3030
18,3303
18,3576
18,3848
18,4120

18,4391
18.1662
18,4932
18,5203
18,5472

18,5717
18.60U

18,6279
18,6548
18,6815

vn

6.6943
6,7018
6,7092
6,7166
6.7240

6,7313
6,7387
6,7160
6,7533
6,7606

6,7679
6,7752
6.7821
6,7897
6,7969

6,8011
6,8113
6.8185
6,0256
6.8328

6,8399
6,8470
6.8541
6,8612
6,8683

6.8753
6,8824
6,8894
6.8964
6.9031

6,9104
6,9174
6,9244
6,9313
6,9382

6,9451
6,9521
6,9589
6,9658
«,972V

6,9795
6,9864
6,9932
7.0000

7,006

7.0136
7,0203
7.0271
7,0338
7.0406

— 100
n

0,33333
0,33223
0,33113
0.33003
0,32895

0,32787
0,32680
0.3.15/3
0,32468
0,32363

0,32258
0,32154
0,32051
0,31949
0.31817

0.31716
0,31646
0,31510
0,31447
0,31348

0,31250
0,31153
0,31056
0,30960
0,30364

0,30769
0,30675
0.30581
0,30183
0,30395

0,30303
0,30212
0,30121
0,30(130
0,29910

0,29851
0,29762
0,29671
0,29586
0,29499

0,29412
0,2')326
0.29240
0,277155
0,29070

0.28986
0.2K902
0.28 t™M
0,28736
0,28653

Ign

247712
247857
2,48001
2,48144
2,48287

2.18430
2.48572
248711
2,48855

. 2,48996

2,49136
2,49276
2,49415
2,49554
2.49693

2.49831
2,49969
2,50106
2.50243
2.50379

2.50515
2,50651
2,50736
2,50920
2.51055

2,511R8
2,51322
2,51455
2.51587
2,51720

2,51851
2,51983
2,52111
252211
2,52375

2,52501
2,52631
252763
2538\>
2.53020

2.53118
2.5327".
2,53™%)
2.53529
2,53656

2.5 17152
23908
2,54033
2,54158
2.54283



380

382
383
384

385
306
3sn
388
389

22500
23201
23904
24609
25316

26025
26736
27149
28164
2688t

29600
30321
31014
31769
32196

33225
33956
34689
35421
36161

36900
37641
38384
39129
3v876

40625
41376
42129
42881
43641

44400
45161
45924
46689
47456

48225
48996
19769
50514
51321

52100
52881
53661
54449
55236

56025
56816
57609
58404
59201

12875000
4J213551

43614204
43986977
4436186-1

44738875
45118016
45499293
45882712
46268279

46656000
47015881
47437928
47832147
48228544

48627125
49027896
49430863
49836032
50213409

50653000
510618M
51118848
51895117
52313624

52734375
53157376
53582633
54010152
54139939

51872000
553("- 311
55712968
56181887
56623104

57066625
57512456
57960606
58411072
58863869

59319000
59776471
60236288
60698457
61162984

61629875
62099136
62570773
63044792
63521199

V n

18,7083
18,7350
18,7617
18,7883
18,8119

18,8414
18,8680
18,8944
18,9209
18,9473

18,9737
19,0000
19,0263
19,0526
19,0788

19,1050
19,1311
19.1572
19,1833
19,2094

19,2354
19,2614
19,2873
P.3132
19.3391

19,3649
19.3907
19,1165
19.4422
19,4679

19,4936
19.5192
19.5448
19,5704
19,5959

P,6?M

1X6723
19,6977
19.7231

19,7484
19.7737
19.7990
19.8242
19.8494

198746
19,8997
19,9249
19.9499
19,9750

13 -

3
V «

7.0173
7,0540
7.0607
7.0674
7,0740

7.0807
7.0873
7,0940
7,1006
7,1072

7,1138
7.1204
7,1269
7,1335
7,1400

7,1466
7,1531
7.1596
7,1661
7.1726

7,1791
7,1855
7.1920
7,1981
7,2048

7,2112
71,2177
7,2240
7,2304
7.2368

7,2432
7.2495
7,2558
7.26;.2
7.2685

7.2748
7,2811
7.2871
7,2936
7.290't

7.306i
7.3124
7.3186
7.3248
7.3310

7,3372
7,3134
7,3196
7.3i558
7,361

— <100
n

0,28571
0.28190
0.28409
0,28329
0.28249

0,28169
0,28090
0,28011
0.27933
0.27855

0.27778
0,27701
0.27624
0,27548
0.27173

0,27397
0,27322
0,27248
0,27174
0.27100

0.27027
0.26951
0,26882
0.26810
0.26738

0.26667
0,26596
0.26525
0,26155
0,26385

0,26316
0,26247
0,26178
0,26110
0,26042

0.25974
0,25907
0.25810
0.257 ¢3
0,25707

0,25611
0,25575
0.25510
0,25415
0,25381

0,25317
0,25253
0.25189
0.25126
0,25063

g n

2.54407
2,51531
2.546-51
254777
2.54900

2,55023
2,55145
2,55267
2,55388
2,55509

2,55630
255751
255871
2.55991
2,56110

2,56229
2,56348
2,56467
2.56585
2.56703

2.56820
2,56937
2,57054
257171
2,57287

2,57403
2,57519
257634
257749
257864

2,57978
2,58092
2,58206
2,58320
2.58433

2.58546
2.53659
2,58771
2.58883
2,58995

2.59106
2,3921«
2,59329
2.59439
2,59550

2.59660
2,ynw
2,59879
2.59988
2,60097



400 -f- 449

i1

=

3
n n* n V n 1 Vr7 ;—n—ioo[
i i

401 ICOWO  61014I000) i 2i',>I()0 7.36 7 n25%.00 260206
KU 160801 644S1201  20,(i*-!) 7.5v42 0.249]i5 2,60311
402 161101 6496'1803 20,0199 7,3803 0.21876 2,60123
°108 162109 6545082T 20,0719 713u(i 0,2 .814 260531
401 163210 65939261 :;0.09 8 7.392'] 0,21753 2,60638

403 161025 66130125 20,1216 7.3986 0,21691 2.60746
400 161836 66923)16 20.119} 74047 0,21631 2.60853
107 165(»19 67119143 20,1712 7.4)08 0.21570  2.60959
40« 166161 67017312 20,1990 7,4169 0,24510 2,61066
407 107281 63417929 20,2237  7.4229 0,21450 261172

°110 168100 68921000 20,2485 7,4200 024390 2,61278
lit 1(1S921 69426531 20,2731  7.4350 0,21331 2,61384
112 1697-M 69934528 20.297; 7,4410 0.21272  2,61490
ein 170569 70444997 203224 7.4170 0.21213 2,61595
414 171396 70957944 20,3170 V.453(» 0,21155 2.61700

413 172225 71473375 20.3715 7.4590 0,2409.5 261805
410 171056 71991296  21),39(il 7,4650 0,21039 2.61909
417 173859 72511713 2(»4206 7,47)0 0,23981 w2,62014
418 174724 73034632 20,4150 7,4770 0,23923 2,62113
419 175561 73560059 20,4695 7,4829 0,23366 2.02221

420 176100 7-1088000 20,4939 7,4889 0,23310 262325
421 177241 74018161 20,5183 7,494« 0,23753 2,62423
422 178034 7515144« 20,5426 7,5007 0,23697 2,62531
423 178929 75686967 20,5670 7.5067 0,2364! 2,62531
421 179776 76225024 20,5913 7,5126 0.23585 2,02737

425 1S0625 76765625 20,6155 7,5185 0,23529 2,62339
420 181476 77308776 20.6398 7,52)4 0,23474  2.62911
427 182329 77854483 20,6640 7,5302 0,23119 2,630-13
423 183134 78402752 20,6382 7,53(1 0.23465 2,63144
429 184011 78953509 20,7123 75120 0,23310 2,53246

430 184000 79507000 20.7364 7,5478 0,23256 2,63317
431 185761 F006299! 20,7605 7,5537 0,237.02 263148
432 >86624 80(21568 20,7846 7,5595 0.23148 2,63513
433 187489  «1182737 20.8087 7,5651 0.25095 2,63649
434 188356 81716504 20.8327 75712 0.23012 2,63749

43; 130225 «2312875 20,8567 75770 022989  2,63849
436 19(t096 82881856 20,8806 7,5828 0.22936  2,63019
437 190969 83453453 20,9045 7,5886 0.22i;S3  2.610-18
438 191314 840276V2 20,9284 7,5944 022831 261147
439 192721 81604519 209523 7,6001 0.22/79 261216

m 103600 85184000 20.9762 7,6059 0.22727  2,61315
111 194481 «5766121 21.00(0 7.6117 0.22676 2,61144
442 195364 }>6350388 21.0238 7.6174 0,22624 2.645™",
443 196219 86938397 210476 7.6232 0,22573 2.646!r?
444 197136 875283rt 21,0713 7,6289 022523  :,6473i

445 198025 «8171125 1ai.o'NMjo  7,6346 10,22472 2.64'>36
446 . 198916 «8716336 121,1187 7,6403 0.22422  2(!'"31
447 199309 «9314623 21,1424 7,6460 i 0.Q2371 265031
448 200701 89915172 21.1660 7,6517 i 0.22321  ;L.'’»5L,%
449 201601 90318349 21IW=>6 7,6574 j 0,22272 2 »>5205



- 15 - 450 -f> 409

1 1s
R RV

i
450 202500 91125000 j 212132 7.6631 022222 265321
451 203401 91733851 212368 7.6688 022173 265 I8
+452 204304 92345408 212603 76744 1022124 2,65t }

453 205209 92959677 212838  7,6601 0.22075  2,65610
454 206116 93576664 21,3073  7,6857 0.22026 2.65706

i-iooj 1],

455 207025 94196375 21,330/ 7.6911 0.21973 2,65801
456 207936 94818816 21,3543 7,670 0,21/30  2.65H96
457 208849 95443993 213776 7.7026 0.21832 2,65992
458 209764 96071912 21,4009 7.70S2 0.35331 2,66087
459 210681 96702579 21,1211 7,7138 02178/ 266181

460  216()it 97336000 31,1176 7,7191 0.21739  2,66276
461 212521 979/?1f31 311701 7,7250 0,21692  2,66370
462 213444 98611128 31,4913 7,7306 021645 2.66161
463 214369 99253847 315171 77363 0.21598 266358
464 215296 97887311 31,5407 7,7418 0.215j2 2,06652

465 216225 10(i-)i(.2i [M56»9 77173 021505 266715
466 217156 101171676 315870 7,7529 021159  2,66839
467 218089 inion-.!» ;16103 7,7501 021413 2,66932
468 219024 103503233 21.6331 7.7639 021368  2.67025

219961 10316170-7 216561 7.7695 021322  2,67117

470  32H)NO 103823000 21.6/8-) 7,7750 0,21277 2,67210
471 231RU 101187111 21,7025 7.7S05 0,21231 2,67302
172 222781 105151043 21,7256 7,7360 0,21186 2,67394
173 233729 105823817 21.7486 7.7915 0,21142 267486
471 224676 106196424 21,7715 7.7970 0,21097 2,67578

475 225625 10717187- 31,7915 7,8025 0.21053 2.67669
476 236576 107850176 18171 7,8079 0,21008 2,67/61
477 227329 108531333 21,8403 7,8134 0,20964 2,67852
I7-7 2234«H 109215352 21,8632 7,818.3 0,20921 2.67943
4rv. 229U 107912239 5y 9951 7.8243 020877  2,68034

480 230100 110592000 (1.90.59 7.82«7 0,20333 2,68124
481 231361 111281641 21.9317 7,8352 0.20790 2.6S215
483 3»3324 H198(;10S 21,0545 7,8406 0,20747 2.68305
483 235289 1126V8587 21.9773 7,84W) 0,20701 2.68395
484 231256 im;9904 22,0000 7,8511 I 0,20661 2.68485

481 235225 111081125 22.0227 7.8568 0,20619 2,68571
Ufi 236196 114791256 22.0451 7.8622 0,205/6 2.68661
487 237169 115501303 22,081 7,8676 0,205  2,63753
188 238141 116214272 72,0907 7.8730 0,20592 2.6,9M2
4S9 239121 116930161 22,1133 7.8781 0,20150  2,68931

470 240100 117649000 22,1359 7,8337 0,20408 2,69020
171 241081 118370771 22,1585 7.8391 0,20367 2.69108
493 242064 M9095408 22,1811 7,8941 0.20325 2,6919/
493 213049 119823157 22,2036 7,899 0.20281 2,69285
194 21i036 1205537J1 222261 7,9051 0,20213 2,69373

491 2458 5 121287.3/5 22,2186 7,910. 0,20202 269461
496 246016 122023936 22,2711 79153 0,20161 2,69548
497 217009 122763473 222915 7.921? 0,20121 2,69636
49» 248001 12:.505992 23,3159 7.9264 n.211080 2,69723
490 249001 124251499 22.3383 7,9317 0,20040 2.69310



500 4- 549

n
500 250000
501 251001
502 252004
503 253009
504 254016
505 255025
506 256036
507 257049
508 258064
50P 259081
510 260100
511 261121
512 262144
513 263169
514 264196
515 265225
516 266256
517 267289
518 268324
519 269361
520 270400
521 271441
522 272484
523 273529
521 274576
525 275625
'526 276676
527 277729
520 2<8784
529  2<9841
530 280900
531 281961
532 283024
533 284039
534 285156
535 286225
536 287296
537 288369
538 289444
539 290521
540 291600
541 292681
542 293764
543 294849
514 295936
515 297025
546 298116
547 299209
543  300.104

,5491

®

125000000
125751501
126506008
127263527
12802406!

128787625
129551216
130323343
131096512
131872229

132651000
133432831
134217728
135005697
135796744

136590875
137388096
138138413
133991832
139798359

140608000
141420761
142236648
143055667
143&77824

IM 703125
145531576
146363185
147197952
14S0358S9

148377000
149721291
1505(>3763
151419437
152273301

153130375
153990656
154854153
155720872
156590819

157461000
158340421
159220088
160103007
160989184

161878625
16277133(
163667323
164566592
my,9U"i

22, U,07
22,1H30
22,4054
22,4277
22,4499

22,4722
22,4944
22,5167
22,5389
22,5610

22,5832
22,6053
22,6274
2216495
22,6716

22 6936
22.7156
22,7376
22,7596
22,7816

22,8035
22,8254
22,8473
22,8092
22,8910

22,9129
22,9347
22,9565
22,9733
23,0000

23,0217
23,0434
23.0651
23,0868
23,1084

23,1301
23,1517
23,1733
23,1948
23,21M

23,2379
23.2504
23,2809
23,3Q24
23,3238

23,3452
23,3666
23,388C
23,'«091
23.4201

3
vV n

79370
7.9423
79476
7,9528
7,9581

7,9634
7,9636
7,9739
7,9791
7,9843

7 9896
7,9948
8,C-%'0
8,0052
8,0104

8.0156
P.,0208
8.0260
8,0311
8,0363

8,0415
8,0466
8,0517
8,0569
8,0620

8,0671
8,0723
8,0774
8,0025
8,0876

8,0927
8.0978
8,1028
8,1079
8,1130

8,1180
8,1231
8,1281
*8,1332
8,1382

8,1433
8,1483
8,1533
3,1583
8,1633

8,1683
8,1733
8.17S3
8,1833
8,1883

-+100

0,20000
0,19960
0,19920
0,19881
0,19841

0,19802
0,19763
0,19724
0,19685
0,19646

0,19603
0,19570
0,19531
0,19493
0,19455

0,19418
0,19380
0,19342
0,19205
0,19263

0,19231
0,19194
0 »™I57
0,19121
0,19084

0,19048
0,19011
0,18975
0,16939
0,18904

0,13863
0,18832
0,13797
0,18762
0,18727

0,18692
0,18657
0,18622
0,18587
0,185.53

0,18519
0,18481
0,18450
0,18416
0,18382

0,18349
0,18315
0,18282
0,18248
0,18215

lg n

2,69897
2,09984
2,70070
2.70157
2,70213

2,70329
2,70415
2,70501
2,70586
2,70672

2,70757
2.70842
2,70927
2,71012
2,71096

2,71181
2,71265
2,71349
2,71433
2.71517

2,71600
2,71684
2,71767
2,71850
2,71933

2,72016
2,72099
2,72181
2,72263
2,72346

2.72428
2,72509

. 2 72591

2,72673
2,72754

2,72835
2,72916
2,72997
2.73078
2,73159

2,73239
2.73320
2.13400
2,73460
2,73560

2,73640
273719
273799
2,73878
2,73957



55
552
55)
551

555
556
557
558
559

560
561
562
56)

565
566
567
568
569

570
571
572
573
574

575
576
577

579

580
581
582
583
581

585
586
587
588
589

$90
501
592
593
594

595
596
8
599

(L

302500
303601
304704
305009
306916

300025
309136
310219
311361
312481

313600
314721
315841
316969
318096

319225
320356
321489
322624
323761

324900
326C41
327184
328329
329476

330625
331776
332929
334084
335241

336400
337561
338724
339889
341056

342225
343396
344569
345741
346921

348100
349281
350164
351619
352836

354025
353216
316-109
357601
358801

106375U10
167234151
16819560;»
169112377
170031161

1709:13875
171879616
'172803693
173741112
174676879

17561600;
176558481
117504328
178153517
179106141

180362125
181321496
182281263
183250432
184220U09

185193000
186169111
187119218
188132317
189119224

190109375
191102976
1921W03 3
193100552
194104539

195112000
196122941
197137368
198155287
199176701

200201625
201230051
202262003
203297472
204336469

205379000
206425071
20747468G
1832785
20958158

21064487"
211708731
?1277617.
21384719
21»92179

V7i

23,4521
23,4734
23,1917
23,5160
23,5372

23,5581
23,5797
23,6008
23,6220
23,6432

23,6643
23.6851
23,7065
23,7276
23,748/

23.7697
23.7908
23.HU8
23,8328
23,8537

23,8747
23.8956
23.9165
23,9371
23,9583

23.9792
24,0000
24,0208
21,0416
21.0621

21,0333
24,1059
24,1247
24,1454
24,1661

21.1868
24,2074
21.2281
m24,2487
24,2693

24.2899
24,3105
243311
21,35U
24,3721

21.392f
21,1131
21,433f
21,454(
24,47 4

3.
v/1

8,1'»32
8,1982
8,2031
8.2081
8,2130

8,2180
8,2229
8,2278
8,2327
8,2377

8,2426
8.2475
8,2521
8,2573
8,2621

8,2670
8,2719
8.2768
8,2816
8,2665

8,2913
8,2962
8,3010
8,3059
8,3107

8,3155
8,3203
8,3251
8,3300
8.3348

8,3396
8,3443
8.3191
8,3539
8,3587

8,3634
8.3682
8,3730
8.3777
8,3325

8,3872
8,391/
8,3967
8.4014
8.4061

8,4108
8,1155
8,4202
8,4249
8,4296

6so

~ “U)d
n

0,161«2
0,18149
0,18116
0,18083
0,18051

0,18018
0,17986
0,17953
0.17921
0,17839

0.17857,
0,17825
0,17794
0,17762
0,17731

0,17699
0,17668
0,17637
0,17606
0.17575

0,17541
0,17513
0,174)3
0,17452
017122

0.17391
0,17361
0,17331
0,17301
0,17271

0,17211
0,17212
0,17182
0,17133
0.17123

0.17091
0.17055
n, 17036
0.17007
0.16978

0,16949
0.16921
0,16892
0.16863
0,16835

0.16807
0,16779
0,16750
0.1672J)
0,16695

2.71036
2,74115
2,74194
2,74273
2,71351

2,74429
2,74507
2.74586
2,71663
274741

2,71819
2,71 »96
2,74974
2,75051
2,75128

2,75205
2,75282
2,75358
2.75435
2,75511

2.75587
2,75664
2.75740
2.75815
2,75891

2.75967
2,76042
2,76118
2,76193
2,76268

2,76343
2,76418
2,76492
2.76567
2,76641

2.76716
2,76790
2.70861
2,76938
2,77012

2,77085
2,77159
2,77232
2.77) 55
2,773

2,77452
2,77525
2,77597
2.77670
2,77743



600

610

632
633
631

635
636
637
63~
639

640
641
642
643
644

645
616.
047
648
649

649

160000
161201
362101
363609
161816

566025
36,236
368119
369661
370B81

372190
37i121
374511
375769
376996

378225
379156
3801..89
381931
3331l

.381100
335611
386881
388129
339376

390625
391876
393129
391384
395611

.396900
378161
399124
400689
401956

103225
w10449%
405769
307014
408321

409600
410881
412161
413449
411736

416025
417316
418609
419901
421201

n=*

21(i0 »(UOo >
217<ii})iut
21!%il(.720H
219256237
220.318801

21 1r.12"
222215016
223618j 13
221755712
225866529

226981000
228099131
. ?9220'>1>,;
21031 (<397
231 1/55;4

,2.326083 75
2337448'0
231885113
236029032
237176659

238328000
239483061
210611H18
211801.367
212970621

214110625
24331 13/6
246401883
21767315;~
218858189.

250017000
251237591

2524.35968
2536361.17
254810105

2561) 17875
257259456
2>8174853
259694072
260917119

262144000
263374721
264609288
265847707
267089984

268336125
269586156
27084U023
272097792
273359449

\/ n_

0
D I'M9
2151 3
?1,5357

15561
215761

*l.5'M,7
.M.f.ni
216371
nv->Tj

2i(>iv>

21, (<82
21,7181
24,7386
21.7588
21,7790

24,799>
21,8193
71,8 395
24.8596
21,8797

21.8998
24,9199
24,9399
24.9600
21,9800

25.0000
25,0200
25,0100
25,059
25,0799

21090B
25.1197
25.1396
25,1595
25,1794

25,1992
25,2190
25,2389
25,2587
25,2784

25,2982
25,31«0
25.3377
25;3574
25,3773

25,3969
25,4165
25,4362
23,4558
25,4755

V. n

8.1!'13
8.1390
8,4 137
8,1181
8,1530

8,1.5/7
8,4623
8,4670
8,1716
8.1763

3,4809
8,4H:.()
8,1902
8.4918
8,4991

8,5010
8.50S6
8,5132
8.5178
8,5224

8,5270
8,5316
8,5362
8,5408
8,5153

8.5199
8,5544
8,5590
8.5635
8,5081

8,5726
8,5772
8,5317
8,5862
8,5907

8,5952
8,5997
8.6043
0,6088
8,6132

8,6177
8,6222
8,6267
8*6312
8,6357

8.6401
8,6446
8,6490
8,6535
8,6579

1
.— 100
I

0,16667
0,1 (*639
0,16611
0,16581
0,16556

0.16529
0,16502
0,16175
0,16117
0,16120

0,1639,3
0,16367
0.1 (<310
0.10513
0.16287

0,162<50
0,16234
0,16208
0.16181
0,16155

0,16129
0,16103
0,16077
0,16051
0,10026

0,16000
'm, 15974
0,15919
0.15924
0,15898

0,15873
0,15818
0,15823
0,15798
0,15773

n,!574S
0,15723
0,15699
0,15674
0.15650

0,15625
0,15601
0.15576
0,15.552
0,15528

0,15504
0,15480
0.15456
0,15432
0,15408

2,77815
2.77K87
2.77960
2.78032
2,78101

2,78176
2.75247
2,78319
2,78390
2,78462

2,78533
2,78604
2,78675
2,78716
2,78817

2,78888
2.78958
2,79029
2,79099
2,79169

2.79239
2,79309
2,79379
2,79449
2,79518

2.79580
2,79657 .
2,79727
2,79796
2,79865

2,79931
2,00003
2,80072
2,80140
2,80209

2,80277
2.80346
2,80114
2,ROI82
2,80550

2,80618
2,80686
2,80754
2,80821
2,80889

2.80956
2,81023
2,81000
2,81158
2,81224



6'il
632
653
651

655
o'ia
657
653
659

653
6(.l

662
663

665
666
667
668
669

670
671
672
673
674

675
676
677
678
679

680
68i
682
683
CGi

685
686
657
683
689

690
691
692
693
694

695
697

698
699

42255>0
423801
425104
426109
427V16

429025
430336
431649
432961
434281

435600
436921
438214
439569
440596

442225
443556
444889
446224
447561

448900
450241
451584'
452929
454276

455625
456976
458329

459684.

461041

462400
463761
465124
466489
467656

469225
470596
471969
473344
474721

476100
477481
478864
480249
481636

483025
484416
485809
487204
488601

2V1625000
2)5B94451
277167803
278445077
279726261

231011375
28230«3416
233593?.93
284090312
286191179

287496000
288804781
290117523
291434247
292754944

294079625
295408296
296740963
293077632
299418309

300763000
302111711
303464448
304821217
306182024

307546875
308915776
310288733
311665752
313046839

314432000
315821241
317214568
318611987
320013504

321419125
322828856
324242703
325660672
327082769

328509000
329939371
33137388B
33281255;
334255384

335702375
337153536
338603373
3400CS392
341532099

Vn

25,4951
25,5117
25,5343
25,5539
25,5734

25,5930
25,6125
25,6320
25,6515
25,6710

25,6905
25,7099
25,7294
25,7488
25,7682

25,7876
25,8070
25,8263
25,8457
25,8650

25,8844
25,9037
25,9230
25,9422
25,9615

25,9808
26,0000
26,0192
26,0384
26,0576

26,0763
26,0960
26,1151
26,1343
26,1534

26,1725
26,1916
26,2107
26,2298
26,2488

26,2679
26,2869
26,3059
26,3249
26,3439

26,3629
26,3818
26,4008
26,4197
26,4386

3

v ir

8,6621
8,6668
8,6713
0,6757
8,6801

8,6845
8,6890
8,6934
8,6973
8,7022

8,7066
8,7110.
8,7154
8,7198
8,7241

8,7285
8,7329
8,7373
8,7416
8,7460

8,7503
8,7547
8,7590
8,7634
8,7677

8,7721
8,7764
8,7807
8,7850
8,7893

8,7937
8,7980
8,8023
8,8066
8,8109

8,8152
8,8194
8,8237
8,8280
8,8323

8,8366
8,8108
8,8451
8,8493
8,8536

8,8578
8,8621
8,8663
8,8706
8,8748

650 6dd
11
iTr-xc= HN
0,15385 2,81291
015361  2.81358
0,15337  2,81425
0,15314  2,81491
015291  2,81558
0,15267 2,81621
10,15244 2,81690
015221 281757
0,15198 2,81823
0,15175  2,81889
0,15152 2,81954
0,15129 2,82020
0,15106 2,82086
0,15083 2,82151
0,15060 2,82217
0,15038 2,82282
0,15015 2,82347
0,14993 2,82413
0,14970 2,82478
0,14948 2,62543
0,11925 2,82607
0,14903 2,82672
0,14881  2,82737
0,14859 2,82802
0,14837 2,82866
0,14815  2,82930
0,14793  2,82995
0,14771 2,83059
0,14749 283123
0,14728  2,83187
0,14706  2,83251
0,14684  2,83315
0,14663 2,83378
0,14641  2,83442
0,14620  2,83506
0,14599 2,83569
0,14577  2,83632
0,14556 2,83696
0,14535 2,83759
0,14514 2,83822
0,14493 2,83885
0,14472  2,83948
0,14451 2,84011
0,14430 2,84073
0,14409 2,84136
0,14380 2,84198
0,14363  2,84261
0,14347 2,84323
0,14327 2,84386
0,14306 2.84448



706-~749
1 n»
700 490000
701 491401
702 492804
703 494209
704 495616
705 497025
706 498436
707 499R49
703 501264
709 502681
710 504100
711 505521
712 506944
713 503369
714 509796
715 511225
716 512656
717 514039
718 515524
719 516961
720 518400
721 519841
722 521284
723 522729
721 524176
725 525625
726 527076
727 525529
728 529084
729 531441
730 532900
731 534361
732 535824
733 537289
734 538756
735 540225
736 541696
737 543169
ni 544644
m 546121
740 547600
741 549031
742 550564
743 552049
744 553536
747 555025
746 556516
747 558009
743 559504

749

561001

343000000
344472101
345948408
317428927
348913664

350402625
351895816
353393243
354894912
356400829

357911000
359425431
360944128
362467097
363994344

365525875
367061696
368601813
370146232
371694959

373248000
374805361
376367048
377933007
379503424

381078125
382657176
351240583
385828352
387120189

359017000
390617891
392223168
393332837
395446904

397065375
398658250
400315553
401947272
403583419

40522400C
406869021
40851848S
41017240
41183078"™

41349362!

41516093 t
416832721
41850899 2
420189749

26,4575
26,4764
26.4953
26,5141
26,5330

26,5518
26,5707
26,5895
26.6083
26,6271

26.6458
20.6646
26.6833
26,7021
26,7208

26,7395
26.7582
26,7769
26.7955
26,8142

26,8328
26,8514
26,8701
26,8887
26.9072

26,9253
26,9444
26,9629
26,9815
27,0000

27.0185
27,0370
27.0555
27,0740
27,0924

27,1109
27,1293
27,1477
27,1662
27,1846

27,2029
27,2213
27,2397
27,2580
27,2764

27,2947
27.313G
27,3313
27.3490
27,3679

8,8790
8,8833
8,8875
8,8917
8,8959

8,9001
8.9043
8,9035
6,9127
8,9169

8,9211
8,9253
8,9295
8.9337
8,9378

8,9420
8,9462
8.9503
8,9545
8,9507

8,9628
8.9670
8,9711
8,9752
8,9794

8,9835
8.9876
8,9918
8,9959
9,0000

9,0041
9,0082
9,0123
9,0164
9,0205

9,0246
9,0237
9,0328
9,0369
9,0410

9.0450
9,0491
9,0532
9,0572
9,0613

9,0654
9,0694
9,0735
«9,0775
9,0816

-.100
i

3,14286
3,14265
0,14245
0,14225
0,14205

0,14184
0,14164
0,14144
0,14124
0,14104

0,14085
0,14065
0,14015
0,14025
0,14006

0.13986
0.13967
0,13947
0,13928
0,13908

0,13389
0,13870
0,13850
0,13831
0,13812

0,13793
0,13774
0,13755
0,13736
0,13717

0,13699
0.13680
0.13661
0,13643
0,13624

0,13605
0,13537
0,13569
0.13550
0,13532

0,13514
0,13495
0,13177
0,13459
0,13441

0,13423
0,13405
0,13387
0,13369
0,13351

2,84510
2,84572
2,64634
2,84696
2,84757

2,84819
2,84880
2,84942
2,85003
2,85065

2,85126
2,85187
2,85248
2,85309
2,85370

2,05431
2,85491
2,85552
2,85612
2,85673

2,85733
2,85794
2,85854
2.85914
2.85974

2.86034
2,86094
2,86153
2,86213
2.86273

2,86332
2,86392
2,86451
2.86510
2.86570

2,86629
2,86683
2,86747
2,86306
2,8686

2,86923
2,86982
2,87040
2,87099
2,87157

2,87216
2,87274
2.87332
2,87390
2,87448



21

750 -h 799

3_
n n* Vn vn =+100 g n

n

750 562500 421875000 27.3P6l 9,0856 013333  2,87506
751 564001 423561751 27,4044 9,0896 0,13316 287564
752 565504 425250008 27,4226 9,0937 0,13298  2,87622
753 56,009 426957777 27.4108 9.0977 0.13280 287679
754 568506 428661061 27,4591 9,1017 013263 287737

755 570025 430368875 27,4773 9.1057 013245 287793
756 571536 432081216 27,4955 9,1098 0,13228  2,87852
757 573049 433798093 27,5136 9,1138 0.13210 2.87910
758 574564 435519512 27,5318 9,1178 013193  2,87967
750 576081 437243479 27,5500 9,1218 0,13175  2,88024

769 577600 43a9760(V) 27,560! 9.1258 013158  2,88081
761 579121 440711081 27,5862 9,1298 013141 288138
762 580644 442450728 27,6043 9,1338 013123  2B315%
763 582169 441194947 27.6225 9,1373 0,13106 288252
764 583696 445043711 27,6405 9,1418 013089  2,88309

765 555225 447697125 27.6536 91450 013072  2.88366
766 S86756 449155096 27.6767 9,1190 013055 2.8« 123
767 588389 451217663 27,0948 91537 0,13030 2.88180
768 580824 452984832 37,7123 9,1577 013021 2.88536
769 591361 454756609 27,7308 9,1617 0,13004 2.88593

770 592900 456533000 27,7139 9,1657 0,12937 2,88619
771 594MI 458311011 27.7669 9,1696 0,12970 2,88705
772 595981 460099618 27,7349 19,1736 0,12953 2,88762
773 597529 461889917 27.8029 9,1775 0.12937 2,88813
774 599076 163634921 27,8209 9,1815 0,12920 2,88374

775 600625 465481375 27,8388 19,1855 0.12903 2,88930
776 602176 467288576 27,8563 9,1094 01°?mi  2,88986
777 603729 469iyni33 27,8747 19,1933 0,!2870 2,89042
778 605284 470.710)52 27,8927 9.1973 0,12854 2.89093 '
779 606941 472729139 27,9106 9,2012 012337  2,89154

730 608400 471552000 27,9205 9.2052 012821 289209
731 609961 176379511 27,9161 9,209! 012801  2.89265
782  6MB524 478211768 279643 19,2130 012780  2.89321
783 613000 18P04P6ll7 27,9821 9,2170 012771 289376
781 611656 481890304 280.i00 9,220) 012755 289432

785 616225 +18313C625 28,0179 9.2248 0127.19 2.89487
786 617796 485537656 28,0357 9,2287 017723 2.89542
787 619369 48711301 28,0535 92326 012707 2,89597
788 620044 480303872 2«.071i 92355 0,12690 2.89653
789 622521 491109009 28,0891 92401 0,12674 2,89708

790 624100 493039000 28,1069 9,2443  0,12658 2.89763
791 625681 494913671 28,1247  9,2482 0,12642  2.89818
792 627264 496793088 28,1425 9,2521  0,12626 2.89873
70] 628849 498677257 281603 9.2560 0,12610 2.89927
704 630436 500566184 28.1780  9,2599 0,12595  2,89982

795 | 632025 502459875 28,1957 9,2633 01,2579 2,90037
796 1633616 504358336 28.2135 9,2677 0,12563 2,90091
707 | 636200 506261573 28,2312 92716 012517 290146
1 708'l 636804 508169592! 28,2489  9.2751 012531  2,90200
X 1633401 5100823991 282666 92793 012j16 290255






850
851
852
853
854

855

857
858
859

360
861
862
863
864

865
866
867
868
869

870
871
872
873
874

875

877
878
879

880
881
882
883
884

885
886
887
888
889

890
891
892
893
894

895
896
897
898
899

722500
724201
725904
727609
729316

731025
732736
734449
736164
737831

739600
741321
743044
744769
746496

748225
749956
751689
753424
755161

756900
758641
760384
762129
763876

765625
-767376
769129
770884
772641

774400
776161
777924
779689

781456.

783225
784996
786769
788544
790321

792100
793881
*795664
797449
799236

801025
802816
804609
806404
808201

614125000
616295051
618470208
620650477
622835864

625026375
627222016
629422793
031628712
633839779

636056000
638277381
610503928
612735647
614972544

647214625
649401896
651714363
653972032
656234909

658503000
660776311
663054848
665338617
667627624

669921875
672221376
674526133
676836152
679151439

681472000
653797841
686128968
688465387
690807101

693154125
695506456
697864103
700227072
702595369

704969000
707347971
709732288
712121957
714516984

716917375
719323136
721734273
72415C790
726572699

29,1548
29,1719
29,1890
29,2062
29,2233

29,2404
29,2575
29,2746
29.2916
29,3087

29,3258
29,3428
29,3598
29.3769
29339

29,4109
29,4279
29,4449
29,4613
29,4788

29.495$
29,5127
29,5296
29.5466
29,5635

29,5804
29,5973
29,6142
29,6311
29,6479

29.6648
29,6816
29,6935
29,7153
29,7321

29,7489
29,7658
29,7825
29,7993
29,8161

29,8329
29,8196
29,8664
29,8831
29,8998

29,9166
29,9333
29,9500
29,9660
*29,9833

3
vV n

9,4727
9,1701
9,1801
9,4838
9.4875

9,4912
9,4949
9,4986
9,5023
9,5060

9,5097
9.5134
9,5171
9,5207
9,5244

9,5281
9,56317
9,5354
9,5391
9,5427

9,5464
9,5501
9,5537
9,5574
9,5610

9,5647
9,5633
9,5719
9,5756*
9,5792

9,5828
9,5865
9,59'01
9,5937

.9,57"73

9,6010
9,6016
9,6082
9,6118
9,6154

9.6190
9,6226
9,6262
9,6293
9,6331

9,6370
9,6406
9,6442
9,6477
9,6513

860 4- 880

1
--+100
n

0.11765
0,11751
0,11737
0,11723
0,11710

0.11696
0,11682
0,11669
0,11655
0,11641

0,11628

- 0.11614

0,11601
0,11588
0,11574

0,11561
0,11547
0,11534
0,11521
0,11508

0,11494
0,11481
0,11463
0,11453
0,11442

0,11429
0,11416
0,11403
0,11390
0,11377

0,11364
0,11351
0,11338
0,11325
0,11312

0,11299
0,11287
0,11274
0,11261
0,11249

0.11236
0,11223
0,11211
0,11198
0.11186

0,11173
0,11161
0.11143
0,11136
101i121

Ig n

2,92942
2,92993
2,93044
2,93095
2,93146

2,93197
2,93247
2,93298
2,93349
2,93399

2,93450
2,93500
2.93551
2,93601
2,93651

2.93702
2.93752
2,93802
2.93852
2,93902

2,93952
2,94002
2,94052
2,94101
2,94151

2,94201
2,94250
2.94300
2.94349
2,94399

2,94448
2.94498
291517
2.94596
2,94645

2,94694
2.94743
2,94792
2,94841
2,94890

2,94939
2,94988
2,95036
2,95085
2,95134

2,95182
2,95231
2.952T19
2,95328
2,93376



900 -i- 949

Al n*

ogco fi10000
901  HIIftOl
902 813604
903 815109
901 817216
905 819025
906 8208.16
907 822649
900 821164
909 826231
9i0 828100
911 829921
912 831741
913 833569
914 835396
915 837225
916 839056
917 810S39
913 842721
919 844561
920 816400
921 848241
922 850084
923 851929
924 853776
925 855625
926 857476
977 859329
928 861184
929 863041
930 664900
931 866761
932 868624
933 870489
934 872356
933 874225
936 876096
937 877969
938 879841
939 881721
940 883600
941  88518!
942 837364
943 889249
944 891136
Q)5 893025
916 894916
947 896809
918 898704

949

001601

n*

7?.9nowmt
731432701
733870808
736314327
73876320!

741217625
74377416
716142643
718613312
751089429

753571000
756Q5C031
758550528
761018497
763551911

766060375
763575296
771095213
773620632
776151559

778688000
781229961
783777448
786330167
788889021

791453125
794022776
796597983
799178752
80176508"

804357000
806954491
809557568
812166237
8117f2050!

817400375
820025856
822656953
825293672
827936019

830584000
833237624
835896888
838561807
841232384

843908625
846590536
819278123
851971392
854670349

Vn

30,0000
30.0167
3U.V033
30,0500
30,0666

30,0832
30.0998
30.1164
30,1330
30,1496

30,1662
30,1828
30.1993
30.2159
30,2321

30,2490
30.2655
30.2820
30,2985
30,3150

30.3315
30.3480
30,3645
30,3809
30,3974

30,4138
30,4302
30.1467
30,1631
30,17.95

30,1959
30.5123
30,5287
30.5150
30,5611

.30.5773
30,5911
30,6105
30,6263
30.6131

30,6594
30i6757
30,6920
30.7083
30,7246

30,7409
30,7571
30.7734
30,7896
30,8058

3

Vil

9.6519
9,6585
9,66'20
9.6656
9.6692

9,6727
9,6763
9,6799
9,6831
9,6870

9,6905
9,6911
9,6976
9,7012
9,7047

9.7082
9.7U8
9.7153
9,7188
9,7224

9,7259
9,7291
9,7329
9,7364
9,7100

9,7135
9,7170
9,7505
9,7510
9,7575

9,7610
9,7645
9,7&S0O
9,7715
9,7750

9.7785'
9.7819
9,7851
9,'J889
9,7924

9,7959
9,7993
9,8028
9.8(»63
9,8097

9,8132
9.8167
9.8201
9.8236
9.8270

i. 100
n

0,11111
0,11099
0.11087
0.11074
0,11062

0,11030
0,11038
U, 11023
0,11013
0,11001

0,10989
0,109/7
0,10965
0,10953
0,10941

0,10929
0,10917
0,10905
0,10893
0,10881

0,10870
0,10858
0,10846
0,10834
0,10823

0.10811
0,10799
0,10788
0,10776
0,10761

0,10753
0,10741
0,10730
0.r07!'8
0,10/07

0.10695
0,10681
0,100/2
0O.IDOol
0,100 ¢

0,10638
0,106?7
0,1061=
0,10605
0,10593

0,10582
0,10571
0,10560
0,10549
0,10537

2.95121
2,95172
2,9552!
2,95569
2,95617

2,95665
2,95713
2.95761
2.95709
2.950)56

2.95904
2.95952
2,95999
2,96017
2.96095

2,96142
2,96190
2,9623?
2.96234
2.96332

2.96379
2,96426
296173
2.96520
2,96567

2,96611
2.96661
2,96708
2.96755
2.96S02

2.96848
2,96895
2,96942
2,96938
2,97035

2,97081
2,97123
297171
2.97220
2,97267

2,97313
2,97359
2.97405
2,97151
2.97197

2.97543
2.97589
2.97635
2.97681
297727



ti

960

962
961
964

965
966
967
968
,969

970
971
972
97t
974

975
976
977
978
979

989
90l
982
9BJ
984

985
986
987
988
989

990

992
993
994

995
96
997
998
999

90250Q
Ve

986101
908209
910110

912025
o1 1936
915819
yi?764
919081

921600
923521
925I1H

927369
929296

931225
933156
9350H9
937024
933961

940900
942841
944784
946729
948676

950625
952576
954529
956484
958441

960100
962364
964324
966289
965256

970225
972196
974169
976144
978124

980100
982081
981064
986049
988036

990025
992010
994009
'996004
993001

n»

/i,
ik'OLH5 1I°]
3w280111)!»
865523177
0682,)01.61

H7073 t,i75
873722816
876467493
879217912
8B1974079

884736000
837501681
090277128
893056347
095011311~

‘890632125

901420696
904231063
9D7039232
909853209

912673000
915498611
918330048
92U67317
921010424

926859375
929714176
932374833
935441352
93a313739

941192C00
944076141
946966168
949862087
952763904

955671625
958585256
961504803
961430272
967361669

97029900C
973242271
976191488
979H6657
982107781

985071875
908047936
991026973
994011992
997002999

1» 8221
3'i.8383
30,8543
30,8707
30.886«

30.9031
30.9193
30,935-1
30,9516
30,9677

30,9839
31.0000
31,0161
31,0322
31,0483

31,0641
31.0805
31,0966
31,1127
31.1288

31,1448
31,1609
31,1769
31.1929
31,2090

31.2250
31,2410
31,2570
31.2730
31,2890

31.3050
31,3209
31,3369
31,3528
31,3683

31,3847
31.4006
31,4166
31.4323
31.4184

31,4643
31,4802
3,4%0
31,5119
31,5278

31,5436
31,5595
31,5753
31,5911
3t,6070

3
vV n

9.8303
9.8319
9.8371
9,8103
9.&413

9,847/
9,8511
9,8516
9,8530
9,80H

9.8648
9.8083
9,871?
9.8751
9,87'35

9,nai9
9.HH54
9,8888
9.8922
9,8956

9,8990
9,9024
9,9058
9.90'/2
9.9126

9,9160
9.9194
9,9227
9,9261
9,9295

9,9329
9.9363
9.9396
9.9430
9,9464

9,9497
9,9531
9.9565
9.95V3
9.9632

9,9666
9.9699
9,9733
9,0'/66
9,9800

9,9833
9.9866
9.9900
9,9933
9,9967

9 5 0 999
-«100 .
n \i n
0,10526 297772
0,10*1.5 297818
0,10504 2,9/864
0,10193 297'>09
0,10182 297,955
0.10171 2,98000
0,10460  2,98046
0,10149 2,98091
0,10138 2,98137
0,10128 2,98182
0,10417 2.98227
0.10106 2,98272
0,10395 2.98318
0.'1G3fi4 2,98363
0.10373  2,93108
0.10363  2.93453
0,10352 2,98498
0,10341 2,98>13
0,10331 2.98588
0,10320 2,98632
0,10309 2.93677
0,10299 2,98722
0,10283 2.98767
0,10278  2.98811
0,10267  2,98356
0,10256 2.98900
0.10246 2.98945
0,10233  2.98989
0.10225 2,99034
0.10215  2,99078
0,10201 299123
0,10191 2.99167
0,10183 299211
0,40173  2.99255
0,10163  2,99300
0,10152  2,99344
0,10142  2.99388
0,10132  299-132
0,10122  2.99476
o.101l 2,99520
010101 297561
0,10091 2,9'7t,07
O.l00sI 2.99651
0,10-071 2.99695
0,10060 2,99739
0,10050 2997112
0,10040  2.99826
0,10030  2,99870
0.10020 299913
0,10010  2,99957



26 -

Tabele trygonometryozne
o - 45" FUNKCJE TRYGCSIOFEETRYCZNB
Sinus

Xj2i._1Q 713 2 111X Zié!~ I| — 2Ql— 3— 4S1.X-52-—~J—ial
0,0000 0,0029 { 0,0058 1 0,0087 | 0,0116 0,0145 ! 0,0175
0175 0204 i 0233 | 0262 | Q291 0320 | 0349
0349 0378. Odo7 | 0436 | 0465 0494 | 0523
0523 0552 1 0581 } 0610 | 0640 0669 | 0698
b--4-L __ 0688 0727 i.— 2756_ 1.,00785 ,_J 0j,0814. .-2z28« > 0,0872
0,0872 0,001 j 0,0929 i 0,0958 ! (0987 1016 ! 1045
1045 1074 | 1103 1 1132 1 1161 1190 ! 1219
1219 1248 | 1276 | 1305 | 1334 1363 | 1392
1392 1421 1449 | 1478 1 1507 1536 ! 1564
_ 1564 1823 | 1622 | Qjii650_ _4 2;{.2i2. --1708 A Oxjzz1
0,1736 00,1765 0,1794 i 0,1622 | 1851 1880 | 1908
1908 1937 1965 | 1994 | 2022 2051 i ' 2079
2079 2108 2136 j 2164 | 2193 2221 | 2250
2250 2278 2306 { 2334 ; 2363 2391 ! 2419
N14{ w2419, 2447, 2476_ <., ,0°2504, -j_212532_  0,2560 | _0j,2588
0,2588 0,2616 0,2644 j 02672 | 2700 2728 | 2756
2756 2784 2812 ! 2840 | 2868 2896 | 2924
2924 2952 2979 | 3007 | 3035 3062 | 3090
3090 3113 3145 ! 3173 ! 3201 3228 | 3256
19 _3256 32*3 3311 0,3338 | 0,3365 0,3393 | 0,3420
0,3420 0,3448 0,3475 0,3502 3529 j 57 i 3584
3584 3611 3638 3665 1 3692 3719 | 3746
3746 3773 3800 3827 1 3854 3881 j 3907
3907 3934 3961 3987 | 4014 4041 | 4067
__4067 __ 4094. 4120 .0M147. j_0i4173_ -911200_] _ 0,4226_
0,4226  0,4253 0,4279 1 0,4305 | 4331 4358 | 4384
4384 4410 4436 | 4462 | 4488 4514 ;| 4540
4540 4566 4592 '} 4617 { 4643 4669 1 4695
4695 4720 4746 | 4772 4797 4823 | 4848
4848 4874 i899_ " -214924_.]1.9i1950_ g 4975 |. 05000
0,5000  0,5025 0,5050 ! 0,5075 | 5100 5125 1 5150
5150 5175 5200 } 5225 | 5250 5275 | 5299
5299 5324 5348 | 5373 | 5398 5422 | 5446
5446 5471 | 5495 | 5519 | 5544 5568 | 5592
5592 J 5640__L .9i5664_ _j 9¢5688_ .9i5712_i.0"5736
0,5736 0,5760 0,5783 j 0,5807 | 5831 5854 j 5878
5878 5901 5l 25 5948 5972 5995 6018
6018 6041 6065 i 6088 6111 6134 | 6157
6157 6180 6202 | 6225 | 6248 6271 | 6293
_ 8293, _ 631§ j §338_[ 0¢6361_.]_0.,6383_ 0,6406 1 0.,6428_
06428 06450 ~ 06472 7 06494 | (517 6539 i 6561
6561 6583 6604 } 6626 | 6648 6670 | 6691
6691 6713 6734 | 6756 | 6777 6799 | 6820
6820 6841. 6862 6884 | 6905 6926 6947
218917 ,01§988 X 0¢7009_,]_0.7030_  0°7050 | 0~7071

60’ 40" | ®=30" i 20" m" jo” T

Cosinus

Tabela 2

QBB

/7

45-90

45

Ali



56

negp_—

érjl

27-

Cosinus

Sinus
10 20 am30’ 40 50° 60"

0,7071  0,7092 0,7112 0,7133 0,7153 0,7173 0,7193
7193 7214 | 7234 7254 7274 7294 7314
7314 7333 ! 7353 7373 7392 7412 7431
7431 7451 7470 7490 7509 7528 7547
_ TAZ |-9566__|. __7585. 2i2821~+ 077623 077642 07660

0,7660 0,7679 | 0,7698 0,7716 7735 7753 7771
7771 7790 - 7808 7826 7844 7862 7880
7880 7898 j 7916 7934 7951 7969 7986
7986 8004 8021 8039 .8056 8073 8090
8090 < 8107_~. ___ 8124 4 2i§i4i—F 2i@158—f-2X8iZ5 ]

0,8192 0,8208 0,8225 0,8241 8258 8274 8290
8290 8307 8323 8339 8355 8371 8387
8387 8403 8418 8434 8450 8465 8480
8480 8496 8511 8526 8542 8557 8572

8572 8587, __ 8601~ D2j@ej2— 0ijj8631_ 0j%8646_ 078660

0,8660 0,8675 0,8689 0,8704 8713 8732 8746
8746 8760 8774 8788 8802 8816 8829
8829 8843 8857 8870 8884 8897 891:0
8910 8923 8936 8949 8962 8975 8988

8908 __900L_  __9013_. _079026_ 2|223§ .._2i9051.

0,9063 0,9075 0,9088 0,9100 w9112 9124 9135
9135 9147 9159 9171 9182 9194 [£205)
9205 9216 9228 9239 9250 9261 o272
9272 9283 9293 ' 934 9315 9325 9336

9336 _ 9346 __ 9356_. __21938§7__ _2i9377 _9i9387_ _2i9397_

0,9397  0,9407 0,9417 0,9426 9436 9446 9455
9455 9465 9474 9483 9492 9502 9511
9511 9520 9528 9537 9546 9555 9563
9563 9572 9580 9588 9596 9613
9613 ~ __ 9621 9528 | _2i9636_. _912814,u ¢ 9@ i-012859,

0,9659  0,9667 0,9674 0,9681 9680 j 9696 9003
9703 9710 9717 9724 9730 } 9737 9744
9744. 9750 9757 9763 9769 | 9775 9781
9781 9787 9793 9799 8305 ! 9811 9816
9616_~ __9822_ __9s27_~__2i9833__[. 9i293§ ! 9i2912.4 9i2849 [.-12

0,9848  0,9853 0,9858 0,9863 9868 | 9872 ~ 9877
9877 9881 9886 9890 9894 i 9899 9003
9903 9907 9911 9914 9918 } 9922 9925
9925 9929 9932 9936 9939 | 9942 9945

9945 __ 9948 ., 9951 i _2i2?54_j_ 9i225Z_"_ 912222k 9i 2252

0,19619j 0,99644 0,996681 0,99692 99714 | 99735! 99755! 4
99756 99776 99795} 99813 99831 | 99847! 99863! 3
99863 99878 99892} 99905 99917 ! 999291 90939y 2
99939 99949 99958 99956 99973 i 99979! 999851 1

_2i29985 2129989, »0R999% _212999§ _9i2222§- |,,9I22222} (9999~ 2
6o 50' 40 1 30 20 |01 910

la



oNoOU AW NRO

10
11
12
13
-Jtl
m 15
16
19
18
19
20
21
2
23
24
25
26

27
28

--SiJ

30
31
32

33

—21-

35
36
37
38
39

40
41
42
43

44

=

e S

1
t

4

FTHR R RPRRPH R R PR P e

>

o' |
0,0000
0175
0349
0524
0699

0,0875
1051
1228

1405
1584

0,17»3
1944
2126
2300
2493

0,2679
2867
3057
3249
3443

8,3640
3839 '
4040 1

, 4245 1

—_——— =

P RPRRPTR RPRTRR FRR—R

_1is2 ).

0,4663 !
4877 1
5095 1
5317 1

0,5774 |
6000 1
6249 1
6494
§115-}.-
0,7002 1
7265
7536 \
7813 ¢
8098 j

0,8391 1
8693 1
9004 1
9325 1

-9a9§57_j._

60' 1

5043 I._

lo' i
0,0029 i
0204 1
0378 j
0553 1
0729 !

0,0904 j
m1080 1
1257 1

1435 !
1614 1

01793 j
1974 °
2156 °
2339
2524

0,2711 1
2899 1
3089 !
3281 !
3476 !

0,3673 j
3872 |
4074 1
4279 1

0,4699 |
4913 1
5132 1
5254 \
5581 .
0,5812 1

6048 1

6289
6536

8787 |_—

0,7046 1
7310 1
7581 1
7860 3
8146 j

0,8441 1
8744
9057 |
9380 1

~.-919Z43_!1_

50" 1

4487_]_

Cotangens

i angenas sr
aia
20' | 30 140 j 50 t 60’ |1 t 1
0,0058 i 0,0087 {0,0116 | 0,0145 10,0175! 89} 2,9
0233 1 0262 \ 0291 1 0320 0349 88} 2,9
8407 \ 0437 < 0466 - 0495 1 (o524 87} 2,9
0582 1 0612 1 0641 | 0670 1 06991 861 2,9
0758 j 0,0787 i 0,0816 1 0,0846 10,0875 81 2,9
0,0934 ! 0,0963 i 0992 1 1022 1 '10511 84l 2.9
1110 1 1139 ! 1169 1 1198 1228! 831 2,9
1287 1 1317 | 1346 ! 1376 14051 81 2,9
1465 ! 1495 1 1524 ! 1554 15841 81! 3,00
1644 i 0,1673 \ 0,1703 1 0,1733 0,17631 80} 3,0
0,1823 i 0,1853 1 1883 i 1914 19441 79y 3,0
2004 j 2035 | 2065' 2095 1 2126 781 3,0
2186 } 2217 t 2247 ' 2278 1 2309! 77 3,0
2370 1 2401 1 2432 | 2462 24931 761 3,1
2555 1 0,2586 10,2617 ! 0,2648 1026791 751 3,1
0,2742 i 0,2773 i 2805 i 2836 2867 74i 3,1
2931 | 2962 1 2994 1 3026 30571 731 3,2
3121 \ 3153 1 3185 1 3217 32401 72} 3,2
3314 j 3346 { 3378 \ 3411 3443i 71" 3,2
3508 ! 0,3541 | 0,3574 ! 0,3607 10,3640] 70« 3f3
0,3706 i 0,3739 1 37721 3805 3839 69! 3,3
3flo6 1 3939 ! 3973 | 4006 1 40401 631 3,4
4108 1 4142 |\ 417/; i 4210 4245] 67! 3,4
4314 1 4348 i 4383 1 4417 & 44521 661 3,5
4522 0;j4557_ 201528 9jl4663j.. 5 4, -315,
0,4734} 0,4770 1 4806 ! 4841 48771 641 3,6
4950 1 4036 j 5022 \ 5059 t  5oo51 63} 3,6
5169 1 5206 5243 1 5280 53171 62} 3,7
5392 1 5430 1 5467 - 5505 5543 61} 3,7
_56193_0’\565§_—i_9|5696_L_0;i5735. 9I15ZZIL 60! -3jt§
0,5851j 0,5890 1 5930 : 5969 6009! 59} 3,9
6088 1 6128 1 6168 1 6208 62491 58} 4,0
6330 ! 6371 1 6412 1 6453 64941 571 4,1
6577 1 6619 6661 1 6703 6745! 56! 4,2
6830 1 _0jt§8873_ _]._9»8248_[._9z8959_ . 917992],,.54 .- 112
0,7089 1 0,7133 . 7177 1 7221 ! 72651 541 4.4
7355 i 7400 7445 1 7490 75361 531 4,5
7627 ¢ 7673 ] 7720 1 7766 t 78131 521 4.6
7907 j 7954 1 8002 j 8050 t 8098} 51} 4,7
8195 0,8243 10,8292 1 0,8342 : 0,8391} 5014,8 4,9
0,8491 i 0,8541 i 8591 i 8642 1 8693« 4915,0 5,1
8796 1 8847 8899 - 8952 1 90041 48}5,1 5,2
9110 j 9163 1 9217 j 9271 9325 47 5,3 54
9435 1 9490 9545 9601 9657' 4615,5 5,6
.®977Q i _0r,9827_ i i~ooool j4iiz _5j.il
40' 1 30" i 20 1 ig' ! 0' j/o/|dla 1’



a ar.
dla 1

8,7

4- 4 —-

8 1272
6 13.0
4 13.9
4 149
15.4 16.0

16,6 17.2
17,9 18,6
19.4 20.3
212 222
23,2 243

dla 1
A er.

/o/

1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504

1,1918
.1,2349
1,2799
1,3270

Jillif.

R.,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643

““h
1,7321
1,8041
1,8807
1,9626
2,0503

2.1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051

2,7475
2,9042

3,0777
3,2709
3,4874

3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5.1446

5,6713
6,3138
7,1154
8,1444
9,5144.

11,430
14,301
19,081
28,636
57,290

60’

10

1,0058
1,0416
1,0786
1,1171
1,1572

1,1988
1,2423
1,2876
1,3351

_ 1i3848_

1,4370
1,4919
1,5497
1,6107
1,6753

1,7438
1,8165
1,8940
1,9768
2,0655

2,1609
2,2637
2,3750
2,4960
2,6279

2,7725
2,9319
3,1084
3,3052
3,5261

3,7760
4,0611
4,3897
4,7729
5,2257

5,7694
6,4348.
7,268"
8,3450
9,7882

11,826
14,924
20,206
31,242
68,750

50

- -

Tangens

20

1,0117
1,0477
1,0850
1,1237
1,1640

1,2059.
1,2497
1,2954
1,3432
,_lizoza.

1,4460
1,5013
1,5597
1,6213
1,6864

1,7556
1,8291
1,9074
1,9912
2,0809

2,1775
2,2817
2,3945
2,5172
2,6511

2,7980
2,9600
3,1397
3,3402
3,5656

3,8208
4,1126
4,4494
4,8430
5,3003

5,8708
6,5606
7,4287
8,5556
10,078

12,251
15,605
21,470
34,368
85,940

Ootan

!

307

1,0176
1,0538
1,0913
1,1303
11708

1,2131
1,2572
1,3032
1,3514

__H4019_

1,4550
1,5108
1,5697
1,6318
1,6977

1,7675
1,8418
1,9210
2,0057
2,0965

2,1943
2,2998
2,4142
2,5387
2,6746

2,8239
2,9887
3,1716
3,3759
3,6059

3,8667
4,1653
4,5107
4,9152
5,3955

5,9758
6,6912
7,5958
8,7769
10,385

12,706
16,350
22,904
38,188
114,59

30

1,35971
1,41061

1,4641!
1,5204!
1,5798!
1,6426!
1,7090!

1,7796!"

1,8546i
1,9347;
2,02041
2,1123;

2,2113!
2,3163!
2,43421
2,56051
2.6985!

28502
3.0178i
3,2041!
3.41241
3.6470!
3,9136!
4,21931
45736}
4,9894}
5,4845i

6,0844]
6,8269]
7,7704!
9,0093’
10,712

13,197
17,169
24,542
42,964.
171,89

50" ]

1,0295
1,0661
1,1041
1,1436
1,18471

1,2276'
1.2723
1,3190
1,3680
da il
1,4733
1,5301
1,5900
1,6534
1,7205

1,7917
1,8676
1,9486
2,0353
2,1283

2,2286
2,3368
2,4545
2,5826
2,7228

2,8770}
3,0475

3.2371!
3,4495!
3.6891!

3,9617i
4,2747)
4,6383}
\f,0658]
5,574

6,1970,
6,9682}
7,9530!
9.2553}

11,059 !

13,727
18,075
26,432
49,104
343,77

1,0355!
1,0724'
1,1106!
1,1504!
1,191~

1,2349T
1,2799!
1,3270{
1,3764'
_li4281] ~

1,4826!
1,539
1,6003!
1,6643!
1,7321!
-—————-l-0
1,8041!
1,880~
1,9626»
2,0503}
2,1445}

2,2460!
2,35591
2,4753
2,6053!
2,7475)

2,9042} 19
3,077~ 18
3,2709! 17
3,48741 16
37323 15

4,0ioej 14
4,3315} 13
4,7046} 12
5,1440 It
56713} 10

6,313d 9
7.1154] 8
,81444] 7
9,5144{ 6
11,430 | 5

14,301
19,081
28,636 !
57,290 |
00 |

1/0/

0"-45









1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49
1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58

(i6 /7x/

0,3962
0,3980
0,3997
0,4015
0,4032
0,4049
0,4066
0,4082
0,4099
0,4115
0,4131
0,4147
0,4162
0,4177
0,4192
0,4207
0,4222
0,4236
0,4251
0,4265
0,4279
0,4292
0,4306
0,4319
0,4332
0,4345
0,4357
0,4370
0,4382
0,4394
0,4406
0,4418
0,4429

X

1,59
1,60
1,61
1,62
1,63
1,64
1,65
1,66
1,67
1,68
1,69
1,70
1,71
1,72
1,73
1,74
1,75
1,76
1,77
1,78
1,79
1,80
1,87
1,82
1,83
1,84
1,85
1,86
1,87
1,88
1,89
1,90
1,91

0,4441
0,4452
0,4463
0,4474
0,4484
0,4495
0,4505
0,4515
0,4525
0,4535
0,4545
0,4554
0,4564
0,4573
0,4582
0,4591
0,4599
0,4608
0,4616
0,4625
0,4633
0,4641
0,4649
0,4656
0,4664
0,4671
0,4678
0,4686
0,4693
0,4699
0,4706
0,4713
0,4719

X

1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00
2,02
2,04
2,06
2,08
2,10
2,12
2,14
2,16
2,18
2,20
2,22
2,24
2,26
2,28
2,30
2,32
2,34
2,36
2,38
2,40
2,42
2,44
2,46
2,48

9s/X/

0,4726
0,4732
0,4738
0,4744
0,4750
0,4756
0,4761
0,4767
0,4772
0,4789
0,4793
0,4803
0,4812
0,4821
0,4830
0,-;"38
0,4346
0,4854
0,4861
0,4868
0,4875
0,4881
0,4887
0,4893
0,4898
0,4904
0,4909
0,4913
0,4918
0,4922
0,4927
0,4931
0,4934

X

2,50
2,52
2,54
2,56
2,58
2,60
2,62
2,64
2,66
2,68
2,70
2,72
2,74
2,76
2,78
2,80
2,82
2,84
2,86
2,88
2,90
2,92
2,94
2,96
2,98
3,00
2,30
3,40
3,60
3,80
4,00
4,50
5,00

0,4938
0,4941
0,4945
0,4948
0,4951
0,4953
0,4956
0,4959
0,4961
0,4963
0,4965
0,4976
0,4969
0,4971
0,4973
0,4974
0,4976
0,4977
0,4979
0,4980
0,4981
0,4982
0,4984
0,4985
0,4986
0,49865
0,49931
0,49966
0,499841
0,499928
0,499968
0,499997
0,499997









X

1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
1,47
1,48
1,49
1,50
1,51
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
1,57
1,58
1,59
1,60

2,40
2,41
2,42
2,43
2,44
2,45
2,46
2,47
2,48
2,49
2,50

cN/x/

0,6584
0,6618
0,6652
0,6686
0,6719

0,6753
0,6786
0,6819
0,6851
0,6883

0,6915
0,6947

0,6979
0,7011
0,7042

0,7973
0,7104
0,7134
0,7165
0,7195

0,8945
0,8960
0,8974
0,8988
0,9002
0,9016

0,9029
0,9043
0,9056
0,9069
0,9082

BB RBREY

BRER RRERYRY

NN

14
13

14
13
13
13
13

1,81
1,82
1,83
1,84
1,85

1,86
1,87
1,88
1,89
1,90

191
1,92
1,93
1,94
1,95
1,96
1,97
1,98
1,99
2,00

2,80
2,81
2,82
2,83
2,84
2,85

2,86
2,87
2,88
2,89
2,90

<NIx/

0,7779
0,7804
0,7829
0,7854
0,7879

0,7904
0,7928
0,7952
0,7976
0,8000

0,8024
0,8047
0,8070
0,8093
0,8116

0,8138
0,8161
0,8183
0,8205
0,8227

0,9410
0,4919
0,9428
0,9437
0,9446
0,9454

0,9463
0,9471
0,9479
0,9487
0,9495

RNNRR

RRRE RBBEEB RRNRH >

0 00 W oW ©O© O © O ©

X

2,21
2,22
2,23
2,24
2,25

2,26
2,27
2,28
2,29
2,30

2,31
2,32
2,33
2,34
2,35
2,36
2,37
2,38
2,39
2,40

3,20
3,21
3,22
3,23
3,24
3,25
3,26
3,27
3*28
3,29
3,30

~NIx/

0,8639
0,0657
0,8675
0,8692
0,8709

0,8725
0,8742

0,3759
0,8776

0,8792

0,8808
0,8824
0,8840
0,8855
0,8871

0,8886
0,8901
0,8916
0,8930
0,8945

0,9691
0,9696
0,9701
0,9706
0,9711
0,9716

0,9721
0,9726
0,9731
0,9735
0,9740

Ao~ a0 aa
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2

/a + b/ /a™ - ab + b/
- brN=/a - b/ /a™ + ab + b/
Przyktad: Obliczy¢ 82~ - 75”. Wykorzystujac zaleznos$¢ nv
otrzymamy:
82N - 75N = /82 + 75/ /82 - 75/ = 157 . 7 « 1099
Dwumian Newtona:
/a + b/” = a™ + na™M"b + aN r 2b2 +

+ ar“ N + e e .+ nabNN + b7,
1,2.3
gdzie n “ dowolna liczba catkowita.

Piery.fiastkowanie.
Jezeli a» = b, toa= b -~ 1

a “ pierwiastek, b - liczba pierwiastkowana, n- stopien

pierviiastka.

a/ lI; Vo = o; ~
b/ Jfa . b= T7~* /g ~P /iTTUI -

=4 5=20
hr
/ Fe \ T5? «
UV, oIl Si,- = a-~/= np, 1 - 4
' a ~N'n P |7~ > 8
e/ <<p_
.m n
f/ y/7T;? . a a ~
9/ NIV = #
= 1
-7 . . MHT K/ - BH+T

togarytmowanie.

Logarytm liczby a przy danej podstawie b nazywa sie taki wyktad-
nik X potegi, do ktoérej nalezy podnies¢ podstawe b, aby otrzymac
liczbe logarytmowang a.

Jezeli b = a, to v
logn™ - X

Czytamy« logarytmera liczby a przy podstawie b jest x.



Wiasnosci logarytmoéws

logb ™= 0» sdyz b° = 1 log2 8=3, gdyi- 2N =8;
logb b = 1, gdyZ b~ = b log3 3=1, gdyz 3" = 3}
logb O= -00 , gdyz b = 0: log" Oa -co , gdyz 4%~ a0

Prawidta lo"arvtmovvania

Dziatanie sprowadza sie log x a
do
mnozenie X = a * b dodavjania log /a » b/ =
= log a + log b
dzielenie x = | odejmowania lognl) a log a - log b
potegowanie x = an mnozenia log a“ a n log a
pierwiastkowanie dzielenia logiir = log a

X

Logarytmem dziesietn;;"in liczby a nazyv;aniy logarytm tej liczby
przy podstawie 10 i piszemy w postaci

log 10 = Ig a

Logarytmy naturalne majg za podstav;e liczbe przestepng e
okreslong jako sume szeregu liczb Nepera

eaa+-j + eee - 271828
Logarytmy naturalne piszemy w postaci

logd a=1In a
Zamiana logarytméw naturalnych na zwyczajne

In a = -— = 2,302585 Ig a.
Ig e 0,434294

Szukany wyktadnik potegowy nazywamy logarytmem, a wynik po-
tegowania liczbg logarytmowana:
liczba logarytmowana

1* Wyrazenie log”"S = 3”logarytm
podstawa logarytmu

odczytujemy w spos6b nastepujacy:logarytm z osmiu przy zasadzie
dwa réwna sie trzy.
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log2S - 3, bo 2~ = 8; log"81 = 4 bo, 3™ = 81;
log0™Q0O = 2, bo 10" = 100;

2. Do obliczen w teclinice i fizyce najczesciej stosuje sie
tzw. logarytray dziesietne, tj. logarytmy o podstawie 10.
Oznacza sie je skrotem lg, nie piszagc z zasady 10.

Np. Ig 1000 = 3 /bo 10~ = 1000/;

Igloo = 2; IglO = 1; Igi = o

Tablice matematyczne podajg wartosci logarytméw dziesietnych

1g325 = 2,~12~ WartosC logarytmu udz;ecseix%tnqggg

cecha mantysa s.clada sie z liczby catkowitej tzw,
cechy, oraz utamka dziesietnego —

zwanego mantysa.

Cecha jest zawsze liczbg catkowita: dodatnig, ujemna lub

ro’'mrg zeru i obliczamy ja wedlug nizej podanych prawidet.
Mantysy za$ ag zawsze dodatnie i znajdujemy je z tablic lo-
garytmicznych. Kantysa odczytana z tablic nie zalezy od
iloSci miejsc catkowitych lub dziesietnych liczby logarytmo-
»anej. a wiec np. liczby 325: 32,5: 0.125 itd. maja jednako-
wg mantyse 0,5119. Logarytmy tych liczb rdznig sig jednak
cechg, ktéra obliczamy w sposdb nastepujacy:
a/ cecha logarytmu liczby wiekszej od jednosci jest dodat-
nig.i o jeden mniejsza od ilosci cyfr czes$ci przedata -
wiejgcej liczbe catkowita;

Ny wynooi O, a logarytm 0,5119;
b/ cecha logarytmu liczby mniejszej od 1,
dziesietnego jest ujemna i zawiera tyle jednosci, ile
zer w liczbie logarytmowanej poprzedza pierwszg cyfre

znaczaca /to zn. r6zng od zera/.
r;:% cecha liczby 0,325 wynosi -1, liczby 0,0325 wynosi -2
itd -
Cechy ujemne zapisujemy w ten sposoéb: f, 2 itd.,
a czynimy to w celu podlzreslenia, ze w obliczonym ro-
garytmie ujemna jest tylko cecha, a mantysa jest zaw-
sze dodatnia

czyli ulamka

np. 190,325 = T, 5119 1g0,0325 = w?,5119
liczb,ujemn, liczb.dodatnia
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Réwnania 2 stopnia z .jedna niewiadoma.

Révmanie drugiego stopnia /zwane rowniez réwnaniem
kwadratowym/ charakteryzuje sie tym, ze niewiadoma X wy-
stepuje w nim w drugiej potedze.

1, Kazde réwnanie drugiego stopnia da sie na ogot sprowa-
dzi¢ do nastepujgcej postaci:

"2
ax + bx + c 0

gdzie X jest niewiadomg* natomiast a, b, c liczbami po-
siadajacymi dowolne lecz okreslone wartosci.

. 2 .
Réwnanie ax + bx + ¢ = 0 posiada«

a/ dwa pierwiastki

2a

pod warunkiem, ze wyraieniezpodpierwiastkowe zwane
wyroznikiem réwnania A -h ~“"Aao!>0/A czytaj
delta/ np. 3x™ - 6Xx + 6 = - X + 3

XN -B6X+6-X"+x-3=0; 2xM- 5+ 3=0

X N AELI=1? =-L-1 = .61
i LR L R

np = A— - N’

b/ jeden podwdjny pierwiastek

M P
Xj = X2 - 2a = b - 4ac « 0;

np.x" - 6x + 9=0; Zi = b™ - 4ac = 36 - 36 = O;
6 o
13 /\2 552 &N

¢/ w przypadku, gdy A = - 4a0<™0 wowczas rownanie
pierwiastkéw rzeczywistych nie posiada:

np* 2x™ - x + 8=0;/:7 = 1-64<"™ 0;

, Gdy réwnanie kwadratowe posiada posta¢ niepeing, woéwczas
wartos¢ pierwiastkéw obliczamy w sposob uproszczony np:

a/ ax» + ¢c = 0; ax™ « - cC; N2 T RSNy



np: - 9=0; =i =+ 3; = 3; = -3
b/ B3? + bx =0; X /Zax + b/ = 0O;x*= 0; 82 + b = 0;

m oae
Na przyktad: 3x* - 2x = 0; x/3x - 2/ = 0} x" = 0O;
“ 3X2 -2 =0 ; 3X2 - 2: X2 =“5

3. Réwnanie w postaci utamkowej uwalniamy od utamkéw mnozac
Je przez N\W mianownikow,

5-1-2 + Y

3x+1 X- 2
/X - 3/ I/x - 2/+/2x + 1/ /3x+1V =7 /3x+ 1/ [/x ~ 2/
a stad 2x - 5x- 3 =0

. . ? +/257 24 X _ 3. X =-1-

4, Réwnanie w postaci niewymiernej rozwigzujemy zostawiajac
wyrazenie pierwiastkowe po jednej stronie rdéwnania, a po-
zostale wyrazy przenoszgc na drugg strone. Po czym obie
strony podnosirny do potegi pierwiastka,

NX + 2 + X = 4,

fx +20=4 - x; X+ 2=/4 - x/7™, x™ - 9x + 14 * 0;
xN=2; X2=17

Rownania wyktadnicze.

Rownanie wyktadnicze Jest to réwnanie, w ktérym niewiado-

ma wystepuje w wyktadniku potegi. Rozwigzujemy Je logaryt-|

muac 3% + 1~ 2187

/3x + 1/ 1g3 = 1g2187; 3x + 1 = iS2187 ~ 2i22281- = 7
1g3 0,47712
/wartosci logarytméw wzieto z tablicy/
I3IXx+1=7; 3x=6; x =2
Rownania logarytmiczne.
Rownanie logarytmiczne Jest to réwnanie, w ktorym nie -



wiadoma wystepuje pod znakiem logarytmu. Réwnania tego ty-
pu rozwigzujemy wykorzystujac prawidta logarytmowania

lg/x + 3/ - Is/3t + 1/ = 0,301
Ig — = 0, 301; oznaczajac ® znajdzieny z tab-
licy dla Ig n =0,301; n= 2

e 2, X+3=2 /x+1/; x» 1.

Zbior liczb uszeregowanych wediug pewnego dowolnego
prawa nazywany/ ciagiem

np. 1, 2, 3, 4*»*; 2, 4 6, 8, 10, 12...; 3 6, 12, 24
48...; 100,.125» 150, 175...; 1™ 2n, 3™, 4™ ...;
1, 0,5, 0,25, 0,125,...; P¥Y2y czym liczby tworzgce ciag

nazywanmy wyrazami ciggu.
a/ Postep arytmetyczny

Ciag, w ktorym kazdy wyraz jest wiekszy /lub mniej-
szy/ od poprzedniego o te samg wielko$s¢ d zwang réznica
ciggu, nazywamy postepem arytmetycznym. Np. 10, 15> 20, 25»
30.. .;

Przyktad, Srednice normalne nitow:
di~ = 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, 37.

Jesli oznaczymy pierwszy wyraz postepu przez a.j, do-
wolny wyraz przez a”, ilos¢ wyrazbw miedzy aj i a™ przez n,
réznice postepu przez r, przez - sume n wyrazow, wowczas:

1, wzér na n-ty wyraz postepu:

n ~n-1 +~

lub
an = aj +/n- Ur









- 46 -

Stereomctria

~ BORRSZSIR poclstivsy, grgaattaasStri ® K«

Bryla Wzory
Walec koto-
wy prosty M =
Ttdh 0,785 d~h
4
p = mi{{j12 + d
Ostrostup
prosty

Stozek koto- y  ndthj127

wy prosty 0,2618 i/2/i
X4 — ndpl2 —
<ml d™+ 4
0,785 iNN/2 + 42
Stozek ko-

towy Sciety \ _rihprnjuDdA-dr)NTA
~0,26184 (D2+Di/-f-i/")

M = n{D-\-d)pjl
Kuli
y, fi 0,5236
/r — TFiP
frguta V o= 20t F
cTuldina {V — objetos¢ I*:yty
dla bryty powstatej z obrotu
S | powicr/LhiU F do-

okota osi)
Srodek ciezkoki
powierzchni %)

5 -

U,.vh, \NO Ny

Odcinek
kuli y = 0.7 +

5 Ir) =

= rt/j* (3r — /;)/3

V M = 27tr/i n (i/* +
Wycinek
kuli v oA- A 2,044
f 3=nr (2h -f fl)
Pas
kulisty
y = fIL (3a» + 36» + 6»)
6
M = 2nrh
Pierscien wal-
cowy (torus) )
i . od~~ IANAIADd!
4
p —n~0d ~ 9.8696 Dd
L- 0—-
Irlipsoida
vV ~ B=zctbc ~ 4,1888 (jbc |
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TRYGONOMETRIA
A. FUNKCJE TRYGONOMIETRYCZNE

1. Koto funkcji trygonometrycznych

Uklad osi wspoétrzednych xy wespot z dowolnym kotem
posiadajacym S$rodek
w poczatku ukiadu O
oraz ruchomym promieniem
wodzacym QA /OA®, OAN.../
nazywamy kotem funkcji
trygonometrycznych
/rys. 1/.

Koto to posiada 4 ¢wiartki,
¢wiartka | w zakresie 0° * 90°,

¢wiartka Il - 90° do 180°,

¢wiartka 111- 180° do 270°

i Cwiartka I1V-270° do 360°.

Rzedne punktu przeciecia promienia Rys*

wodzacego z oki*egiem kota /AB/

posiadajg wartos¢ dodatnig w ¢wiartce | i Il, a ujemng

w c¢wiartkach 111 i 1V, odciete /0OB/ za$ posiadajg wartosci
dodatnie w ¢wiartkach | i IV, a ujemne w c¢wiartkach 11

i 111,

Promien kota OA /OAM, posiada wartos¢ stalg

i zawsze dodatnisg.
2. Funkcja sinus.

Stosunek rzednej punktu przeciecia promienia wodzacego
z okregiem kota do promienia tego kota nazywamy sinusem
kata <x

AB
AB o ) ANBA
sin oi.r = -53--i n2n2 sin .- = -¢-2—;
oir OAA
A .B

- 17~ sinOC >"M+1
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Zaleznos¢ wza.jemna funkc.ii trygonometrycznych«

1* Zaleznos$¢ miedzy funkcjami kata danego.
= loSS s tSoi.= otgoc.

tgoC . CtgoC = 1;

sinoZC + COS(ZJC = 1; 1+ tggc' 1 + otg~c>éxs —

cos o sin<?c
2. Wzory redukcyjne.

a/ sin/ - / s —sinoC ; cos /-oc/ s cosoC ;
tg/- oC/ - - tg”™ ; ctg/-c?¢/ = -ctg”;
b/ sin /90° +o0i/ = coso¢; 00s/SO* +c<./ = ~sin(4%
tg /90° +cC/ =t otgoC ; ctg /907 *oi! = + tKXC;
c/ sin /180° + oC/ = + sini?C; cos/I180° s - cosoC

tgn/180" + cC/ = + tgoC 018/ 180° +0C/ ss j- ctgciC
d/ sin/270° +oC/

-cosoC cos/270° +oC/ s + sinod
tg/270° +,04 - + ctgoC. ctg/270° +oC/ a + tgc?™
e/ sin/360" +oC/

+ sinoC cos/360° +oC/ s cos ¢t
tg/360° + oC/ = + tgoC ctg/360° +cV s ctg oC
3. Funkcje trygonometryczne sumy i réznice dwoch katéow

sin/x,+|5/ = sinoC , cos”®j ¢o00sc?i <« siny”®

cos/jc+y3/ = coscC . cosy6 + sinc?c , siny3
tg A< £/)/ = SS»..t.iS;3.

/ 1 tgoc tgy3
otg/ci i/3/ =

ctg + CtgoC

4« Suma i réznica funkcji trygonometrycznych réznych
katow:

SinoC + sinyj = 2 sin cos

sinoC - sin™® H 2 ooa ~.+"_ sia ¢..ZA.
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3. Zaleznos¢ miedzy katami a odpowiednimi bokami trdjltata

prostokatnego.

e R L
p/ W= k= EEEIE%;%E%J%%)&E;@R&B-* Roa P = -G
o/ tg oc = | = EESIEE25t2FaiSa_EESe2t «ieSiS,tg ft

6
przyprostokatna przylegta ®
a

d/ otg”= ~ = 2rS2Ei'2Stokatnag™2rzylesta— -

° przyprostokatna przeciwlegta /

4. Zalezno$¢ miedzy funkcjami trygonometrycznymi

a,oC

Qoc

arb

a» C

sino¢ = Goajb ; sinj3 » ocoscc

tg ctgjb ; tgJb = ctgoi.

Rozwigzywanie tréjkatéw prostokatnych

ai b - przyprostokgtne; c przeciwprostokgtna

szukane

boki katy
S0° -oC
a=c sino¢; b= c cosoC fi = 90°
O=/a+ b= ---- = tgi?C= ogy2> « 1
n ' sini>™  sin

_ 12 2* i
b=yo" - a~ = c; cosc/ «aotgc L sinoC® cos/3 « N

1 N




Rozwigzywanie tré.ikatéw nieprostokatuvch,

1. Podstawowe zaleznos$ci i twierdzenia.

1 2

A~ bj GF  bolgl} oC $y3 9~
Icaty; h, - wysoko$¢ opuszczona na

/ A_ bok a; m,- srodkowa boku a;
IA\\ r - promien kota opisanego;
~N - promien kota wpisanego;
s/ 7 s - potowa ditugosci obwodu
<€ + ;3+y-= 180%“j = 90°
Podstawowe
zaleznosci sin/<i+)3/=siny’‘sin— cos

N N
cos/oC+ji/i»*cosjf jco sO-C-’\fS; sin
1

(Twierdzenie rzutéw a=Dbcos™® + c cos/3

; ; ; < ft b c
Tw»fierdzenie sinuséw lnr “ SKJ ™ ilur “ 2r

a : b= sincC; sinp

lovwe/rttﬂvf/?grlgzgr?fénu ar = b* + ¢ - 2 bc cos<C =i/b-c/™ -
ot twlordsania - 4be cost A= /be/n + dbe sinA
Pitagorasa/

Twierdzenie tangen- i _ )
sow /réwnania Nepe- /a+tb/:/a-b/ = tg D tg
ra/
Kzﬂogrmgilgego a cos = /b+c/oo0s /b+c/
. C
sin
a sin = /b-c/sin =

= /b-c/ <cos -2
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3™ Wykreslanie katéw gdy znana jjest ich. funkcja
trygonametry czna

a/ Jesli nmany podang wartos¢ sinC* Kk i chcemy wy
kreslnie znalez¢ przynalezny kat  woOwczas odmie-
rzamy odcinek AB = 1 w dowolnej skali np: jako

10 nm lub 100 mm
/rys. 8/. Polowimy
odcinek AB i z pun-
ktu C zakreslamy
promieniem AC = CB
potkolee-

Rys, 8 Rys, 9

Z punktu B odcinamy na tuku wielko$é 1  sinflc m
= 1 . k. Otrzymany punkt D tgczymy z A Kat BAB
jest szukanym katem oC e

b/ Dany jest tg ct = k, wykresli¢ katC.
1, Rysujemy odcinek-AG s 1 /rys. 9/*
2, Z punktu C wykreslamy odcinek BCJ. AC przy
czym BC = k.
3, < BAC=«<

GEOMETRIA ANALITYCZNA

Geometria analityczna bada twory geometryczne ptaskie
lub przestrzenne, opisujac ich wielkosé¢, ksztatt i potozenie
za pomoca réwnan.

Aby okresli¢ witasnosci tworéw geometrycznych za pomo-
ca roéwnan, stosujemy ukilady wspoétrzednych, umozliwiajgce
jednoznaczne okreslenie potozenia tworu geometrycznego na
ptaszczyzZznie lub w przestrzeni*

1, Uktad wspétrzednych prostokatnych
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Uktad wspoétrzednych prostokgtnych /rys. 10/ tworza dwie
linie proste X - X i y -y, przecina;jgce sie pod katem
prostym w punkcie 0, zZwanym poczatkiem ukiadu wspéirzednych.
Prostg x - x nazywamy
osig odcietych a prostg y-y
osig rzednych;obie proste -
osiami wspotrzednych.

Potozenie dowolnego

punktu P na ptaszczyznie

jest jednoznacznie okreslone

dwoma odcinkami: Rys. 10

odcietg x = i rzedng y = Oba odcinki x i y nazywamy
wspotrzednymi punktu P:

X « » CT y:(5r..*

2. Zastosowania ukitadu wspotrzednych do
planimetrii.

a/ Rzuty odcinka
Rzuty odcinka ™ 2o0s”aniczonego

punktami P/N/X™wyN/ 1 'S2IMN2*NN
na osie wspoirzednych /rys. "N/t

°X O MXxN2x N2 m tL

Yy =~ 2y = ya - y-
Rys. 11
b/ Diugos¢ odcinka
Ditugos$¢ odcinka a = "2 * ograniczonego

punktami PAYXANiy™N/ 1 P2/*2*%y27N

a =y/xN-x2/™ + [y™-yjl
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Wartos¢ liczbowg a nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym
albo spadkiem linii prosteje

4 Nir

Rys, 15 Rys, 16

b/ dwie proste

Kat nachylenia ~ miedzy dwiema prostymi i Ig
o0 wspoéiczynnikach kierunkowych: > tg<C ~i Sg “
*  mfcg™2

f ~

] t-
tg r» rrs |,

warunek réwnolegtosci dwu prostych

ai = ag

warunek prostopadtosci dwu prostych

@l ~ ag
c/ Roéwnanie linii prostej

Réwnanie linii prostej okresla zaleznhsé, jaka Zacho*
dzi miedzy wspotrzednymi wszystkich punktéw potozonych na
tej linii,

1, Proste rownolegte do osi /rys, 17/
Roéwnanie prostej rownolegtej
do osi X i potozonej od niej
w odlegtosci b:
yab
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Réwnanie osi X:

y =0
Rdymanie prostej
rownolegtej do osi
y i odlegtej od

niej o ct

X=o0
Rownanie osi yt

X =0 Rys, 17
proste przechodzagce przez

poczagtek uktadu wspotrzed-
nych /Rys. 18/.

Rownanie linii przechodzacej przez poczatek uktadu wspot-
rzednych*
y = ax
gdzie a a tgflC oznacza wspodtczyn-
nik kierunkowy linii prostej.
Roéwnanie linii potowigcej kat za-
warty miedzy dodatnimi kierunkami
osi wspotrzednych:
y = X

Rys. 18 poniewaz a = tg = tg 45" » 1,

Proste w potozeniu dowolnym

Réwnanie kierunkowe prostej /Rys. 19/
y=ax + b

gdzie a = tg <C =

Rownanie ogo6lne linii prostej*
Ax + By + Ca O
- Kazde rownanie pieryjszego stopnia o dwu zmiennych prze”d-
stawia jaka$ linie prostg; dlatego tez réwnania pierwszego
stopnia nazywamy réwniez réwnaniami liniowymi.



Rys. 19 Rys. 20

Roéwnanie odcinkowe linii prostej /rys. 20/

gdzie b i ¢ - odcinki skierowane /majace znaki + i - w za-
leznosci od tego, czy sa skierowane zgodnie z dodatnim Kkie-
runkiem osi wspotrzednych czy przeciwnie/,

4. Kot o.

Okrag kota stanowi miejsce geometryczne punktéw na pta-
szczyznie réwno oddalonych od punktu statego, zwanego $rod-
kiem kota.

a/ Roéwnanie kota

1. Ogdélne rownanie kota /rys. 21/.
Oznaczajac przez p i q wspoOtrzedne $Srodka kota S, odlegtosé
dowolnego punktu P /x-y/ od Srodka S wyznaczymy z wzoru
Pitagorasa /rys. 21/.
r~ = Ix-pl2 + 1y - q/®
Réwnanie to nazyweiray ogolnym
réwnaniem kota.
Rozwijajgc lewa strone réwna-
nia otrzymamy:

XN+ yA-2px-2py+pitgh-rt * 0

Jest to réwnanie drugiego stop-

nia, w ktérym wspoétczynniki
2 . 2 - .
przy X" i1 y  sa sobie rowne,
Rys. 21 a nie ma wyrazu xy.

2. Srodkowe réwnanie kota.
Srodkowe réwnanie kota otrzymujemy wéwczas, gdy $rodek kota
znajduje sie w poczatku ukitadu wspodirzednych.



Wewozas paOiq«s O, a réwnanie przybiera postaé*

X2 + y2 ar?
b/ Koto i linia prosta.
1. Réwnanie siecznej kota x2 + y2 « r2 /rys. 22/
y - XN+ Xg
X - X. yi + yo

2. Réwnanie stycznej do kota x2 + y2 « r2 /rys. 23/

+yy- a

Rys. 22 Rys, 23

3. RéwnaHie stycznej do kota /x - p/ &b /y - g/™ a
/x-p/ Ix™-pl+ly-ql ly-,-q/ a

4« Rownanie normalnej do kota x™+y”™ » r™ w punkcie P/x~ty<j/
jest identyczne z réwnaniem promienia*

5. Rownanie normalnej do kota /x-p/™ + /y-q/™ « w punkcie



Parabola

Parabola stanowi miejsce geometryczne punktéw réwno
oddalonych od statego punktu, zwanego ogniskiem? i od
statej prostej k, zwanej kierownica paraboli /rys. 24/-

a/ Rownania paraboli. >
1. Réwnanie wierzchot-
kowe paraboli

y™ = 2 px
ktérej wierzchotek lezy
w poczatku uktadu
wspoétrzednych, a o0$ x
jest osig paraboli,
2. Réwnanie paraboli,

ktorej wierzchotek lezy
na osi y, a oSy jest

osig paraboli Rys. 24
=2 py

Réwnanie to przedstawia parabole zwrdécong wklestosciag
ku goérze, gdy p > 0 lub ku dotowi, gdy p< 0.

3. Roéwnanie paraboli, ktérej o$ jest rownolegta do osi x
lub do osi y, a wierzchotek znajduje sie w punkcie /m,n/t

/7y - n/™ « 2p/x-m/

/x - Y% s 2p/p-n/
lub w postaci ogé6lnej
ay2 + by+cx+d « 0 ax2 + by + cx +d» O
b/ Parabola i prosta

1. Prosta réwnolegta do osi paraboli, Prosta y « b
przecina parabole y » 2px w jednym punkcie o wspodtrzed-
nych*

x« 2p- iy b
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2» Prosta styczna do paraboli# Réwnsuiie stycznej do paraboli
= 2 px w punkcie P/x", y™ /rys. 16/:

y = p/x+x™/
Styczna do paraboli
XN = 2 py

X xN's p/lyty™/
3. Rownanie normalnej do
paraboli w punkcie P/x™Ny™N/
/rys. 25/
y -yi=-r
4.
Podstyczng T5T nazywamy rzut
odcinka stycznej 11P zawartegc
miedzy osig odcietych a punktem stycznosci.
Ditugos¢ podstycznej:

1= 131+ AT« 2 x°
Podnormalng HT nazywamy rzut odcinka m normalnej na o$ x.

Ditugos¢ podnormalnej réwna sie parametrowi:
I1?2r=0r-077a p +x» -X~a P
5. Twierdzenie o stycznej. Styczna do paraboli /rys* 16/

potowi kat zawarty miedzy promieniem wodzacym PP a prosta
PB rownolegta do osi.

c/ Pole odcinkéw paraboli

Pole odcinka paraboli réwna Sie 4/3 iloczynu wspo6trzednych
konncowego punktu tuku paraboli

y = X"yi



ELIPSA

Elipsa /rys* 26/ ;Jest to miejsce geometryczne pun-
ktéw na ptaszczyznie, ktérych suma odlegtosci od dwu punktow

stalych jest wielkoscia stata + 2a
1

Punkty state i Pg

nazywamy ogniskami

elipsy: proste laczace
dowolny punkt elipsy
z jej ogniskami

r~ = PPN rg a

promieniami wodzacymi.
Prostg przechodzaca
przez ogniska nazywamy
osig wielka a prosta
do niej prostopadig
i przechodzaca przez
Rys. 26
$rodek elipsy 0 - osig mata.
Osie Ag i B"Bg nazywamy osiami gtdwnymi elipsy.

a/ Réwnania elipsy
1. Réwnanie Srodkowe elipsy. Oznaczajac przez 2e « ~Pg
odlegtos$¢ ognisk otrzymamy:

al
Wprowadzajq% now% wielkos¢ h? a a2 - e2 /dla zaznacze-
nia, ze réznica a - e jest zawsze liczbg dodatnig/, otrzy-
meny srodkowe réwnanie elipsy:
2 2
er

Odcinek 2a przedstawia diugos¢ osi wielkiej, a 2b-
dtugos¢ osi matej elipsy.
2. 0Ogblne réwnanie elipsy. Jezeli srodek elipsy ma wspo6t-

rzedne S /p,q/, a osie gitdbwne sg réwnoleglte do osi wspotrzed-
nych wéwczas réwnanie elipsy
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lub w postaci ogodlnej
+cx +dy + s =0
Charakterystyczne réwnania elipsy o osiach réwno-
legtych do osi wspo6irzednych: é)L/ jest to rownanie drugie*
go stopnia bez wyrazu xy, 2/ x i yp majg wspotczynniki
roznef lecz o tym samym znaku.
b/ Elipsa i prosta

1, Roéwnanie stycznej do ellpsy /rys 27/ okreslonej row-

naniem Srodkowym b'x" + a y = a b w punkcie P/x">ynN/
ma postac:
yyi
a b

2. Roéwnanie normalnej do elipsy otrzymujemy, zastepujac
w réwnaniu kierunkowym stycznej wspoétczynnik - -n- n*

y/\

przez wspdétczynnik --r- e
b~ ~

y-"M=(r -
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3. Tviierdzenie o stycznej do elipsy. Styczna do elipsy
potowi kgt zawarty miedzy jednym promieniem wodzacym,
a przedtuzeniem drugiego promienia /rys, 2?7/,
Tangens kata, jaki styczna tworzy z promieniami wo-
dzacymi:
h~/an+ex./ .2

tg = 6.. = tgp
ey™/a +ex™/ |

czyli oC=j3
¢/ Pole elipsy

P = iTab

HIPERBOLA

Hiperbola /rys, 28/ jest to miejsce geometryczne pun-
Iftow na ptaszczyznie, ktérych réznica'dtugosci od dwu pun-
ktéw statych jest wielkosScig stata:

- Tg = + 2a

Znak’\+tf odnosi sie do punktow potozonych blizej Pg» a znak
,-"do punktéw lezgcych blizej , Punkty P™ i P2 nazywamy

ogniskami hiperboli.
Prosta przechodzaca
przez oba ogniska
nazywamy osig gtéwnag
albo rzeczywista,

a jej symetralng
osig boczng albo
urojong; punkt
przeciecia sie

obu osi nazywamy
srodkiem hiperboli,
Proste tgczgce do-
wcip punkt hiper-
boli z jej ogniska-
mi nazywamy promie-
niami wodzacymi,
Proste przecinajace
hiperbole w nieskon-
czonosci nazywamy jej Rys. 28
asymptotami.






3. Normalna do hiperboli w ounkcie P/x"y,j/:
y -y-i

SPIRALE

a/ Spirala Archimedesa

Spirala Archimedesa /rys. 29/ powstaje jako tor
punktu P, poruszajgcego sie jednostajnie po promieniu
obracajacym sie ze stata predkoscia katowg wokdt bie-
guna O.

Jezeli droge OP oznaczy-
nmy przez r, a kat obrotu
od potozenia poczatkowe-
go przez ~ , to réwna -
nie biegunowe spirali
Archimedesa napiszemy

w postaci:

r = k/

gdzie k oznacza wspot -
czynnik proporcjonalno-
sci.

Jezeli przez r oznaczy-
my dtugos¢ promienia wo-
dzgcego, odpowiadajaca

peltnemu obrotowi czyli katowi 2~ |, réwnanie spirali
Archimedesa przybierze postac:

2%

Jezeli w chwili rozpoczecia ruchu punkt znajdowat sie
w potozeniu A oddalonym a od $Srodka, woéwczas réwnanie
spirali Archimedesa:

r = a+ k
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Spirala Archimedesa przecina dowolny promien, wychodzacy
z punktu O, nieskoriczenie wiele razy; odlegtosci punktow
przeciecia od bieguna rosng w postepie arytmetycznym*

b/ Spirala logarytmiczna

Spirale logarytmiczng /rys. 30/ zakres$la punkt P, porusza-
jacy sie ruchem jednostajnie przyspieszonym po promieniu,
ktéry jednoczesnie obraca sie ze statlg predkoscig katowg
do kota bieguna O.
Odlegtosci punktéw spirali logarytmicznej rosng od bieguna
wedlug postepu geometrycznego, a katy obrotu promienia wodzj
cego wedtug postepu artymetycznego.
Réwnanie biegunowe spirali logarytmicznej:

T= s}
gdzie a jest dowolng stata dodatnig, ar i/ - wspo6irzed -|
nymi biegunowymi punktu P,
Spirala logarytmiczna przecina kazdy promien wychodzacy
z punktu O w nieskonczenie wielu punktach; odlegtosci tych
punktéw od bieguna rosng w postepie geometrycznym*

EINIii; CYKLICZNE
a/ Okreslenie i klasyfikacja krzywych cyklicznych*

Linie cykliczng opisuje dowolny punkt kota toczgcego
sie bez poslizgu po prostej lub po kole*

Do linii cyklicznej /rys. 31/ zaliczamy: a/ cykloide
zwyczajng czyli ortocykloide, b/ epicykloide i c¢/ hipocyklo;
de*

Rys. 31
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Do linii cyklicznych nalezy réwniez ewolwenta.
b/ Cykloida zwyczajna.

Cykloide zwykta, czyli, ortocykloide /rys, 32/ zakresla
dowolny punkt P kota odtaczajagcego sie bez poslizgu po
prostej Ax*

Réwnanie parametryczne cykloidy zwyczajnej.

N X« r /S - sin/ [/
y =r /l-cos//
gdzie / oznacza kat srodkowy, o jaki obrécit sie promien
przynalezny do okregu kota tworzgcego ortocykloide*

c/ Epicykloida i hipocykloida

Epicykloide /rys. 33/ zakresla dowolny punkt kota o promie-
niu r, toczacego sie bez poslizgu po odwodzie kota na zew -
natrz.

Jezeli natomiast koto toczy sie po odwodzie kota od wewngtrz»
wowczas dowolny jego punkt zakresla hipocykloide /rys. 34/*
Réwnania parametryczne
R+ r
X« /R+ r/ cos /JI-y/ Jr oos / -g 7/

. R+ r
y=/R+r/ sin/ | // - r sin / --g-

Gorne znaki odnoszag sie

do epicykloidy, dolne za$
do hipocykloidy,

Rys. 32 Rys. 33



Ryo. 34 Rys. 35

d/ Ewolwenta

Ewolwenta, czyli odwinieta kota /rys. 35/ powstaje

przez ruch koncoweco punktu nici nawijanej na koto o pro-
mieniu R i odwijanej w ten sposob, aby czes$¢ odwinieta

byta prosta i styczna do okregu.
Koto, z ktérego odwija sie ni¢,
1. Réwnania ewolwenty w prostokatnym ukiadzie wspo6trzednyol

nazywamy kotem zasadniozym

X=r oosjt =] ™ oo0syi ;y=r sin? ,
gdzie r oznacza promien vvodzacy.

2. Rownania ev,iolwenty parametryczne

X = R/oos/ + /sin / [/ y = R/sin/ - /ooa/ /

3. Rownanie ewolwenty katowe

AT=R/0¢+yt/, ir=RtgcC
katy in wyrazono w mierze tukowej
= tg 00 - & a invoC
inv /czytaj inwoluta alfa/ nazyita sie funkcja ewolwentowag]

AHALI 7 A

Analizg matematyczng nazywamy dziat matematyki zajmuja]
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1 , O PUHKGIACH

a/ Punkoja jednej zmiennej.

Weznmy pod uwage dowolny zbidér liozb { Jezeli kazdej
liczbie X, przynaleznej do zbioru/x/f bedzie odpowiadad
Jedna $cisle okreslona wartos¢ liczby y, przynaleznej do
zbioru /y/, to y nazywamy funkcja zmiennej xj y m f /x/*

Liczbe X nazywamy zmienng niezalezna» a liczbe y *
zmienng zalezna.

Postacig lub formag wyrazng funkcji jednej zmiennej na-
zywamy taki wzdor matematyczny, w ktérym po jednej stronie
znaku réwnosci znajduje sie tylko zmienna zalezna, a po
drugiej stronie wyrazenie zawierajace zmienng niozaleznai

y « f/x/

Natomiast przedstawienie funkcji w postaci rownania wa-
runkowego o dwu zmiennycht niezaleznej i zaleznej, nazywamy
uwiktang postacig funkcji:

f/3c, y/ « O

Jezeli jednej wartosci x odpowiada tylko Jedna wartosc¢
y, to takie funkcje nazywamy Jednoznacznymi.

Zbidor /x/ nazywamy zakresem istnienia funkcji f /x/#

a zbior /y/ - zbiorem wartosci funkcji.

b/ Funkcja ztozona

Jezeli kazdej liczbie x zbioru /x/ odpowiada Jakas$ liczba
a- i M, awszystkim lub niektérym liczbom zbioru /z/ odpo -
wiadajg liczby y « f/z/, to y nazywamy funkcjg ztozong zmien -
nej X i oznaczamy Ja symbolem*

y > f/z/ a f~rr //x/J

c/ Funkcja dwu zmiennych
Jezeli kazdej parze liczb /x, y/ odpowiada liczba z, to
wielkos¢ z nazywamy funkcjg dwu zmiennych x i yt

z a f/x,y/
Liczby X i y nazywamy zmiennymi niezaleznymi, a liczbe z-
- zmienng zalezng.
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d/ Sposoby przedstawiania funkoji.

Majgo podane okreslenie funkcji w postaci wzoru mate-
matycznego mozemy przedstawi¢ jej przebieg za pomocg tabli-
cy liczbowej lub wykresu#

Tablica liczbowa zawiera w odpowiednich rubrykach
/wierszach i kolumnach/ wartosci zmiennej niezaleznej
i zmiennej zaleznej#

Wykresem funkcji nazywamy miejsce geometryczne punktévi|
ktéorych wspétrzedne spetniajag dang funkcje.

2. GRANICE FUNKCJI

a/ Granica funkcji.
Funkcja f /x/ okreslona w pewnym przedziale otaczajg-
cym wartos¢ y”~ posiada granice g dla zmiennej x dgzgcej do
wtedy, gdy dla kazdego ciagu liczb x©, X2» ...
nych od ale dazgacych do odpowiedni cigg wLtosoi fun-

kcji f/x~/, t/x2/, f/xy ... dazy do tej samej liczby g#
Piszemy wéwczas;
lim f/x/ = ¢
~o

Jezeli g ma wartosd skoniczong, to granic« okrezlong tag

wartosciag nazywamy witasciwa,

ft-zy badaniu granicy funkcji nie chodzi
wartozc ~zyjmuje funkcja m samym punkcie x.,
rywana funkcja zachowuje si« w otoczeniu punktu x,,.

nam o to. Jaka |
leoz Jak rozpa-

b/ Twierdzenie o granicach funkcji.

I ~® ®» 1 e 1. Funkcja nie moze posiadad w tym
samym punkcie dwu réznych granic.
Twierdzenie 2. Granica funkcji y = ¢ Jest O.

lim 0=0

Jezeli dwie funkcje f/x/ i g/x/

daig do tej samej granicy przy to trzecia fu fk |
zawarta mi«dzy dwiema funkqaml wotoczeniu x dazy do

tej samej granicy przy x -7~ X n
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Jezeli lim f/x/ = A i limg /x/ = A, af/x/ ™ h/x/:< o/e/

to lim h/x/ a A

X —

Twierdzenie 4. Granica sumy dwu funkcji jest réowna
sumie granic tych funkcji.
Jezeli lim f/x/ = Ai lim g /x/ = B, to

Iim f /x/ +g /x/ s A+ B

Twierdzenie 5. Granica iloczynu dwu funkcji rowna
sie iloczynowi granic tych funkcji.
Jezeli Iim f/x/ = Ai lim g /x/ = B, to

X4 X- Xg

lim f/x/ . g/x/ = A . B

Twierdzenie 6. Granica ilorazu dwu funkcji réwna
sie ilorazowi granic tych funkcji, jezeli w otoczeniu punktu
Xqg dzielna i dzielnik sg rézne od zera.

Jezeli lira f/x/ = A i lira g /x/ = B, a réwnocze$nie
g/x/ N 0O

i B 0 to Ti f/x/ A

g7£7 “ -B-

Twierdzenie 7. Granica funkcji wymiernej utamkowej,
gdy zmienna niezalezna dazy do dowolnej liczby a, przy ktorej
mianownik jest rézny od zera, jest wartosé¢, jaka ta funkcja
przybiera dla a.

Dla funkcji f/x/ = /*/
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lim f/x/ =

o/ Ciagtos¢ funkcji.

Funkcje y = t/x/, ktérej wykres przedstawia sie w po-
Btaoi linii ciagtej, nazywamy funkcja ciagts.

_Funkcje f/x/ nf'a\zywamy ciagta w punkcie X jezeli
funkcja ta przy x dazacym do x dazy obustronnie /tzn.z le-
wej i prawej strony /do granicznej wartosci

lim f /x/ a f /x™/

Roznice X - X. miedzy zmienng x a statlag wartosci
nazywamy przyrostem zmiennej niezaleznej.
3* zasady rachunku réznic zKOW/EX
Okreslenie pochodna”.

1e Metoda granic.

yiezmy pod uwage funkcje y = f /*/, ktdérej obrazem geomet-

rycznym jest krzywa przedstawiona ns rysunku 36. Jezeli

wartoso zmiennej niezaleznej /odcietej/ x punktu A wzrasta
4 X, to réwnoczes$nie wartos¢ zmiennej zaleznej /rzed-
wart ° /delta oznacza przyrost/ przy ozym
wartos¢ przyrostu Ay Jest zalezna od 4 x w sposéb uwa-
runkowany postacig funkcil v =f /aw « 4
tem krzywej y = f/:,/r ’

(0]

N

Zastepujac w réwnaniu y = f /x/ zmienng x przez x + 4 x

a zmienng y przez y + ay, otrzymamy:

y+:dy=Ff/x+ ~x/
V/yznaczmy granice, do ktérej
dazy iloraz,

-1, -i-Ns.x-N.s¢éE¢3s¢.
LA = ESSe
sdy j~x dazy do O.

M 4 ;
Oznaczmy te granice przez
g?/’\ > lim
- - A X
Rye. 36 A X'



- 77 -

Symbol nie jest ulamkiem lecz granicag /limes/, do ktoéraj
dazy iloraz gdy dazy do zera.
Granica wyrazona symbolem nazywa sie pochodng y

wzgledem Xx.
Wartos¢ pochodnej zalezy oczywiscie od wartosci xi
I =1i7Vv

Pochodna funkcji f/x/ jest zatem nowa funkcjag
zmiennej x. Dla zaznaczenia, ze pochodna funkcji f/x/ jest
rowniez funkcjg zmiennej x, oznaczamy ja przez fVx/«

Pochodna y'= fVx/ = przedstawia dla kazdej war-
tosci zmiennej niezaleznej x granice, do ktdrej dazy iloraz
réznicowy , gdy /"™ dazy do zera.

Opisana wyzej metoda wyznaczania pochodnej funkcji
czyli rézniczkowania funkcji, wynaleziona przez Newtona zwie
sie metoda granic.

2. Metoda ré6zniczek. ROzniczka wielkosSci zmiennej x nazywamy
nieskonczenie matly przyrost zmiennej x; wielkos¢ te grani-
czacg z zerem ale rézng od zera oznaczamy symbolem dx /czy-
taj de iks/.

Jezeli zmienna y jest pewng funkcjg zmiennej niezalez-
nej x:y s f/x/, to rézniczka dy zalezy od rézniczki dx,
przyjetej za miare innych wielkosci zmiennych zaleznych od x.

Nieskonczenie malg zmiane dx zmiennej niezaleznej x na-
zywany rézniczka zmiennej niezaleznej, a rézniczke dy »
ad f/x/ - rézniczka zmiennej zaleznej y, czyli rézniczka
funkcji f/x/. Jest to rowniez wielkos¢ nieskonczenie mata dg-
zaca do zera lecz r6zna od zera.

Ro6znice funkcji y = f/x/ okresla wzori

dy = dzf I = t/x+dxs-i/xs
Stosunek a ,
nazywamy ilorazem rézniczkowym funkcji y s f /x/.

Metoda rézniczkowania funkcji, polegajaca na v>yznaczaniu
rézniczki zmiennej zaleznej i stosunku rézniczkowego z wzoru
zwie sie metodg rézniczek. Opiera sie ona wprowadzeniu wiel-»-



ko”ci nieskonczenie matych wyzszych rzeddwj /dx/”, /dx/”, .*m,
/dx/“ i na zatozi. ’'u, iz wielkosci nieskorniczenie mate wyz-
szych rzedoéw, wystepujace jako dodajniki w sumie, w ktorej
figuruje roéwniez rézniczka nizszego rzedu, mozna przyréwnaod
do zera* A wiec na przykiad rézniczke /dx/? przyjmujemy row-
ng zeru przy rozniczce dx jako dodajniku sumy dx + /Zdx/%j
rézniczke /dx/” - réwng zeru przy rézniczce /dx/” itd*

3* Poréwnanie metod r6zniczkowania

a/ metoda granic
y + Ay = /x+ zSX/™ = xM2X + /AN
Podstawiajgc y = x , otrzymamy:

Ny =2X. Ax + / /™~

lloraz rézniczkowy 'K%( = 2X + X
Pochodna = lim « 2X
dx-~0
Poniewaz lim Zix = O*
4x —h 0

b/ metoda rézniczek

y + dy = /x+dx/N = x™ + 2x dx + /dx/"

Podstawiajgc y = x otrzymamy:
dy-= 2 X dx + /Zdx/?
Poniewaz rdézniczke drugiego stopnia /dx/” jako wielkoo6<
nieskonczenie matg rzedu wyzszego wobec rézniczki dx mozemy
Pozyjarébwna zeru, przeto:
dy = 2x dx
a zatem iloraz rézniczkowy

Nawidta rézniczkowania

Oznaoz»v przez u = f/x/ i v = g/x/ dwie rdzne fimkole

zmiennej X, a przez a i C wielkos$ci state

Pochodna wielkosci statej Jest zerem.
Xa C= Cx
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y + 4y * C/x+ 44X/
4y*=c-Cc=0

-2,

._2., 0 lim —AS.

A zatemi gdy x » C, to « 0

2. Pochodna wielokrotnosci danej funkcji réwna ale wielo-
krotnosci pochodnej tej funkcji.
y» af/x/; y + 4y = af /x+ ~x/
4y « af/x+ Ax/ - af/z/

-1¢2+JILB/17¢ x¢
a4 X « a < (29

* lim -N-2 = a lim  -"5tA25¢z£:5¢

NAX-*_0 AX-*0
Ale lim « /NS
4x-«i.0
A- zatemj gdy y = af/x/, to « af7x/

3. Pochodna sumy lub réznicy dwu funkcji réwna sie sumie lub
réznicy pochodnych tych funkciji,

y =u+V, przy czym u = f/x/ i v * g/x/
Y =4y =it +4u +/v+ AV/

« A u + A Vv _4_i£ “~ /A\'l.i (1] '4 .
a’x “ax"i ¢
lim = lim + lim
A X 4 X — ~ X
X-~o0 X-»0 X->»0

« ¢¢SEt-v/ i/ dv
3x = + Jx

4. Pochodna iloczynu dwu funkcji réwna sie sumie iloczynéw
pierwszego czynnika przez pochodng drugiego czynnika i drugie*
go czynnika oraz pochodng pierwszego czynnika,

Yy » uv, przy czymus f/x/ i v « g/x/






—'li ol

(=11 i
2. Pochodne funkcji odwrotnej. Jezeli y jest funkcjg X,
to X jest rowniez funkcjag y:

dx - oy 1

Zmienna, wzgledem ktérej rdézniczkujemy, nazywa sie
zmienng niezalezng, a zmienna rozpatrywana jako funkcja
zmiennej niezaleznej - zmienng zalezng.

Wzér mozemy napisa¢ w postaci:

dx 1
3y * dy/dx“

Pochodna funkcji odwrotnej réwna sie odwrotnosci pochod-
nej funkcji pierwotnej.

Druga pochodna.

Jezeli pochodna wzgledem x pewnej funkcji y » f/x/ jest
funkcjg x:y'= f/x/, to mozemy te funkcje znowu zrézniczkowac.
Otrzymamy woéwczas druga pochodng funkcji f/x/ wzgledem x
i oznaczamy ja symbolami:

Al

gdy nmany obliczy¢ druga pochodng funkcji f/x/, musimy wpieiTW
znalez¢ jej pierwsza pochodng, a potem otrzymang wielkos¢ po-
nownie zrézniczkowac.

Pochodne funkcji trygonometrycznych.
1. Pochodna funkcji y = sinx

2. Pochodna funkcji y = cos x
3. Pochodna funkcji y = tg X
N - d /tgx/ in

3x * COB™X
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4. Pochodna funkcji y = ctgx

—1-
Sinex

Zaatoaowanie rachunku rézniczkowego do badania funkcji»

Rachunek rézniczkowy umozliwia badanie flunkoji ciggtych*
polegajacych na wyznaczaniu wartosci pochodnej w punktach
osobliwych funkcji i przebiegu tej funkcji wotoczeniu pun-
ktéw osobliwych*

Najwiekszg wartos$¢, jaka funkcja przybiera w otoczeniu
jakiegos$ punktu, nazywamy maksimum funkcji, a najmniejsza
- minimum funkcji*

Maksimum i minimum obejmujemy wspoélnym mianem extremum®
Znalezienie extremum funkcji w pewnym przedziale polega na
wyznaczeniu pochodnej funkcji w tyra prz%ziale 1 przyréwny-
waniu jej do zera*

Jezeli pochodna y'funkcji y = f/x/ jest w pewnym prze -
dziale wieksza od zera y'~70, to funkcja jest w tym prze -
dziale rosnagca; natomiast gdy y;”o, to wzrostowi X towa -
rzyszy zmniejszenie sie y; mowimy* iz funkcja w tym prze-
dziale jest malejaca.

W punkcie, w ktérym y przestaje sie zwiekszaé¢ lub zmniej-
szaé¢, a przy dalszym wzroscie X zaczyna sie zmniejszac¢ lub
zwiekszaé, pochodna 5 * Ot a styczna do wykresu jest réwno-
legta do osi X*

W chwili, gdy y przestaje wzrasta¢ a zaczyna sie zmniej-
sza¢ funkcja f/x/ posiada wartos¢ najwiekszg, czyli noxtmom
/rys. 37a/.

W chwili gdy funkcja

y s f/x/ przestaje

sie zmniejsza¢, a za- b
czyna wzrasta¢, po -
siada wartos¢ naj-
mniejszg, czyli mini-
mum /rys. 37h/.

W punkcie A pochod-
na przechodzi przez zero,
zmieniajac znak + na -* Rys. 37
a w punkcie B przechodzi

—»x A

przez zero zmieniajac znak - na +
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W najblizszym otoczeniu punktu x = a, w ktérym funkcja
osigga maximum, wartos$ci tej funkcji sg mniejsze od f/a/
a w najblizszym otoczeniu punktu x = b, w ktérym funkcja
ma minimum, wartosci tej funkcji sg wieksze od wartosci
f/b/.

zasady rachunku

ZASADY RACHUITIOJ CALKOV/EGO
a/ Okreslenie catki.

Jedno z podstawowych zadann rachunku rézniczkowego
polega na tym, ze majac dang funkcje /pier\>/otre/ P/xX/ wy-
znaczamy jej funkcje pochodng f/x/.

V matematyce i jej zastosowaniach wystepuje czesto-
kro¢ zagadnienie odwrotne: majac dang funkcje /pochodna/
f/x/ wyznaczy¢ jej funkcje pierwotna.

Jezeli np. zrdézniczkujemy funkcje y = x , otrzymamy
pochodng y"= = 3x”, Ale ten sam wynik otrzymalibysmy

dlay:x3+1, y=x3+2, y=x"\3+G.

Widzimy wiec iz jednej funkcji pochodnej odpowiada rodzi-
na funkcji pierv®otnych P/x/ + C, Kktdrg oznaczamy symbolem:

f /x/ dx = f/x/ + C

i nazywamy caltka nieokreslong lub nieoznaczona funkcji
f/x/. r
Symbol J f/x/ dx czytamy: catka z f/x/dx.

Funkcje /pochodna/ f/x/ znajdujaca sie pod znakiem
catki nazyvjamy funkcjg podcatkowg, a liczbe C - statg cat-
kowania.

Ro6zniczkujac wyrazenie znajdujgce sie po prawej stro-
nie réwnania otrzymamy funkcje podcatkows:

/i + C/= t/x/
Obliczanie catki nieoznaczonej funkcji f/x/ nazywamy
catkowaniem tej funkcji.

lietody obliczania catek i badanie ich wlasnosci sta-
nowig przedmiot rachunku catkowego.



b/ Catlka okreslona.

R&6znica miedzy dwiema wartosciami funkcji piervJotnej
P/x/ w miejscach aib przedstawia sie jako suma nieskohcze-
nie wielu rézniczek f/x/ dx w przedziale od x = a do x * b,
Sume takg nazywamy catka okreslong lub oznaczong funkcji
i oznaczamy jg symbolem:

/t /x/ dx

Ro6znice wa'?'toéci funkcji pierwotnej P/b/ - P/a/,
przedstawiajaca zmiane zmiennej niezaleznej od x * a do
X s b przedstawiamy symbolicznie:

U

P/b/ -P/a/ P /x/ = /t/x/ dx
@

c/ Geometryczna interpretacja catki.

Aby wyznaczy¢ pole ograniczone krzywg y * f/x/, dwie-
ma rzednymi X = a i X « b oraz osiag odcietych /rys. 38/,
dzielimy odcinek na n réwnych
czesci o szerokosciiax, a tym samym
pole ABB"A" na n prostokatnych pas-
kow elementarnych o zmiennym polu
y . N x.
Suna pél elementarnych

> 9%
J j o Ax = y™r /i X + y™» A X +
ea*
4= i + AX
Jezeli szeroko$¢ paskéw dazy do
Rys, 38

zera, a liczba ich wzrasta nieogra-
niczenie, to suma paskéw elementarnych dazy do wartosci pole
ograniczonego krzywg y = f/x/.

Granice, do ktdérej dazy suma ¢y AXx nazywamy catka
funkcji y wzgledem x i oznaczamy symbolem

ydx = lim Z A X
AX—PO
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Znak rézniczki dx stuzy do oznaczenia, ze odstepy X

dazg do zera, a symbol stanowigcy wydtuzong litere S
oznacza sume ciggta, czyli catke.

Jezeli chcemy zaznaczy¢, iz sumowanie paskéw elemen-
tarnych odbywa sie w granicach od x= adox= b, wowczas
catke takg oznaczamy symbolem

/yd X
Neh

i nazywamy catka okreslong granicami a i b,
d/ Catki zasadnicze.

Z pochodnych funkcji elementarnych wynikajg Jako od-
wrotnosci wzory catek zasadniczych.

2. y'cosxdx = sinx + C, gdyz = cosx
3. J '3inxdx = - cosx + C, gdyz _ ainx
4. = tgx C, gdyz .oLud
J cos” COsS™X
5. + C, gdyz —1
J sin”~x sinzx

e/ Prawidia catkowania
Z prawidet rézniczkowania wynikajag odpowiednie pra-
widta catkowania,

1. Z wzoru d/u+v/ = du + dv wynika wzor:
/ /du + dvw/ = /du + /dv

Gatka sumy rézniczek roéwna sie sumie catek poszcze-
gélnych roézniczek.
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2. Z wzoru d/au/ adu wynika:

Jradu. = a y*du
W catce mozemy czynnik statly wytaczy¢ przed znak catki.

3. Z wzoru d/uv/ = adv = udv + vdu wypltywa wzor:
Audv = uv - Jvd\x

znany pod nazwg wzorow catkowania czesciowego.

Elementarne metody catkowania.

Catkowanie funkc;ji moze odbywa¢ sie w jednym z nastepu-
jacych sposobdéw:

1. Bezposrednio w oparciu o catki zasadnicze.

2. Przez przeksztalcenie danej catki f/x/ dx za pomoca
stosowanego podstawienia x = //t/ na jedna z catek za-
sadniczych.

a® + ¢ . xdx podstawiamy a® + x% * t2.
liorniczkujac otrzymamy: 2x dx = 2t dt, a zatem:

Xdx = t dt i stad

3/2
+ XN . xdx = + C

a

3. Przez sprowadzenie danej catki za pomocg stosownych
przeksztatcen do jednej z catek zasadniczych np.

+ x2 . xdx = /j/a2 + =

= Ny/a2”™"x2/V2 af/a2™"x2/ = N C

SU7AK RACHUIIKOYZY
1. Wiadomosci ogdlne

Suwak rachunkowy stuzy do szybkiego wykonywania mnozeniai]
dzielenia, potegowania, pierwiastkowania, logarytmowania oraj
odczytywania wartosci funkcji katowych. Otrzymane wyniki po-|
siadajg wystarczajgcq dla praktyki warsztatowej dokiadnosc.
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Najbardziej rozpowszechniony typ suv;aka /rys. 39/
sktada sie z trzech zasadniczych czesci: 1/ Kkorpusu,
2/ przesuwki /ruchomej linijki/ i 3/ ruchomego okienka
/szkietka/.

Rys. 39

Na korpusie i przesuwce naniesiony jest zespo6t odpo-
wiednio powigzanych ze soba podziatek.

Okienko za$ posiada na szkietku narysowang jedng lub
trzy kreseczki, ktére stuzg do utatwienia odczytyv;ania od-
powiadajgcych sobie liczb na réznych podziatkach.

2. Mnozenie

a/ Podziatki i odczytywanie liczb.

Mnozenie wykonujemy, postugujac sie najczesciej po -
dziatkami A i B, ktoére majg oznaczenia cyfrowe od 1 do 10.
Nie znaczy to jednak, aby na suwaku mozna byto mnozy¢ tylko
liczby mniejsze od 10. Kazdg bowiem dowolng liczbe umiejsca-
wia sie na podziatkach suwaka nie wedlug bezwzglednej warto-
sci danej liczby, lecz jako zesp6t uszeregowanych cyfr, bez
uwzglednienia przecinka odcinajgcego miejsca dziesietne
i bez uwzglednienia poczatkowych zer.

1l

4 5 t /8910

Rys. 40
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A wiec liczby na przykiad: 3750; 37»5» 3*75» 0,0375 zajmuja
na podziatce A to samo miejsce, ktdére nazywamy "375”
/rys. 40/.

b/ Technika mnozenia i odczytywania wyniku.

Rys. 41 przedstawia schematycznie sposob wykonywania
mnozenia; dla przykiadu x .y = z; 19,2 . 4,25 = 81,6,przy
uzyciu podziatek A i B.

1. Na podziatce A znajdujemy pierwszy czynnik x = "192"
i ustawiamy nad nim 1 podziatki B,/2. na podziaice B znaj-
dujemy drugi czynnik y = "425" i ustawiamy na nim kreske
okienka,
3. kreska ta wskazuje na
podziatlce A miejsce ilo-
iz czynu z = "816",
4. jezeli iloczyn z wypa-
da poza podziatkg A, wow
czas nad czynnikiem x
ustawiamy "10" podzialki
Rys. 41 /patrz rys. 42/ przyktad:
0,065 . 35 200 = 2290/
i dalej postepujemy jak w przyktadzie poprzednim,
5. Wartos¢ iloczynu z ustalamy z sumy ilosci miejsc, jaka
posiadajg oba czynniki.
Przy czym ilo$¢ miejsc
okres$la 'Sie w nastepujacy
spos6b: na lewo od prze- w i s« (
cinka traktujemy miejsca 7n
jako dodatnie, a na prawo
do pierwszej cytry roznej
od zera - jako ujemne. Rys. 42

np, liczba 19,2 ma + 2 miejsca; 4,25 ma + 1 miejsce
0,31 ma O miejsc; 0,072 nmm - jedno miejsce; 0,009
ma - 2 miejsca itd.

Jesli przesuwka wysunieta byta na prawo, nalezy od tej
sumy odjgé 1. Jesli zas przesuwka wysunieta jest na lewo,
suma miejsc pozostaje bez zmiany, przy czym liczby wieksze
od jednosci posiadajg tyle miejsc ile maja cyfr na lewo od
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przecinka, a liczby mniejsze od jednosci - tyle miejsc
ujemnych, ile majg miejsc na prawo od przecinka do pier-
wszej cyfry réznej od zera.

Przyktad 1li /Rys. 41 przedstawia uproszczony
schemat suwaka/ 19,2 . 4,25 = 81,6, gdyz 19,2 nma + 2 miej-
sca; 4,25 ma + 1 miejsce; przesuwka wysunieta na prawo wiec

- 1 miejsce, razem + 2 + 1 -1 =2 miejsca. A zatem ”816" =
$ 8l «6e

Przyktad 2: /Rys. 42/ 0,065 . 35200 *= 2290;
0,065 - - 1 miejsce; 35200 - + 5 miejsc; przesuwka wysu -
ni tZ%Ona lewo - O miejsc; -1 +5+ 0 =+ 4 miejsca; "229"=
» .

c/ Mnozenie Kkilku liczb.

Gdy mnozymy kilka liczb woéwczas nie odczytujemy po -
srednich iloczynéw, lecz tylko wynik koncowy, przy czym
wartos¢ tego iloczynu obliczamy z sumy miejsc wszystkich
czynnikéw, pomniejszonej o tyle jednosci, ile razy przesuw-
ka wysunieta byta na prawo.

d/ Uzycie podziatek A1 G /rys. 43/.

Przy pomocy podziatki G oraz podziatki A mozemy rano -
zy¢ z taka samg dokiadnoscig jak przy uzyciu podziatek A i B,
z tym nawet udogodnieniem, ze nie potrzeba zastanawiac¢ sie
nad tym czy przesuwke wy-
sung¢ na prawo czy tez na
lewo, lecz po prostu nad
liczba X /przyktadzie 5/,
wyszukany na podziatce A,
ustawiamy kreske okienka,
po czym przesuwamy prze -
suwke tak, aby liczba y
/4/ podziatki G znalazta
sie rowniez pod kreska
okienka; wynik z /20/
odczytujemy pod "1" lub
"10" przesuwki na podziat-
ce A/5 , 4= 20/.

M

Rys. 43
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Jesli przesuwka wysunieta Jest na prawo, iloczyn po-
siada tyle miejsc ile wynosi suma miejsc czynnikéw. Jesli
na lewo - o Jedno miejsce raniej.

Uzycie podziatki G przy wykonywaniu mnozenia kilku liczb
znacznie zwieksza szybko$¢ znajdowania wyniku.

3. Dzielenie.

Zarowno dzielenie Jak i mnozenie wykonujemy, postugujgc
sie tymi samymi podziatkami A i B /badz A i G/.

a/ Technika dzielenia i odczytywania wyniku.

Rys. 44 przedstawia schematycznie sposéb wykonywania
dzielenia dla przykiadu x sy = z; 620 ; 0,23 = 2700 przy
uzyciu podziatek A i B.

1. Ha podziatce A znajdujemy przy pomocy kreski okienka
dzielng x = "620",

2. Podziatke B przesuwamy tak, aby pod kreskg ustawionego
okienka znalazta sie liczba y /dzielnik/ = "230",

3. pod "1" przesuwie! odczytujemy na podziaice A wynik z.
4. Obliczanie przyktadu, 3,55 : 67 = 0,053 podaje rys. 45»
5. Wartos¢ ilorazu ustalamy z rdéznicy ilosci miejsc dziel-
nej i dzielnika, przy czym. Jes$li przesuwka wysunieta Jest
na prawo woéwczas do réznicy nalezy doda¢ 1, Jesli natomiast
przesuwka wysunieta Jest na lewo, rdéznica miejsc pozostaje
bez zmiany.

Rys. 44

Przyktad: 620 : 0,23 = 2700 /rys. 6/, 620/ + 3
miejsca/, 0,23 /0O miejsc/ przesuwka wysunieta na prawo
/+ 1 miejsce/. Razem, + 3~0 + 1 ss4 miejsca, a zatem "27"
= 2700.
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Rys. 45

Przyktad: 3f55 t 67 = 0,053 /rys. 7/; 3,55
/+ 1 miejsce/, 67 /+ 2 miejsca/, przesuwkff wysunieta na
lewo /0 miejsc/, razem +1 - /+ 2/ + O= -1 miejsce,
a wiec "53” = 0,053.

b/ Uzycie podziatek Ai G.

llad dzielng x = "18" /przyktad: 18:3 = 6; Rys. 46/
znaleziong na podziatce A ustawiamy "10" przesuwki /w in-
nych przykfadach moze by¢ "1"/ i nastepnie przesuwamy
okienko w ten sposéb, aby pod kreska znalazta sie na po-
dziatce zwrotnej G liczba przedstawiajgca dzielnik y 73/
i pod ta kreskg na podziatce A odczytujemy iloraz z /6/.

I1lo6¢ miejsc ilorazu obliczamy, odnos$nie kierunku wysu -
nleoia przesuwki, odwrotnie do zasady wyrazonej w punkcie
a/ 5.

c/ Obliczanie utamkoéw,

Wyrazenie utamkowe typu najszybciej obliczamy wyko-
nujgc na przemian najpierw dzielenie, potem mnozenie itd.,
W sposOb nastepujacy: a ; ¢ , b : d, przy czym czesciowych
wynikéw nie odczytujemy. Ilos¢ miejsc obliczamy zachowujgc
podane przy dzieleniu i mnozeniu prawidta.

Przyktad: 49,3,
0,13 . 49,2



d/ Odwrotnosci liczb.

Odwrotnos¢ liczb znajdujemy positkujac sie podziatka-
mi Bi G /Rys. 47/.
1. JesSli znajdujemy odwrotnos$¢ liczby wiekszej od jednoscif
to wynik posiada tyle zer przed pierwszg cyfrg znaczgca,
ile miejsc posiada liczba.

0J5

Rys. 47

Np. a/ Odwrotnos¢ liczby 7,62 wynosi 0,131 /rys. 47/ gdyz
7,62 ma 1 miejsce catkowite, wiec"I31" = 0,131«

b/ Odwrotnosc¢ Iiczboy 250 wynosi 0,004, gdyz 250 ma 3
catkowite, wiec "4" = 0,004.
2. Jesli natomiast znajdujemy odr*rotnos¢ liczby mniejszej
od 1 /utamek dziesietny/, woéwczas wynik posiada tyle miejsc
ile jest w danej liczbie zer na poczatku przed pierwszg
cyfra znaczaca.

Np: odwrotnos¢ liczby 0,532 wynosi 1,88 /rys. % gdyz
0,532 ma jedno zero, wiec "183" = 1,88 /jedno miejsce/.

4« Podnoszenie do kwadratu.

Kwadraty dowolnych liczb obliczamy przy pomocy po-
dziatek A i D /rys. 48/. Podziatka kwadratéw D posiada

dviie identyczne potowy, przedstawiajgce zakres cyfr od 1 do
10.

Rys. 48
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Aby odnalez¢ kvi)adrat doYJolnej liczby X, wyszukujemy ja
przy pomocy kreski okienka na podziatce A i pod tg kreska
odczytujemy wynik na podziatce B. Jesli jest on na lewej
potowie podziatki D, wéwczas kwadrat posiada ilos¢ miejsc
réwng podwojonej ilosci miejsc liczby potegowanej mniej
jednos¢ /np. 15" = 225/. Jezeli natomiast kwadrat odczytu-
jemy na prawej czes$ci podziatki D, wowczas ilos¢ miejsc
w wyniku révma sie stownie podwdjnej ilosci miejsc liczby
potegowanej /np. 7~ = 49/ /rys. 10/.
Przyktady: 1/ 190" = 36100; /2 x 3 - 1/ = 5 miejsc, gdyz
190 nma 3 miejsca, a wynik odczytano na le-
wej stronie podziatki D;
2/ 6,1~ = 37,2; /2 x 1/ = 2 miejsca,
nie odejmuje sie 1, gdyz wynik odczytano
na prawej potowie,
3/ 0,265" = 0,0702; /2 x O - 1/ = - 1 miejsce
/lewa potowa/,
4/ 0,048~ = 0,0023; /2 x /-1/ /= -2miejsca
/prawa potowa/.

5. OBLICZAIJIB PIERY/IASTKA KI7ADRATON7TEGO

Obliczanie pierwiastka kwadratowego jest dziataniem od-
wrotnym potegowania. A zatem uzywa sie i w tym wypadku po-
dziatek D i A, jak to przedstawiono na rys. 10 /749 =7/.

Kierujemy sie przy tym nastepujacymi prawidtami:

1. Liczbe podpierwiastkowg dzielimy, poczgwszy od przecin-
ka dziesietnego, na prawo i na lewo, na grupy dwucyfrowe
np: 127; 42, 3; 2, 32 4; 0, 00 07 3, z czego wida¢, ze
pierwsza i ostatnia grupa moga mie¢, jedna lub dwie cyfry.
2. Jezeli pierwsza od lewej strony grupa cyfr znaczgcych
ma tylko jednosci /3 43; 0, 07 4/, to liczbe podpierwia -
stkowg wyszukujemy kreska okienka w lewej potowie podziat-
ki D i wynik odczytujemy u dotu na podziatce A.

3. Jezeli za$ pierwsza od lewej strony grupa cyfr znaczg -
cych zawiera dziesigtki /np. 42 34; 0, 80 3; 32, 4/, to
liczbe podpierwiastkowg nastawiamy na prawej potowie po -
dziatki D i wynik odczytujemy réwniez na podziatce A.
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4. 1los¢ miejsc pierwiastka okreslajac odpowiednio grupy
cyfrowe liczby pierwiastkowanej, i tak: ilos¢ miejsc pier-
wiastka liczby réwnej lub wiekszej od jednos$ci réwna sie
ilosci grup dwucyfrowych w liczbie podpiervjiastkowej na
lewo od przecinka:

1. ~2500*= ~25'00 '= 50; 2. (/goOG = |/9'00'0”™= 300;
/1//71/ 72/ /1//1//71/  /3/

3. Ur= 2.
A WA

natomiast pierwiastek liczby mniejszej od jednosci posiada

na poczatku tyle ter, ile kolejnych grup zerowych posiada

na poczatku liczba podpierwiastkowa np:

1. yc,' ~ = 0,5; 2.1/0,092'= 0, 303:
/0/ /0/

3. yohoos™m=20,00n 1"=0,09; 4. ¥Y0,0092"= I/7, 00'92"0,096
/0//0/ /0//0/

6. Podnoszenie do trzeciej potegi

Trzecig potege dowolnej liczby obliczamy przy pomo-
cy podziutek A i E, Podzialtka E zawiera trzy réwne czeSci:
lewa, Srodkowg i prawag, iiizda czes$¢ posiada zakres liczb od
1 do 10 analogicznie jak podziatka A, tylko w skali trzy
razy mniejszej.

Aby obliczy¢ trzecig potege dowolnej liczby:

1. Wyszukujemy dang liczbe kreskga okienka na podzialce A i
pod kreskg na podzialce E odczytujemy trzecig potege
/rys, 49/.

(~"'2) (3n.1) fx)

Rys, 49
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3. ilo$¢ miejsc znalezionej trzeciej potegi réwna sie:

a/ gdy odczytujemy wynik na lewej czesci podziatki E
potrdjnej ilosci miejsc liczby potegowanej, zmniej-
szonej o 2, a wiec: /3n-2/,

V gdy odczytujemy v;ynik na srodkowej czesci podziatki
E - potrdjnej ilosci miejsc liczby potegowanej,
zmniejszonej o 1 tzn.: /3n-1/,

o/ gdy odczytujemy wynik na prawej czesci podziatki E
- potréjnej ilosci miejsc liczby potegowanej: /3iV*

)

rzyktady

1. 13 = 3200 /lewa czesc¢/
Z23.2-2/ = /4/ miejsca

2. 0,28™ s 0,022 /srodkowa czesc¢/
/3 . 0-1/ = /-1/ miejsce

a
3. 8,1~ = 530 /prawa czesc¢/
/3 . VY =73/

4. 961" = 888 OO0 000
/3 .3/ =9

7+ Obliczanie pierwiastka szesciennego

Aby wyciggnaé pierwiastek szescienny postepujemy od-
wrotnie anizeli przy potegowaniu uzywajac tych samych po -
dziatek Ei1 A /rys. 49/. Mianowicie kreskg okienka wyszu -
kujemy na podziatce E liczbe podpierwiastkowa, a wynik od-
czytujemy u dotu pod kreskg na podziatce A. Zagadnienie,
ktorej czesci podziatki E lewej, sSrodkowej czy prav;ej nale-
zy umiejscowi¢ dang liczbe podpierwiastkowg, rozstrzygamy
w spos6b nastepujacy:

1. liczbe podpierwiastkowg dzielimy poczynajgc od przecinka
dziesietnego na prawo i na lewo na grupy trzy-cyfrowe np:
48745 = 48'745; 23,3481 = 23,'348'l; 0,65 = 0f650;
2, Jezeli pierwsza od lewej strony grupa cyfr zawiera:

a/ tylko jednosci, to nastawiamy liczbe w lewej czesci

podziatki E, np: 3'471; 0;008"28,
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Przyktad 1. Znalezé¢ logarytra z 270 /tjb, 50/; cecha =
= 2 /wedtug regut logarytm./ - raantysa 431 /z suwaka/, a za-
tem Ig 270 = 2,431.

Przy kit ad 2. Lg 0, 093; cecha 5 /wedtug reguty lo-
garytmowania/, mantysa 968 /z podziatki P na suwaku/.

20

Rys. S0

Aby znalez¢ liczbe, ktdorej logarytm jest znany, postepuje
sie odwrotnie: na podziatce P wyszukujemy kreskag szkietka
mantyse i pod kreska szkietka na podziatce A odczytujemy
liczbe,

Przy kdtad: Igli= 1, 828, znalez¢ N,

Kreska okienka na podziatce S znajdujemy 7828", ktdrej od-
powiada na podziatce A miejsce ”673". Poniewaz cecha = 1,
zatem liczba N posiada 2 miejsca tzn,: N = 67,3.

9. Funkcje trygonometryczne

a/ Punkcje sinus i cosinus.

1. Aby obliczy¢ wartos¢ funkcji sinus dla dowolnego kata
w zakresie od 5*M5”7do O /np, sin 35°/ nalezy:

1/ Obréci¢ suwak o 180° w ten sposéb, aby jego spod skie-
rowany byt ku goérze /rys, 51/.

2/ Wysung¢ przesuwke tak daleko, aby kreska podziatki ,S
odpowiadajgca katowi 35° pokryta sie z gorng la?eslcg
umieszczong na prawym wykroju spodu korpusu.

3/ Odwréci¢ suv;ak do normalnej pozycji /rys. 51/ i na po-
dziatce B nad 710" podziatki A odczyta¢ wielkos¢ 7574">
wartos¢ zas sin 35° = 0,574» bowiem wszystkie wartosci



sinuséw odczytane na tej podziatce tj, dla katéow od
55 do 90° sg wieksze od 0,1 a iJiniejsze od 1.

2. Na podziatce S podane sg katy w zakresie od 545 "™do
90°. Natomiast katy od 0°40""do 5°45 ~zawiera podziatka

"S . T", to jest podziatka sinuséw i tangensow, ktore dla
matych katéw posiadaja wartos$ci bardzo bliskie. Gdy chce-
my obliczy¢ na przyktad sin 3°17' woéwczas postepujemy jak
poprzednio, z tg tylko réznicg, iz przesuwke wysuwamy tak
daleko, az punkt 3 17 na podziaice S , T pokryje sie dol-
na kreska wykroju spodu korpusu i, odwrdéciwszy suwak, od -
czytujemy na podziatce B nad "10” podziatki A wielkosc¢
”574” . Wartos¢ zas sin 3°17'wynosi 0,0574, gdyz dla katow
od 0 40'do 5 45' wartosci sinuséw sg wieksze od 0,01,

a mniejsze od 0,1, Warto$¢ funkcji cosinuséw dowolnego ka-
ta obliczamy, uwzgledniajgc zaleznos¢

cosoi = sin/90° - oc /

np, cos 35 = sin/90 - 35Y = sin 557, a wartos¢ sin
55 = 0,819 znajdujemy w spos6b poprzednio podany.
Przyktady: sin 14730 = 0,25; sin 79°20'= 0,983;
cos 20°40'= 0,936; cos 69°10'= 0,356,

V Funkcje tangens i cotan”iens.

Gdy chcemy znalez¢ wartos¢ funkcji tangens dla
katéw matych do 5°45to wyszukujemy ja positkujgc sie
podziatka S , T, jak to podano wyzej. Dla katow zas$ w za-
kresie od 5°45'do 45° /np. tgl1°l07 postepujemy ™ sposo6b
nastepujacy:

1/ odwracamy suviak spodem do goéry /rys, 52/
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2/ przesuwke wyciggamy w levio tak daleko, aby punkt odpo-
wiadajgcy danemu katowi /11°10V pokrywat sie z kreskag
umieszczong na lewym wykroju Kkorpusu;

3/ odwracamy suwak do normalnej pozycji /rys. 52/ i na
podziatce B nad 1" podziatki A odczytujemy wynik
/w tym wypadku "197"/.

Hys. 52

Stad warto$¢ tg 11°10' wynosi 0,197, gdyz tg 5°45'= 0,1007
a tg 45° = 1.

Wartos¢ funkcji tg dla katowwiekszych od 45° znajdujemy
Ze wzoru:

tgoc 1
tg/90° - oC/
np. tg 65°-—-—-———— - = —1— = —1™ = 2145
tg/90°-65/ tg 25° 0,466

Natomiast funkcje cotangens obliczamy ze v;zoru;

ctgecC= —1—
tgoC
np: ctg 42°= —1--.=
tg 42° 0,9
Przyktady: 1925°30 = 0,477, 1tg e6-10 = 2,264,
ctg39 20 = 1,22; c¢tgS0°40' = 0,164

o/ Obliczanie wartos$ci katoéw.

tajac dane wartosci funkcji, mozemy, postepujac W od-
wrotny sposdb anizeli podano wyzej, znalez¢ wartosci Icatow,
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trzymajac sie przy tym nastepujacych zasad: Jesli sin S
= 0,01 do 0,1, to szukamy kata na podziatce S « T.
Jesli sino6 = 0,1 do 1 to szukamy kata ™ na podziatce S
” tgod = 0,01 do 0,1 ' M oC | Il S, T
tgoC = 0,1 do 1 » ¢ < » T
Przyktad: 1. sin = 0,574. Znalez¢ katc"C

1. V/artos¢ 0,574 na podziatce B ustawiamy nad " 10" podziatki Aj

2» Odwracamy suvmk w ten sposéb, aby Jego spdéd byt skierowany
ku gbérze i podgérng kreska prawego wykroju odczytujemy na
podziatce S kat o<t = 35°,

Przyktad 2. Sinoc = 0,045. Znalez¢ hat oC ,

Poniewaz warto$¢ sin oC jest zawarta pomiedzy 0,01 i 0,1,
wiec kat oC odczytujemy na podziatce S . T Jako oc = 2°35".

Jesli many podang wartos¢ funkcji cosinus c< i szukamy
kata oL , woéwczas pamietajgc, ze cos = sin /90° - /,
znajdujemy dla danej wartosci na podziatce S lub S , T kat
/90° " / i stad obliczamy ,
Np. cos c< = 0,495; sin /90° - o¢/ = 0,495; z podziatki S od-
czytujemy /90° - dL/ ~ 29°40" = 60°20".

Podobnie znajdujemy kat , zhajac wartos¢ ctg cX,
gdyz otg oC = tg /90° - o< /.

np: ctgc?C = 0,27; tg/90°-cs;./ = 0,27; z podziatki T odczytuje-
my /790 - oC/ = 15°10 ; oC s 74750'; ctg c< = 0,08; tg/90°- cx/a
= 0,08; Na podziatce S , T odczytujemy /90° - oC/ = 4°35',

skad oC = 85°25
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Zasadnicze wiadomosci ze statystyki.

Zbior, ktéry podlega badaniu statystycznemu, nazywamy
zbiorowoscig ogo6lng /lub zbiorowoscia generalng lub popula-
cja generalna/.

Cecha elementéw zbiorowosci ogd6lnej majagca okreslac
interesujgca nas wihascivjos¢ tej zbiorowos$ci, nazywa sie
cecha zbiorcza.

Obserwowana cecha noze przybiera¢ rézne wartosci w za-
leznosci od tego, ktory element danej zbiorowosci badamy.
Jest to wiec wielko$¢ zmienna. V statystyce zajmujemy sie
tylko zmiennymi losowymi czyli przypadkowymi. Termin ten
oznacza, ze poszczegdlne wartosci, ktdére moze przybieracd
cecha, mogg by¢ rdézne i powstajg na skutek przypadkowego
wspotdziatania przyczyn, wystepujgcych przy ksztattowaniu
cechy.

Cecha zbiorcza jako cecha zmienna jest ciggta, gdy noze
przybiera¢ wszystkie wartosci w granicach swojej zmiennosci,
lub nieciggta /skokowa/ - gdy moze przybiera¢ tylko pewne
okres$lone wartosci.

Wielota?otnos¢ powtdrzenia danej wartosci zmiennej loso-
wej nieciagtej w zbiorowosci nazywamy licznoscig lub liczeb-
noscig tej wartosci.

Licznosci poszczegdlnych wartosci zmiennej lub licznosci
w poszczegoblnych przedziatach bedziemy oznaczali symbolem ™
gdzie wskaznik i oznacza kolejny numer przedziatu.

Stosunek licznosci n”®, odpowiadajgcej danej wartosci
zmiennej losowej /lub danemu przedziatowi jej wartosci/, do
licznosci N catej rozpatrywanej zbiorowos$ci, oznaczamy
symbolem i nazywamy czestoscig tej wartosci /lub prze -
dziatu/. n.

Czestos¢ jest liczbg niemianowang i wyrazamy ja w utamkach
albo w procentach.

Stosunek licznos$ci njf* do h™ odpov.iedniego przedziatu
zmiennej losowej nazywamy gestos$ciag licznosci tej zmiennej
i oznaczamy symbolem
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Analogicznie stosunek czestosci do wartosci
odpowiedniego przedziatu zmiennej losowej nazywamy gestoscig
czestosci i oznaczamy symbolem
Stad n.

Sni = “EN

Zaleznos¢ licznosci, czestosci lub gestosci zmiennegj
losowej od wartosci tej zmiennej nazywamy rozkiadem /lub sze-
regiem rozdzielczym/ licznosci czestosci lub gestosci tej
zmiennej.

Wartosci srednie.Wartos¢ Srednia reprezentuje ceche
zbiorowosci jako catosci jedng liczbe, koto ktdrej grupuja
sie inne wartosci.

Najczes$ciej stosowang S$rednig jest Srednia arytmetycz-
na. Jezeli wartosciami badanej cechy dla poszczegblnych, n

elementéw zbiorowosci sg X7, XN, to $rednia ary-
tmetyczna wynosi:
XN+ XN+ L+ XN 2Xi
X = n n

Gdy elementy zbiorowosci uktadajg sie w przyblizeniu
w postepie geometrycznym, to lepszg miarg koncentracji jest
Srednia geometryczna, Kktéra oznaczamy symbolem O e

brednig geometryczng ciggu n wartosci X%, , X
okresla sie wzorem: n

%n

czyli Srednia geometryczna jest rdéwnag pierwiastkowi n-tego
stopnia z iloczynu poszczegélnych wartosci.

Stosuje sie tez Srednig, zwang mediana, oznaczang symbo-
lem M, Aby jg znalezé, wypisujemy elementy zbioru statystycz e
nego w porzadku wzrastajgcych /lub malejacych/ wartosci. Jeze-
li licznos$¢ elementéw zbioru jest liczbg nieparzystg, to ne -
diang jest wartos¢ zajmujaca Srodkowe miejsce.
Jezeli liczba elementéw zbioru jest parzystg, to za mediane
uwaza sie $rednig arytmetyczna dwoch srodkowych wyrazéw upo -

rzadkowanego ciggu.
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Miary rozrzutu. Srednie wskazuja jedynie dookota ja-
kiej wartosci sa zgrupowane wartosci c.i.nf,u statystycznego
ale nie dajg pojecia o wielkosci rozrzutu tych wartosci.

Istnieja ré6zne mozliwosci pod tym wzgledem, miara ta
jest bowiem wielkoscig umowng podobnie jak unowng jest
Srednia.

Bardzo czesto uzyteczng i niezwykle prosta do obliczen
miarg rozrzutu jest rozstep wartosci ciggu, oznaczany przez
R. Jest to rdéznica wartosci najwiekszej i najmniejszej ciggu.

R:’\ax -\in

Lepsza miarg rozrzutu jest odchylenie Srednie, oznaczo-
ne symbolem ,

Dla ciggu wartosci XMNX2»X~ , , , XN, z ktérych kazda
wystepuje tylko 1 raz, odchylenie $rednie wyraza sie wzorem:
G = n

Jak wida¢, odchylenie Srednie uwzglednia wpltyw kazdej
wartosci ciggu, podczas gdy rozstep opiera sie tylko na war-
tosciach skrajnych. Wida¢ tez, ze odchylenie Srednie jest
miara rozrzutu wzgledem wartosci Sredniej.

Z wzoru vjynika, ze w celu obliczenia odchylenia $rednie-
go G" ciaggu wartosci X = X», X~ . . . X?, nalezy wyznaczy¢
ich Srednig arytmetyczng Z, utworzy¢ réznice kolejnych warto-
sci X* i tej Sredniej X /czyli X» - Z/, kazda z tych réznic
podnies¢ do kwadratu, kv;adraty te zsumowaé, sume podzielié
przez liczbe wartosci n i z otrzymanej liczby wyciggnac
pierwiastek ky"iadratowy; jego dodatnia wartos¢ jest réwna

Krradrat odchylenia $rednieg 0S-2 nazywa sie wariancja.

Jezeli poszczegdlne wartosci ciggu powtarzajg sie to
odchylenie Srednie wyraza sie wzorem

n | Sni oo

Ten przypadek spotyka sie najczesciej w obliczeniach
statystycznych. Sumowanie w powyzszych wzorach rozcigga 8ie
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na akonozona lioabe «akaznlkéw, réwnag ilosci réznych warto-

L, . B : 2
SCl1 zmiennej 4

wiadomosci z rachunku prawdopodobienstwa,;.

Ogollnie, gdy pewne zdarzenie A noze zajs¢ mréwnorzed
nymi /réwnomozliwymi/ sposobami /zwanymi sprzyjajagcymi/ na
n w ogole rownomozliwych przypadkéw, to prawdopodobienstwo
zajscia danego zdarzenia jest

P /A = -g-

Jezeli np. rzucamy kostke szescienng, doskonala geometry-
cznie, jednorodng, jednorodng pod wzgledem masy, o0 powierz-
chniach oznaczonych liczbami od 1 do 6, jestesmy przekonani,
ze kazda liczba od 1 do 6 ma jednakowe szanse pojawienia sie.

W naszym przyktadzie n = 6 - jest 6 rownomozliwych wyni-
kéw rzutu kostka. Przypadkiem sprzyjajacym jest wyrzucenie
jakiejs okreslonej liczby oczek np. 5. Przy kazdym rzucie
moze by¢ tylko jeden taki przypadek, a wiec m= 1. Wzér po
wyzszy wyraza tzw. klasyczne okreslenie prawdopodobienstwa.
/Laplace”a/; prawdopodobienstwo zdarzenia jest stosunkiem
liczby m przypadkéw sprzyjajacych jego zajsciu do liczby n
og6tu mozli\vych przypadkév;, tj. sprzyjajacych i niesprzyjaja-
cych, pod yjarunkiem, ze wszystkie przypadki sg jednakowo
mozliwe.

Prawdopodobieristwo zdarzenia zupeinie pewnego /np. wy-
rzucenia jakiejkolv”iek liczby oczek/ jest réwne jednosci
/p s 1/, to m= n, a prawdopodobienstwo zdarzenia niemozli -
wego /np. niewyrzucenie zadnej liczby oczek/ jest réwne
zeru /p=0o/, bo ift=o. W przypadkach posrednich p jest zawsze
utamkiem wiasciwym.

Obliczanie prawdopodobienstwa w przypadkach prostych
moze by¢ dokonywane przez zwykle policzenie przypadkow
w ogéle mozliwych /n/ i przypadkoéw sprzyjajacych /ra/.

Jezeli np. rzucamy 2 kostki i pytamy, jakie jest prawdo-
podobienistwo wyrzucenia w sumie 5 oczek /zdarzenie A/, to
stvilierdzamy, ze jest n = 6 . 6 = 36 przypadké\i mozliviych
/bo kazdej mozliwej liczbie oczek | rzutu kostki odpowiada
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6 mozliwosci Il rzutu/, a sprzyjajace sa tylko te przy-
padki, w ktérych suma wynikéw obu rzutéw wynosi 5, Sa to:
1+4; 2+3; 3+2; 4+1, czyli m= 4, zatem;

P/V = =-1

Takie liczenie jest dos¢ mozolne, a nieraz praktycznie
niemozliwe» Dla szczegblnych zagadnien istniejg gotovje
wzory oparte na kombinatoryce, ktére pozwalaja obliczy¢
bezposrednio prawdopodobienstwo p.

Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do zdarzenia A
oznaczamy symbolem p /S/, YV podanym wyzej przykitadzie rzutu
dwiema kostkami bedzie nim prawdopodobieristwo niewyrzucenia
5 oczek. Jest zrozumiate, ze;

P/V =1-p/A/=1-~=1

a ogolnie; 3 31_
P/A/ 1 - % = SZiS

Dwa zdarzenia A i AN nazywaja sie wytaczajagcymi, gdy
zajscie zdarzenia A" wyklucza mozliwos¢ jednoczesnego zaj-
$cia zdarzenia A2 i odwrotnie.

Ponadto uzywane sg pojecia zdarzen niezaleznych. Dwa
zdarzenia A i AN nazywamy niezaleznymi, jezeli zajscie zda-
rzenia A" nie nma wplywu na zajscie zdai’zenia A" i odwrotnie.

V przypadku gdy mamy do czynienia ze zderzeniem A,
ktérego zajscie zalezy od zajscia innego zdarzenia B, mowi-
my o prawdopodobienstwie wzglednym /lub warunkowym/ zda -
rzenia A wzgledem zdarzenia D, Przypusémy, ze biate kulki
znajduja sie w Kilku urnach o réznych skiadach, siegamy do
jednej z nich na chybit-trafit i zapytujemy o prawdopodo -
bienstwo wyciagniecia kulki biatej /zdarzenie A/ dajmy na
to z urny oznaczonej nr 5 /zdarzenie D/. Prawdopodobienstwo
to zalezy od tego, czy wybraliSmy urne nr 5. Symbolem wyra-
zenia "zdarzenie A pod warunkiem zajsScia zdarzenia B" jest
A/B, za$ odpowiednie prawdopodobienstwo oznacza sie przez
P/A/'™. Czesto spotyka sie tez symbol P~/A/, Gdyby chodzito
wprost o wyciggniecie kulki biatej /bez wzgledu na urne/,
mowilibySmy o prawdopodobienstwie bezwzglednym /warunkowyn”™/.
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Rachunek prawdopodobienstwa opiera sie na trzech zasad-
niczych prawach.

j, Prav/o o sumie prawdopodobienstw. Prawdopodobienstwo
zajscia jednego z wzajemnie wytgczajgcych sie zdarzen
jest réowne sumie prawdopodobienstw poszczegoélnych zdarzen.
Wyraza sie wzorem

P/AN + AN+w . + =P/AY + P + ... + P/AY

Jest to wiec prawdopodobienstwo, ze zajdzie albo zdarze-
nie A®, albo A®, ... albo A™. Jezeli zdarzenie ANAN ... AN
stanowiag petna grupe zdarzen, tzn. obejmujg wszystkie mozliwe
zdarzenia, to suma ta jest réwna 1.

1. Prawo o iloczynie prawdopodobienstw zdarzen niezalez-
nych. Prawdopodobienstwo jednoczesnego zajs$cia niezaleznych
zdarzen A", K™ ... A" jest rowne iloczynowi prawdopodobienstw
zajs¢ poszczego6lnych zdarzeii.

Wyraza sie to wzorem;

P/AMA2 ... Ay = P/ . PJIkMN . . P /AN .

Jest to wiec prawdopodobienstwo, ze zajdg zdarzenia A"
i A . i A" jednoczes$nie.

VITAS

Rys. 53. Graficzne przedstawienie sumy i iloczynu
prawd opodobie Astw.

1. Prawo o iloczynie prawdopodobienstw zdarzen zaleznych,
Prawdopodobienstwo P A/B jednoczesnego zajs$cia zdarzenia A
i zdarzenia B, ktoére jest uwarunkowane zajsciem zdarzenia A,
jest rowne iloczynowi pravjdopodobienstwa zajscia zdarzenia A,
czyli P /A/, przez prawdopodobiennstwo warunkowe P/B/A/ zajs$cia
zdarzenia B pod warunkiem, ze zaszlto zdarzenie A. Wyrazamy to

wzorem:
P /AB/ = P/A/ . P B/A
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Frawdopodobienstyjo zdarzen alternatywnych

Jezeli zdarzenie A, ktérego zajscie jest warunkiem zaj-
Scia zdarzenia B, noze by¢ zrealizowane n réznymi sposobami
wzajemnie sie wykluczajgcymi, to prawdopodobienstwo /bezwa-
runkowe/ zdarzenia B bedzie.

P/a/ = P/INY . V[ + P/AN + ... + PINY

n
P/B/ AYNJ7/=2"P /AN . p/ B/AN]

gdzie AN, AN . AN oznaczajg wihasnie rézne mozliwosci zaj-
Scia zdarzenia A. Symbol po prawej stronie oznacza w slo?6ce-
niu sume skiadnikéw P /A . p/"B/A”™ gdzie i = 1,2, ....... n.

Wzér ten nazyv;a sie wzorem na prawdopodobienstwo zupeine.
Podstawowe wzory kombinatoryki.

Oddzielne elementy zbioru /np.zbioru réznych liter lub
cyfr/ mozna utozy¢ w grupy wg pewnych zatozeri. Kombinatoryka
pozwala obliczy¢ liczbe réznych grup zgodnie z tymi zatoze -
niami. Rozréznia sie 3 zasadnicze rodzaje grup:

a/ Przemieszczenia /wariacje-v/ sa zestawieniami, do ktérych
wchodzi czes¢ elementdéw zbioru. Za zestawienia rézne uwaza

sie zestawienia, ktére r6znig sie chocby jednym elementem lub

ich uporzadkowaniem. Tak wiec np. w zestawieniach z 5 liter

a. b. c. d. e. po 3 litery - takie zestawienia jak a, b, c

i ¢, a, b uwaza sie za zestawienia rézne.

Zauwazy¢ mozna, ze w po\vyzszym przykitadzie nmozemy zesta-
wi¢ 5 wariacyj po 1 elemencie,mianowicie a, b, ¢, d, e. Do
kazdej z nich nmozemy dotaczy¢ po jednym z pozostatych elemen-
téw, a wiec np. do a nozeny dotgczy¢ b lub c lub d lub e,skad
otrzymamy wariacje al), ac, ad, ae. Ogdlem otrzymamy wiec 5 . 4
wariacji z 5 elementéw po 2. Podobnie do kazdej z tych wariacji
mozenmy dotaczy¢ jedna z pozostatych 3 liter, otrzymamy wiec
ogétem 5 . 4 . 3 wariacji po 3 elementy.

Ogo6lnie przy n elementach zbioru liczba wariacji po m
elementéw bedzie:

=n/nl/ . /n-2/ .... /n-m+l/



108 -

V/zor teHy Jak tatvi;o spraw/dzi¢ Jest rOYinoznaczny ze

wzorem:
ym_ _n~_
” /n-m/!

”n silnia”/ oznacza iloczyn kolej-

gdzie symbol n! /czyli
/n~in/.

ilych czynnikéw od 1 do n, zas /n-m/! = 1*2*3
W powyzszym przyktadzie bedzie

\ - run- = 60

£yzemiany /permutac.ie-0/ sa szczegdlnym przypadkiem
mianowicie gdy do zestawienia wchodzg wszystkie

wariacji,
elementy zbioru. W ten sposéb liczba permutacji z n ele -
mentow / WYynosi.

A?= n!

00 wynika z poprzedniego wzoru po podstawieniu m= n i za-
ktadajac, ~ze 0! = 1. Tak wiec np. z powyzszych 5 liter no-
zna utozyé = 51 = 1.2*3«4*5 = 120 permutacji /abede,abced,
abdce, abdec............ /.

o/ Kombinacje - C sg to zestawienia, do ktdérych wchodzi
czesc elementdéw zbioru, przy czym nie bierze sie pod uwage
elementéw, tzn. ze np. w zestawieniach z 5 liter

olejnosci
oab, boa uwaza eie aa jedno

po 3 zestawienia takie ¢ak abo.
1 to samo zestawienie,

w danym przyktadzie bedzie mozna wykona¢' z 3 elementdw.

It r VvV ® “°e<5lniajgo otrzymamy, ze
liozba kombrnaoji z n elementéw po m ktdrg oznacza si* przez
N "mM  wynosi

'-.m __nl

" m /nn

wynoBI”~.ignn kombinacji z 5 liter po 3

5 3 2! i1, 2.3.1.2°
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Przy wiekozych wartosciach n obliczanie n! jjest kito-
potliwe. Przewaznie wystarcza obliczenie przyblizone za po-
mocg wzoru Stirlinga

nt~ n" ,

ktory daje sie logarytmowa¢. Dla n * 10 bigd tego wzoru- wy-
nosi okoto 1%, Ze wzrostem n bigd wzgledny dazy do zera.

Rozktady prawdopodobieristwa

Zaleznos¢ wyrazajgca prawdopodobienstwo wystepowania
poszczegldlnych wartosci zmiennej losowej od tych wartosci
nazywamy rozkitadem prawdopodobienstwa tej zmiennej.

1+

rpgktac/u pramioftoJobi€nm\t4Q
*tntannaj ciaatcj.

Hys. %4

Rzedne nie wyrazaja wiec tu prawdopodobienstw posz-
czegollnych wartosci i o nich nie méwi sie w przypadku
zmiennej losowej ciggtej. Natomiast mdowi sie "O prawdopo-
dobienstwie» ze zmienna losowa X bedzie zawarta w grani -
cach od X do X2*. Prawdopodobienstwo to wyrazone jest za
pomocg pola zakreskowanego na rysunku. Pole pod linig roz-
kiadu dla catego obszaru zmiennosci zmiennej losowej odpo-
wiada wartosci prawdopodobienstwa » 1. Rzedne linii rozkta-
du wyobrazajg tu zatem gestos¢ prav;dopodobienstwa.

Zmienne losowe
Zmienneulosowet jest to funkcja, ktérej polem jest podstawo-
wy zbidr zdarzen.
Kazde zdarzenie losowe zachodzi z odpowiednim prawdopodo-
bienstwem, a poniewaz w przypadku zajscia okreslonych zda-
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rzen, zmienna losowa przyjmu;je okreslong wartos¢, to i tej

wartosci jest przypisane odpowiednie prawdopodobienstwo.

Prawdopodobienstwo tego, ze zmienna losowa przyjmie wartosc¢
mniejszg od X, oznaczamy przez P/x/, nazywamy dystrybuantg
zmiennej losowej X a mianowicie:

P/x/ = P/x4 x/

Zmienna, losowy skokowg™ nazywamy taka zmienng losowg X, dla
ktérej istnieje funkcja P/X = Tid . p*/i = 0,1,2 / taka,
ze dla kazdego rzeczywistego X zachodzi relacja

P/x/ = 2 P/X = /
XEX

t.zn. P/X < x/ oblicza sit> przez zsumowanie wszystkich praw-
dopodobienstw P/X = x/ dla mniejszych od x.

~Nzez zmienng losowag ciagta nalezy rozumie¢ zmienna losowag

X, dla ktérej istnieje taka nieujemna lunkcja f/x/, ze dla

kazdego rzeczywistego x zachodzi relacja
00

P /x/ =3 f/x/dx

Funkcje f/x/ spetniajaca powyzszy zwigzek nazywamy gestoscia

¢ rawdopodobienstwa albo po prostu jigstoscia zmiennej losnwaj y
ciggtej. Powiadamy, ze dany jest rozkitad zmiennej losowej X,
jesli jest znana funkcja prawdopodobienstwa w przypadku
zmiennej losowej skokowej lub jesli znana jest gestosc

w przypadku zmiennej losowej ciggtej.

Jezeli gestos¢ f/x/ jest funkcja ciagta w punkcie x,
chodzi zwigzek

to za-

f7x/ = f/x/

Wartos¢ oczekiwana i sSrednie odchylenie

Wartozd oczeki«una /nadzieja «latematyozna/ zmiennej loso-
wej nieciggtej X, mogacej przybieraé¢ wartosci X,,X  ...........
z prawdopodobienstwami odpowiednio rownymi P ,p

12+ *n

wyraza sie v,izoremt
M /7X/ = + XjP2 + ——-+ n 2
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Dla zmiennej losowej ciggtej wartos¢ oczekiwana olcresla
sie wzorem:

M/x/ =y'xf/x/ dx

gdzie i sg to granice zmiennosci zmiennej X*

Przy obliczaniu wartosci oczekiwanych zmiennych losowych
korzystamy z nastepujacych witasnosci.

a/ Wartos¢ oczekiwana sumy zmiennych losowych X D
jest réwna sumie wartosci oczekiwanych poszczegdlnych
zmiennych

LI + X2 + ... X = WX + HW/Zg/ + ... M/xy

b/ Wartos¢ oczekiwana iloczynu niezaleznych zmiennych loso-
wych X7, X2 X~ jest rowna iloczynowi wartosci ocze-
kiwanych poszczegdlnych zmiennych.

VX~ . X2 ... XN s MIXA . e MJITI

Uwaga. Wartos¢ oczekiwana kwadratu zmiennej losowej nie jest
rowna kwadratowi wartosci oczekiwanej tej zmiennej
M /XN N MK/

c/ Wartos¢ oczekivi/ana iloczynu wartosci statej C przez zmien-
ng losowg X jest réwna iloczynowi tej statej przez wartosc¢
oczekiwang zmiennej to jest

M/cx/ = onyx/
d/ Wartos¢ oczekiwana Sredniej arytmetycznej zmiennych loso-
wych X2, X2» ... X jest réwna s$redniej arytmetycznej

wartosci oczekiwanych tych zmiennych,

M .1--—-- 2 - S, X + M/Xj/ +

Pojecie odchylenia sredniego jako miary rozrzutu zbioro-
wosci wartosci zmiennej losowej jest analogiczne do odpowied-
niego pojecia dla zbiorowosci statystycznej.

(d =Vh /XN - MYXS
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gdzie« IVi/XV q . p/X™ + x| . p/X2/ + P/V

MA/X/ XA'p/XA/+X2. I“* +)ﬂ.| P/V
2
Dla zmienne;} losowej ciggtej E /X / jest réwny
M /X p /x/ dx

Wiasnosci odchylenia Sredniego.

a/ odchylenie $rednie sumy albo réznicy niezaleznych zmien-
nych losowych X», X2 ... X" jest réwne

b/ odchylenie Srednie iloczynu statej C przez zmienng losowg
X jest réwne iloczynowi C przez odchylenie Srednie tej
zmiennej

0/ odchylenie s$rednie $redniej arytmetycznej n niezaleznych
zmiennych losowych X~ X2» eee X" 0 jednakowym odchyleniu
Srednim (d jest réwne tego ostatniego

Rozktad dwumianowy /Bernoulli ~ego/.

Wiech prawdopodobienstwo pewnego zdarzenia przy jakiej$
prébie wynosi zawsze p. Prawdopodobienstwo, ze zdarzenie to
zajdzie przy dwoéch kolejnych niezaleznych od siebie prébach,
wynosi p.p = p stosov™nie do pravi;a o iloczynie prawdopodo -
bienstwa zdarzen niezaleznych. Prawdopodobienstwo, ze zdarze-
nie to zajdzie przy wszystkich m kolejnych prébach jest p“.
Prawdopodobienstwo, ze przy ktorejkolwiek proébie zdarzenie to
nie zajdzie, wynosi 1-p. Prawdopodobiernistwo, ze przy n kolej-
nych prébach zdarzenie to zajdzie mrazy, a nie zajdzie /n-m/
razy bedzie wiec

p“ Zi-p/«-*

V/z6r ten bytby ostateczny, gdyby chodzito o wyzej podany
wynik n préb w okreslonej kolejnosci, np. zajsScie zdarzenia
przy pierviszych m prébach, nie zajscie przy wszystkich pozo-
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statych /n-m/, Jezeli zas kolejnos¢ ta jest obojetna,
byleby zdarzenie zaszto mrazy, a nie zaszto /n-m/ razy,
to szukane prawdopodobienstwo jest tyle razy wieksze od
podanego przez powyzsze wyrazenie, ile wynosi liczbakombi
nacji, w ktéorych mozna otrzymac¢ taki wynik, to znaczy c*“.
Zatem szukane prawdopodobienstwo wynosi:

P /m, n; p/ = c¢c> p /l—p/rn_m
Symbol po lewej stronie nalezy czytac¢: "prawdopodo m
bienstwo zajscia zdarzenia mrazy przy n prébach, o ile
w wyniku kazdej proby prawdopodobienisstwo jego zajscia wy-
nosi p”.
V/z6r ten przedstawia dwumianowy rozkiad prawdopodo-
bienstwa /rozkiad Bernoullie/. Zmienng losowa jest tu

liczba mzajs¢ zdarzenia w n niezaleznych prébach.
Rozktad Poissona

Gdy liczba powtérzen proby n jest bardzo duza, a p
zdarzenia w kazdej prébie bardzo mate, przy tym iloczyn
np = ¢ jest wielkoscig stalg, to wyrazenie z poprzedniego
wzoru dazy jako do granicy do wyrazenia.

P /mC/ = e ®

przedstawiajacego rozktad Poissona zmiennej losowej m
Rozktad ten stosuje sie zwykle z dostateczng dokiadnosciag
wzamian rozktadu dwumianowego, gdy n > 20 i p< O0,2.

V/artos¢ oczekiwana zmiennej losowej mwynosi
E /m/ = C
za$ odchylenie S$rednie
<0 = VF

V rozktadzie Poissona wartos¢ oczekiwana M jest réwna wariatf-
cn<S~".

Rozktad réwnomierny.
W niektdérych przypadkach kazda wartosS¢ zmiennej w pew-
nych granicach nma jednakowe p pojawienia sie. Np. jednakowe
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rowne 1/6 jest prawdopodobienstwo wyrzucenia jakiejkol-
wiek okreslanej liczby oczek 1,2,3 ... 6 doskonale szescien-
nej i jednorodnej kostki. Powyzszy przykiad dotyczyt zmien -
nych nieciggtych /skokowych/.

Analogicznie jest dla zmiennych ciagtych. Zatrzymanie
sie doskonale wywazonego obracajgcego sie swobodnie kota
rowerowego jest dla kazdego potozenia jednakowo prawdopodobne
W danym wypadku za zmienng losov/a nozemy uviazad np. katcO
okreslonej Srednicy z pionem. Oczywiscie mowigc o prawdopo-
dobienstwie zatrzymania sie kota w okreslonym potozeniu = 0,
ze zatrzymanie nastagpi w granicach

moéwi¢ mozna jedynie o p,

od do<C2. Zakres wszygtkich mozliwych wartoséci kata<C
wynosi w mierze tukowej 2 /360°/. Gestos¢ prawdopodobien-
bo

stwa p / cC/ wyrazana- rzedng wykresu wynosi y = — ,
pole prostokata rozktadu obejmujgce wszystkie mozliwie warto-
$ci kata ~ , czyli P/0<®C < 360 / = 1, Prawdopodobienstwo,
ze kat ten bedzie zavmrty w granicach od oC ~ do«c ~ Wynosi
P(cC,<<C«”™J =J'p(oC)<iK ~J j~dcC j
« ( oC,
OgiSInle powiemy, ze jezeli zmienna losowa X moze przy -
bieraé z jednakowym prawdopodobiennstwem kazdg wartosd w gra-
nicach od do »Cg. pray czym oC g -»C =< , to prawdo-
podobienstwo, ze w zdarzeniu losowym okaze sie ona w grani -
cech miedzy 60 Xg jest

P/IX~r< X <
vV = A2 - X/

Rozktad normalny

Praktycznie najdonios$lejsze znaczenie nm rozktad zmien-
nej losowej zwany rozkiadem normalnym albo inaczej rozkiadem
aussa. Crzywa ta jest krzyv.g w ksztatcie dzwonu, symetryczng

jednomierzohotkowag rozciggajacq sie od - do + oo
O réwnaniu

2/\/\



I"ys. 55 rozkia.d normalny.

Maksymalna rzedna krzywej jest r 6 w n a i odpowiada
wartosci x = m W miare oddalania sie od punktu m gestos¢
rozkiadu maleje i przy x + OO krzywa zbliza sie asym

ptotycznie do osi odcietych.

I"awdopodobieilstwo trafienia w odcinek.
Funkc.ia tanlasa.

Prawdopodobienistwo trafienia w odcinek w granicach od®C
do P wyraza wz6r /uwzgledniajgc rozkitad normalny/j

p/k <X-ip)=
Podstawiajac

Otrzymamy
p(k<X<j3jrry € ¢
Jak wiadomo, catka nieokreslona

/ f di

nie wyraza sie przez elementarne funkcje; dlatego do obli-
czen postugujemy sie tablicami specjalnej funkcji, tak zwa-
nej funkcji laplasa, albo catki prav~dopodobieristw Gaussa:

"o f
~ “W 'je di



116 -

Za pomoog funkcji Laplasa moze by¢ wyrazone prawdopodobien-
etwo

Jest to wzdér na prawdopodobienstwo trafienia w odcinek w
granicach od cC do ™3

Dowolny punkt /X, Y/ na plaszczyznie podlegajacy rozkta-
dowi normalnemu Jest okreslany:

/X-m~nnN /y-m

2d

gdzie:
m®, niy - wartosci oczekiwane /srodka rozrzutu/ wielkosci
X1y,
OX’ Ay - ich Srednie wartosci odchylenia Iwadratowego.

Przy tym gtdbwne osie rozrzutu sa réwnolegte do ukiadu
wspotrzednych.

Chcemy wykresli¢ prawdopodobieristwo trafienia punktu
/X,Y/ w prostoi™t R, ktdérego boki

sa, rownolegte do osi
wspo6trzednych xoy i

do gtébwnych osi rozrzutu /rys, 56/.

Rys, 56. Prostokat o powierzchni R,
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Wzér na prawdopodobienstwo trafienia’ w prostokagt R posiada

postac:
fIS
PA/X,Y/CCRN =Tf f/x,y/ dx dy =
e KU-mo)'Z T(TA -2 H }

Postugujgc sie wzorem na pravMopodobienstwo trafienia w od-
cinek, otrzymamy postac:

P /XY/CCR

Przechodzgc od sSrednich kwadratowych odchyleii do uchylen
prawdopodobnych /E 0,477/ i wprowadzajgc fun-
kcje Laplasa, otrzymamy:

P /X Y/CR %

Jesli rozktad normalny na ptaszczyznie jest podany w formie
kanonicznej toni = m = O i wzor powyzszy posiada: postciC;

Pf«,y:=R]4#ii m .yl

Przyktad:

V/ykonywane jest strzelanie z samolotu do prostokatnej tarczy
9 mX 12 m lezgcej na ziemi poziomo. Glowne uchylenia prawdo-
podobne: w Kierunku podituznym 10 m w Kkierunku bocznym 5 m
Przycelowanie sie - do Srodka celu, wejscie vjzdiluz celu. Na
skutek nie pokrycia sie odlegtosci przystrzeliwiania i odle -
gtosci faktycznego strzelania s$redni punkt trafienia przemie-
szcza sie M strone niedolotu o0 4 m Znalezé prawdopodobienstwo
trafienia jednym pociskiem.






Obszar D w przyblizeniu zostal zamieniony powierzchnig
sktadajagcag sie z prostokatéw, ktorych boki sg réwnolegte
do gldbwnych osi rozrzutu jak na powyzszym rysunku*
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Przy.jgte oznaczenia z mechaniki

~ predkosc

przyrost
droga
czas
przyspieszenie
przyspieszenie ziemskie /9,81 m/aek”/
predkos¢ katowa
przyspieszenie dosrodkowe
" styczne
kilogram sity
kilogram masy
sita wypadkowa
masa /wyrazona w Kilogramach masy/
oznaczenie sity /w k&/
ramie
sita ciezkosci
moment
praca
kilogramometr
energia Kinetyczna
energia potencjalna
noc
ko mechaniczny
kilometr
sprawnosc¢
kilokaloria
wspoétczynnik tarcia posuwistego
wspoiczynnik tarcia potoczystego
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EIECHANIKA OGOLNA
st ep

Nauke zajmujgcg sie badaniem ruchu ciat w przestrze-
Nni i w czasie oraz badaniem sit jako przyczyny tego ruchu
nazywamy mechanika.

Mechanika ogo6lna zajmuje sie matematycznym opisem
ruchu ciat pod zatozeniami upraszczajgcymi, ze ciata te
moga by¢ traktowane jako punkty materialne lub ukitady pun-
ktow materialnych lub tez jako ciata sztywne /nieodksztat-
calne/.

Mechanike og6lng dzieli sie na kinematyke, statyke
oraz dynamike.

Wielkosci, z ktérymi neny do czynienia w mechanice
/podobnie jak wszelkie inne wielkosci fizyczne/, mozemy po-
dzieli¢ ogo6lnie na dwie grupy:

1/. Wielkosci skalarowe czyli skalary, ktére nie sa zwigza-
ne z jakimkolwiek okreslonym kierunkiem przestrzeni
i ktére moga by¢ okresSlone jednoznacznie za pomocg war-
tosci liczbowej i1 jednostki miary;

Skalararai sga np: czas, masa, gestos¢, pov;ierzchnia,
objetos¢ itp.

2/. V/ielkosci wektorowe /kierunkowe/ czyli wektory, ktoére
sq zwigzane z okreslonym kierunkiem przestrzeni i wo-
bec tego w celu jednoznacznego okreslenia tych wielko-
sci konieczne jest podanie nie tylko wartosci tych
wielkosci, ale réwniez kierunku dziatania, tj. potoze-
nia prostej w przestrzeni, z ktdérg wielkos¢ jest zv7ig -
Zana oraz zwrotu wektora na danej prostej. WielkoS$ci
wektorowe przedstawiamy najczesciej za pomocg odcinka
zaopatrzonego w grot. /strzalke/; diugos¢ tego odcinka
wyobraza w umownej skali wartos¢ wielkosci, linia pro-
sta, na ktorej lezy odcinek, okresla kierunek wektora,
grot zas$ wskazuje zwrot wektora. Jako wielkosci wekto-
rowe mogg by¢ traktowane np. predkos¢, przyspieszenie,
sita itp.
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I. KIHEUWUATY KA

Kinematyka jest nauka zajmujacq sie badaniem ruchu
ciat pod wzgledem geometrycznym, bez badania przyczyn,
ktére ten ruch wywotaty, to jest sit»

1 e ruohu 1 tpruA_ogdélna_klaB3» 1~o;la.£EUEfei

Méwimy, ze ciato rozpatrywane znajduje sie w ruchu,
jezeli odlegtosci tego ciata od innych przedmiotéw ulega-
ja zmianie w miare uptyvm czasu. Ruch jest zatem pojeciem
wzglednym, gdyz zalezy od tego, jaki ukitad obieramy za
nieruchomy. Uktad bezwzglednie nieruchomy, a wiec i ruch
bezwzgledny nie istnieje.

Droga, po ktérej porusza sie jakikolwiek punkt ba-
danego ciata ruchomego w obranym uktadzie nazywa sie to-
rem tego punktu.

Jezeli ciato badane porusza sie w przestrzeni w taki
spos6b, ze potozenia punktéw tego ciata w dowolnych chwi-
lach pozostajg do siebie réwnolegte, mowimy woéwczas, ze
ciato znajduje sie w ruchu postepowym.

W ruchu postepowym znajduje sie np. wozek tzw. "miy-
na diabelskiego” o ile woézek nie podlega dodatkowym waha -
niom/, pomimo, iz poszczegb6lne punkty tego wozka poruszaja
sie po liniach krzywych /po kotach/, poniewaz potozenia
wozka w kazdej chybili sg rownolegte do potozenia poczatko-
wego,

Tory wszystkich punktéw ciata znajdujgcych sie w ru-
chu postepowym sag do siebie réwnolegte, drogi zas$ przebyte
w tych samych odstepach czasu przez dowolne punkty ciata
sg jednakowe.

Z powyzszego widzimy, ze do zbadania ruchu postepowe-
go wystarczy zbada¢ ruch jednego dowolnego punktu ciata.

Ruch obrotowy ciata powstaje wtedy, gdy y”~szystkie
punkty ciata /z wyjatkiem punktéw potozonych na osi oblo-
tu/ zalcreslaja olcregi ko6t dookota jednej linii prostej
prostopadtej do ptaszczyzn tych két. V ciatach sztyvmych
znajdujacych sie w ruchu obrotowym katy sSrodkowe zaicres$lo-
ne w jednakowym czasie przez dowolne punkty ciata sa jedna-
kowe .
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Kazdy ruch mozemy rozpatrywac¢ jako ztozony z ruohu po-
stepowego po dowolnej linii i ruchu obrotowego, w ktérym
srodek obrotu zmienia réwniez swoje potozenie w kazdej
chwili.

2. Pojecie predkosci

Predkoscig v poruszajgcego sie punktu nazywamy stosu-
nek drogi s, ktora przebywa punkt rozpatrywany do czasu t,
w ktorym droga ta zostaje przebyta*

V ogolnym przypadku, gdy torem rozpatrywanego punktu
jest linia krzywa /rys. 1/ oraz gdy drogi przebyte przez
punkt badany w rovjnych odstepach czasu nie sg jednakowe,
wprowadzamy pojecie predkosci chwilowej, ktérag wyznaczamy
stosunkiem bardzo matego odcinka drogi przebytej s do
bardzo matego odstepu czasu ~t, w ktéorym ta zmiana na -
stgpita*

lub w postaci

VvV -

e 4 rézniczkowej V=

Predkos¢ chwilowa jest zawsze skierowana stycznie do
toru.

Predkoscig $rednia na danym odcinku nazywamy stosunek
tego odcinka drogi s do czasu t, w ktd"™N“m ten odcinek drogi
zostat przebyty:

Vsr =
Jednostki, w ktérych mierzymy

predkos¢, powstajg przez podzielenie jednostek, w ktérych
jest wyrazona diugos¢ drogi, przez jednostke czasu, a wiec
np; m/sek, kmv/h; cnmv/min itp.

ho olcresienig predkosci konieczna jest jednak, oproécz
podania jej wartosci, znajomos¢ kierunku tej predkosci, tj.
linii prostej, po ktérej nastepuje chwilowa zmiana potozenia
punktu oraz zwrotu, tj. strzatki wskazujacej, ktore potozenia

punktu sa pdézniejsze.
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Predkos¢ jest wiec wektorem.
3, Skladanie predkosci

Jezeli z ukiadu, ktéry uwazamy za nieruchomy /np:

z brzegu rzeki/, obserwujemy ruch innego ukifadu /ruch Vio-
dy/, poruszajacego sie z predkoscig u, zas$ w tym ukladzie
ruchomym porusza sie punkt A /np. t6dz/ z predkoscig w, to
ruch punktu A bedzie ruchem ztozonym.

Predkos¢ c punktu A wzgledem ukiadu nieruchomego be-
dzie przekatng rownolegtoboku zbudowanego w skali z wekto-
révj ui w /rys. 2/.

Wektory u i w noszag w tym przypadku nazwe predkosci
sktadowych, przy czym wektor u nazywamy predkoscig unosze-
nia, zas$ wektor w predkoscig wzgledng. Wektor ¢ nazywamy
predkoscig wypadkowa.

Rys. 2 Rys. 3 Rys. 4

Powyzszy sposob sktadania wektoréw przy pomocy réwno-
legtoboku lub wieloboku nazywamy geometrycznym dodawaniem
wektoréw /rys. 3 i 4/. Podobnie kazdy wektor mozemy rozito-
zy¢ wedtug tych zasad na dwa lub wiecej wektory skitadowe.

4« Ruch jednostajny po linii prostej

Ruch jednostajny po linii prostej jest najprostszym
przyktadem ruchu i zachodzi wtedy, gdy punkt badany porusza
sie po torze prostoliniowym z predkoscig stalg.

Droga przebyta s w tyra ruchu wyraza sie wzorem:

s = sN + vt

gdzie s = odlegto$¢ punktu ruchomego,w chwili od ktorej
rozpoczynamy pomiar czasu /t = 0/ od umownego punktu przy-
jetego jako poczatek uktadu.
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Rys* 5 Rys. 6

Zaleznosd pomiedzy droga s 1 czasem t wg. powyzszego
wzoru przedstawia sie na wykresie /rys. 5/ jako linia prosta
pochylona pod katem zaleznym od predkosci v.

Zaleznos$¢ miedzy predkoscig v i czasem t wyraza sie

wzoreml 5y

przy czym predkos¢ ta pozostaje wartoscig niezmienng w kaz-
dej chwili. Zalezno$¢ ta, uwidoczniona na rysunku 6 przed -
stawia sie jako linia prosta réwnolegta do osi t.

5« Ruch .lednosta.inie zmienny prostoliniowy

Wruchu tym punkt badany porusza sie po linii prostej
jednak predkos$¢ v nie jest wartoscia stata, lecz wzrasta
ona lub maleje stale o jednakowg wartos¢ w nastepujacych po
sobie jednostkach czasu.

Przyspieszeniem a ruchu zmiennego nazywamy stosunek
przyrostu predkosci v - = Av do czasu t - t° At,

w ktérym przyrost ten nastapit:

« n AV lub
przy czym wartos¢ ta w tym przypadku jest wartos$cia stalg
w dowolnej chwili.

Przyspieszenie mierzymy w jednostkach j>redkosci podzier
lonej przez jednostke czasu, a wiec w jednostkach diugosci
podzielonej przez kwadrat jednostM czasu, np: cm/sek ,
km/godz itp.

Jezeli przyspieszenie nma warto$¢ dodatnig, wowczas ruch
jest jednostajnie przyspieszony, jezeli za$ ujemng jednostaj-
nie opoézniony. Zalezno$¢ miedzy droga przebyta s i czasem t
wyraza sie w tym przypadku wzorem:
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S = + _I_
gdsiie: s predkosd punktu w chwili, ktdérg przyjmujemy
za poczatkowa,
a = przyspieszenie.
»t
Rys. 7 Rys. 8

V/ykredlnie zaleznos¢ te przedstawia linia Icrzywa /rys.
7/f linia ta jest parabolg.

Zaleznos$¢ miedzy predkoscig v i czasem t przedstawia
linia prosta pochylona pod katem zaleznym od wartos$ci przy«]|
spieszenia /rys. 8/ i wyraza sie wzorem:

V s + at

Wszystkie ciata spadajgce swobodnie w prézni /lub
w przestrzeni jezeli opory powietrza moga by¢ pominiete/
stanowig przykiad ruchu jednostajnie przyspieszonego,
przy czym przyspieszenie tego ruchu, zwane przyspieszeniem
ziemskim lub grawitacyjnym, nie zalezy wcale od rodzaju
ani od wielkosci ciata spadajgcego.”

Przyspieszenie ziemskie dla wszystkich ciat wynosi w
przyblizeniu g = 9981 m/sek”™. Warto$s¢ normalna przyspie —
szenia przyjeta do definicji kilograma sity wynosi g=9,8066!
m/sek'.

Przyspieszenie ziemskie nie jest jednak wartos$cia zupet-
nie stata w kazdym miejscu na kuli ziemskiej. Jest ono
w niewielkim stopniu zalezne od szeroko$ci geograficznej
/np. Ha réwniku g = 9,778 m/sek”, na biegunie g = 9,835
m/sek » a w V/arszawie przy 52,2° szerokosci geograficznej
g & 9,8124 m/sek /, od wysokosci nad poziomem morza, a na-
wet w bardzo matym stopniu od innych warunkéw lokalnych.
Przyspieszenie ziemskie osigga najmniejszg wartos¢ na #YOw
niku, najwiekszg na biegunie.
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w ruchu jednostajnie zmiennym zalezno$¢ pomiedzy drogag
przebyta s i predkoscia v przedstawia sie wzorem*

s 2a/s - s”

lub tez w przypadku swobodnego spadku ciata z wysokosci h,
jezeli predkos¢ poczatkowa =0

V % V2gh*

6. Spadek po rowni pochytej

Ciata zsuwajgce sie po rowni pochytej poruszajg sie
rowniez ruchem jednostajnie przyspieszonym, o ile ruch odby~
wa sie bez zadnych przeszkéd w postaci tarcia, oporéw powiet-
rza itp. Przyspieszenie jednak z jakim odbywa sie ten ruch
jest mniejsze niz w przypadku swobodnego spadania ciat.
Przyspieszenie ziemskie g7rys, 9/ moze by¢ roztozone jako
wektor na dwie skiladowe i gN'"Nprzy czym jedynie przyspie-
szenie g~ powoduje ruch ciata A, za$ przyspieszenie g” nie
ma wptywu na ruch ciata, gdyz podtoze réwni pochytej nie pozn
wala na ruch ciata w Kkierunku prostopadtym do tego podtoza.

Trojkat zbudowany z wektoréw g, g i g™ jest podobny do
trojkagta OWN i stad wynika zaleznosc¢:

Rys. 9

7. Ruch niejednostajnie zmienny prostoliniowy

Wruchu tym przyspieszenie a nie jest wartoscig stalg
lecz zmienia sie w kazdej chwili.

Jezeli dana jest zalezno$¢ predkosci v od czasu t wow
czas zbudowaé¢ mozemy wykres v = f/t/ /rys. 10/.
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Wykres ten mozemy podzieli¢ na szereg elementéw
w réwnych odstepach czasu At, przy czym dla kazdego
z tych elementéw obliczy¢ mozemy przyspieszenie

Znalaztszy wartosci przyspieszen dla poszczegdlnych
wartosci czasu t, zbudowa¢ mozemy wykres ’zaleznos$ci przy-
spieszen a od czasu t jak na rys. 11 /dla ruchu jednostaj -
nie zmiennego wykres ten przedstawiatby linie prostg rowno-

legtg do osi t/.

Rys. to Rys. 11

Droge przebyta w ciagu czasu t obliczy¢ mozemy z wykre-
su /rys. 10/, postugujgc sie wzorem:

S = sN+ /N + W2 At

przy czym wzor ten daje wartosci tym bardziej dokiadne im
wieksza jest ilos¢ elementéw A t, na ktérg dany odstep cza-

su t zostat podzielony, tzn.

im mniejsze sa wartosci elemen-
tbw At.

Analogicznie, gdyby wykres v = f/t/ /rys.10/ nie byt

bezposrednio dany, mozna by obliczy¢ predkos¢ v w danej

chwili t z wykresu a « f /t/ /rys. 11/ podiug wzoru:

v o= + fan + + +av At

Swobodny spadek ciat V) powietrzu lub innym os$rodku po-

wodujacym opory ruchu, ruch pocisku w lufie, ruch tioka w cy-

lindrze dowolnego silnika, ruch elementéw maszyn napedzanych

za pomocg krzywek, jak tez v ogdle ruch dowolnego ciata odby-
wajacy sie pod wplywem zmiennych sit czynnych, stanowig przy*
ktady ruchu niejednostajnie zmiennego.
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8. Ruch obrotowy .lednoata.lny

W ruchu obrotowym poszczegélne punkty danego ciata
zakres$laja olcregi ko6t dookota wspdlnej osi obrotu, mowinmy
przy tym, ze dowolny punkt tego ciata znajduje sie w ruchu
okreznym po ola?egu odpowiedniego kota.

Wruchu tym, oprécz predkosci liniowej

Vs m/aek

réznej dla poszczegélnych punktéw, niejednakowo oddalonych
od osi obrotu i nazywanej w tym przypadku predkoscig obwo-
dowg rozrézniamy rowniez szybkos¢ katowg CO, okreslong ja-
ko stosunek przyrostu kata do odstepu czasu A t,

w ktorym kat ten zostat zakreslony:

Co = lub CO s

Jezeli dowolny punkt znajdujgcego sie w ruchu obroto -
wym ciata zakres$la w nastepujgcych po sobie jednostkach cza-
su jednakowe katy obrotu, to mamy do czynienia z ruchem obro-
towym jednostajnym.

Jednostki, w ktérych mierzymy szybkos$¢ katowa, wynikaja
z dzielenia jednostek kata przez jednostki czasu npi stopnie
/sek, 1/sek = rd/sek /radian na sekunde/, rd/min, obr/min itp.

Radian /bezwzgledna jednostka miary kata/ jest to taki
kat, ktérego tuk row-ny jest promieniowi 1 rd = 57,296®,

Najczesciej stosowanymi jednostkami szybkosci katowej

sa: rd/sek - i woéwczas szybkos¢ katowa oznaczamy symbolemCal
oraz obrét/min - i wowczas szybkos¢ katowa oznaczamy symbo-
lem n.

Pomiedzy szybkoscia katowa omega wyrazong w rd/sek.
i ta samg szybkoscig n wyrazong w obr/min zachodzi zwigzek

CO -

Pomiedzy predkoscig obwodowg v wyrazong w m/sek i szyb-
koscig katowg CO Ilub n zachodza zwigzki:

V=rCO
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2Mrn T dn
oraz Ta— lub V> -5 (9

gdzie* r - promien kota w metrach
d - $rednica kota w metrach

W ruchu jednostajnym po okregu ciato ma przyspieszenie
nawet w tym przypadku, gdy predkos¢ obwodowa v jest warto-
Scig niezmienng. Gdyby bowiem
przyspieszenia nie byto,kierunek
predkosci nie mogt by sie zmie -
nia¢ /ciato musiato by poruszac
sie po linii prostej/.

Jak wynika z rys. 12, zmianie
kata 04 towarzyszy zawsze przy-
rost predkosci A v /pomimo, ze
wartos¢ predkosci nie ulega zmia-
nie/ .

Ten przyrost predkosci A v
/o ile tylko zmiana kata o A ©
jest dostatec¢znie mata/ma kierunek
do srodka kota. Stad tez i przyspieszenie w tym ruchu ma Kie-
runek do srodka kota i nazywa sie ono przyspieszeniem dosrod-
kowyn

Wartos¢ tego przyspieszenia wynosi*

Rys. 12

= | — lub tez an =

9. Ruch obrotowy niejednostajny

W ruchu obrotowym niejednostajnym ciata sztywnego posz -
czegllne punkty tego ciata zakreslajg réwniez okregi kot do-
okota jednej osi obrotu, jednak zaréwno szybkos$¢ katowa %
jak tez predkosci obwodowe v dowolnego punktu ulegajg ciagtej
zmianie w czasie*

Dla dowolnego punktu wykonujgcego niejednostajny ruch
okrezny po kole 6 promieniu r wystepuje przy tym zmienna w
czasie warto$¢ przyspieszenia dosrodkowego

a = = rCj2
r r
oraz przyspieszenie styczna
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lub “«  at
gdzie Av: /wzglednie dv/ oznacza tu ;jedynie zmiane warto-
sci predkosci obwodowe;) bez uwzglednienia zmian kierunku
tej predkosci*

Przyspieszenie catkowite mozemy znalez¢, skladajac
geometrycznie przyspieszenie dosrodkowe a™ z przyspieszeniem
stycznym a” wedtug zasady réwnolegtoboku wektorow*

W ruchu obrotowym niejednostajnym znajduje sie npi wat
korbowy ttokowego silnika parowego lub spalinowego zaopat-
rzonego w zbyt lekkie koto zamachowe, albo wat skosny na -
pedzany za posrednictwem sprzegta Cardana, albo wskazéwka
wodomierza rejestrujgcego wode przy zmiennym natezeniu
przeptywu itp*

10, Ruch S$rubowy

Jezeli punkt porusza sie ruchem ziozonym, na ktéry
sktada sie ruch jednostajny po okregu o promieniu r z predr
koscia i ruch jednostajny prostoliniowy z predkoscig
w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny ruchu po okregu to

punkt ten opisuje linie $rubowag /rys, 13/*
Predkos¢ wypadkowa punktu wzdiuz linii
Srubowej wynosi woéwczas

J \Y :‘VV'2 + 2
za$ skok linii S$rubowej
h- ~r-ii—
Rys, 13 ~t

11, Rzut skosny
Jezeli ciato rzucone zostaje z miejsca O /Hys, 14/
z predkosciag poczatkowg pod katem do poziomu” to pomi-
jajac opor powietrza, ciato to opisze krzywg zwang parabolg*
Zaleznos¢ miedzy wysokoscig i odlegtoscig w kierunku pozio -
mynw dowolnej chwili wyraza sie wzorem:

* lub y s -“2"-—
y = ox Y 2yz cos”
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Predkos¢ catkowita v, ;jaka osigga ciato w chwili t,
Wynosi:
V= - 2gyn

Catkowita wysokos¢ h, na jaka wzniesie sie ciato, wynosi:

Donosnos¢ rzutu wynosi:

| sin”®
L= |

MV

Donosnos¢ ta osigga najwiek-

szg wartoscé jezeli rzut

dokonany jest pod katem
Rys. 14 oC_ 45°, przy czym:

ax g

Czas trwania przelotu wynosi:

12, Ruch okresowy /drga.iacy/'

Kazdy ruch, w ktéirym ciato po upitywie pewnego czasu
powraca do potozenia poczatkowego, aby nastepnie powté -
rzy¢ identyczny ruch do poprzedniego, nazywa sie ruchem
okresowym,

Sposrod 'Wielkiej rozmaitosci ruchéw okresowych szcze-
go6lne znaczenie posiada ruch zwany ruchem harmonicznym
prostym.

Wyobrazmy sobie, ze po okregu porusza sie punkt ruchem
jednostajnym /rys. 15/. Przypusémy, ze z lewej strony rysun-
ku znajduje sie zrédio sSwiatta, ktére oswietla promieniami
rownolegtymi nasz punkt ruchomy, natomiast po stronie pra-
wej rysunku umieszczony jest ekran, na ktérym obserwowac
mozemy cien tego punktu zwany rzutem tego punktu na piasz-
czyzne P.

W miare jak ‘dany punkt porusza sie po kole, jego rzut
porusza sie na ekranie ruchem prostoliniowym zwrotnym



Rys. 15 Rys. 16

wykonujgac ruch drgajacy. Ruch tego rzutu jest przykiadem
ruchu harmonicznego prostego”

Jezeli rozpatrywa¢ bedziemy wychylenia x tego rzutu od
potozenia $Srodkowego /odpowiadajgcego punktom 3 i 9 na rys.
15/> zwanego potozeniem réwnowagi, w miare uptywu czasu t,
to zaleznos$¢ te mozemy wyrazi¢ wzoremi

X = a sin”™ = asinCO t

gdzie ~ oznacza szybkos¢ katowa, z jaka porusza sie punkt
po kole.

Czas uptywajacy miedzy jednym i drugim przejsciem rzutu
przez ten sam /dowolny/ punkt w te samg strone rowny jest
czasowi obiegu punktu po kole; czas ten'nazywany okresem
wahan /drgan/ wyraza sie wzorem*

T- gl.

2 wiee X = asin ZALa t

Odwrotno$¢ okresu drgan "9 = ~ nazywamy czestotliwos$ciag
drgan.

Najwieksze wychylenie od sSrodka wahan a /réwne jest pro-
mieniowi kota/ nazywamy amplituda drgan.

Wartos¢ przyspieszenia w ruchu harmonicznym*

*3i

jest wprost proporcjonalna do wychylenia x, przy czym przys-
pieszenie to jest dodatnie, gdy rzut zbliza sie do potozenia
srodkowego, ujemne zas$ przy oddalaniu sie.
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Sktadanie ruchéw harmonicznych polega na algebraicznym
dodawaniu wychylen x réznych sinusoid drgan. Suma dwu lub
wielu drgan harmonicznych prostych stanowi w ogélnym przy -
padku nowe drganie harmoniczne ztozone.

Kazdy rodzaj ruchu drgajgcego mozna uwaza¢ jako sume
szeregu drgan harmonicznych prostych.

Przykfadem ruchu harmonicznego prostego jest ruch tio-
ka w silniku parowym lub spalinowym przy jednostajnym obro -
cie walu korbowego, gdy diugos¢ korbowodu jest znaczna.
Wszelkie drgania maszyn, falowanie zwierciadta wody itp,,
stanowig przykiady ruchu harmonicznego ztozonego.

Il. STATYKA

Statyka jest nauka badajgcg zaleznos$ci miedzy sitami
w tyra szczegélnym przypadku, gdy ciato badane znajduje sie
w spoczynku, a wiec gdy wszystkie dziatajace nan sity zew-
netrzne wzajemnie sie znosza czyli sa w réwnowadze.

1. Pojecie sity

Przyczyny powodujgce zmiane predkosci ciata pod wzgle-
dem jej wartosci lub kierunku /powodujgce przyspieszenie/lub
op6znienie ciata /nazywamy sitami.

Wedtug "ii prawa Newtona sita P jest réwna iloczynowi
masy m i przyspieszenia a.

Jednostkami sity sg wiec dowolne iloczyny jednostek
masy przez jednostki przyspieszenia np: g cm/sek zwanej
inaczej dy»@™ kg™ m/sek zwany newtonem /niutonem/ itd.

W technice site mierzymy przewaznie w kilogrsimach
sity /kG/ zwanych inaczej kilopondami /kp/ i okreslonych jako

1 kG = 1 kp = 9*80665 kg m/sek”

Liczba 9*60665 jest umownie ustalong wartoscig i jest tak
dobrana* aby przecietnie na ziemi 1 kg masy byt przyciggany
sitg /wazyt/ okoto 1 kG.

2. Sktadanie sit

Dodawanie sit o réznych kierunkach dziatania wykonuje-
nmy zgodnie z zasadg rownolegtoboku lub wieloboku sit /rys. 17
ai b/.
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W przypadku gdy na ciato dziata kilka sit, wdlwczas si-
ta wypadkowa powstaje jako wektor zamykajacy wielobok sit
/taczacy poczatek wektora pierwszego z koncem ostatniego
/rys. 18/.

Kys. 17 Rys. 18

Odwrotnie, kazdg site roztozy¢ nmozemy na dwie lub
wiecej sit skiadowych.

3. Momenty sit

Momentem sity P wzgledem dowolnego punktu O riazywamy
iloczyn wartosci sity przez jej ramie hi

M= Ph lub tez M= Pr sin;iGC

Ramieniem sity wzgledem dowolnego punktu O /rys. 19/
zwanego biegunem momentu, nazywamy odlegtos¢ tej sity od
punktu 0, czyli odcinek QM prostopadty do wektorg P VZgle-
dnie jego przediuzenia. Moment sity
na danej ptaszczyznie uwazamy /umow
nie/ za dodatni, gdy powoduje on
obrét ciata w kierunku zgodnym z ru-
chem wskazoéwek zegara, za ujemny
przy ruchu przeciwnym.

Dwie sity roéwne co do swych wartosci,
rownolegte do siebie i skierowane od-
wrotnie /rys. 20/ nazywamy parg Sit.
Momentem pary sit nazywamy iloczyn sity P przez jej odlegto-
§¢ do drugiej sity.

M= P . h

Momentem sity P wzgledem osi z /dowolnej/ nazywamy no-
ment jej rzutu Pg na ptaszczyzne N prostopadig do osi z,
wzgledem punktu O przeciecia sie osi z ptaszczyzna N /rys.21/,

Rys. 19

K= P,h
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Rys. 20 Rys. 21 Rys. 25

Moment sity wypadkowej R wzgledem dowolnego punktu
rébwna sie sumie momentdw poszczegdlnych sit i 2
wzgledem tegoz punktu /rys. 22/.

Rh = PAhn+ ~272
4 « \V//arunki réwnowapii sit

Jezeli ciato znajduje sie w rownowadze, to wszystkie sity

zewnetrzne dziatajgce nan muszg wzajemnie sie znosié, wiec
wypadkowa sit zewnetrznych musi
by¢ révma o/wielobok sit musi tvio-
rzy¢ ukiad zamkniety/ /rys, 23/
skad wynikaja dwa podstawowe warun-
ki réwnowagi sit:

36
Rys. 23

Jjid)
Rys. 24
a/ Suma rzutéw wszystkich sit na doviolng linie prosta musi
by¢ réwna zeru
+ ¥2 + e, e =0

b/ Suma momentu wszystkich sit wzgledem dowolnego bieguna
momentdw musi by¢ réwna O

AN N2 AN 313 eee = 0
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5 . Rodza.je réwnowagi

a/ Ciato znajduje sie w réwnowadze statej /rys. 25 a/ jeze-

li po nieznacznym wychyleniu jego z tego potozenia

usituje ono powré6ci¢ do potozenia pierwot-
nego.

a b/ Ciato znajduje sie w rownowadze obojet-
nej /rys, 25 b/, jezeli po nieznacznym
wychyleniu go z tego potozenia znajduje
sie ono w nowym potozeniu réwnowagi,
¢/ Ciato znajduje sie w rownowadze
chwiejnej /niestatej/ /rys. 25 c/, je-
zeli po nieznacznym wychyleniu go z tego
potozenia, usituje ono oddali¢ sie od
R™vs, 25 pierwotnego potozenia réwnowagi.

6. Srodek sit réownolegtych, srodek ciezkosci
/srodek masy/

a/ Zasadnicze pojecia.

Jezeli na jakiekolwiek ciato dziata szereg sit réwno -
legtych do siebie to punkt S /rys, 26/, przez ktéry prze -
chodza wypadkowe R i R' tych sit, nazywamy s$rodkiem sit
rownolegtych; poszczegdlne sity nie moga zmienia¢ swoich

wartosci, lecz moga zmieniac

swoje kierunki /wszystkie réwno-
) czesnie/.

Potozenie punktu S mozemy wyzna-

czy¢ znajdujac potozenia wypad -

kowych R i r' dla przynajmniej

dwu réznych kierunkéw dziatania

sit.
Obierajac dowolnie biegun momentow
Rys. .26 0 napisa¢ mozemy warunek momentow
M=R . r = v N *

przy czym R = P + P + + eee
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stad, r
71 + P2 + + eee

Podobnie wyznaczamy odlegtos¢ v' u przypadku gdy
wszystkie sity zmienity swéj kierunek, nie zmieniajac war-

et hZillAshd

PN + P2 cee

Na przecieciu dwu kierunkéw wyznaczonych przez proste
w odlegtosciach r i r'od bieguna 0 znajdujemy potozenie
srodka sit réwnolegtych S.

\f przypadku gdy sity dziatajgace na poszczegélne ele-
menty ciata sa sitami ciezkosci /proporcjonalnyrai do masy
tych elementéw/, Srodek sit réwnolegtych staje sie $rod-
kiem ciezkosci /srodkiem masy/.

Potozenie $rodka ciezkosci dowol-
nego ciata mozemy wyznaczy¢ w ten
sposoOb, ze dzielimy ciato na sze-
reg elementow i zakiladamy, ze w
srodku kazdego elementu dziataja
A 6 si_+y réw_nolegie, proporcjonal_ne do
wielkosci tego elementu /to jest
'6 6 do masy zawartej w tym elemencie/
oraz wyznaczamy potozenie sity
wypadkowej G /rys, 27/. Nastepnie

Rys. 27 obracamy ciato w inne potozenie

/t.zn, zmieniamy kierunki wszyst-
kich sit révmolegtych, nie zmieniajgc ich wartosci/ i wy-
znaczamy potozenie s$Srodka ciezkosci /srodka masy/, metoda
wyzej wskazang, jako srodka wszystkich sit réwnolegtych.

Potozenie to zostanie wyznaczone na ogo6t tym dokiad-
niej im na wiekszg ilos¢ drobnych elementéw podzielimy dane
ciato.

Kazde ciato podparte w sSrodku ciezkos$ci znajduje sie
w réwnowadze.

Kilka uwag utatwiajacych wyznaczenie $rodka ciezkosci:
a/ jezeli ciato /0 statej gestosci w kazdym punkcie/ posia-

da os$ lub ptaszczyzne symetrii, to na tej osi lub ptasz-
czyznie musi leze¢ $Srodek ciezkosci;



b/ jezeli ciato posiada dwie osie symetrii, to na ich
przecieciu musi leze¢ Srodek ciezkosci;

c/ na ptaszczyznie, ktdérag przecina ciato na dwie czesci
o réwnych /co do bezwzglednej wartosci/ momentach sta-

tycznych wzgledem tej ptaszczyzny, musi leze¢ Srodek
ciezkosci.

111. DYNAIdIKA

Dynamika zajmuje sie badaniem ruchu ciat materialnych
z uwzglednieniem przyczyn tego ruchu tj. sit.

1. Prawa Newtona. Sity zewnetrzne i wewnetrzne.

Cata mechanika /t.zw, klasyczna/ zbudowana jest na
czterech podstawowych prawach odkrytych przez lzaaka Newto-
na /1643 - 1727/.

I prawo; Kazde ciato, na ktére nie dziataja zadne sity
zewnetrzne /lub tez jezeli sity dziatajgce wza-
jemnie sie znosza/, znajduje sie w ruchu jedno-
stajnym i prostoliniowym lub tez w spoczynku.
Jest to t.zw, prawo bezwitadnosci.

Il prawo; Sita zewnetrzna P dziatajgca na jakiekolwiek ciato
0 masie m powoduje przyspieszenie a tego ciatla
w kierunku dziatania sity P, wprost proporcjonalne
do wartosci sity P i odwrotnie proporcjonalne do
masy m tego ciata;

skad
P=ma
111 prawo; Kazdemu dziataniu /Zakcji/ towarzyszy za.vi3ze réwne,
lecz skierov;ane VM przeciwng strone przeciwdziatanie
/reakcja/.

IV prawo; Kazde dwa ciata materialne /o masach nmt i n2/ przy-
ciagaja sie wzajemnie sita vjprost proporcjonalna do
obu mas i odwrotnie proporcjonalng do k\vadratu ich
odlegtosci /rys. 28/.
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Rys. 28

Jest to t.zw. prawo, powszechnego cigzenia.
Doswiadczalnie wyznaczona wartos¢ wspoéiczynnika

Kk wynosi;

k= 6664 108 €M
g . sek”

Powyzsze prawa Newtona wskazujg wyraznie, ze jedynie
sity zewnetrzne moga by¢ traktowane jako przyczyny zmiany
ruchu ciat materialnych. Sity wewnetrzne natomiast nie maja
zadnego wptywu na ruch ciat.

Drugie prawo Newtona wskazuje, ze przyspieszenie jest
nieodtagcznym zjawiskiem wystepowania niezrobwnowazonych sit
zewnetrznych, a wiec tam, gdzie wystepuje przyspieszenie,
muszag istnie¢ niezrobwnowazone sity zewnetrzne i na odwrét,
gdzie sity takie wystepujg musi istnie¢ przyspieszenie.

2. Sita ciezkosci

Ciata spadajgce swobodnie /bez oporu/ na ziemie wyka-
ZUuja przyspieszenie g 9,81 m/sek”™. Istnieje wiec i sita
ciezkosci G /ciezar/, ktdora to przyspieszenie powoduje;

G=mr. g

Istnienie sity ciezkosci wj-"‘plywa z cz\;artego prawa
Newtona, mianowicie pomiedzy dowolnym cialem o masie mi
ziemig o masie L istniejg sity wzajemnego przyciggania;

G=k

gdzie R - w przyblizeniu promien ziemi w danym miejscu.
Wynika stad, ze przyspieszenie ziemskie wynosi;



- 141 -

Poniewaz ziemia jest kulg nieco sptaszczong na biegu-
nach /R na biegunie jest nieco mniejsze niz R na réwniku/,
wiec przy$pieszenie ziemskie na biegunie musi by¢ wieksze
niz na réwniku /wynika to z powyzszego wzoru/. Innym powo-
dem wplywajagcym w wiekszym nawet stopniu na zmniejszenie
przy$pieszenia ziemskiego na réwniku jest wystepowanie
przyspieszenia odsrodkowego wywotanego obrotem ziemi dooko-
ta osi, ktére to przys$Spieszenie nie istnieje nabieganie

3. Sita dosrodkowa

Przy ruchu jednostajnym po kole wystepuje przys$pieszenie
dosrodkowe o wartosci

Ry 2"

Wobec tego /aby zmusi¢ cialo o masie mdo poruszania sie po
torze zakrzywionym/ wystepoym¢ musi sita dosrodkov;a o warto-

P. -SI-
r

)

4. Prawo pedu i popedu

Z drugiego prawa Newtona P = m.a po uv\;zglednieniu

a= AV ZgJS
""At

nika .
wy PAt=m - mv™ ssY>i\tV

lloczyn sity dziatajgcej P przez czas t dziatania tej sity
/P,t/ nosi nazwe popedu. Natomiast iloczyn masy m przez
predkos¢ v nosi nazwe pedu.
Drugie prawo Newtona moze by¢ wyrazone w innej formie:
poped rowny jest zawsze przyrostowi pedu.
Jezeli wartos¢ sity jest zmienna w czasie,wéwczas rownanie
pedu i popedu wyrazi¢ mozemy w postaci rézniczkowej

P dt = mdv

Z pierwszego prawa Newtona wynika, ze ped ciata, na ktoére
nie dziataja zadne sity zewnetrzne, nie ulega zmianie.
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5« Praca i1 ener/"ia

Pracg L nazywamy iloczyn sity P przez wartos¢ przesuniecia
s, spowodowanego tg sitg w kierunku jej dziatania:

L= Ps

Jezeli sita P powoduje przesuniecie s w kierunku niezgodnym
z dziataniem sity /rys. 29/» wdwczas

L=P cosn = Ps's Ps

praca réwna jest iloczynowi sity P przez
rzut s przesuniecia s na kierunek sity
lub tez iloczynowi rzutu P'sity P na
kierunek przesuniecia przez przesuniecie si

Rys. 29 Prace mierzymy w jednostkach powstatych
z pomnozenia jednostek sity przez jednostki drogi. V ukia-
dzie CGS jednostkg pracy jest erg:

lerg =dyna « an= g , cm/sek®

Jezeli ciato wykazuje zdolnos¢ do wykonania pracy» mowinmy»
ze ciato to posiada energie.
Energie mierzymy iloscia pracy, ktdéra moze by¢ wykonana.
Energie mierzymy w tych samych jednostkach co i prace.
Sposrod wielu rodzajow energii wystepuja najczesciej naste -
pujace jej formy:
a/ Energia Kinetyczna» tj, zdolno$¢ do wykonania pracy przez
ciatlo o masie m poruszajace sie z predkoscig v:
p mA
/\'k =
b/ energia potozenia /potencjalna/ ciata o masie mi cieza-
rze G= m . g umieszczonego na wysokosci h:

E = mg h= Gh

c/ energia cieplna ciata ogrzanego do temperatury wyzszej
od otoczenia;
energie cieplna mierzymy na og6t w kaloriach /cal/ lub
kilokaloriach /kcal/ 1 kilokaloria jest to ilos¢ ciepta
potrzebna do ogrzania 1 leg wody o 1°C /stopien Celsjusza/
od 14»5®do 15»5°C
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1 kcal 427 kGnm

d/ energia chemiczna ciata, ktére podczas reakcji chemicz-
nej moze wydzieli¢ z siebie inny rodzaj energii?
e/ energia elektryczna ciata natadowanego tadunkiem elek-
trycznym;
f/ energia atomowa zawarta wewngtrz jgder atomow materii
itd.
6. Prawo zachowania energii

Energia jest niezniszczalna i z niczego powsta¢ nie moze*
Jeden rodzaj energii moze by¢ zamieniony na inne rodzaje,
przy czym jednak w kazdym zjawisku ilos¢ energii na poczat-
ku zjawiska musi by¢ dokladnie réwna sumie energii Zinnych
rodzajow/ na koncu zjawiska*

Wszelkie maszyny stuza do zamiany energii na inne bardziej
uzyteczne jej rodzaje.

Np, parowoz stuzy do zamiany energii cieplnej otrzymanej
z wegla na energie Kkinetyczna biegnacego pociagu, dzviig
elektryczny stuzy do zamiany energii elektrycznej na energie
potencjalng podnoszonych ciezaréw itd*

7. Moc

Stosunek ilosci pracy L wykonanej przez dane ciato do
czasu t wyrazonego w sekundach, w ktéorym ta praca zostata
wykonana, nazyv;amy moca,

N=~ = Pv = sita X predkos¢

Jednostki stuzace do pomiaru mocy wynikajg z podziele-
nia jednostek pracy przez jednostki czasu np. erg/sek;
joule/sek zwany inaczej wat /W/; kilowat /ZkK\W/ = 1000 W;’
kGm/sek /Kkilogramometr na sekunde/, konn mechaniczny 1 KM«
= 75 kGnmv/sek itp.

W technice uzywana jest inna jednostka mocy, a miano-
wicie konn mechaniczny /mi/, przy czym 1 KM= 75 kGm/sek.
Jezeli moc mierzymy w KM prace w kGm czas w sek, site
w kG i predkos¢ w m/sek to moc wyraza sie formutig;

N = ai = KM
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WV ruchu obrotowym przy znanej ilosci n obroté”na minute

predkos¢ okreslamy ze znanego okreslenia v = ,
Po podstawieniu tej wartosci do poprzedniego wzoru otrzymea/i

=P «r *nj»____ Hr

Wyrazenie Pr jest momentem sity P wzgledem osi obrotu.
Jezeli moment ten oznaczymy przez Mi wyrazimy w kGcm, to
otrzymamy nowe wyrazenie na moc:

M n
716,20

N

8. Sprawnosé
V kazdej maszynie stuzgcej do zamiany energii witozonej 1
na inny rodzaj energii uzytecznej wystepujg straty, na
ktérych przezwyciezenie trzeba wykona¢ prace nieuzyteczng :LS
Mamy wiec zgodnie z prawem zachowania energii;

L0: Lu+LS

Sprawnos$cig N maszyny nazbwamy stosunek energii uzytecz-

nej do catkowitej energii wiozonej L™
L
2 = iv-
Poniewaz zawsze przeto 1.
Szczegllnie niewielkg sprawnos¢ wykazujg maszyny, kto

rych energia cieplna zostaje zamieniona na inne rodzaje ene-
rgii np: maszyny parowe, silniki spalinowe itp*
Sprawnos$¢ jest liczbg oderwana,

Oe Tarcie
a/ Tarcie posuwiste /suwne/

Przypusémy, ze dwa ciata stykaja sie ze soba na powierzct]
ni, przy czym docisk miedzy tymi ciatami w kierunku prosto
padtyra do powierzchni styku wynosi P™ /rys. 30/,

Jezeli do jednego z tych ciat przytozymy site P w Kierunt
stycznym do powierzchni zetkniecia to ruch ciata nie nastgpit
dopoki Warto$¢ sity P nie przekroczy pewnej wartosci. Mowinyl



te miejscu zetkniecia dvau ciat wystepuje sita tarcia
o kierunku przeciwnym do kierunku ruchu, a wiec stycznie do
powierzchni zetkniecia.
Sita tarcia jest skierowana zaw-
sze w kierunku odwrotnym do tego,
w ktérym ciato poruszatoby sie
gdyby tarcia nie byto.
Z doswiadczen wynika, te sita
tarcia P. jest wprost proporcjo-
nalna do sity docisku Pn
Rys, 30 =/* n
Wspotczynnik™ w powytszym wzorze nazywamy wspoétczynni -
kiem tarcia. Wspotczynnik tarcia™/”~ nie zalety od wielkosci
powierzchni zetkniecia P/o ile tylko powierzchnia ta nie jest
tak mata, te docisk P” spowodowa¢ mote jej odksztatcenie/.
Wspotczynnik tarcia™/”™ zalety natomiast od:

a/ od rodzaju materiatéw ciat stykajgcych sie,

b/ stopnia gtadkosci powierzchni zetkniecia,

c/ od tego czy ciato znajduje sie w ruchu czy w spoczynku
/ zmniejsza sie znacznie, gdy ciato zaczyna sie poru-
sza¢/ oraz

d/ od tego, czy powierzchnie styku sg suche, czy tet pokry-
te warstewka smaru.

Jeteli sita nacisku P na ciato /rys, 31/ nie jest skie -
rowana prostopadle do powierzchni styku, lecz pod katem/*
do prostopadtej, to ruch ciata
mote nastgpi¢ dopiero wowczas, gdy
kat f przekroczy odpowiednig war-

tos¢. Many za tym

= tgf - I

Rys. 31 gdzie tgr

Kat f nazywa sie kgtem tarcia i jest czesto podawany za-
miast



Wartos$ci wgpétczynnik6vi tarcia podaje ponizsza tablica,

b/ tarcie potoczyste /toczne/

Tarcie przy toczeniu Jednego ciata po drugim /rys, 32/ Jest
na ogo6t bardzo mate \j poréwnaniu do
tarcia posuwistego. Tarcie to pochodzi
czesciowo ze sptaszczenia toczacej sie
rolki, czesciowo zas z odksztatcenia
podtoza pod wpltywem wzajemnego docisku

tak ze styk rolki z podfozem nie
nastepuje w Jednym punkcie, lecz na pew-
nym odcinku. Reakcja wiec przesuwa sie
w stosunku do osi obrotu rolki o wartos¢
Rys. 32 f, Z warunku momentow wzgledem osi
obrotu rolki mamy:

N= P skad p — P a
Wartosci wspoétczynnikéw tarcia posuwistego.
Materiaty ciat w spoczynku w ruchu
tracych sie nah sinaro-. zwilzo- na ﬁgwnago-, zwilzone
sucho wane ne wodg sucho -
olejemi olejem woda
1 2 3 4 [ i 6 7
Stal O stal 0.15 .0,1 0.1 0,009 T
Stal O zeliwo
lub braz 0,18 0,1 - 0,16 0,01
zeliwo O zeliwo (/> 0.25 - 0.2 0,05
Braz 0 zeliwo
lub braz 021 - - 0,18 -
Metal O drewno 0,5 0,1 - 0,2 0,02 0,22
0.6 0.5 0,08 0.26
Drewno o.drewno 0,65 0,2 0,7 0,2 0,04 0,25
0,4 0,16

Skéra o metal

/dtawnice, 0,6 0,25 0,62 0,25 0,12 0,36
uszczelki/

Pas skérzan
0 zeliwo Y 0,5 0,12 0,37 0,28 0,12 0,38

Pas skérzany 0,47 - - 0.27 - .
0 drewno ’



1 s R— 4 T--m 6—
Lina konop.o stal 0.25 B B

Lina konop.
0 drewno
Sial" FTOH---—-------- - ZOHZ ~

Przecietne wartosci wspdtczynnikOéw tarcia potoczyste, —
daje nastepna tablica.

Przyktad t Jaka sita nalezy ciagna¢ woz na 4 kotach zelaznych
0 Srednicach d = 60 an poziomo po asfalcie, jezeli
ciezar wozu wynosi 400 kfi ?

Obcigzenie jednego kota wynosi Pn = = 100 k~

Z tablicy znajdujemy f = 6 nm Srednica d s 60 cm = 600 ram
Sita ciagnaca jednego kota

Pi = = 2 kO
Sita catkowita P= 4 . P = 8 kG
Gdyby kota miaty Srednice d = 40 cm = 400 mm wowczas:
P. = 100 = 3 kO
a catkowita sita P=s4,P~*"=12kG

Przecietne wartosci wspotczynnikdéw tarcia potoczystego.

Rolka /koto/ Podtoze f mm
Zeliwo po zeliwie 0,05
Koto stalowe po szynie stal. 0,05
Twarde drzewo po twardym drzewie 0,8
Miekkie drzewo po miekkim ” 1,5
Stalowe koto oo gtadkim bruku
pojazdow granit. 1,5
po szynach 2,5
po asfalcie 6,
po dobrej drodze
polnej 4,5
po drodze ptaszczy-
Lste.i 15-30

Poréwnujac z poprzednim wynikiem widzimy, ze im mniejsza
jest sSrednica kota, tym wieksza musi by¢ sita do pokonania
oporu.
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c/ Tarcie w tozyskach
Moment tarcia w tozysku /rys. 33/ wynosi

M= P .r

Wspotczynnik tarcia”™/*'dla czopa stalowego w brgzowej panew-
ce przy prawidlowym smarovJaniu zawarty jest w granicach od
0,0008 do 0,0020.

hys. 33

10. Uderzenie ciat materialnych

0 uderzeniu mowimy wtedy, gdy sity d;iiatajace na ciato sg
bardzo kroétkotrwate i osiagaja przy tym wielkie wartosci.
Uderzenie $rodkowe i proste zachodzi wtedy, gdy s$rodki ciez-
kosci bryt oraz ich predkosci znajdujg sie na osi uderzenia,
przy czym oba ciata poruszajg sie ruchem postepowym /bez
obrotu/, zaréwno przed jak i po zderzeniu. W przeciwnym

przypadku mdwimy o uderzeniu miraosrodo-
wym lub ztozonym. Oznaczamy nmf* i m

LA ~ v /rys. 34/ masy ciat zderzajacych sie
przez i predkosci tych ciat przed
zderzeniem oraz przez N °2 PAgAMNeSe

Rys. 34 po zderzeniu.

Uderzenie S$rodkowe proste doskonale sprezyste zachodzi wte-
"yt Sy energia kinetyczna ciat nie ulega rozproszeniu po
uderzeniu, czyli sumy energii Kinetycznych przed i po zde -
rzeniu sa sobie réwne:

e I/\l/\ e 2/\2/\ /\101/\
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Przy uderzeniu doskonale sprezystym predko$¢ po zderzeniu

o - o J =212
+ im
za$ /mni2 -
n2 ~ mj~+“ng

Uderzenie nazywamy zupeinie sprezystym, gdy predkosci ciat
po zderzeniu stajg sie sobie réwne /po zderzeniu ciata
biegng razem/. Wtedy

+ m2v2
= C2 = ¢ =

Energia stracona przy tym uderzeniu /zamieniona na prace od-
ksztatcenia ciat oraz na ciepto/ wynosi

m rax N
e=-1-?2-—/V. -
2/ra™Mre/

Najczesciej zachodzg przypadki posrednie, tj. uderzen nie -
zupeinie sprezystych. Jezeli wspotczynnik sprezystosci
oznaczamy przez Kk, przy czym k moze przyjmowaé wartosci
posrednie miedzy k = 0 /dla ciat zupetlnie niesprezystych/

i k« 1 /dla ciat doskonale sprezystych/, to predkosci po
zderzeniu wynoszg

[ = .
m + nR
oraz
mAvVA  + mAYg + V? - AV A V4
2 =

Energia rozproszona w tyra przypadku wynosi:
«
e = - /N, - v, /2 /1-k/

Przyktad t na stojgcy na torze wagon kolejowy o masie ra™=10
ton . /v®» = 0/ najechat inny wagon o masie n2 = 15 ton

z predkoscig ™2 = *2 kmv/h. Jakie sa predkosci c N *2
wagonéw po zderzeniu, jezeli uderzenie bylo doskonale
sprezyste i zaden z wagonéw nie ulegt uszkodzeniu.
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Przyblizone dane o v,%aBciv,'oaciach atmosfery na v;y-
spkosciacii od 35 do 30 Ilon

T

HAN oy

B3 SHEEH &HK

246,2
261,0
275,7
282,7
276,7
257.,5
238,4
219,3
200,3

196.9

P
Ao/mn

59,0
30,40
16,28
3,953
4,934
2,632
1,370
0,6445
0,2905
-0.A2AT

S

NcG rre

8,347x10~4
4,058x10""
2,056x10“"™
1,104x107~
0,6210x10*“"
0, 3559x10"“"
20,02 x10“~
10,23x10™*
5,052x10""
2,206x107"

po

5,710x10~"
2,942x107"
1,576x10“"
3,670x10-"
4,775x10“4
2,547x10“~
1,326x10""
6,238x10*"

2,312x10-"
1,247x10”5

8,172x10“"
5,697x10“"
4,056x10-~
2,972x10™
2,229x10"
1,687x10%“"
12,65x10”"
9,043x10"
6,358x10""
4,201x10-~

a

/ %

314,4
324,0
332,8
337,0
333,4
321,8
309,8
297,0
283,7
281,3

Przyblizone dane o v.%asciv;oPciach atmosfery na v;ysO*
kosciach od 90 do 300 Ion

H /Zlon/

90
100
110
120
130
140
150
160
170
130
190
200
220
240
250
260
280
300

t/ V

211
237
267
301
340
380
418
461
505
553
601
647
732
793
827
853
337
901

,50x10

, N A O O WO O©FE N M O N O = N

,69x10"
,58x10*
,32x10*
,13x10“
,72x10"
,83x10"
,63x10"

,51x10"
,O0Sx 10"

,73x10"
,73x19"
,74x10"
,33x10"
,74x10"
,74x10"
,66x10"

,72x10“"

/g/cmy

4,12x10“"

8,29x10"“"®
1,97x10""®
5,61x10""m
1,90x10*""
7,57x10""2
3,40x10“ "~
1,65x10*™""
3,61x10""~"
4,73x10" ™"~
2,74x10" "~
1,66x10"“"~"

6,32x10"""

3,11x10“"~
2,15x10“""
1,52x10“""
7,93x10“"5

4,42x10" "~
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DEFINICJE Z AERODYNMIKI

Przy.jete oznaczenia

wielkos¢ okres$lajaca wspétczynnik oporu indukowa-
nego, zalezna przy przeptywie poddZzwiekowym od
obrysu skrzydta a przy naddzwiekowym od liczby M

predkos¢ dzwieku

G/m/ - grubos¢ profilu
~N /%/ - procentowa grubos¢ profilu
“max/""/ - maksymalna grubos¢ profilu
- wspoéiczynnik catkowitej /wypadkowej/ sity aerody-
namicznej
rkcal L. S
—0—/ W wiasciwe przy statym cisnieniu
P kG°C
’\kcal,_/ - ciepto wiasciwe przy statej objetosci
kG C
- wspoéiczynnik oporu
®xf -.wspotczynnik oporu falowego
°xi " wspobiczynnik oporu indukowanego
®xk " wspotczynnik oporu kadituba
®xsam “ wspotczynnik oporu samolotu
Xp - wspo6tczynnik oporu profilowego
“ Wspotczynnik oporu podwozia
°xskrz “ wspoétczynnik oporu skrzydta
°xszk ~ ""@PV®2ynnik oporu szkodliwego /wspoétczynnik oporu
samolotu bez skrzydta odniesiony’' do powierzchni
skrzydta/
- wspoéiczynnik oporu tarcia
®xust " wspoéiczynnik oporu usterzenia
- wspoétczynnik oporu skrzydia skosnego o kacie
C

ZSsam

skosu
wspotczynnik

- wspotczynnik

sity nosnej
sity nosnej samolotu



~zBKkrz
°z$cis

P/m2/
t/m/

maz

sek”
H/m,knmv

Vv “/
L/

Lji™ni/

~kryt
~kryt K

PAkG/
P ./kG/

W«
PAp/KG/

XS
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wspotczynnik sity nosnej skrzydia
wspotczynnik sity nosnej z uwzglednieniem
scisliwosci powietrza

wspotczynnik sity nosnej skrzydia skosnego
o kacie skosu ii-

doskonato$¢ aerodynamiczna

Srednica kadtuba

doskonatos¢ aerodynamiczna samolotu
powierzchnia przekroju strumienia
krzywizna profilu

maksymalna krzywizna profilu

wzgledna /procentowa/ krzywizna profilu

- przyspieszenie ziemskie

* wysokosé

mwyktadnik adiabaty

m charakterystyczny wymiar liniowy modelu

. charakterystyczny wymiar liniowy samolotu

e dtugos¢ kadtuba

- liczba Macha

- liczba Ifecha na wysokosci H metrow /knv

krytyczna liczba Macha

krytyczna liczba Macha skrzydta Skosnego

o0 kacie skosu K

- liczba Macha dla modelu

- liczba Macha dla samolotu

- moment aerodynamiczny wzgledem osi przechodza-
cej wzdtuz rozpietosci skrzydia

- yjspoétczynnik momentu

- masa
- sita oporu

-sita oporu indukowanego
- sita oporu ksztattu
- sita oporu profilowego

- sita oporu samolotu



~xszk

P~t /KG/

P 7kG/
z

p/-S— ;niia Hy/ -
m

PO/“I”’T?'»“ ®
p« >{—k§ /

Pe t/rﬁ r/
R /kG/

R

‘eM
ReS
S /mY/

Si/m/
Spfes*/

®podw/” /
Suat/“V
T/°K/

T/ V
T«,/®K/
t/°C/

t /v
tij /v

‘m

- 169 -

sita oporu skrzydta

sita oporu szkodliwego

sita oporu tarcia

sita nosna

ciSnienie

ci$nienie powietrza na wysokosci H = 0 lub
cisnienie hamowania strumienia

cisnienie gazu w odpowiednio duzej odlegtosci
od optywanego ciata
cisnienie statyczne

catkowita /wypadkowa/ sita aerodynamiczna lub
stata gazowa
liczba Reynoldsa
liczba Reynoldsa modelu
” * samolotu

powierzchnia charakterystyczna danego aparatu
latajacego -
powierzchnia
powierzchnia
kadtubowa/
powierzchnia przekroju poprzecznego podwozia
ptaszczyzng prostopadita do wektora predkosci
lotu

powierzchnia usterzenia

przekroju poprzecznego kadtuba
skrzydta objeta kaditubem /pod

temperatura bezwzgledna

temperatura powietrza na wysokosci H = 0 lub
temperatura hamowania strumienia

temperatura gazu w odpowiednio duzej odlegto-
sci od optywanego ciata

temperatura w skali Celsjusza

cieciwa profilu skrzydia

cieciwa koncowa skrzydita

dla samolotu powierzchnia skrzydia



vm/

Q /1~

7I‘(8“!
q /m 7

V /sl

e-/

V ke/

~kryt.~NseE“N

VifE/

iifa?/
Ns/il

\%

v-/i=

</

e/

rziegn“

E/
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cieciwa naaadowa /na osi podituznej samolotu/
skrzydita
ciezar

cisnienie dynamiczne

predkos¢ lotu /przeptywu strumienia/
predkos¢ w punkcie krytycznym /hamowania/

krytyczna predkos$¢ lotu /przeptywu strumienia/
predkos¢ optywu modelu

objetosc

predkos¢ samolotu

predkos¢ wskazywania przez przyrzad /po uwzgled-
nieniu poprawek =W

predkos¢ strumienia w odpowiednio duzej odle-
gtosci od optywanego ciata

wspotrzedna okreslajgca potozenie maksymalnej
grubosci profilu

potozenie maksymalnej grubosci profilu wyrazo-
ne w procentach cieciwy profilu

wspotrzedna pionowa

kat natarcia

optymalny kat natarcia

ciezar wiasciwy

gestos¢ wzgledna powietrza /stosunek gestosci
na danej wysokosci do gestosci na H= 0/
przyrost kata natarcia

przyrost wspoéiczynnika oporu

przyrost wspoiczynnika oporu faloY”ego

przyrost cisnienia

kat zaklinowania skrzydta /kat montazowy/
zbieznos¢ skrzydta
kat stosu skrzydita
wydtuzenie skrzydita
wydtuzenie kadtuba









gdzie:
dynamiczny wspotczynnik lepkosci. Dla powietrza
przy t = 15°C
yu. ~ 1,82
-5 /m2 [/
1,45 . 10 mm5eE7
ROYmania przephyv; ow
Réwnanie ciagtosci:
AD AD = 5PV = const
gdzie: gazu w dvm dowolnych przekrojach
strumienia
Pj i - odpowiednie powierzchnie przekrojow tego
strumienia
Vj i " odpowiednie predkosci przeptyvm

W przypadku gazu S$cisliwego masa przeptywajgca w jednostce
czasu przez dowolny przekrdj strumienia pozostaje stata i wy-
raza sie iloczynem PV~ /

Dla gazu niescisliwego, gdzie ™ ™ ~ S 2"‘ S
rOwnanie przybiera postac:

P, .V,, =Pg . V2=P V = const
albo:

P]

Roéwnanie Bernoulliego:

7- + — =70 + --- *e =z + -P- + -5— =const
1 f 29 - J- 29 n 29
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- gdzie: i - wspotrzedne potozenia dwu dowolnych
przekrojéw strumienia
Pi ~ P2 - odpowiednie cisnienie
i V2 - odpowiednie predkosci
- kazdy cziton tego réwnania przedstawia soba pewnag energie,
odniesiong do jednostki ciezaru ptynu, a mianowicie:

-—- energia kinetyczna przeptywajgcego piynu

29
z - energia potencjalna potozenia
N~ energia potencjalna cisnienia

- przy poziomym przeptywie strumienia, Kiedy
rOwnanie przyjmuje postac:

=7

+ -
2g const
- gdzie p - cisnienie statyczne
m
r2
q3 " ci$nienie dynamiczne/"—

M dowolnym przekroju strumienia przeptywajgcego ptynu /cieczy
lub gazn/ suma cisnienia statycznego i dynamicznego jest
wielkoscig stalg.

Predkos$¢ wskazywana przez predkosciomierz

gdzie pst - cisnienie statyczne

P. = p5St+

- poniewaz predkosciomierz jest skalowany przy gestosei po-
wietrza ~ =0 , to przy zmianie gestosci

nalezy do wskazan predkosciomierza wnies¢ poprawke:
V s
gdzie: V - predkos¢ rzeczywista

N - gestos¢ rzeczywista



- 175 -

~ Wwarunkach rzeczywistych nalezy jeszcze uwzglednic
poprawki /aerodynamiczna,na scisliwosc¢ itp/.

Rozktad cisnien

- Rozkiad cisnienia na powierzchni optywanego ciata mozna
okresli¢ wg. wzoru;

f it [+ -/?2/!]
- gdzie — przyrost cisnienia w rozpatrywanym punkcie
optywanego ciata;
V - predkos¢ lotu /przeptywu/
predkos¢ lokalna w rozpatrywanym punkcie.

Sita aerodynamiczna-jest to sita dziatajgca na ciato poru -
szajgce sie w powietrzu lub ustawione nieruchomo w porusza-
jacym sie strumieniu powietrza. Wielkos¢ tej sity zalezna

jest od ksztattu ciata, wielkosci, gestosci powietrza oraz
od predkosci ciata wzgledem powietrza*

oC" kat natarcia
Vo~ predkos¢ strumienia w odpo-
wiednio duzej odlegtosci od

ptytki
R - catkowita sita aerodyneimiczna

17 r2

izL = G - .S /KG/

Pys. 4.
3iiyaerodynamiczna
- sita nosna
= "%z e e S=0.7 Cs

P~ - sita oporu
eft- «S=0-7 CsSI2

gdziet S - powierzchnia ptytki
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GrChCN - wspotczynniki bezwymiarowe okreslane
doswiadczalnie, uwzgledniajgce kat na-
tarcia, gtadkosé powierzchni ptytki oraz
lepkos¢ i scisliwos¢ powietrzna.

M - liczba Macha
- Dla ptaskiej ptytki prostopadiej do strumienia « 1,28.

Liczba Reynoldsa

Stosunek sity bezwiadnosci do sity lepkosci nazywa sie li-
czba Reynoldsa i oznacza np*

s S

- gdzie: i RY" - liczby Reynoldsa odpowiednio do samolotu
i modelu
-predkosé¢ optywu samolotu i modelu

- charakterystyczne wyr.iary liniowe samolotu
i modelu

m - kinetyczne wspétczynniki lepkosci samolotu
i modelu

- Liczba Rg jest kryterium podobienstwa w warunkach, gdy do-
minujaca role odgrywaja sity lepkosci,
- Kryterium podobienstwa przy przeptjrwach Scisliwych jest ro\i-
niez liczba M -
M = ql =
S | a

Podstawowe charakterystyki aerodynamiczne
skrzydta i samolotu

Charakterystyki geometryczne skrzydta

t - cieciwa

/ pan  Qref. *Nrax' *®ksynialna grubos$é

Amax~ Icrzywizna profilu

- wspotrzedna okreslajgca po-
Poromctiy pnfitu skrzydta tozenie maksymalnej grubo -
sci profilu.
Parametrami charakteryzujgcymi profil sa*
- cieciwa t - odlegtos¢ miedzy koncowymi punktami profilu
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grubos¢ wzgledna c w procentach cieciwy - stosunek C
do t
S=— . 1000

Stosowane obecnie grubos$ci wzgledne na samolotach mysliws-
kich - 3,5 - 4% na bombowcach 4 - 10% i na komunikacyjnych
8 - 14%

- wspotrzedna X
® X

~c ¢ , 100%

na wspotczesnych samolotach X* = 35 - 50%

- wzgledna krzywizna f
b= 82 100

Maksymalng krzywizng profilu nazywa sie maksymalne odchyle-
nie srodkowej linii profilu od cieciwy, a srodkowg liniq
profilu:

- linin™ przechodzacqg przez srodki odcinkéw, tgczacych
punkty z jednakowg wspoétrzedng X na goérnej i dolnej krzy-
tvej obrysu profilu.

Dla profiléovj symetrycznych ? = O
-Powierzchnia skrzydia S jest to
SsklZ rzut powierzchni skrzydta na pta-
szczyzne poziomg. Na samolocie do
powierzchni skrzydia S wlicza sie
rowniez powierzchnie podkadiubowg

I
] / S'F’k
fiysls - Rozpietos¢ skrzydia 1 jest to od-
skrzydfa trapczouogo legto$¢ miedzy koricowymi punktami

skrzydta mierzona po prostopadiej
do osi symetrii skrzydita.
- Skrzydto moze by¢ wykonane ze zmienng cieciwg, dlatego tez
rozréznia sie cieciwe nasadowa tn i cieciwe koncowa t,
- Zbieznos¢ skrzydta

1?7= -la

Zbieznos¢ trapezowych slo:*zydel mysliwcéw zav'?iera sie w gra-
nicach 1 2, eombowmcow 2 t 2,5» Zbieznos$¢ skrzydet tréjkat-
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nych zawiera sie w granicach 'v 20 7 oo

- Y/ydtazenie skrzydia \

Skrzydta prostokagtnego

poniewaz tu powierzchnia skrzydta S =1 . t
Samoloty naddzwiekovje majg skrzydta o ~=2-4» pod-

dzwiekowe =6 - 9

Kat skosu skrzydta iCjest to kat pomiedzy linig przecho-

T

Rys.A
azffclh skosne

Rys.»

Dodatnikagt t*zniosu ak”zya/fd

dzacg przez wierzchotek skrzydia

i prostopadig do osi symetrii

a prostg tgczacqg.punkty lezgce

na 1/4 cieciwy, Czasem réwniez

okresla sie kat skosu bioragc za

podstawe nie 1/4 cieciw a kra -

wedz natarcia slcrzydia

- kat Yznioru skrzydta jest
to kat pomiedzy osig skrzydia
i linig prostopaditg do ptasz-
czyzny symetrii samolotu

- kat zaklinowania skrzydia O
jest to kat pomiedzy cieciwa
nasadowg a podiuzng osig sa-
molotu.

,ciac.iwQ nasadoua

0S podfuzna
Rys. 6/
ket zokUnouania skrz'dfa



Sita nosna i sita oporu slcrzydia
Sita nos$na , S

Loment aerodynamiczny liy
Dy "myi-~-S t
gdzie: nf\™ ~ v?spotczynnik momentu wzgledem osi
przechodzacej wzdtuz rozpietosci

slcrzydia
t - cieciwa.

Sita oporu skrzydia Jest sumg oporu tarcia, oporu ksztattu
i oporu indukowanego
~ xt ~xk m

Sume oporu tarcia i oporu ksztaltu nazy\va sie oporem profi-
looym skrzydita

Xp
- wobec tego
pX = pxp
- albo:
Cx ® w2
CX - pr

gdzie wspo6iczynnik oporu indukowanego:
2

0, =C, . "o =
¥

j-i- A~a/
Ao kat odchylenia strumienia splywajacego ze slarzydia

Wspéitczynnik oporu indukowanego noze by¢ przedstawiony row-

niez Jako: o

AXI - - N7
- gdzie - A - wielkos¢ zalezna przy przeptywie poddswiekowym
od obrysu skrzydta a przy naddawiekowym -od
liczby M



tunadd dui‘ekonego. samolo-

H~kresy wspdét-czynnikow i c_ w funkc.ii

kata natarcia

f—m
1A
y -
1
1
//(/ 1
"N S o B\ DO
R, P o I—

DosKonatosé aerodynamimna skrzydia J

% _ M < ,

D: -
c

~ kat natarcia» prisy ktérym
doskonatos¢ osiaga maksymalng
wartos¢ nazywa sie optymalnym
/najwygodniejszym/ katem na-
tarcia

~Dla v/spétczesnycii skrzydet

e

=t
/Hoi» °~oft= 4 » 5°

Pris.yo D=f(">i) ® - 20 25



Biegunowa skrzydta

Zaleznos¢é« Cjj = f-, foC / ~ A2 AN ud8te na
jednym wykresie w postaci funkcji " Krzywg
otrzymang ta droga nazywamy biegunowg skrzydta.

Cz

Budoh/a bia<)unou(tj
) @ Biogunoua skrzydle

Na rys. 11 pokazane jest otrzymanie biegunowej poprzez
przemieszczenie paraboli oporu indukowanego w prawo o war-
tosci wspodtczynnika oporu profilowego

Opodr i biegunowa samolotu.
Ze wzgledu na male wartosci sity nosnej powstajacej na
kadtubie i1 usterzeniu poziomym mozna przyjac¢, ze:

P, samolotu = zskrzydta

C =C
Z sam z skrz

- Opo6r samolotu jest sumg oporu slcrzydia jako powierzchni
nosnej oraz oporu szkodliwego pov;ierzchni i elementow
nienosnych

Pxsam ™ PX skrz * Px szkodliwy
sam = O skrz + OM

Wspoéiczynnik oporu szkodliwego mozna okreslic:

n skrzydia



gdzie: 1,03 - wspoéiczynnik liczbowy, uwzgledniajacy
opo6r drobnych elementéw, jak: anteny,
stanowiska broni pokiadowej itp.
~uet “ powierzchnia usterzenia

~k»pod “ powierzchnia poprzecznych przekrojow
kadtuba, podwozia itp.

z sam skrz
sam ’\)’&"iam'

X skrz ~ szk

- Oproécz wymienionych skita-
'mm dowych oporu catkowitego
przy olores$laniu

ert sam zwigksza sie G o0
oY st o 10 - 12~ azeby uwzglednic¢
Skt% opor interferencyjny.

Ck

Budoya biagonoyaj samolotu
1 biogunoua skrzgdh
S. biegun ONO samolotu

Predkos¢ dzwieku w gazach a:
- przy procesie adiabatycznym

- gdzie K - wykiadnik adiabaty
m: _))C;p_

- dla powietrza k= 1,4
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~ Cp - ciepto wiasciwe gazu przy statym cisnieniu
- - ciepto wilasciwe przy statej objetosci:

- Z réwnania stanu gazu
= g.-M
- gdzie R stata gazowa
a ==>/kiRTs "1,4 . 981 , 2927 . T=201 «~ A h/
Do li &= 11»""edkos¢ dzwieku na poszczegdlnych wysokos-

ciach mozna okreslié:

_ H
‘H™ 550
- gdzie:
340 - predkos$¢ dzwieku przy ziemi /iSE/

H - wysokos$¢, na ktorej olireslamy predkos¢ dzwie*
ku /nv

Liczba M

do H
\%
340-JL
- powyzej 11 km
1 g \

Réwnanie Bernoulliego z uwzglednieniem
scisliwosci powietrza

5" + s -g- + e SYRTN = const

- gdzie: Vv», ™2 - predkosci przeptywu w dowolnych przelcro-
jach strumienia
™, "2 * temperatury gazu w tych przekrojach

- podstawiajac do tego réwnania dane liczbowe, otrzymacé
mozna: y2 gooo T = cons,t
- podstawiajgc zas$ predkos¢ dzwieku a:

2 2
5“ + IIlm = const
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Temperatura i ci$nienie hamowania strumienia

- Przy pomocy réwnania Bernoulliego mozna okresli¢ tempe-
rature i v;zrost cisnienia na caotov:)ych powierzchniach
ciata, oplywanego strumieniem gazu $cisliwego

VL+ 2000 T. = ot 2000 T
i T - predkos$¢ i temperatura gazu w odpowiednio duzej
odlegtosci od opltywanego ciata
Vol Tg - predko$é¢ i temperatura w punkcie krytycznym*

W punkcie tym V = 0, a T" nazywana jest tempe-
raturg hamowania.
- wolwczas:
m _ 20UO_Tgo + Voo _m
0 - 2000 * §555
- zamieniajac predkos¢ na liczbe Magha bedzie;
= Too /1 + f-/

odpowiednio:

po = /A0 /1 + f--/ 3*5

Sinus kata stozka Macha: y
Koycf
3In f - -1 =
A A"sioidf
Liczba Mkrytyczna ab/é/Ck )
. - Pys. zo”rzan
Kloyt = i-feii- Stozek Macha

- gdzie Vkryt - predkos¢ lotu, przy
ktorej \vystepuja lokalne predkosci
optywu samolotu réwne predkosci
dzwieku.
Hkryt skrzydta skosnego
Mla*ytiC = rS iS
ycos K
gdzie Likryt - la’ytyczna liczba U skrzydta prostego,
LIkryt dowolnego profilu mozna okres$lic:
Likryt = 1-0,7 ~ -3,20. 1‘512,5
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gdzie C - grubos¢ wzgledna profilu.
Wspotczynniki sit aerodynamicznych dla skrzydita sko$nego*

K= Cz.cos’\ K
= C cos3LH+ "
-gdzie: CH, - wspotczynniki sit aerodynamicznych dla

skrzydta prostego
~ - kat skosu skrzydta

YYhyw Scisliwosci powietrza na C i Q

Cz
4
|
I t &_.pi Cxi
¥ 0 s i/ J__ L -OL w
Mkryi
Hiis. RysJ e
Zolossno$¢ Cz od Hczby M Zolazno$6 Cxod liczby M
- Do Ms 0,3 prawie nie ulega zmianie. W zalcresie od
M= 0,3 do Mkryt zaczyna intensywnie wzrasta¢ wskutek

wptywu $cisliwosci powietrza. Rzeczywistg wartos¢ Cz w tym
zakresie mozna obliczy¢ wg przyblizonego wzoru:

°ngcis =
gdzie Cz “ wartos¢ wspotczynnika sity nosnej bez uwzgled-
nienia $cisliwosci powietrza.
- Przy predkosci naddswiekowej wspoétczynnik Cz cienkiego
skrzydta moze byc€ placeSlony wg wzoru:

«-S0OiB =

- gdzie oc - kat natarcia w radianach
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Mozna przyja¢, ze do Milcryt wapétczynnik nie ulega zmia-
nie, natomiast po przekroczeniu Mkryt wystepuje nowy ro -
azaj oporu - opé6r falowy i wzér na bedzie:

Cx = Cxp + Cxi + Cxf

—gdzie Cxf - wspoétczynnik oporu falowego, ktory moze byod

okreslony:
®xf “ /~xf/ / 0,25 X+ 1,2 x» - 0,45 xv/
- gdzie: X =
1 - Miloryt

/™xf/ max - maksymalna warto$¢ wspétczynnika oporu falowego
odpowiadajaca liczbie M ~ 1, ktérag mozna ok-
resli¢ przyblizonym wzorem:

C - 0,017
- gdzie O podstawia sie w %
Przy liczbach M> 1 wspo6tczynnik cienkich profili moze
by¢ okreslony:
(/B\X'i: = -4[_’}__|_—__Qf/
-1

- gdzie cC - kat natarcia w radianach

C - wzgledna grubos¢ profilu

Pale uderzeniowe

Pala uderzeniowa powietrzu - jest to fala zageszczenia
/wywotana szybkim ruchem ciata, wybuchem itp/, na ktérej
wystepuje gwattowny wzrost gestosci, cisnienia i temperatury]

- Pala uderzeniowa prosta - jest prostopadta do kierunku
strumienia poiv'ietrza. Przechodzgc przez takg fale pred-
kos$¢ strumienia powietrza naddzwiekowa wyhamowywana jest
do predkosci poddzwiekowej:

R=V Vv,

- gdzie: - predkos¢ przed falg
Vp - " za falg
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- Skosna fala uderzeniowa usytuowana jest pod katem ostrym
do kierunku strumienia.
Przechodzac przez te fale strumien powietrza zmienia swoj
kierunek i zmniejsza predkos$¢, ale noze pozosta¢ naddzwie-

kowym.
Biegunowa skrzydta przy réznych liczbach M

Nachylenie kolejnych
biegunowych w prawo
oznacza zwiekszenie
kata 9 min. a wiec
doskonato$¢ skrzydta
przy wzroscie liczby
M maleje, jak row -
niez wynika z tego,
ze przyrost wspot-
czynnika oporu wsku-
tek wpltywu scisliwo-
S$ci na duzych katach
Bitgvnoueskrzydropnyyéznyck liczbach M ,,atarola jest wiekszy

dc

niz na matych.

/A 0"2 > OV
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Podstav?owe charakterystyki poddzwiekowego i naddzwlekowego
mysliwca na podstawie danych statystycznych.

Mysliwce %Ssliwce

Charakterystyki poddzwiekowe naddzwigekowe

Wydtuzenie skrzydta
Y Y 6 2.4

/A -i* 1

Wzgledna grubos$é profilu 10 4
C /«/

Obciagzenie na metr kwadra-

towy skrzydtay”™-j-y»™

~ Q ciezar samolotu 244

N* o " powierzchnia
skrzydia

Wydtuzenie kadiub”

1. MK 6tugoso __kadtuba 8 13
Ak « 577 F grednléa”kacfiuBa

Reguta psl

Minimalny opér aparatu latajgcego bedzie mial miejsce przy
zachowaniu zasady roztozenia poprzecznych przekrojéw aparatu
wzdtuz jego osi podiuznej zgodnie z analogicznym roztozeniem
przekrojéw poprzecznych! ciata obrotowego*



WYKQRZYSTANA LITERATURA:

1* "*Aeromiechanlka” D.M. Ptickier i VWA Turjan
Oborongiz - 1960 r,

2. "Awiaoionnyj spravsocznik” Wojennoje izdiatielstwo
Miniatierstwa Oborony SSSR - 1964 r.

3. "Aerodinamika i konstrukcja aamolieta” S.J. Zonazajn
- Oborongiz 1955 r*
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Podatawowe wzory i definic.ie z mechaniki lotu
Frzy.ipte oznaczenia

A - wielkos¢ okresla;jaca wspotczynnik oporu indukowanego,
zalezna przy przeptywie poddzwiekowyni od obrysu
skrzydta a przy naddzwiekowym od liczby M

~A §iE-" glai/ - dzwieku
Jifs“* i~z ( *“ predkos¢ dzwieku na danej wysokosci H

- wspodiczynnik catkov”itej /wypadkowej/ sity aerody-

R . .
namicznej;
- wspoéiczynnik oporu
~xf *“  mwspolczynnik oporu falowego

*\min”  minimalna warto$¢ wspotczynnika oporu

CX S[cis-wspc’)%czynnik oporu z uwzglednieniem scisliwosci

powietrza
- wspoéiczynnik sity nosnej

bezpieczna wartos¢ wspotczynnika sity nosnej

/ze wzgledu na przeciagniecie/

C “ maksymalna wartos¢ wspotczynnika sity nosnej

- wartosci wspoétczynnika sity nosnej w momencie
oderv;ania samolotu od ziemi

- wartos¢ wspoétczynnika sity nosnej przy optymal-
nym kgcie natarcia

Nz post “ wartos¢ wspotczynnilca sity nosnej przy posto-

jowym kacie natarcia

D - doskonato$¢ aerodynamiczna samolotu

- maksymalna wartos¢ doskonatosci

- doskonatos¢ aerodynamiczna z uwzglednieniem

¢ z bezp

~Scis
scisliwosci powietrza
- Srednia wartos¢ doskonatosci
P /kG/ - suma geometryczna /wypadkowa/ wszystkich sit
zewnetrznych, przylozonych do aparatu latajgcego
sktadowa sity P, prostopadia do torurlotu
sktadowa sity P, styczna do toru lotu

Pii/kG/
FA/KG/
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- wspotczynnik tarcig
- wydatek sekundowy produktéw spalania

-/- przyspieszenie sity ciezkosci
H/mknv - wysokos$¢ lotu

/---/- Srednie przyspieszenie

sek”
- przyspieszenie styczne
- przyspieszenie dziatajace wzdluz osi X,

X sr Srednie przyspieszenie dziatajace wzdluz osi X
wspotczynnik uwzgledniajacy wplyw strumienia
zasmigtowego
dtugos¢ dobiegu

~arozb" - dtugos¢ rozbiegu

'szyb" - zasieg lotu szybowego

wsayo nez/</ " maksymalny zasieg lotu szybowego

Apowietrz odcinek dtugosci startu i lgdowania prze-
’ bywany przez samolot w povi/ietrzu,

1 /v - odlegtos¢ dodatkov;ego ciezaru od sSrodka

ciezkosci aparatu latajgcego
- liczba Macha

do - dopuszczalna liczba Macha

M kGmM/ ~ nmoment wzgledem osi X

M " - nmoment wzgledem osi Y

KZ 12 - I I 1 2

m 3 A - masa

“sek/gxseEA masa sekundowa produktéow spalania

N/m/ - moc zespotu napedowego

Ne " - noc efektywna zespotu napedowego

% " - moc potrzebna

"o " - nmoc potrzebna do lotu na H= 0

v - moc potrzebna do lotu na wysokosci H

Apl.poz/KM/ noc potrzebna do lotu poziomego

p wznosz/M/~ potrzebna do wznoszenia

Nr /m/ noc rozporzadzalna



Mreak /IM/ "

zgr
zr
i
zZsp

MzSr

P /7kG/

doér./kG/ )

p min
bo oA
*PH

reak.
st

Z0

VA
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uzyskiwana dodatkowo w silniku turbo-
Smiglowym dzieki sile odrzutu gazéw
noc na wale silnika
przeciezenie /stosunek przyspieszenia dziata-
jacego do przyspieszenia sity ciezkosci/
maksymalne obroty silnika
nominalne obroty ”
przeciazenie dziatajace wzdiuz osi Z

" graniczne wzdtuz osi Z
" rozporzadzalne wzdluz osi Z
” . wzdtuz osi Z w czasie wykony-
wania spirali
Srednie przeciazenie wzdtuz osi Z
sita ciggu
maksymalna sita ciggu
nominalna sita ciagu
sita dosrodkowa
cigg potrzebny
minimalna warto$¢ ciagu potrzebnego
cigg potrzebny do lotu na H= 0
cigg potrzebny do lotu na wys. H
" rozporzgdzalny
sita odrzutu gazéw w silniku turbosmigtowym
cigg statyczity
sita oporu
sita boczna
sita nosna
sita nosna W locie poziomym przy danym ka-
cie natarcia
sktadowa pionowa sity ciggu w momencie oder-
wania

/7% mmHy/ - ci$nienie powietrza lub obciazenie jed-

m

_ /KG /
Pa

nostkowe slo?zydla

* cisnienie gazdéw w przekroju wylotowym dy-
szy
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- stosunek sity ciagu silnika do ciezaru samo-

lotu
ng/k%— “ ciSnienie powietrza na granicznej wyso-
n kosci ustalonego lotu poziomego z dang

liczbg M

Pjj/-~-;mm Hg/ - cisnienie powietrza na wysokosci H

m

Q /kG&/ ciezar

Adoiﬂ;g“// dopuszczalne cisnienie dynamiczne
catkowita /wypadkowa/ sita aerodynamicz-
na
promien
promienn minimalny
promienn Sredni

S /mV powierzchnia skrzydta

SNb2/ powierzchnia przekroju wylotowego dyszy
silnika

T/°y temperatura bezwzgledna

t /seyd czas

tgo/m/ Srednia cieciwa aerodynamiczna

t /sek/ czas wykonywania zakretu
predkos$¢ wiatru

km - redkos¢ lotu /strumienia/
'sek*godz.' pre
y /,m n

maxr 1eE *godz\ predkos¢ maksymalna

\aX doi/i5E7=gM2y “ iopuszozalna prtdko$é maksymalna
ek /siE Predkos¢ ekonomiczna

VIifE7* godzT™ m PYWdkoz6 lotu na wysokosci H

koro /IilE Sgfe- predkos¢ korioOTfa

V n /ZieE:* iUz-J - predkos¢ minimalna

"“"nurl/ZiigE:' 122/ " Predkos$¢ nurkowania



/feE: i~z( "
‘Nad /fskE: g”™z(
~oder/iSEi-glfo/
"opt/iikr]sd2(

"Ner /-fsE: M s (
m km
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predkos¢ lotu na wysokosci H= 0
prsdkosd ladowania

- predkos¢ Oderwania

| optymalna

predkos¢ sSrednia

Vpocz7 seki godz( - predkos¢ poczatkowa

'“azyi/ifEi-fsdsS/ "

"“wzn"551:"-gnN/

pre~kos¢ szybowania

- Pi-edko$¢ po torze wznoszenia

Nz 'NieP~ 7 pionowa predkos$¢ wznoszenia

"/\ ~
Vs prost/ s%elgJ

m
Vz s/ seE™

7z sr /sfs-/

Wl -

X /kG/ -

Xo/in/ -

pionowa predkos¢ wzn.b;sienig po torze
prostoliniowym

pionowa predkos¢ wznoszenia po torze
spiralnym

Srednia wartos¢ pionowej predkosci wzno-
szenia
predkos¢ wypltywu produktéw spalania

sity dziatajgce na aparat latajacy wzdiuz
osi OX

odlegtos$¢ sSrodka ciezkosci aparatu lata-
jacego od poczatku Sredniej cieciwy
aerodynamicznej

potozenie Srodka ciezkos$ci w procentach

A

sity dziatajace na aparat latajacy
wzdtuz osi Oy

sity dziatajgce na aparat latajgcy wzdiuz
osi Oz

kat natarcia

ekonomiczny kat natarcia

optymalny kat natarcia

kat Slizgu

-kat przechytu
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graniczny kat przechytlu na putapie bojowym
gestos¢ wzgledna powietrza

"H/m,km/ - przyrost wysokosci lotu
knY - przyrost drogi przy rozpedzaniu /hamowaniu/
A NVVKW - nadmiar nocy
A P/kG/ - nadmiar ciggu
A t/sek/ - przyrost czasu
/iis -N-/ - przyrost predkosci
- przemieszczenie erodka ciezkosci aparatu la*
tajgcego wzdtuz osi x

- wspoétczynnik sprawnosci $migta

e - kat wznoszenia /znizania/

- $rednia warto$¢ kata wznoszenia /znizania/
—éwspé’rczynnik uwzgledniajacy wpltyw ziemi

o/ - gestos¢ powietrza
n m o

G /-4S~_|S~-/- gestosé powietrza na wysokosci H
N m

a / kG seky _ gesto$¢ powietrza na wysokosci H* O

- kat zakretu
(jj 7-£-~ ; --r~/ - predkos¢ katowa

SoiC SOJE
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PODSTAWOV/E IYZORY | DEFINICJE Z MECHAITIKI LOTU

Charakterystyki zespotdow napadowych

Silnik tlokowy

Moc silnika po uwzglednieniu i~szystkich strat, a wiec
moc na wale korbowym zuzywana na naped $migta nazywa sie
moca efektywna ITe.

Dla wspoétczesnych silnikéw Ne = 3000 K i wiecej.

Moc zuzywana przez $migto do wytworzenia sity ciggu przy
maksymalnym zakresie pracy silnika, po uvjzglednieniu
v/spotczynnika sprawnosci $migta, nazywana jest moca roz-
porzadzalnag Nr

Nr = Ne ,
- gdzie: li - wspo6iczynnik sprawnosci $Smigta
Przyktad
Ne = 2000
0,8 Nr = 2000 . 0,8 = 1600 KM
- Istojne znaczenie ma
tutaj odcinek a-b
krzywej odpowiadajgacy
rozwijanym predkosciom
-Uk lotu.

s huk

zetpaaj ¢hnigto-silnikow ego-

ga Q. Cham ktenjsbjka P*Iry”
zaspoiu Zm ieto- M into

0 ]
Al Chanjkterustuki  ywusoko"OLOre zespolu ¢ miefoaUntkoneoco
al silnik  t\yBokoddOWU Zespottt emi
bj~ -~ nienr'sc™Sclowij.
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Silnik odrzutov)y

Ciag rozwijany przez zespd6t napedowy nazywany jest ciggiem
rozporzgdzalnym - Pr.

-Dla silnika rakietowego;

N = “sek o7 + /Pa-V-if -f-- e« + /Pa - P/

gdziei p~ - cisnienie gazéw w przekroju wylotowym dyszy
% —cisnienie atmosferyczne na danej wysokoodci
sekundowy produktéw spalania
g - przyspieszenie sity ciezkosci
- predkos¢ wyptywu produktéw spalania
- powierzchnia przekroju wylotoyiego dyszy

r
" - A6 ehila Coarakderud

dift4 Choraldfiyeti”*ka 2 o Rs6 silnig fdkic’l\/;(;o na'
d&awncuzf/\& ba silnika. rakictavigo. paliwa ciokta

Dla silnika strumieniowego
Pj. = . /w- V/ + /Pg - Pji/ . /m/

- gdzie:
V - predkos¢ naptywu powietrza do silnika - predkos¢ lotu.

1M Hmn

Ptfi.2. Charokteruduba prpdbKGom Olforabtorueri/io wagaokoidowa
silnika sfromiantowecfa. silnika sinjmianiowego.
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Dla silnika turboodrzutowego.

A' -V +/pa-p«/5a As/

N,
n~canet i Kyeontt

TijpowOi charaH” ™ rgsnjHa silnika ﬂg o alrilka Moc mportitmina silnik

iurboodnutokfego. wrboodncutoi®(fqo. |ur1]00ClI’ZUtO\NegO.
1 - praca silnika
bez dopalania
2 - praca silnika
z dopalaniem.

or - TN -- fr
ChomKioniSE™ oYYV YtJood/rzalo>"go

Podstawowe zakresy pracy silnika turboodrzutowego:

- Maksymalny - charakteryzujacy sie maksymalnymi obrotami
turbiny - n™ i maksymalng sitg ciggu - Na tym za-
kresie silnik moze pracowa¢ bez przerwy nie wiecej niz
5 ~ 10 min. i wykorzystywany jest w czasie startu, wznosze-
nia oraz kroétkotrwatego zwiekszania predkosci lotu.

- Nominalny - ktéremu odpowiadaja nominalne obroty turbiny
nom N rmxi nominalna sita ciagu Phom = 0.9 Prpx- Ten
zakres wykorzystywany jest w czasie diugotrwatego wznosze-
nia i w czasie lotu z predkoscia bliska maksymalnej, przy
tym czas pracy silnika na tym zakresie ograniczony jest

do 30 min.
“ Przelotowy - pipzy ktérym obroty turbiny odpowiadajg sile
ciggu P = 0,75 - 0,8 P . Na tym zakresie silnik moze
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pracowad nieprzerwanie w czasie catego ustalonego dlan
okresu pracy. Wykorzystywany jest zazwyczaj przy diugo-
trwatych lotach.

Matego gazu - odpowiadajacy najiiiniejszej ilosci obrotéw

turbiny, przy ktérych silnik pracuje statecznie, rozwijajac
przy tym site ciggu P = 0,05 do 0,07 Pjnaz
PodstavOowe charakterystyKki

Charakterystyka predkosc¢iowa silnika turboodrzutowego nazy-
wa sie zaleznos¢ sity ciggu P od predkosci lotuV na okres-
lonej- wysokosci H i przy statej ilosci obrotéow turbiny.

Charakterystyka wysokoscicwg silnika turboodrzutowego nazy-
wa sie zaleznos¢ sity ciagu P od wysokosci H przy statej
liczbie obrotow turbiny i statej predkosci lotu.

turbosmigtowego.

N=1ly+ Weak w™ 75 v
gdzie: N - nmoc silnika.

N.,,- moc na wale silnika

NFe) noc uzyskiwana dodatkowo dzieki sile od-
rzutu gazéw

reak - sita odrzutu
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PROSTOUHIOWY +OT SAMOK)TU
Uktady wsp6trzednych

W aerodynamice stosuje sie zazwyczaj dwa ukitady wspétrzed-
nych: predkosciowy i zvi(igzany» VW obu uktadach za poczatek
wspotrzednych przyjmuje sie $rodek ciezkosci samolotu.

Y uktadzie predkos¢i ooym osie sg skierowane:

0$ Ox /predkosci/ skiero-
wana Jest rownolegle do
naptywajacego strumienia
w kierunku predkosci lotu,

- 0$ Oy /boczna/ skierovmna
Jest w strone ptata skrzy-
dia i prostopadta do ptasz-
czyzny xOz,

- 08 Oz /sity nosnej/ lezy w
ptaszczyznie symetrii samo-
lotu i Jest prostopadta do
osi O0x,

- ukfad ten Jest wykorzystywa-
ny przy rozpatrywaniu rodza-
ju ruchéw samolotu.

-0$8 Ox~/podtuzna/ skierowana
do przodu pokrywa sie z pod-
tuzna osig kadtuba samolotu.

- O$ Oy /poprzeczna/ skiero-
wana yjzdtuz rozpietosci
skrzydta prostopadta do
ptaszczyzny x<jOy™ /ptaszczy-
zny symetrii samolotu/e

- 0§ 0Oz~/pionowa albo normalna/
lezgca w ptaszczyznie syme-
trii samolotu i prostopadta
do osi Ox..
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Ten ukiad wspoéirzednych wykorzystywany ;jest przy rozpatrywa-
niu Statecznosci i sterownos$ci oraz przy obliczeniach wy-
trzymatosciowych samolotu.

Dziatajace na samolot sity aerodynamiczne zalezg od usytu-
owania samolotu w strumieniu powietrznym. Potozenie samo -
lotu w strumieniu okresla sie przy pomocy kata $lizgu (b

i kata natarcia of ,

- Katem $lizgu fb nazywa
sie kat miedzy wektorem
predkosci naptywajacego
strumienia i osia podtuz-
ng samolotu,

-Katem natarcia oC nazy-
wamy kat miedzy podiuzng
id A osig samolotu i rzutem
i kat rhanota ~krzidta oi wektora predkosci naptywa-
jacego strumienia na
ptaszczyzne symetrii sa-
molotu.

Przy skrzydle bez zwichrzenia geometrycznego i aerodynamiczne-
go, przy kacie Slizgu réwnym zeru, katem natarcia nazywa sie
kat miedzy cieciwa profilu i wektorem predkosci naptywajgcego
strumienia.

LOT POZI OMy

Roéwnania ruchu

Wocie poziomym na samolot dziataja: sita nosna P?, sita opo-

ru P?, sita ciezaru Qi sita ciagu P.

V ruchu ustalonym warunek
réownowagi sit,dziatajacych
na samolot Jako swobodne

. ciato wg zasad mechaniki

okresla sie szescioma row-

naniami ;

- sumg rzutéw wszystkich
sit na osie wspotrzed-
nych/trzy réwnania/i
sumg momentu wszystkich
sit wzgledem tych osi
/trzy réwnania/,

dfi? Lot poziomy™ ulded Bit.
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- rozpatrujac rownowage
w predkosciowym uktadzie
wspotrzednych:

Z X=0 zvYy O zz=0

o ¢My =0 0

Uwzgledniajac, ze rozpatrywany jest ruch srodka ciezkosci

W ptaszczyznie pionowej to réwnania:

JEY s O0; =0: ZW=0; Z =0

odpadajg i pozostajg tylko:

ZX =0 ZzZ=0
R-Pg=0 P,-QsO
P* P,

/Warunek V«const/ /Warunek H « const/
Wychodzgc z: 2
r2* Q=<2 N2
- Q" ~omego..
T=/-1"VieE”r “ 3.6y~""/--13a27/

stosujac jednostkowe obcigzenie slcrzydia:

Qv ks
= 5'
m
y -iC | eTZ
r °z?
przyktad
@ « 1,0
p a 325 -5-
m
A i A kﬁg?& 360 iz iiii: 520
1 ’ ’
2 BV o yi.o . 0,0317 ®

/H a 12000 r&/






Ivlinimalna wartos¢ cig™u
potrzebnego do lotu po-

ziomego:
P - S
/s coTet 2 M P i ~max
Gdzie : DiUDiA—maksymalna
100 / i~V doskonato$é
D T samolotu
1-Ciag potrzebny bez
200 400 600 800 400QVkn/gadi uWZgIednienia
iw gy , .
A scisliwosci
2-Giag potrzebny z uw
zglednieniem $cisli-
wosci*
J, ., = K
sels G gcis
Gdzie: - doskonato$s¢ samolotu z uwzglednieniem scis$li-
wosci
Cx deid = GX + fo-'
Haoat
> v CNz "
H N
G |y
(Citity
a
FYiny (diirig (Kofgi (firHytnina

ife.j9. Zglezpos¢
Qife.j9 Z;i e(izoff:] i Ei X tvtpok)$oiQoh lotu.

Zaleznos$¢ $ -fM no rézn<®



tNis2 -£S 2SES2i
Okresli¢ ja mozna graficznie i analitycznie,
Graficznie przy pomocy sity ciagu potrzebnego i rozporza-
dzalnego n

“aax oc¢powiada punktowi A
przeciecia icrzywjych Plr:f/V/
i Pr=f,/Y/

Analitycznie w? wzorut

max A HSCN
\in gt i Yy min
Iftywo ciag”™ | Pf vixwyso/icift
Przyktad
P~ = 1080 kG
= 0,0295
? . rj 2 . 1080
0,0475 _2_1|<—;L. w = AN-Arsrssgrrs-<ss'

= 895 -glfj.
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Znajac minimalne i maksymalne predkosci samolotu mozna ok-
resli¢ zakres predkosci lotu poziomego w funkcji wysokosci

lotu.
N m

Wysokos$¢, na ktoérej jest putapem teoretycznym
samolotu.

I"edko$¢ maksymalna noze by¢ ograniczona cisnieniem dynami-
cznym i liczbg M

mex dop “jf

Vimax, 9OR = N!ﬂop -a

Gdziej “ najwieksze dopuszczalne dla danego aparatu
latajgcego cisnienie dynamiczne
§ - gestos¢ povlietrza na danej wysokosci
M*op“ najwieksza dopuszczalna Mlotu

a - predkos¢ dzwieku na danej wysokosci.
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Typowa zaleznot.i¢
predkosci lotu
poziomego przed-
stawiona ;jest na
rysunku

Przyktad s
'3a0p=6250 -g .-
m

=0,125

/2.6250 *
Vimex 2P -rorT5? =
- ) tAn km
= 316 s%/IE “ A’\ go3z
Przyktad ;

“dop = 2.0
N¢= 295 sle- = 2,0 . 295 = 590 = 2125
go5z.
M= 1 kv
Moc potrzebna do lotu poziomagn
P, =V c . 3,V
M= -275- /m = -s — zig—

75 °x-8'
Gdziel Np - noc potrzebna w koniach mechanicznych.

Przyktad
Pp = 250 kG
vV = 100 Np = n

Rtfl.30. Okreslenie i
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0oCek - ekonomiczny kat natarcia
V6/I2 - predkos$¢ ekonomiczna
U -
tgf = -7~ = -7/n-

Zalezno$¢ mocy potrzebne.i do lotu poziomego od wyaoko.sci.

'y NeH ¢ I's \Y
Vv 7 5 _ _X-=-1-
~p6" i’:: V, - o V7
-‘i-75_
_ -£2-
“pHT A
Przyktad
H = 600 K
PO
N = 0.655 Hpjf 57°6= 5~ «
Afi.SI Zaieznoid | na réznuch
M aokoioiach’ lot
/H = 8 lerv/

WZHOSZEIHE SAWMIGLOPU

V/znoszeniem nazywa sie ruch samolotu po prostej, ze statg
predkoscig i pod statym kagtem wzgledem linii hoi*yzontu.

Réwnania ruchu.

p-p” - Qsin 8= 0
P=PY + Qsin®

P - Qcos 6=0

PZ s Qcos

A wiec do wznoszenia potrzebny jest nadmiar ciggu:
AP = QSin Q= 3" 2

o]
Gdzie: - lcat wznoszenia*
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- ciag rozporzadzalay-ma-
ksymalna v?artos¢ ciggu
jakg daje zespot napedo-
wy przy danej predkosci
i wysokosci lotu.

ICgt wznoszenia
sin F:_/}_i: P2->>AAI?>'

Przyktad

PA = 000 IG 200-535
Pp = 535 kG A 7300° "
Q = 7300 kit B 0,05

= 2°52'

Maksymalny kat wznoszenia odpowiada w przyblizeniu ekonomicz-
nemu kagtowi natarcia <xTek, przy ktorym wartos¢ A? jest nme
ksymalna*

Predkos¢ lotu po torze wznoszenia*

Gdzie: - - predkos¢ po torze
\ - predkos¢ lotu poziomego przy tym samym
kacie natarcia*

Przyktad
= 200 glf-.

10" Vv = 200 0,992 = 1984 ——
wzn godz.

I/cos 107 = 0,992

Dla samolotéw o Sredniej wartosci nadmiaru ciagu, przy ktorym
kat wznoszenia nie przekracza 25-35°» mozna przyjmowac

A S
cos = 11 wodwczas wzn lotu poz.

Pionowa predkos$¢ wznoszenia
Pionowa predkoscia wznoszaniia nazywa sie odcinek pionowy
przebywany przez samolot w ciggu jednej sekundy
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- zgodnie z poprzednim zaloze-
niem

Vivzn = Moty poz.

lilfiM. OheSienio ptonotra R ) 3
avafhjioi ¥nsnodtonia. - przy czym sin nie noze

by przyréwnany do zera»
Wykorzystujgc réwnanie ruchu na
wznoszeniu

N {VQ!e{! N ASQI—I =V . ns:
‘u v !
Przyktad
AP = 816 kG
V= o2 $10:80672- 1 1O 2k
Qd 7500 kG

Maksymalna predkos¢ pionowO  wznoszenia ma miejsce przy mek-
symalnej v/artosci iloczynu /AP < V/iprzy kacie natarcia nieco
wiekszym od oC ek.

Zazwyczaj sporzgdza sie wykresy i Hlay =

/n
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Putap samolotu

Wysokosé¢, na ktorej pionowa predkos¢ wznoszenia réwna sie
zeru jest pulapem teoretycznym samolotu.
Wysokos$¢ ta w warunkach normalnego wznoszenia jest nieosig-
galna, bowiem do osiggniecia jej potrzebny jest nieskoncze-
nie diugi czas lotu ze wzgledu na zmniejszenie sie
Putapem praktycznym nazywa sie wysokos$é, na ktérej pionowa
predkosg, wznoszenia wynosi SSGiC dla samolotu odrzutowego
i O»5 -rr samolotu tlokowego. Wysokos$¢ te obecnie nazywa
sie rowniez putapem statycznym w odréznieniu od dynamicznego.
Wspotczesne samoloty naddzwiekowe sg w stanie osiggac¢ wyso-
kosci znacznie wieksze od putapu praktycznego i teoretyczne-
go wykorzystujgc w tym celu energie Kkinetyczng jaka dysponu-
ja w zwiazku z duzymi predkosciami lotu. Tak powstato poje -
cie putapu dynamicznego samolotu.
Przyrost wysokosci jakg mozna osiggng¢ kosztem jego energii
kinetycznej mozna okresli¢ ze wzoruj
= Y?ES* .:.YIkES2  /n/

20
Gdzie: i ~ predkosci: poczgtkowa i koricowa lotu

samolotu w m/sek.
Najwieksza wysokos¢ dynamiczna, w momencie wzniesienia sie
na ktdrg predkos¢ aparatu latajagcego jest réwna minimalnej,
nazywa sie putapem dynamicznym.
W celu wzniesienia sie na putap dynamiczny nalezy viykonac
gérke z zakresu na wysokosci, lezacej ponizej statycz-
nego putapu naddzwiekowego o kilka tysiecy metrow.
Lot poziomy i zakrety w ptaszczyznie poziomej na wysokosciach
dynamicznych mozna wykonywa¢ tylko ze stalym zmniejszeniem
predkosci.

Przyktad
pocz = 1800 §d&;, = 500 gig-

20
~konc - *720 km 200 --fAn
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Bo.jowy putap eamolotu, jest to najwieksza wysoko$¢, na
ktérej mozna wykonywacC zalcrety ustalone z przechylem nie
mniejszym niz okreslony kat przechylu ~ <« Pulap bojowy
jest mniejszy od statycznego o wielkos¢ A H, ktéra moze
by¢ okreslona dla samolotu z silnikami przelotowymi-odrzu*

towymi przy pomocy tablicy:

n 15 1 20 30 45 60

4H /a/ 200 1 400 900 2200 4400

Czas osiggniecia przez samolot
dowolnej wysokosci lotu okres-
li¢ mozna przy pomocy wykresu
zwanego barogramem wznoszenia
H=f /V
Poniewaz predkos¢ pionowego
wznoszenia zmienia sie z wyso -
koscig nalezy dzieli¢ wysokosci
U'”'”“”'Eﬂfﬁ%ﬁei&}e&ﬁf\” wznoszenia na elementarne od-
cinki, na ktérych predko$¢ wzno-
szenia moze byc¢ zalozona jako
stata. Wobweczas:
at =M.
Z sr Z s
i Gdzie: VZ sr - Srednia wartosé
predkosci piono-
wego wznoszenia
na danym eiemen-
tarnym odcinku
wysokosci,

tw

t = — . oH

Zazwyczaj catkowanie tego wyraze-
nia przeprowadza sie metodg gra-
ficzna.

Przy mniejszej doktadnosci obliczen mozna korzystaé¢ ze wzoru:



213 -

Moc potrzebna do wznoszenia

P V
N - -li2n e wzn , . N n
p wznosz ~ ; Npl* poz. +

a nadmiar mocyi
Q. Vi

- Np wzn - Np l.poz.

Stad predkos¢ pionowego wznoszenia:
= /. m

N PN =

Przyktad

= 1085 KM
Q = 6500 kG
Vz  Tm TIPS Qo
Uwzgledniajgc, ze:
V = -AP .Y~ J5
z 5
A0C NpiNt od Nadmiar mocy mozna okresli¢;

Zalenods N\
predkosci  kiiu
/XN * — — /mu/
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Ustalone wznoszenie po torze spiralnym

v tym wypadku, predkos$¢ wznoszenia “est mnienJsza niz przy
wznoszeniu ze statym kursem, poniewaz w tym wypadku po-
trzebne ;}lest wieksze przecigzenie ., a wiec bedzie od-
powiednio mniejsze przecigzenie n™* Predkos¢ wznoszenia
mozna tu okresli¢ wg wzoru:

2
Yy sp Ve pros% «2 , 1
z gr
albo: A H a
'z sp * ~z prost 07 .P M IXiZ sp v
Odzie: ap, pgg™. - odpowiednio pionowe predkosci

ustalonego wznoszenia po torze
spiralnym i prostoliniowym na za-
lanesie maksymalnym pracy silnika

n - przecigzenie przy wznoszeniu po
torze spiralnym

- wyktadnik indukcyjnosoi

- predkos¢ dzwieku

- p¥zecigzenie graniczne w danych
warunkach lotu. Jego wielkos¢
mozna otcresdli¢ z zaleznosci:

Z gr

Nz gr
gr

Gdzie: p - ci$nienie powietrza na danej wysokosci
p - cisSnienie powietrza na granicznej wysokosci

ustalonego lotu poziomego z dang liczbg M.
Lot szybowy

Szybowaniem nazywa sie ruch samolotu ze stalg predkosciag
i katem znizania & ,, przy ciggu réwnym zeru.
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Dwa zakreg:; lotu saybowe/"o

Jak wynika z rysunku samolot
moze szybowacS pod tym sanym
katem ™ przy dwu roznych ka-
tach n atarcia i-oC2*
Okreslajagc predkos¢ szybowania
na tych katach natarcia:

-r
Vszyb 1 NG

szyb 2 R2 f

Poniewaz:

2> °R 1
to:
Vszyb 2 év szyb 1
1- szy zakres szybowania - na matych kgtach natarcia z duzy-

mi predkosciami. Na tym zakresie samolot jestmstateczny
i sterowany,

2- gi zakres szybowania - na duzych katach natarcia z matymi
predkosciami. Na tym zakresie samolot jest malo stateczny
i sterowny.

Zasieg lotu szybowego

Zasiegiem szybowania tggyb odlegtos¢ mierzong w
ptaszczyznie poziomej, bedaca rzutem drogi szybowania:

szyo = H Itg &
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Nszyb = H ~
a zasieg maksymalny:

= H . Bpax

Przyktad

H = 1000 m
D S12 szyb max = 1000 12 = 12000 m
lot nurkowy
Nurkowaniem nazywa sie szczeg6lny przypadek szybowania* a
mianowicie, szybowanie z katami ~ = 60-90°*
Poniewaz a wiec i ot = 0,do

okreslenia predkosci lotu nurkowego
wykorzystuje sie zaleznosé: /przy
kacie nurkowania réwnym 90°/

K = «Q S - stad:

Mt nurk o r? T

N 472 Norkotvanie
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Przyktad t

Qs 800 kG

o= O,0|35_ stekz" f =r 2_._8oy I

s= 8135 = nurk "~0,035 . 0,125 . 13,
- 164 Sil:

S» 13,5

Poniewaz jednak dla wspdétczesnego samolotu odrzutowego
jest zawsze mniejsza od P + Q, samolot nie osigga tej
predkosci,

PODSTAVOWB VI ADOMOSCI Z DYNA MI -
Kl LOTU

Charakter ruchu aparatu latajgcego zalezy od wielkosci

i kierunku sity wypadkowej P, bedgcej sumg geometryczng
wszystkich sit zewnetrznych przytlozonych do aparatu lata-
jacego: sity ciezaru, ciggu, sit aerodynamicznych.

Site P roztozy¢é mozna na dwie skladowe prostopadie wzgle-
dem siebie: styczng do toru lotu P~ i prostopadig PA.

Przyspieszenie styczne bedzie:

/\t * N "’Q/\_

Dodatnie wowczas kiedy P~ skierowana jest zgodnie z Icierun-
kiem lotu, /rozpedzanie/ i ujemne kiedy hamuje ruch.

Pod dziataniem sity poprzecznej P~ zachodzi zakrzywienie
toru lotu aparatu latajgcego. Promien krzywizny olcresla
sie wg wzoru:

Przy P~ = O ruch jest jeanostajny

przy O ruch jest prostoliniowy

Predkos¢ katowa promienia wodzacego, okreslajgcego tor lo-
tu moze by¢ obliczona ze wzoru:
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560-2"-
S F /rad/sek/ -------- e -—/stop/sely”

Przeciazenie

Przecigzenie jest to wektor skierowany przeciwnie do sity
nacisku ciata na podpore, wielkos¢ ktorego wskazuje ile
razy sita ta jest y”ieksza od ciezaru wiasnego ciata przy
ziemi. Przecigzenie w srodku ciezkosci aparatu latajgcego
powstaje pod dziataniem sit zewnetrznych przylozonych don,
za wyjatkiem sit ciezkosci.

Przecigzenia skiadowe:

n™ - styczne do toru lotu

n™ - prostopadie do ptaszczyzny symetrii aparatu latajg-

cego

n_ - prostopadie do toru lotu aparatu latajgcego, a lezace
w jego plaszczyznie symetrii.
P- P

n, = n =

Gdzie:

P - sita ciagu

P~- sita oporu

Py- sita boczna

PZ— sita nosna

Q - ciezar aparatu latajgcego

Jesdli jednoczesnie ny, n_ i n) = 0 wéwczas e miejsce "stan
niewazkosci".

Najwieksze przecigzenie n™ jakie mozna spov/odowa¢ w locie

z dana predkoscia na danej wysokosci, odpowiada maksymal-
nemu wychyleniu steru wysokosci /Zjesli przy tym nie prze-
kroczony zostat krytyczny kat natarcia i nie naruszona
zostata statecznos$¢ aparatu latajacego/ i nazywa sie prze-

Yy

cigzeniem r ozp.orzadzalnym /n” .

Przeciazenie m\, przy ktéorym P~ = P~ nazywa sie przecigze -
niem granicznym /n” gi/* P~zekroczenie nm® prowadzi do
zmniejszenia predkosci badz wysokosci Zenergii mechanicz-
nej aparatu latajgcego/ i jest niedopuszczalne przy diugo-
trwatych manewrach.
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Przy okTGslonej liczbie Myv;ielkosé N jest wprost pro—
porcjonalna do cisnienia powietrza.
Ha wszystkich viysokosciach i predkosciach lotu q AAr gr
sg odwrotnie proporcjonalne do ciezaru aparatu Iatajqcegg

Manewréwosc¢

Manewréwoscia nazywamy zdolnos$¢ aparatu latajacego do zmia-
ny kierunku, predkosci i wysokosci lotu. Manewrowos¢ moze
by¢ oceniana szeregiem parametréw /czasowych i przestrzennych/
roznych manewréw, jak np. zakretdw, rozpedzania, hamowania
itp. Najogdlniejszymi parametrami manewrowosci sa najwieksze
rozporzadzaine wartosci przecigzen n™ i n”.

Rozpedzanie i hamowanie w locie
Przyspieszenie rozpedzania /hamowania/

® i sin<™ /
gdzie;
n™ - przecigzenie styczne
~ - kat wznoszenia /znak "-7/ bad$ znizania /znak
"+»/.
W locie poziomym =0

Przyktad

AP = 1400 kG
Q= 3200k j* =9 ."M=gA =96 M0 43 s
G= 0 sek

Diugotrwatos¢ rozpedzania /hamowania/:

At =
sr

Droga przy rozpedzaniu /hamowaniu/:

AL = sr LAt

AV - zmiana /przyrost badZz zmniejszenie/ predkosci
jX ¢p  Srednie przyspieszenie

przy koricu manewru réznia

gdzie:

Jesli przyspieszenia na poczatku i
sie wiecej niz 1,5-krotnie, woéwczas w obliczeniach manewr
nalezy rozdzieli¢ na dvia lub wiecej kolejnych odcinkéw.
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Przyktad

* 1
500 kG 1 565C * 2,94 S

APg « 1000 kG

V, . 200 -? 2* 3.81 "88g = 1,93 -S-,

seli
300 gee i, Sr- 2,48-3-,
VAN
5000 kG sek

AV a 300 - 200 a 100 —
seE

m5r?s =
200 + 300 .
“__ “ 250 -fjj

40 10000 ma 10 km

Rrzyy;Pilniowy lot gamolota
Zalicza bl8 tutaj takie rodzaje ruchu samolotu Jak zakrgt,
petla, wprowadzenie i wyprowadzenie z lotu nurkowego itp,
Z mechaniki wiadomo, ze rozwigzujac dowolne zadania dynamiki
mozna Je sprowadzi¢ do zadan statyki po uwzglednieniu sit
bezwladnosci.
Biorgc za przyktad wyprowadzenie samolotu z lotu nurkowego,
sitami dziatajgcymi na samolot beda:
- sita ciezaru
samolotu Q
- sita ciggu P
- sita nosna PZ
- sita oporu P~
- odsrodkowa sita
bezwladnosci

- gdzie: mmasa
samolotu
V-pred-
kosc¢
po
b torze
QMB Uktop titpnutychu «<nmdoiu pohrze  kntmliniomfim r_?r:’igr-ﬁ
n o ~ naktzo krzi*Unionmffr Krzy-
$sHii pri~tafpjpinfaazenio samoioiu 9 lotu wizny
toru
lotu#
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Azeby zachowac¢ stalg wartos¢ promienia krzywizny toru lotu
musi zachodzi¢ réwnos¢ dla potozenia "a” saraolotuj

R = ¢lcos'™c + = Q/cos™ +

A wiec w locie krzywoliniowym przy tym samym kgcie natarciat
sita nosna winna by¢ /cos © EjiiA razy wieksza niz w locie
poziomym.

W potozeniu "b" korzystajgc z powyzszej zaleznos$ci, poniewaz
cos 0=1, bedzie:

=Q/1 + -]/
A wiec tu sita nosna ma warto$¢ najwieksza.

Przecigzeniem w tym wypadku n™ nazywa sie stosunek sity nos-
nej Pjj ™ locie krzyvjoliniowym do ciezaru samolotu Q:

“z ® "gr” Ptuikcie "b"

Ogodlnie przyjmujgc, ze Q= P ~ /sita nosna w locie pozio -
mym przy danym kgcie natarcia/ bedzie:

" 1"

° o

w locie poziomym n™ = 1.
Praktycznie przecigazenie nie powinno przekroczy¢ 14 i to
bardzo kroétkotrwale /uteimek sekundy/ ze wzgledu zarowno na
odpornos¢ fizjologiczng zatogi, jak i wytrzymatos¢ kon-
strukcji samolotu.
Przecigzenie dodatnie ma miejsce woéwczas kiedy sita nosna
skierowana jest ku gorze /pilot przyciskany jest do fotela
sita odsrodkowa/ a ujemne wtedy kiedy sita nosna skierowana
jest ku dotowi /wzgledem samolotu/.

V/prowadzenie i wyprowadzenie z lotu nurkowego
Przy wprowadzeniu réwnania ruchu maja postac;

P - Qsin ™ = Py

Qcos'9 > ~2 ~ “ ~dosrod

a promien krzywizny toru wprowadzenia:
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'5™coiSM~F  g/cos«r-n“7

Przy wyprowadzeniu réwnania ruchu beda:

P - Q sin

Pg - Q oos a Pdosrod
a promien Kkrzywizny:
jnvll
r - /\mu/\.s/\méésy ok g7n~u_uc'és*/\~7m
W czasie ruchu samolotu promien krzywizny ciggle sie zmie-
nia. V celu uproszczenia rozwigzania czesto przyjmu;je sie,
ze samolot porusza sie po luku okregu o r™* = const

-
yn n VSr

g/n”"-cosi

Jest to jednoczes$nie ogolny wzdér na promien krzyv/izny toru
dowolnego manewru w ptaszczyznie pionowej.
Predkos$¢ katowa w tyra wypadku:

g/n"™-003«-/
- U

Gdzie ™ - kat nachylenia toru v, danym punkcie wzgledem
linii horyzontu.

Jesli samolot znajduje sie w potozeniu "do goéry kotami”,
znak przed cos nalezy zamieni¢ na

Jes$li wedtug wzoru ogdblnego r i0C uzyskujemy ujenme, o0zna-
cza to, ze sSrodek krzywizny toru znajduje sie od strony dol-
nej powierzchni skrzydia /na przykitad wyjscie z gorki itp/.
Do obliczenia sSrednich wartosci r i ¢ , podstawia sie S$red-
nie wartosci V, n i cos'd" na rozpatrywanym odcinku manewru,
przy czym tor traktuje sie jako tuk okregu, a zmiane wysoko-
sci okre$la sie ze wzoru:

AH "™ /cos O ™~ -cos N2AN

Gdzie AND odpowiednio Icaty nachylenia toru na poczat-
ku i przy koncu odcinka.
Tu réwniez znaki przed cos”™ nalezy zamie-
nia¢ na odwrotne jesli w danym punkcie samo-
lot znajduje sie w potozeniu "do goéry kotami”,
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Przyktad S
Wprowadzenie samolotu do nurkowania.

= 260 V, ~ -260+200 280 -A -
$r 5 - goJz.
~2 = 300 ~ — 20Veos 20° = 0,94/
"y Fr = = O»2

40

. 280" Ve ri
© 10,4 St 36" . 9,81/0,94-0,2/

rz 2= °
’ = 540/cos 0°-cos 40°/ = 540 /1-0,766/=126 m

-218...9J]1¢0,9i.;.0n2¢,_ ~ ~g gl

58feE2t-88S242ili

Zakretem nazywa sie ruch samolotu po torze krzywoliniowym

w ptaszczyznie poziomej.

Jezeli w czasie wykonywania zakretu predkos¢ samolotu, kat
natarcia i kat przechytu nie ulegajg zmianie, zakret taki
nazywany jest ustalonym.

W wypadku zmiany tych parametrow w czasie wykonywania zakre-
tu nazywa sie go nieustalonym.

Kat przechytu ~ jest to kat zawarty miedzy ptaszczyznag
symetrii samolotu i ptaszczyzng pionowg przechodzaca przez
0o$ podiuzng samolotu O T

Zakretem prawidlowym nazywa sie zakret bez Slizgu, przy sta-
tej wysokosci, kacie przechytu r , promieniu krzywizny r
i predkosci po torze V.
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Z rysunku wynika, ze w celu
sachowania statej wysokosci lo-
tu w zakrecie winna zachodzic
réwnosg;

a P~cos
w celu uzyskania statego pro-
mienia zalcretu nalezy zachowac
rownosg;

)T 1]

Leir2
Guzie; F_ - sita odsrodkowa

utrzymujgca samolot na torze
krzywoliniowym o danym promie-
niu krzywizny.

PA,sin" - sjta dosrodkowa
~  zdkrb/wuiagefect tor Lotu

Warunkiem st-atej predkosci w zaicrecie jest rownosg;

Dla wspodiczesnych samolotow o duzych predkosciach lotu gra-
niczny kat przechytu zakretu prawidtowego wynosi; s 75 t 80
z odpowiadajgcymi mu przecigzeniami n'Z » 4f6,
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Ograniczenie to wynika z koniecznosci uzyskiwania duzej
wartosci sity nosnej w celu zréwnowazenia ciezaru samo-
lotu przy duzym przechyle*
Osiggng¢ to mozna albo przez zwiekszenie kata natarcia»
albo przez zwiekszenie predkosci lotu. Jedno i drugie
pociaga jednak za sobg koniecznos$¢ zwiekszania sity ciggu.
Promien zakretu obliczy¢ mozna z zaleznosci:

poo M

f

- wyrazajac przez przecigzenie:

- wyrazajagc przez tangens kata przechytu;

e

gtgjT
- a wyrazajac przez obciazenie jednostkowe skrzydta
p=" i tzw. c® bezpieczne réwne 0,&5 - 0,95
minimalny promienn zakretu bedzie:
. 22-
min
N 7z bezp

Predkos¢ katowa w zakrecie

co= -"~r- []1Il/ =
badz:
, sfiz |l lasz ~ .
T ngeF r e
W zakrecie ustalonym wykonywanym z przecigzeniem granicznym
n  wykorzystywana jest maksymalna sita ciagu.

Czas zakretu na okre$lony kat ~ » okres$li¢ mozna wediug
wzoru:

Przyktad

V- 216 gfa.-. = ifs.



28" r 4 = 692,3 m

0,53
T — a 4,94°/aek

Czaa wykonywania peitnego zakretu /o 360°/ mozna okreslié
rOwniez przy oomocy wyrazenia:

* 0,64 -]gn*

- wyrazajac przez przecigzenie

‘mm
- a w wypadku zakretu o dowolny kat »

V-
'zf
g
gdzie: kat bierze sie w radianach.
Ze wzrostem wysokosci lotu pogarszaja sie znacznie charakte-
rystyki zakretu. Na podstawie obliczen mozna stwierdzic¢, ze

przejscie odHs O doHs: 4000 m
powoduje zwiekszenie ~min ™ Przy-
blizeniu o 50 ¢ 55" a przy wzros-
cie wysokosci do H= 11000 m

jest w przyblizeniu 3,5 raza wiek-
szy niz przy ziemi.
Przyktad

6370 m

r

N = 9° goi.“ 250 5S5.
= 160 aek.

ens.6i. Zdiezno4d

oz 360' ) 250

Spirala
Przy wykonywaniu spirali w gore /lub w doét/ z katem przechy-

tu ~ i katem wznoszenia /znizania/ " korzysta¢ mozna ze
WzOorow: A 005:6" .
Ny & <os 1
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Vsin'O'

V~cos'™h
gtg
si]4C—

Gdzie: r ~ promien rzutu toru lotu na ptaszczyzne poziomg
Q- katowa predkos¢ obrotu wokét osi pionowej

/zmiany kursu/

Start samolotu

Dtugoscig startu nazywa sie odlegtos¢ mierzong na powierz-
chni ziemi od punktu poczatku rozbiegu do punktu, w ktorym
samolot po oderwaniu od ziemi osigga wysokos¢ H = 25 nt

Siort Masyczne

Qpost

/35 63.
Sanploi m postoju

Skiada sie nan rozbieg,
oderwanie, rozpedzanie

i wznoszenie*

Predkos¢ oderwania okres-
li¢ rozna z zaleznosci:

oder"

gdzie: .-wspotczyn-

Czpost
nik sity
nosnej przy
postojowym
kacie natar-
cia skrzydia

/Czpost

= 0.9 ozmaks/

K - wspoétczynnik
uwzgledniajacy
wplyw strumie-
nia zasmigto -
wego.

/Dla samolotu tlokowego k s 1,5» dla odrzutowego k = 1,0/.



Przyktad

Q = 5000 kG

S=2 r Al $222— ___*-fins - Oli; ~
k= 1,0 oder Vo,9 « 25 -« 1 goJz.
°z post "

Predkos¢ oderwana jest zazwyczaj o 10-155% wieksza od pred-
kosci minimalnej lotu poziomego samolotu*

Diugos¢ rozbiegu samolotu w przyblizeniu mozna okresli¢*
a/ ttokowego:

wrozb 0.6 -— — A/

b/ odrzutowego:
Lirozb “ "9 p

p = -3 - obcigzenie jednost-
N
kowe skrzyd}a)(-%-/
u

molugosC starta
punkt oderwania Pc = - R stosunek sity ciagu
o _ silnika do ciezaru
mnoszenig samolotu /dla samo-

t rozpedzanie rozbieg
A

) lotow ttokowych/
Start samoiofu odrzutowego. P=12 - 1.4

f - wspdiczynnik
sity tarcia két o
nawierz chni®
/srednio f = 0,05/*

Przyktad
Dla samolotu ttokowego:

Q = 5000 kG p = S200 = 200
3= 25 izr
P 2500 I P " HGE =05 S EiikEipe

~rozb = S7r--OrS5 = “
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Przyktad t
Dla eamolotu odrzutowego:

Q * 5000 kG p
S» 25 V? m
= 2500 N q s
P = 2500 kG Pe OGO KT ciezaru
f = 0,05
Drozb " 575~-“0705" “

Inny charakter startu samolotu odrzutowego w poréwnaniu

z samolotem tlokowym wynika z wiekszego stosunku sity

ciggu do ciezaru samolotu odrzutowego, co umozliwia rozpe-
dzanie samolotu w czasie wznoszenia.

Po osiagnieciu wysokosci H = 25 m samolot odrzutowy osigga
predkos¢ o okoto 301" przewyzszajgcg predkos¢é oderwania.
Podane wyzej zalezno$ci mozna przedstawi¢ i w innej postaci:
- predkos¢ oderwania:

L 29 7 P
oder «Y’\:der—* st
gdzie: Q - ciezar startowy

°zoder “ "~MPOlczynnik sity no$nej w momencie oderwa-
nia. Zazwyczaj ze wzgledéw bezpieczenstwa
°z oder znacznie tmiejszy od c®
/z uwzglednieniem wplywu mechanizacji
skrzydta/.

nZs ~ skladowa pionowa sity ciagu w momencie oder-

wania, zalezna od sity ciggu i JeJd nachyle -
nia wzgledem poziomu
- diugos¢ rozbiegu:
/%der i 0/'

Gdzie: U - predkos¢ yjiatru /ze znakiem przy wietrze
zgodnym z *kierunkiem startu, ze znakiem
przy wietrze przeciwnym/,
N przyspieszenie \j czasie rozbiegu.
Do przyblizonych obliczen JYx mozna wykorzysta¢ wzér /przy
starcie z nawierzchni betonowej badz twardej nawierzchni
gruntowej/: n

~ér " S/0,95 -]i— = 0,06/
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przepaoddst V

———————————— dtmypso Eod owanio—
LagdowantB sam obtu ttokowego

wurdr™ nantO

varanaie

M ugos¢ htow fU a-

JapoiitNmobtu octrzutot™go.

Ni,a =

Szybowanie konczy sie
zazwycza;) na H= 7 £t 8 m
Predko$¢ przyziemienia
/albo ladowania/ okresli¢
mozna wedtug wzoru:

Gdzie~"™- wspotczynnik,
uwzgledniajacy wpltyw blis-
kosci ziemi na aerodynami-
czne charakterystyki
skrzydta samolotu.Zazwyczaj

0,94 ~ 0,96,
Przykitad!
Q = 5000 kG
0,95 2
'5 - 0,125
m
S=25
G may " ot
= "3 -Hj-.

Ladowanie samolotu odrzutowego rézni sie nieco od ttokowego*
Szybowanie konczy sie naHsS+Smipo wyréwnaniu na H 1Im

samolot jest v?ytrzymywany na torze lekko nachylonym.
Predkos$¢ ladowania samolotu odrzutowego jest wieksza od

samolotu ttlokowego ze wzgledu na wieksze obcigzenie jednostko-
we skrzydta i mniejszy wspdétczynnik sity nosnej odpowiadajacy
predkosci lagdowiania —dla ttlokowego c™ lad ~ “~»5, dla odrzuto-
wego ze skrzydiem skosnym o™ lad »

- Diugos¢ dobiegu okresli¢ mozna ze wzoru:

wdob -2 /ig -

Gdzie: U —predkos¢ wiatru /ze znakiem **-" przy wietrze prze-
ciwnym/,
/ W -Srednia warto$¢ absolutna ujemnego przyspieszenia
przy dobiegu.
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Przyspieszenie zalezy od efektywnosci hamowania kot
oraz zastosowania innych urzadzenn hamujacych jak np. spado-
chrondéw, rewersu ciggu itp.

- Dlugosé odcinka powietrznego w czasie ladowaniat

NSr e N

~pow " NSr g
Odzie: D™ - s$rednia warto$¢ doskonatosci aerodynamicznej
samolotu /z uwzglednieniem wptywu mechaniza-
cji i wypuszczonego podwozia/e
- réznica miedzy predkoscig szybowania i ladowa-
nia,
~szyb ~Nnd
/\ér** ______ 2 ______
Przyktad
"s.yb - sef N§r ' N--5.n. = B5 55E
= 70 - 40 = 30 gfi
W =  SBE o
So» = 6 1160 m

Zaleznos¢ lotno-taktycznych charakterystyk samolotu z silni-
kiem turboodrzutowym od czynnikéw eksploatacyjnych zamiesz-
czona jest w ponizszej tabeli:

/znak "+" oznacza wzrost a znak zmniejszenie wielkoSci
charakterystycznych i czynnikéw eksploatacyjnych/m

Na przyktad:

a/ wzrost ciezaru samolotu o 1% powoduje wzrost predkosci
minimalnej i optymalnej o 0,5%» zmniejszenie putapu o
A> 64 m zmniejszenie d*wiecej niz 1% oraz zmniej-
szenie Nn™ i n™g™ o0 1% i odwrotnie;

b/ zmniejszenie wysokosci lotu o 1000 m/powyzej 11 kY po-
woduje zmniejszenie i o powyzej 8,5%» zwieksze-
nie oraz zwiekszenie n™ i ”~iger ° 17% /i odwrotnie/#
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ROAMNOWAGA. STATECZNONS | STEROWMNOYS APARATOW EATAJAGYCH
Z PLATAMI NOONYIN

Réwnowaga momentow

W celu zachowania charakteru lotu, ktdry moze cechowac sie
tak catkowitg, jak i czesciowg réwnowagg ait dziatajacych
na aparat latajacy, konieczna jest rowniez réwnowaga nomen
tow wzgledem oai wspoétrzednych przechodzacych przez $rodek
ciezkosci,

X ~ /réwnowaga poprzeczna/
X Wy = 0 /réwnowaga podiuzna/
X s 0 /réwnowaga kierunkowa/

- do réwnowazenia nmomentow stuzg stery aparatu lata-

Jacego,
V/yYmzenie

Charakteryzuje ono potozenie srodka ciezkosci aparatu lata-

jacego

Gdzie: - odlegtos¢ srodka ciezkosci od poczatku Sredniej
cieciwy aerodynamicznej /SCA/, mierzona wzdtuz
osi X, rownolegtej do cieciwy,

ASCA" Sredniej cieciwy aerodynamicznej,

brednig cieciwag aerodynamiczng nazywa sie cieciwe zastepcze-
go skrzydia prostokatnego, ktére przy tych samych katach
natarcia na jednakowe potozenie i wielkos¢ catkowitej si2y
aerodynamicznej co dane skrzydto.
Zmiane wywazenia aparatu latajacego powoduje dotadowanie,
zdjecie badz przemieszczenie ciezaru /wyposazenie, tadunek
uzyteczny itp/. Woéwczas przemieszczenie s$srodka ciezkosci
mozna okreslic:
100
/Q+Qi/tscA

Gdzie: - ciezar tadunku, umieszczonego w odlegtosci 1 za

srodkiem ciezkosci, w ktéorym przytozona byta

sita ciezaru Q,



Pr zy kt ad

Q= 7900 kG
100 kG IoU . 4 100 - 2»
Er% = 7?9S5;t067:5,5 *
1 = 4 m
ASCA = 2,5 ir
ciesli tadunek zdejmuje sie, to \) licznika i mianowniku

stawia sie ze znakiem

Jesli z kolei obcigzenie zmienia sie przed Srodkiem ciezko-
Sci, woéwczas 1 wstawia sie ze znakiem

Przy przesunieciu ciezaru Q] na odlegtos¢ 1 ku tytowi,
przemieszczenie S$rodka ciezkosci bodziet

— < JooO
Q. tgea

Statecznos$¢ statyczna

naruszenie réwnowagi momentdw przejawia sie powstawaniem
dodatkowych /niezrownowazonych/ momentéw. Dodatkowe momenty,
wywotlane zmiang katow natarcia i slizgu badz predkosci, na-
zywa sie statycznymi.

Moment statyczny, dazacy do lik\'jidacji naruszenia réwnowagi
nazywa sie momentem stabilizujgcym /Zustateczniajacym - np.
moment nurkujacy, powstajacy wskutek wzrostu kata natarcia/.
Wiasciwos¢ aparatu latajgcego”™ polegajgca na pojawieniu sie
momentow stabilizujgcych przy zakiéceniu réwnowagi nazywa
sie statycznos$ciag statyczna.

Podtuzne momenty stabilizujace moga powsta¢ wskutek zmiany
kata natarcia przy statej predkosci /statecznos¢ podiuzna
pod wzgledem przecigzenia/ i zmiany predkosci przy stalym
przecigzeniu m /statecznos¢ pod wzgledem predkosci/. Im
wywazenie aparatu latajgcego jest bardziej przednie, tym
wieksza jest jego statecznos¢ podiuzna.

W wyniku $lizgu powstaja momenty statyczne kierunkowy i po-
przeczny. Gléwna role zapeviinieniu statecznosci kierunko —
wej spetnia statecznik pionowy, a poprzecznej - kat skosu

i wznios skrzydia.
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Statecznos¢ dynamiczna

Jest to wiasciwos¢ aparatu latajacego polega.iaca na powro-
cie do pierwotnych warunkév; lotu /p° zaprzestaniU dziatania
sity zaklécajacej/ - predkosci, wysokosci, przecigzenia,
kierunku, po uptywie pewnego czasu bez ingerencji ze strony
pilota.

Sterownosé

Jest to zespot wlasciwosci, charakteryzujacy powiazanie
miedzy dziataniem pilota na organy sterowania a rekacja
samolotu na to dziatanie.
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