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'rf matematyce'! zastosowaniach /zwłaszcza w t e o r i i  pra\7do~ 

podobieiistwa, statystyce matematycznej i  f iz y c e  statystycznej/ zacho­

d z i czasem potrzeba tworzenia z zadanych n eicmeatów pewnych ich  po 

łączeń, budowanych według określonych zasad i  powstaje konieczność 

wyznaczania lic zb y  różnych połączeń określonego rodzaju /zab iera ją  -  

c ГСЛ k^żde po m. elementów/ jak ie można zbuuovmc posługując s ię  zada- 

i*yuii - leuiwii 6 Łiifli•
Zadany zb iór elementów będziemy oznaczali następującymi symoo-

1, ШЛ X o
Ą —---------------- 1

{ ą . t . c ................. CÓ
albo (f .2 .5 ................................  n ]
a/bo [a^ ,a ^ . a .................... a ^ J

Li::?ra n ozaaesa lic zb ę  zadanych olGmcuitów, a laturą m ^.ęuZj.c- 

my oznaczali lic zb ę  olomontcw w i-iuzdym z rocvnizanycli pô L̂ iCZdIi.в

Przyroda elementów je s t  dla nas oboyę-cna* b-iogą to być liuex'y t 

liczby , osoby, określono p-ozodua»>d^, figu ry  goOuivri:;̂ .gcZii.c i ip *  Is to t ­

ne natomiast jest ustalanie jak io  połączonxa zawrerające pw m olemon- 

•ŁÓw będziemy tr  nkt ow.pŁ i  у an o różno i  uwzględniali przy wyznaczaniu 

ich lic zb y » kryteriam i będą różnica w uporządkowaniu /kolejności/ olo-

montów lub różnica układzie olomontów*
kuj piór-.; roz\/ vćymy tzw« połączonia boa po\ruorc ni i.uuOvvanu 

'ru ; załużoniu, że żodoii ..iomont zbioru /1/ nio modo w nich występować 

, ię cv j i j i i z o l i  jodvh ra z .

P;czykład, X. S :lemontOv?

{  <= }

di.i jtti>r CoO >■' »  , тО';ч''л1̂  „/ Л,!.

рГ' у i---m- u ty / m n as

------ ^ cap oba

' o '»/U,ia,jj ua..''iora.3ąso

acb boa

abc ono

лiöżuią uiv ono yrmięauy sobą elomuntow, a le po-

уоаП'ПС'П.у ^«klaó# łcłi licsDa rcn.nu się  6* 

l ;g o  ro,..:.;. .jU :v.g;:.-r-;iia / С »  Ы  СЛ Z,y ./um:/ PormutąplŁmrU
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^z.vjjcptad I I » Z elementów zbioru 

{  a ,b ,c .d  ]

dla którego n »  3> tnożcni;/ zbudować następująco połączenia zawiera­

jące po 2 elementy /ш «  2/

£ a ,b ,c ,d }- ------ >-аЬ, ac> ad» bc» bd» cd

ba» ca» da» cb» db» dc

Różnią s ię  one pomiędzy sobą albo kole.inościa ко1гдтпас]а/, albo 
składem /w wierszach/# Ich lic zb a  rÓYifna s ię  12#

Tego rodzaju połączenia nazywamy wariacjami /lub rozmieszcze­

niami/ o . - . - . - , ____  __

Prz.ykład I I I «  Gdybyśmy w poprzednim przykładzie od rzu c ili kryterium 

różnicy w ko le jnośc i elementów, to lic zb a  połączeń zmalałaby do 6*

• [a ,b ,c ,d }—►ab» ас» ad» bc» bd» cd

Tego rodzaju połączenia, różniące s ię  pomiędzy sobą jodynie składem 

eloLiontó\i, nazywamy kombinacjami.

W rozdzia łach  IV -  VI rozważymy połączenia z powtórzeniami.

 ̂• i  22 22 „k 2S22.ÄS,

Są to połączenia» z których każde zawiera wszystkie elementy 

zbioru podstawowego /m =, n/' i  które wobec tego różn ią s ię  pomiędzy 

sobą jedynie ko le jnośc ią  elementów. L iczbę pernutacji bez powtórzeń» 

jak ie  można utworzyć s danych n eleoientóv/ oznaczamy symbolem 

/od francuskiego v/yrazu ’’permutation”/.

Rozważając ko lejne zbiory / l/  o wzrastającej l ic z b ie  elementów 

n a 1,2,3#** i  wpisując w kolejnych wierszach tworzone z ich  clemen -  

t ów permut ac j s s ,

f a ] _ 
[a,ó) -
[a, b,c]

.a.. P.
a,b; h,a. P,
e.,a,b. , . c. b. a .)
a.c.b,, . b.c.o. i Ps
a. b. C., b.a.c.j

P s -  1 ■ 2 -3 = 6
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wiäeJUqy pewną prawidłowość* Permutacje w każdym wierszu powstają 

przez ustawiania przybywającego dalszego elementu do perciutacji 

poprzedniego wiersza w miejscach oznaczonych kropkami*

J*atwo w idzieć, że otrzymamy mnożąc przez 4 itd *

Stąd wzórt

n 1*2*3 ••• Л /2/

Dowód metodą indukcji matematycznej pomijamy*
Iloczyn  pierwszych n lic zb  naturalnych we wzorze /2/ oznacza 

si^ w matematyce symbolem:

P Й 1.2*3 ••• n «  n! /„n silnia**/ n
Zadanie* Czcionki l i t e r  słowa "teoria** zostały rozdzie lone 

i  wrzucone do pudełka. Jakie je s t  prawdopodobieństwo zdarzenia,Że 

wylosowując je  na c h y b i- t ra ii i  układając w rząd odtworzymy słowo 

"teo r ia *  t
Liczba możliwych przypadków uszeregowania s ię  wylosowanych 

czcionek wynosi:

6 1»2*3*4*5*6 fc 720

Spośród nich ty lko  jeden sprzyja  zdarzeniu*

Szukane prawdopodobieństwo a

Są to  połączenia utworzone z elementów zbioru podstawowego, 

które zaw ierają po m elementów /ш ^  n/ i  różnią s ię  pomiędzy 

sobą albo składem elementów, albo ich  kolejnością* Na przykład n*4} 

m a 2

•^a,b,c ,d ab I acI 

ba, ca ,

ad, bc, bd, 

da, cb, db.

Liczbę w a ria c ji bez powtórzeń, jak ie  można utworzyć z n e le ­

mentów po m elementov; w każdej, oznacza s ię  najczęście j symbolem

a“  /od francuskiego wyrażenia /**ai‘rangement**/.
n

Celem wykrycia prawidłowości, która doprowadzi nas do wzoru
Ш ,na wyznaczanie A , zacznijmy kolejno wyznaczać
n

<  , / ) ' » ,  A l  . .
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Wariacjami po 1 elemencie /ш a 1/i jak ie  można utworzyć 

2 elementów zbioru /1/ będą:

a, b, ....................... .... y , z /З/
1

ich lic zb a  «  n*

VVypisujemy w ariacje /3/ w pierwszej kolumnie tab l* 1
/7-/

___________________Л_______ _̂______________
ff t I 1 I 1

a Ii

I ab 111 ac t
i1 ad

I1f . . .  1 az
b

c

5
i
1

ba !1
iI1
i

bc 1f1
i
t1

bd 111I1
i

1. . .  t1
t11

bz

« { t1 11 1I i1
. ir

i

1
t1

1
i1

if1
1
f

• 1я
f
i
i

111
1
ł1

1
i

z ffN za I
t zb it zc 11 1• • • 1 zy

Tabl• 1»

Do w aria c ji a dopisujemy w następnych koltmuiach elementy 
b ,c ,d  • • • • z , Dlementu a nie dopisujemy, ponieważ otrzym ali­

byśmy połączenie aa z powtórzeniem, które wykluczamy. W drugim wierszu 

do w a ria c ji b dopisujemy elementy, a ,b ,d  «••• z /z wyjątkiem e le  -  
mentu b/.

Postępując w podobny sposób у/ następnych v/ierszach otrzymamy tabelę 

wszystkich możliwych w a r ia c ji z m elementów po 2 elementy w każdej. 

Ich lic zb a  będzie równa l ic z b ie  wierszy pomnożonej przez l ic z b ę  kolumn

«  n /n -  1/ /4/

Wpisujemy do kolumny pierwszej ta b l.  2 wszystkie w ariacje po 

3 elementy. W następnych koliamnach dopisujemy do nich elementy zbioru / l/  

z wyłączeniem występujących w pierwszej kolumnie /żeby unilcnąó powtórzeń/ 

i  otrzymujemy tabelę w a r ia c ji z n elementów po 3.
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A ^ssn/n-1 /

ab I
1

abc I
'1

abd abe 1i1
• • • i abz

ac 1I acb 1 1 acd асе i1 • • • 1
t

acz

ad t
it adb ! 1 adc ade 111 • • « 1It ad z

• 11I
1• 1
i

• Ф
111

1i11
•

•
i11
t

ł• t
1

• • 1iI
t1 •

•
ifIfi

f
• 1

11
• Ф

11I
it

i111t
Ф

У

t11f1

łi1
zya I zyb zyc

t111t

1
iI11 zyx

-Ir.- — . j . f 1

la b l.  2,

Idnożąc lic zb ę  ■viex-’szy przez lic zb ę  kolumn otrzymamy;

«  iVn-l/  /п~2/ /5/
n

3zul:ana pra\vidło\vośii s ta je  s ię  widoczna* Prowadzi ona do wzoru:

a“  = 11/11- 1/ /п-2/ /п-З/ . . .  [и -  /И"1/] =
n

а П/П"” !/ /Д'“2/ • • « /п-Щ+1/ /б/

Dowód metodą indulgej i  raatematycznej pomijamy*

Prz.ykl ad * Wyznaczyć lic zb ę  w a r ia c ji n sa 5 elernentov# po m a 3*

=s 5*4*3 e 60P
Łatwo w idzieć, że permutacje można trakto\n?ać jako szczególny przy* 

padek wax’i a c j i  gdy и e n.

A^ =* д/п-1/ /п~2/ ••• /п-п+1/ а ni «  Р
n ^

I I I *  Kombinacj,e^bez__powtć^

Są to  połączenia utwoi^zone z elementów zbioru podstawowego# które 

zawierają po m elementów /m -łl n/ i  różn ią  s ię  pomiędzy sobą jedy “  

nie składem elementów. Ha przyk-lad n =t 4» m »  2

{a ,b ,C |d }— *^ab, ac, ad» be» bd» cd

Połączeń ba, ca, da, cb, db, dc, które występowa3y u nas jako 

osobne wariacje teraz пае liczmy# Interesu je nas jedynie okład ele-» 

mentów a nie ic li kolejność.

Liczbę kom.lnacji bez powtórzeń, jak ie  można utworzyć z n e le ­

mentów po m elementów każdej oznacza s ię  albo symbolem
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n
/ » francuskiego wyrażenia ••combinaison*/» albo symbolem Im  

V2zór na l ic z b f  kombinacji ma postaCj

Г
L n  “

_  п ( п - 0 ( п ~ 2 ) - - - [ п - т П ) _  An 
~  >j . 2 • 3 • • • Pm

(7 )
SłiisznoBĆ tego wzoru łatwo sobie uprzytomnić na gruncie nastę­

pując eg o rozumowania»
Każdą z Cn* kombinacji otrzymanych ze zbioru  podstawowego /1/ możemy 

potraktować jako osobny zb ió r podstawowy zawierający m elementów 

i  utworzyć dla niego perm utacjif które będą s ię  różn iły  ko le jn ośc ią  

elementów a le  będą posiadały ten sam skład*

Otrzymamy w ten sposób '•Pr. połączeń» które będą wariacjami 
jak ie  można utworzyć z m elementów zbioru podstawowego /1/ po m elementów

w każdej*

mP / n \ -  n ( n - 0 ( n - 2 ) - •• (n-nrił-l
^  П '  -I - 2 - 3  m

(8)

Przykład;

c H ' °
>10 - 9 • 8 - 7
/| • 2 ■ 3 • A

- - 2 Ш

IJnożąc we wzorze /8/ licsiuJc i  miaaowniJc przez Uocsyn 

( n - r n ) ! = ( n - m ) ( n - m - > l ) ( n - i m - 2 ) - - ' 5 - 2 - ' l

możemy temu wzorowi nadać postać

r '^  _  - + 3 ' 2 - •• -  П !
'-n  ---------------- >) .2-5- -  m  ( n - m J ( n - m . - l ]  • 5 - 2 -  >1

(8 a )n-nni
Stosując wzór /8а/ do ob liczen ia  C  ̂ c ,  otrzymamy

n I
rri l ( n -  iT̂  ) !

n - m
Wynika stąd wzór ( n - m )  !C n - (n -w )] ! Cn-nn) !nn'

\n -rTi
c  -  c

(9->
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Prz.yJcładt

20-^7 3 2 0  •  ̂^  ̂^

c  = c „  = u = /I. a ■ 5

Uv^aga: Stosując wzór /9/ do przypadku ш e u przyjmujetay form aln ief 

ze L
O » ^ nn «  1 » ponieważ

n -  П
C n = C n  = C n , Cl ’

Zad£i^ie* Wyznaczyć l ic zb ę  przekątnych w sześc iokącie•

/

A

/

V -
/ \

Asr
Przekątne 1 boki w ielokąta b^ędące odcinkami prostych łączą -  

cych każdą parę wierzchołków» możemy traktować jako kombinacje z 6 

elementów /wierzchołków/ po 2 elementy w każdej« Odejmując od ich  

łącznej l ic zb y  L в l ic zb ę  boków otrzymamy lic zb ę  przekątnych?

€ > 6 = ^ - 6  = 9  .

Wzór ogólny na lic zb ę  przekątnych w w ielokącie o n bokach 

będzie m iał postać

C '^ -0 - n  =  (<o)
~2—  ^

^ ^  ^
h

IV* Wariacje^/rozmieszczęnia/_^z_powtdrżeniami* 

Niech dane będzie n elementów

ф ~ В ~ д  • - -

oraz m okienek

a a a b
Nr. okienka- m

O

Liczba okienek m je s t  dowolna i  w przeciwieństwie do połą -  

czeń bez powtórzeń może być ra >  n*
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Itfariacje z powtórzeniami buduje mi' Vi/ sposób nast<gpującyJ 

Do okienlca nr 1 v/pisujemy któryś spośród n zadanych elementów* 

Do okienka nr 2 wpisujemy również Ictóryś z elementów /11/ n ie  opuszcza­

jąc elementu już wpisanego do okienka poprzedniego.

W podobny sposób dokonujemy wpisów do pozostałych okienek* \4 bu­

dowanych w ten sposób różnych połączeniach /po m elementów/ każdy e le ­

ment może albo w ogóle n ie wystąpię, albo wystąpić w 1.2*3**« lub m 

okienkach.

Kojarząc z każdym spośród n możliwych wpisów afb, c ,  . * * . z  

W pierwszym okienku możliwe n wpisów do drugiego okienka otrzymamy n 

rozmieszczeń/ z powtórzeniami/, zawierających po 2 elementy* Dkojarze-
3

n ie ich  z n możliwymi wpisami w trzecim  okienku da nam n rozmiesz­

czeń /z powtórzeniami/ po m *  3 elementÓY# w każdym it d .

Stąd wzór na lic zb ę  w a ria c ji /rozmieśzczeii/ z powtórzeniami z n 

elementów po m elementów w każdej

/ i ;  = n " ’ .
się

Zadanie* I l e  sześciocyfrowych lic zb  można u łożyć posługujący cyfram i

0,1,2 • • • 9 n a  10

m a 6

fo "
Będą to lic zb y

000 000, 000001

Niech dane będą N elementów?

• • ♦ 999999

a . .  Q
N

•}/) “  p > • • '  r ...........* ^ ^

gdzie <af
Z tych N elementów /uwzględniając obok oznaczeń literow ych  wyróż — 

nienie numerkami/ możemy ułożyć NI permutacyj.

J e ż e li w tych permutacjach opuścimy numerki przy l i t e r z e  ji ,  to 

okaże s ię ,  że wśród nich będzie permutacji jednakowych.

Y/obec tego lic zb a  permutacji różniących s ię  pomiędzy sobą zmaleje
do N!сГ/
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Opuszczając numerki przy pozostałych lite ra ch  otrzymamy wzór na 

liczbę permutacji z powtórzeniami:

N !

Jest to  l ic zb a  permutacji z powtórzeniami rzędu H o składzie 

następującym

N
a a  ... a b - i '  . . . b - . . . .  z  z  . . .  z\ }  '  '----------------- ■' J (fS )

cc
(6

gdzie składniki sumy o ( v - j9 ^  ■ = N
są zadanymi liczbam i sta łym i. W każdej permutacji a powtarza s ię  

o C  razy, _b powtarza s ię  ß  razy i td .

Zadanie 1. Czcionlci l i t e r  dLiżego artykułu w gazec ie , składającego 

s ię  z N l i t e r ,  zostały rozdzielone i  wrzucone do pudełka. Jałcie 

jes t prawdopodobieństwo zdarzen ia, że wylosowując je na ch y b i- tra fi 

odtworzymy tekst artykułu ?

\i dużym artykule l i t e r y  będą s ię  powtarzały. Niech 

oznaczają liczebn ośc i poszczegolny'ch l i t e r .

n + n, + . . . + n a D £ N

Wśród N! możliwych przypadków będzie już n ie jeden sprzyjający zda­

rzeniu, lecz

n ! n, I . . . n Ia b  z

Stąd szulcajie prawdopodobieństwo będzie równe

n ! n, ! • . . n JD z ._

NI

Zadanie 2. Mamy '/•^^^r/Zrozn^’ch przedmiotóv/. Na i l e  różnych sposobów 

można p od z ie lić  te  przedmioty na trzy  grupy tak, żeby pierwsza grupa 

zawierała o6 przedmiotów, druga i  trzeba przedmiotów*

Rozwiązanie:

Ustawmy dane przedmioty w jak ie jko lw iek  określonej ko le jnośc i

(fß)
2 1 2 3 . . .  f  ( Ю
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Dzieląc przedułioty na grupy> będziecay pod oznaczeniem każdego z nich 

/16/ p is a l i  numer grupy, do której t r a f ia .  Dopiski /1?/ oznaczają 

przykładowo, że pierwszy przedmiot dostał s ię  do grupy d ru g ie j,drugi 

do grupy p ierw szej, t r z e c i  do grupy drugiej i t d . ,  ostatn i do grupy 
p ierw szej.

Każdy ciąg typu /17/ zawiera cC -  jedynek, -dwójek i  c T  -  tró jek .

Każdemu więc podziałow i przedmiotów na grupy będzie odpowia -  

dała w sposób jednoznaczny perniutacja z l ic z b  1,2 i  3, w k tó re j 1 pow­

tarza s ię  OC razy, 2 "  ^  X’azy i  3 ra zy . Tak więc lic zb a  moż —
liwycii sposobów podziału wyniesie

p  =

V I. Komb inac .i e z u omt ór z ̂  n -i am -i ^

Niech dane będą n elementów, k tóre oznaczymy symbolami

a.. /3. «  1,a,  . • . л/

I } . . • a  ̂ aJ n-1 , n / / 10/

<japisie tym pomiędzy każdą parą sąsiednich elementów sta 
\^1ату przecinek* Liczba tych przeciników równa s ię  n — 1.

Konic inac jami z powtórzeniami z n elementów /po m elementów 
w każdej/ nazywamy połączenia zawierające ĆO/ , elemem;ów CÜ^ 

elementów . - ^ ^ / 2  elementów w których lic zb y  Сй̂ ,̂
/oczyw iście całkowite/ są 'różne w róźnycn połączeniach, a le  spe łn ia ją  
warunki?

( i  = f.2 .5  . .. n )
^ 2   ̂ + to  n =  rn.

li podanym da le j przykładzie 1 będziemy m ie li:d la  

d la kombinacji 111 ( O ,  = 5  , CO 2. =  O , = 0 ,  CÜ  ̂ ^  O

CÔ  = O , CÔ  = f, COj =0, CÔ  =-2
444 = O , = O, €Os =0, tO  ̂ =  J
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Ponieważ v» kombinacjach kolejność elementów nie odgrywa r o l i

możemy występujące w nich elementy zapisywać w ko le jnośc i ustalonej 

w /1б/ j wstawiając przecink i pomiędzy sąsiadującymi grupami jedna -  

kOYiych elementów:

Of ) 2 2__2 y.______
- . a a

(>3)
Cl) ----T ;CO2

J e ż e li  w danej kombinacji jakaś grupa elementów n ie występu*

j e ,  zachowujemy odpowiednie p2*zecinki, n ie  w pisu jąc  pomiędzy nimi 

żadnych wyrazów"^ • Jdzięki temu llc sD a  przecinków w z a p is ie  każdego 

połączen ia  będzie  zawsze równa
Następując w zap is ie  /1$/ isaiJidy element jedynką i  każdy 

przecinek zerem możemy nadać au postać zap isu  zero«jedynkowego

f O . .  o ff 1.H . . . w  и
'■-----— у.____

(20)
СО., ^-^2 п.

która pozwala w jednoznaczjay sposób odtworsyć skład danej kombinacji# 

V/ każdyra takim zap is ie  lic zb a  jedgnok równa s ię  m, u. lic zb a  

zer ro’wna s ię  n -̂1»
Sapisy /20/ można interpretować jako zapisy pcrmutac.ii z P.Q~ 

wtórzeniami» utworzonych z и jedynek i  n~1 zer / t j .  p o ja + r^  e le ­

mentów w każdej/•
Ich lic zb a  równa s ię  zgodnie ae wzorem / 14/

[m 3- (h - i ) ] !  _ ̂
m! (  n -f ) ! ^ '

(20

Tok więc lic zb a  kombinacji z powtórzeniami z ^  elementów po

im równa s ię

/r> m ■ _  Cn -f-no - 1 ) 1

m-ł-n  -  / m  L Cn ' D l
(22)

pr»yk ła ’iy  iluA-trują przechod*®fcie od kombinacji do 

j e j  z&P'isu i  odwrotnie« У p r z y k r e 1 podane są

wszystkie kombinacje s powtórzeniami dla n « 4  im  « 3 *  Ich lic zb a  rów­

na 6'ię 2:0* WtUT'to zaiUwai^o, że tu ta j lic zb a  ^  m e koniecznie musi byc 

nniajssa od lic zb y  ^  /vide przykład 3/t ______________________

X/ Dwa przecink i znajdą s ię  obok siwbie.
you Prawa 3 года wynika ze wzoru /8/
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Dwa zera /przeoinkiJ obok s ieb ie  oznaczają nieobecność w dane;) 
kombinacji elementu,© numerze г0¥#душ numerowi pi’awego zera /prze­

cinka/ • iiozważanemu zapisowi odpowiada kombinacja nie zawierająca 

elementów pierwszego i  trzec ie go  / tj#  elementov/ a i  с/.

äaäsJÄiS* i l e  różnych, sposobov/ można p o d z ie lić  m jednakowych 

przedmiotów pomiędzy p  osobami*

Rozwiązanie; Oznaczmy przez COi lic zb ę  przedmiotów otrzymanyc-h 

przez i-tą .osob ę* Musi v/ięc być spełniona równość

CJ^ C O 2 • '^COp - m

gdzieś

o  ̂  LDi ^ m f  i =t2,3 .. .p )
jponieważ wszystkie przedmioty są jednakowe i  ich  kolejność w po - 

dzia ło  je s t  obojętna można każdy podział zapisać w postaci /20/s

, / / / . . . 11,0 Л . . . 1 , 0  J 1 . , . 1 . 0 0 . 1 1 1 . .  .1.
' ■■ ■ I— ‘ ■ ■ V  ■■■ I ■ ' ^  ^

co CO. co co
(РЗ)

p

gdzie lic zb a  jedynek a* m

zer P-1

Zapiz tejł odpowiada zapisom permutacji z powtórzeniem utworzonych 
z ^  jedynek i  p«»1 zer / t j *  po m ♦ p-1 elementów w każdej/*

Ich lic zb a f wobec wzoru /Н/# rówaa s ię ;

C m  p  -  o  !  

m !  C p  - 1 )  1

V II . DwTJUoian Hewtona 

Wy p isz my/ia stęp

mi w postaci wielomianów uszeregowanych według malejących potęg x;

Wypiszmy/Iiastępujący ciąg iloczynów wraz z ich rozwinięcia*

x/ Gdyby było C O ^ -0  » CZ3t miałby postać:.

/ / , . .  / O O fi , , ,  L  , , ,  o  j i , , ,  1,
co. to. co.

gdtjby bOo (jO^^O /CO  ̂=/?, ło zopis (Ъ) m/o/by poskłc:
i j j _ . ^ o o o  c i L ^ o  J 11. . . 1. 0 . . . o  j i i . . .  i

V' - I
CO^  COp

co,. co.
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= x -h b f

Q  = 0<i‘b j )(x i -b 2 ) =X^i~ X i-b^b^

■^bf)fx^/?^)fx-^bj) -X  ■̂̂ fÓf-̂ Ó2̂ Ój)x̂ 7̂  fb/b^ i-bf b j i'bsbs^X-f-bfbpbj 

Q^^(x -^br)(xtb^)fx -^b^)fi-b^)=xHb/b2ibjib^)x^^fb,b^i-b,d^^bA-f-b2bi 

■hb2bif -f-bjbt, )x^-h{b^b2bji-bjbgb.,'i-bibsb^'i’b2 bsb^ )x^bfb2 bsb^

Podstawiając x «  a oraz »  bg 

pujący c iągr

• • • b «  Ъ otrzymamy nastę- n

Q  = a + b  = a + b  

Q  - ( a i - b ) ‘ = a ^ + 2 b i -b ^

Q  :z C a i -b )^ = a ^ *3 a ^ b ^ -5 a b ^ i-b ^  

- ( a i - b ) ‘'= o *+ ^ a ^ b -f -6 d tH -^ a b ^ + b ''

Q„=(a-hb)‘̂ =o'’i-na "'*b-f- ■■•+b "

Nasuwa s ię  przypuszczenie, że występują tu ta j pewne 

prawidłowości, które pozwolą uzyskać ogólny wzór na rozw in ię­

c ie  wyrażenia
/a + Ъ/

Z rozw in ięć dla n »  1»2,3 i  4 widać, że j 

1/ lic zb a  składników w nich równa s ię  n + 1;

2/ w kolejnych składnikach występują iloczyny potęg w postaci 

аП-к^к  ̂ ^ których l i t e r a  к przebiega wartości 0,1,2^3****#n. 

Wykładniki przy a ko le jno  maleją od n do zera, a wykładniki 

przy b kolejno rosną od zera do n» W każdym składniku suma 

obydwu wykładników równa s ię  n»
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Nieco trudiaiejsze je s t  wylcrj^cie prawidłowości w kształtowaniu 

s ię  współczynników liczbowych w kolejnych składnilcach rozw in ięcia* 
ZbadajEay kolejne składniki rozw in ięcia  dla n «  4

Qą ̂  6CL ^db î-b ̂
w pierwszyta składniku rozw in ięc ia  współczynnik liczbowy równa się 
jednoaci.

W arusini składniku rozw in ięc ia  współczynnik 4 je s t ,  jak v/idzielisniy, 
lic zb ą  wyrazów w sumie

^  bg + Ъз +

które możemy traktować jako kombinacje utworzone z czterech elementów

jednym'elemencie w każdej** Ich lic zb a  równa się

W trzecim  składniku rozw in ięc ia  współczynnik liczbowy гбтша się 
l ic z b ie  wyrazów w sumie

b,b\-f-b,bj +b, +6p bj -f-bsb̂
które są kombinacjami z tychże 4 elementów po 2#

Ich libteha

\i czwartym składniku rozw in ięc ia  współczyianik liczbowy równa się  
l ic z b ie  wyrazów w sumie

h f b 2 b̂  /) 2 / b; bj b  ̂ b  i, b 2 bjb^
które są kombinacjami z 4 elementów po 3.

Ich lic zb a ^  ^ ' 5 ' 2  /

W ostatnim składniku rozw in ięc ia  współczynnik liczbowy równa się  je<foo= 
ści# .

/
Możemy więc naszemu rozw in ięciu  nadać postać

( a  + b ) ‘' ^ a U c l a " b ^ Q l a ^ 6

Łatwo sprawdzić słuszność analogicznych wzorów dla n *  1, 2 i  3.

(a = ct -f-b
(q -̂ b -  a ̂ +2q b +b ̂

( a + b ) ^  =  a ^ i - 3 a  ^ b + 3 a b  ^ч- Ь ^



m ^

Kasiiwa si^ h ipoteza» że v»zór ogólAy będzie miał postać:

( a - f - b )  = a " - h C „ a  b - ^ c „ a  b + - - - - f - C „ a  b -h

^  n

Udowodnimy słu szność tego wzoru metodą indukcji matematycznej*

Stw ierdziliśm y, że wzór /24/ jes t słuszny dla n a 1• Lusimy je s z ­

cze okazać| że z za łożen ia  słuszności wzoru /24/ ćla  dowolnego n wyni­

ka słuszność wzoru otrzymanego z /24/ POza zastąp ien ie w nim n przez 

n + 1 » c z y l i  wzoru:

(o+b) =0.
' i- i-b

i - C i . . a ' ’b W \ . a ' ’- ' b % -n-* f̂
n-t- i

"hCf . Ć7 O -ł-П-& f

(zs")

DoYiód poleca r.a okaaaniui żc anożąo obydwie strony wzoru /24/przez 

/a + b/ otrzymamy wzór /25/*

Is to tn ie

( о ^ Ь Г " Ф ^ Ь ) Х а * Ь ) -
/-Ч '  ni n-fi г ^ L ^  r - > ^ ^a ̂  Ъ a b ^ТП̂  rr> ^  m -hi n̂ /77Ł fnhty---f

i -a b ^ ^ a '’b ^ C l a  ' ’ ^Ъ " " b  - t b ' ’^=

Wystarczy udowodnić, że:

m Hc„ +c„ <
Is to tn ie , stosując wzór /8а/ otrzymamy!

1Г Podstav;iając do tego wzoru ш a O , 1» 2*** otrzymamy współczynniki 
rozw in ięcia  /25/:

C c:*c',=cX, ; U d .





V/idzin:;v’ , że v;spółczjMiniid liozbovje rozwiiii<^ciu* Vvg 
vjzoru na dwumian Newtona poczi^ticcwo rosnt; a та1в^^*рз:‘2;у

czi^m'współczynniki Jednancwo odległe od końców no zw in ięc ia  są 

sobie /syiidtrycżnie/ iów iic. ^Tatego'v3ystarczy loprowadzenie oli^i- 

czeń do aiie^sca, v: którym one przesta ją  wzrastać.

rtspóiczynniki rozv,ini.^cia można dla koleji-^cń w artości n 

otrzymać sukcesyijnie, cudując rzvu troykąt ^ascela.

d /a  n  =

f J 3 1
1 ^ 6  4  /

1 5  1 0  1 0  5  1

1 5 15 20 15 6 i

W schemacie tym pierwszą i  ostatnią liczbą w każdym wierszu 

są jedynki. Pozostałe liczby w każdym wierszu otrzymujemy jako sumy 

dwóch na jb liże j ich stojących liczb wiersza poprzedniego.
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