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wo T P

T matematyce'! zastosowaniach /zwitaszcza w teorii pra\7do~
podobieiistwa, statystyce matematycznej i fizyce statystycznej/ zacho-
dzi czasem potrzeba tworzenia z zadanych n eicmeatow pewnych ich po
taczen, budowanych wedtug okreslonych zasad i powstaje koniecznosé
wyznaczania liczby roéznych potaczen okreslonego rodzaju /zabierajg -

c 01 k”"zde po m elementéw/ jakie mozna zbuuovmc postugujac sie zada-
i*yuii - leuiwii 6tiiflie

Zadany zbidr elementéw bedziemy oznaczali nastepujgcymi symoo-

1LUXo
A S — 1
{g.t.Ceeeree €o)
albo (f.2.5 . i nj
a/bo [a”™ ,a™. a ., and
Li::?ra n ozaaesa liczbe zadanych olGmcuitéw, a laturg m ~.euZj.c-
my oznaczali liczbe olomontcw w i-iuzdym z rocvnizanycli poNNCZdli.B

Przyroda elementéw jest dla nas oboye-cna* b-iogg to byc¢ liuex'y t
liczby, osoby, okreslono p-ozodua»>d”®, figury goQuivri;\geii.c iip* Istot-
ne natomiast jest ustalanie jakio polgczonxa zawrerajgce pw m olemon-
+Qv bedziemy tr nktowpti yano rézno i uwzgledniali przy wyznaczaniu
ich liczby» Kkryteriami beda réznica w uporzadkowaniu /kolejnosci/ olo-
montéw lub réznica uktadzie olomontow*

kuj pior-.; roz\/ véymy tzw« potgaczonia boa po\ruorc ni i.uuOwanu
‘ru; zatuzoniu, ze zodoii ..iomont zbioru /1/ nio modo w nich wystepowaé
,iecvj ijiizoli jodvh raz.

Pczyktad, X. S :lemontOv?

{ <=}
di.i jtti>rCoO # » , TOMMN /). o »Uiaj ua.."iora.33so
pry i—muty /m n &

------ ~ cap oba
ach boa
abc ono
niézuig uiv ono yrmieauy sobg elomuntow, ale po-

yoalTrCTLy “~«klaé# #tcti licsDa rcn.nu sie 6*
;g0 ro... .ju :v.g;:..-r-jiia /C» bl QlZy v/ PormutapltmrU
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~zwvjjeptad 11» Z elementéw zbioru
{ a,b,c.d ]

dla ktérego n » 3> tnozeni;/ zbudowaé nastepujgco potaczenia zawiera-

jace po 2 elementy /i« 2/

£a,b,c,d}------->-ab, ac> ad» bc» bd» cd
ba» ca» da» cb» db» dc

Ro6znig sie one pomiedzy soba albo kole.ino$cia kolrarnacla/Z, albo
sktadem /w wierszach/# Ich liczba rOYifna sie 12#
Tego rodzaju potgczenia nazywamy wariacjami /lub rozmieszcze-

niami/ o T .

Prz.yktad Ill« GdybysSmy w poprzednim przyktadzie odrzucili kryterium
réoznicy w kolejnosci elementéw, to liczba potgczen zmalataby do 6*

ela,b,c,d}—»ab» ac» ad» bc» bd» cd

Tego rodzaju potaczenia, rézniace sie pomiedzy soba jodynie skiadem
eloLionto\i, nazywamy kombinacjami.
Wrozdziatach IV - VI rozwazymy potgczenia z powtdrzeniami.

Ne j 2222,k 2S22.AS,

Sa to potaczenia» z ktérych kazde zawiera wszystkie elementy
zbioru podstawowego /m 5 n/' i ktdre wobec tego réznig sie pomiedzy
sobg jedynie kolejnoscig elementow. Liczbe pernutacji bez powtdérzen»
jakie mozna utworzy¢ s danych n eleoientév/ oznaczamy symbolem
/od francuskiego v/yrazu permutation”/.

Rozwazajac kolejne zbiory /1/ o wzrastajgcej liczbie elementow

na 1,2,3#* i wpisujac w kolejnych wierszach tworzone z ich clemen -

tow permutacjss ,

fa] _ a. P
[a,0) - ab; ha p.
[a’ b’C] e"a1b- ’ . C b a )

a.c.b,, .b.c.o. i Pg- 1m2-3=6

ab.C., b.a.c.j
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wiaeJUqy pewnag prawidtowos¢* Permutacje w kazdym wierszu powstajg
przez ustawiania przybywajacego dalszego elementu do perciutacji
poprzedniego wiersza w miejscach oznaczonych kropkami*

J*atwo widzieé, ze otrzymamy mnozgc przez 4 itd*

Stad wzort

1*2*3 eee ][] /2/
n

Dowdd metoda indukcji matematycznej pomijamy*

lloczyn pierwszych n liczb naturalnych we wzorze /2/ oznacza
si™ w matematyce symbolem:

P N 1.2*3 eee n « n! /.n silnia**/

Zadanie* Czcionki liter stowa "teoria** zostatly rozdzielone
i wrzucone do pudetka. Jakie jest prawdopodobienstwo zdarzenia,Ze
wylosowujac je na chybi-traii i ukiadajgc w rzad odtworzymy stowo
"teoria* t

Liczba mozliwych przypadkéw uszeregowania sie wylosowanych
czcionek wynosi:

6 1»2*3*4*5*6  fc 720

Sposréd nich tylko jeden sprzyja zdarzeniu*
Szukane prawdopodobienstwo a

Sa to potaczenia utworzone z elementéw zbioru podstawowego,
ktore zawieraja po m elementow /b ~ n/ i réznig sie pomiedzy
sobg albo skiladem elementéw, albo ich kolejnosSciga* Na przykiad n*4}

ma 2

*"a,b,c ,d abl acl ad, bc, bd,
ba, ca, da, cb, db.

Liczbe wariacji bez powtérzen, jakie mozna utworzy¢ z n ele-
mentébw po m elementov; w kazdej, oznacza sie najczesciej symbolem

a:1 /od francuskiego wyrazenia /**ai‘rangement*/.

Celem wykrycia prawidtowosci, ktéora doprowadzi nas do wzoru

. LL .. .
na wyznaczanie An , zacznijmy kolejno wyznaczaé

< L)y, Al



-6 -

Wariacjami po 1 elemencie /w a 1/i jakie mozna utworzy¢
2 elementéw zbioru /1/ beda:
a, b, Yy, Z /3/

. . 1
ich liczba « n*

VVypisujemy wariacje /3/ w pierwszej kolumnie tabl* 1

/7/

a ':'f ab i ac I ad i I} az 1
b 5 ba 1 be ;ll bd % y bz
c 1
« I lll i

{1 % - t
b ? R
z E za ! bt zc i 1 zy

Table 1»

Do wariacji a dopisujemy w nastepnych koltmuiach elementy
b,c,d ¢ ¢ « « 7z Dlementu a nie dopisujemy, poniewaz otrzymali-
bysmy potaczenie aa 2z powtérzeniem, ktére wykluczamy. W drugim wierszu
do wariacji b dopisujemy elementy, a,b,d «eee z /z wyjatkiem ele -
mentu b/.
Postepujac w podobny sposéb ¥ nastepnych v/ierszach otrzymamy tabele
wszystkich mozliwych wariacji z m elementow po 2 elementy w kazdej.

Ich liczba bedzie réwna liczbie wierszy pomnozonej przez liczbe kolumn

« n/n - 1/ /4/

Whpisujemy do kolumny pierwszej tabl. 2 wszystkie wariacje po
3 elementy. Wnastepnych koliamnach dopisujemy do nich elementy zbioru /Z1/
z wylgczeniem wystepujacych w pierwszej kolumnie /zeby unilcnaé powtérzenn/
i otrzymujemy tabele wariacji z n elementéw po 3.



ab | abc | abd abe E:t o o o j abz
ac :}L acb ]% acd ace e o o 1 acz
ad ;(E adb | adc ade e o « i adz
L J L J 1 L ] (0] 1 L ]
A ~ssn/n-1/ . . i . . 1 } .
t -

Ps ° 1 ° o) l O]

! t
Yy l zya 1 zyb zyc 1 }1 ZyX

Ar-— f

labl. 2,
Idnozac liczbe wmviex'szy przez liczbe kolumn otrzymamy;

n « iVvn-1/ /n-2/ /5/

3zul:ana pra\vidto\vosii staje sie widoczna* Prowadzi ona do wzoru:
a;] =wu-1/ /n-2/ /n-3/ . .. n - /N"1/] =

a v/ /027 « < « /n-lw+1/ /6/
Dowod metodg indulgeji raatematycznej pomijamy*
Prz.yklad* Wyznaczy¢ liczbe wariacji n @5 elernentov# po ma 3*

s 5*4*3 e 60
P

tatwo widzieé¢, ze permutacje mozna trakto\n?a¢ jako szczegélny przy*
padek waxiaciji gdy mn e n.

A’r; = n/n-1/ /n~2/ e+ /n-n+l/ a ni « PA

I11* Kombinacj,e”bez__powté”

Sg to potgczenia utwoizone z elementéw zbioru podstawowego# ktdre

zawierajg po m elementow /m -l n/ i rézniag sie pomiedzy soba jedy

nie skiadem elementéw. Ha przyk-lad n st 4 m» 2

{a,b,C|]d}— *ab, ac, ad» be» bd» cd

Potgczen ba, ca, da, cb, db, dc, ktore wystepowa3y u nas jako
osobne wariacje teraz nae liczmy# Interesuje nas jedynie oklad ele-»

mentéw a nie icli kolejnos¢.
Liczbe kom.lnacji bez powtdrzen, jakie mozna utworzy¢ z n ele-

mentéw po m elementéw kazdej oznacza sie albo symbolem



n
/» francuskiego wyrazenia eecombinaison*/» albo symbolem Im

V2z6r na liczbf kombinacji ma postaCj

r _ n(n-0(n~2)---[n-1TMN)_ An
Ln “ ~ 3. 203 e Pm (7)

StiisznoBC tego wzoru tatwo sobie uprzytomni¢ na gruncie naste-
pujacego rozumowania»
Kazda z Cn* kombinacji otrzymanych ze zbioru podstawowego /1/ mozemy
potraktowaé¢ jako osobny zbiér podstawowy zawierajgcy m elementow
i utworzy¢ dla niego permutacjif ktére beda sie réznity kolejnoscia
elementéw ale beda posiadaty ten sam skiad*

Otrzymamy w ten sposoéb '‘Pr. potaczen» ktére beda wariacjami
jakie mozna utworzy¢ z m elementéw zbioru podstawowego /1/ po m elementéw

w kazdej*
m .
P /n \- nN(n-0(n-2)-e (n-nrit-l (8)
A~ 41-2-3 m
Przyktad;
>:IO'9.8'7 "2LIJ
c H '° /| 2 m3 A

IJnozac we wzorze /8/ licsiuJdc i miaaownidc przez Uocsyn

(n-rn)!'=(n-m)(n-m->1)(n-im-2)--'"5-2-"1

mozemy temu wzorowi nadaé postac

r'~ _ - + 3'2-=- T11!

e >).2-5-- m (n-mJ(n-m.-1] «5-2- 4

n-nni (8a)
Stosujgc wzér /8a/ do obliczenia C ~Noce, otrzymamy
ni
rmil(n- im™) !
n-m

Wynika stad wzor (n-m) !ICn-(n-w)] ' Cn-nn)!'nn’'

\-rTi (9>



Prz.yJctadt
20-~7 3 20 e AN AN

/l.amb

C = C , = u =

Uvaga: Stosujgc wzoér /9/ do przypadku w e u przyjmujetay formalnief

ze Ly ¢ 1» poniewaz
n-n (@) » ™M n
Cn=Chn =Ccn,d ’

Zadf£inie* WyznaczyC liczbe przekatnych w szesciokagciee

Przekagtne 1 boki wielokgta b”™edace odcinkami prostych taczag -
cych kazda pare wierzchotkéw» mozemy traktowac¢ jako kombinacje z 6
elementow /wierzchotkéw/ po 2 elementy w kazdej« Odejmujgc od ich
tacznej liczby L B liczbe bokéw otrzymamy liczbe przekatnych?

€ > 6 = N - 6 =9

Wzér ogélny na liczbe przekatnych w wielokgcie o n bokach

bedzie miat postacé

N A N LV N - —
. C ~2_0 n . (<0

IV* Wariacje”™/rozmieszczenia/_"z_powtdrzeniami*

Niech dane bedzie n elementow

P~B~p - - -
oraz m okienek

a a ab 0

Nr. okienka- m

Liczba okienek m jest dowolna i w przeciwienstwie do potg -

czen bez powtérzen moze by¢ m > n*
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Itfariacje z powtdrzeniami budujeni W sposd6b nast<gpujgacyJ

Do okienlca nr 1 v/pisujemy ktory$s sposréd n zadanych elementow*
Do okienka nr 2 wpisujemy rowniez Ictéry$ z elementéw /11/ nie opuszcza-
jac elementu juz wpisanego do okienka poprzedniego.

W podobny sposéb dokonujemy wpiséw do pozostatych okienek* M bu-
dowanych w ten sposdéb réznych potaczeniach /po m elementéow/ kazdy ele-
ment moze albo w ogé6le nie wystapie, albo wystgpi¢ w 1.2*3**« lub m
okienkach.

Kojarzac z kazdym sposréd n mozliwych wpiséw afb,c, .**.z
W pierwszym okienku mozliwe n wpiséw do drugiego okienka otrzymamy n
rozmieszczen/ z powtérzeniami/, zawierajgcych po 2 elementy* Dkojarze-
nie ich z n mozliwymi wpisami w trzecim okienku da nam n3 rozmiesz-
czen /z powtérzeniami/ po m * 3 elementOY# w kazdym itd.

Stad wzér na liczbe wariacji /rozmies$zczeii/ z powtdérzeniami z n

elementéw po m elementéw w kazdej

/i; = n"
Si
Zadanie* lle szeSciocyfrowych liczb mozna utozy¢ pos’rugujacyecyframi
0,1,2 « « « 9 na 10
ma 6
fo mn

Beda to liczby
000 000, 000001 e o ¢ 999999

Niech dane bedg N elementéw?

apn Qps .. r e, x A }
gdzie q

Z tych N elementéw /Zuwzgledniajgc obok oznaczen literowych wyréz —
nienie numerkami/ mozemy utozy¢ NI permutacyj.

Jezeli w tych permutacjach opuscimy numerki przy literze ji, to
okaze sie, ze wsrdod nich bedzie permutacji jednakowych.

Y/obec tego liczba permutacji réznigcych sie pomiedzy soba zmaleje
do N'
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Opuszczajac numerki przy pozostatych literach otrzymamy wzér na

liczbe permutacji z powtdrzeniami:

N !

Jest to liczba permutacji z powtdrzeniami rzedu H o skitadzie

nastepujagcym
N
aa o A b-i'...b-.... z z ... ZEJ} (fS)
cC
(6
gdzie sktadniki sumy o( v-j9™ =m =N

sg zadanymi liczbami statymi. W kazdej permutacji a powtarza sie
oC razy, b powtarza sie [ razy itd.

Zadanie 1. Czcionlci liter dLizego artykutu w gazecie, sktadajgcego
sie z N liter, zostaly rozdzielone i wrzucone do pudetka. Jailcie
jest prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosowujac je na chybi-trafi
odtworzymy tekst artykutu ?

N duzym artykule litery beda sie powtarzaty. Niech

oznaczajg liczebnosci poszczegolny'ch liter.

na+n,D+...+n£ N

Wsrod N!' mozliwych przypadkéw bedzie juz nie jeden sprzyjajacy zda-
rzeniu, lecz
I
na.bn,l ... nZI

Stad szulcajie prawdopodobienstwo bedzie réwne

| | e
n.n,D. .o.n_Jd
NI

Zadanie 2. Mamy  '/*™~r/Zrozn”Nch przedmiotév/. Na ile réznych sposobow
mozna podzieli¢ te przedmioty na trzy grupy tak, zeby pierwsza grupa

zawierata 06 przedmiotéw, druga i trzeba przedmiotow*

Rozwigzanie:

Ustawmy dane przedmioty w jakiejkolwiek okreslonej kolejnosci

(fR)
2 1 2 3 . .. f (1O
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Dzielagc przedutioty na grupy> bedziecay pod oznaczeniem kazdego z nich
/16/ pisali numer grupy, do ktérej trafia. Dopiski /1?/ oznaczaja
przyktadowo, ze pierwszy przedmiot dostat sie do grupy drugiej,drugi
do grupy pierwszej, trzeci do grupy drugiej itd., ostatni do grupy
pierwszej.
Kazdy cigg typu /17/ zawiera cC - jedynek, -dwéjek i c¢T - trdjek.
Kazdemu wiec podziatowi przedmiotéw na grupy bedzie odpowia -
data w sposéb jednoznaczny perniutacja z liczb 1,2 i 3, w ktdérej 1 pow-
tarza sie OC razy, 2 "N Xazy i 3 razy. Tak wiec liczba moz —
liwycii sposobéw podziatu wyniesie

p =

V1. Kombinac.ie z uontdorz™niami”

Niech dane bedg n elementéw, ktdére oznaczymy symbolami

a. /3.« 1l,a, . = . n/

J} T n-1, n/ / 10/

<japisie tym pomiedzy kazda parg sasiednich elementéw sta
\Maty przecinek* Liczba tych przecinikbw réwna sie n — 1.
Konicinac jami z powtérzeniami z n elementéw /po m elementéw
w kazdej/ nazywamy potaczenia zawierajgce CO/ , elemem;6w cun
elementéw . -AN 2 elementéw w ktorych liczby OV,

/oczywiscie catkowite/ sa'r6zne w réznycn potgaczeniach, ale spetniaja
warunki?

(i =f25 ... n)
N2 A +ton= m.
li podanym dalej przyktadzie 1 bedziemy mieli:dla
dla kombinacji 111 (O, =5 , C02. =0, =0, CU~~ 0
oor=0, 0O =f COj=0, A" =2
444 =0, =0, €6=0,t0" =
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Poniewaz w kombinacjach kolejno$¢ elementéw nie odgrywa roli
mozemy wystepujgce w nich elementy zapisywaé¢ w kolejnosci ustalonej
w /16/ j wstawiajac przecinki pomiedzy sagsiadujgcymi grupami jedna -
kOYiych elementow:

- d
§,2% @ >3)

on ~ s

Jezeli w danej kombinacji jakas grupa elementéw nie wystepu*
je, zachowujemy odpowiednie p2*zecinki, nie wpisujgc pomiedzy nimi
zadnych wyrazéw"” ¢ Jdzieki temu llcsDa przecinkbw w zapisie kazdego
potaczenia bedzie zawsze réwna

Nastepujac w zapisie /1%/ isaldidy element jedynka i kazdy
przecinek zerem mozemy nada¢ au postaé¢ zapisu zero«jedynkowego

_H...Wyl/l_ fO.. o ff 1. (20)

co, AN n.
ktéora pozwala w jednoznaczjay sposéb odtworsy¢ skiad danej kombinacji#
V kazdyra takim zapisie liczba jedgnok réwna sie m, u liczba
zer rowna sie n™-Ib»
Sapisy /20/ mozna interpretowac¢ jako zapisy pcrmutac.ii z PQ-
wtorzeniami» utworzonych z wn jedynek i n~1 zer /tj. poja+r”™ ele-
mentow w kazdej/-

Ich liczba réowna sie zgodnie ae wzorem /14/

[m3( -i)]r ~ (20
m! (n-f)! ~— ~

Tok wiec liczba kombinacji z powtérzeniami z ~ elementéw po
im rowna sie
A m m Cnfro-1)1 22)
m-+-n -/ mbLCn'DI
prr»yktaiy iluA-trujg przechod*®fcie od kombinacji do
jej z&P'isu i odwrotnie« Y przy kr el podane sg
wszystkie kombinacje s powtdrzeniami dla n «4 im «3* Ich liczba réw-
na 6'ie 20 WMUTto zaiUwai™o, ze tutaj liczba ~ me koniecznie musi byc

nniajssa od liczby ~ /vide przykiad 3/t

X/ Dwa przecinki znajdag sie obok siwbie.
you Prawa 3 roga wynika ze wzoru /8/
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Dwa zera /przeoinkiJd obok siebie oznaczajg nieobecnos¢ w dane;)
kombinacji elementu,© numerze r®¥#gu numerowi pi'awego zera /prze-
cinka/ < iiozwazanemu zapisowi odpowiada kombinacja nie zawierajgca

elementéw pierwszego i trzeciego /tj# elementov/ a i c/.

AaasJAiIS* ile réznych, sposobov/ mozna podzieli¢ m jednakowych
przedmiotow pomiedzy p  osobami*

Rozwigzanie; Oznaczmy przez COIi liczbe przedmiotow otrzymanyc-h
przez i-tg.osobe* Musi v/iec by¢ spetniona réwnosc¢

can co2 e "COp -m
gdzies /\
o LDi™*m fi=t2,3...p)
jponiewaz wszystkie przedmioty sg jednakowe i ich kolejno$¢ w po -

dziato jest obojetna mozna kazdy podziat zapisa¢ w postaci /20/s

/7. 1100 ...1.0J1.,.1.00.111.. .1

Cco CO. (00) CcO
p

(P3)

gdzie liczba jedynek & m
zer P-1
Zapiz tejt odpowiada zapisom permutacji z powtérzeniem utworzonych

z ™ jedynek i pol zer /tj* po me p-1 elementéw w kazdej/*
Ich liczbaf wobec wzoru /H/# réwaa sie;

Cm p - o !
m! Cp -1)1

VIl. DwldUoian Hewtona
Wypiis znmy/iHatg@pujacy cigg iloczynéw wraz z ich rozwiniecia*
mi w postaci wielomianéw uszeregowanych wedtug malejgcych poteg Xx;
x/ Gdyby byto CO~-0 » CZ3t miatby postac:.
//,.. /00 fi,,,L,,, oji,,, 1

CoO. to. CO.

gdtjpy bOo  (jOMO /CO™=/?, 40 zopis (b) m/o/by poskic:

ijj.,.~ooo cilL ™o J].]....].O...ojii... i
-V -1

CO,.
Cco. con COp
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= x-hbf
Q =0<i‘bj)(xi-b2) =Xi~ X i-b~bA
mAbAFXA 2N Fx-"bj) -X OO0 Fb/b” ibfb j i'bsbs X-f-bfopbj
QAN (X-Abr)(XthA)Fx-~b )fi-bA)=xHb/b2ibjib )X~ b, b i-b,d A bA-f-b2bi

mhb2bif -f-bjbt, )x~-h{b~b2bji-bjbgb.,'i-bibsb ib2bsb”)x bfb2bsb”

Podstawiajagc x « a oraz » bg cee bn « b otrzymamy naste-

pujacy ciggr

Q =a+b =a+b

Q -(ai-b)'=a~+2bi-b”

Q :zCai-b)»=an~*3a~b”™-5ab”i-b”
-(ai-b)'=o*+~a~b-f-6dtH-~ab”™+b"

Q,.=(a-hb)**=0"1-na "*b-f- mm=+b "

Nasuwa sie przypuszczenie, Ze wystepujg tutaj pewne
prawidtowosci, ktére pozwolg uzyska¢ ogdélny wzor na rozwinie-

cie wyrazenia
/a + B/

Z rozwinie¢ dla n» 1»2,3 i 4 wida¢, zej

1/ liczba skiadnikéw w nich réwna sie n + 1;

2/ w kolejnych skiadnikach wystepujg iloczyny poteg w postaci
all-k"k ™~ ktorych litera K przebiega wartosci 0,1,273****#n,
Wyktadniki przy a kolejno malejg od n do zera, a wyktadniki
przy b kolejno rosng od zera do n» W kazdym skiadniku suma

obydwu wyktadnikéw réwna sie n»
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Nieco trudiaiejsze jest wylcrj~cie prawidtowosci w ksztattowaniu
sie wspoltczynnikéw liczbowych w kolejnych skiadnilcach rozwiniecia*
Zbadajeay kolejne sktadniki rozwiniecia dla n « 4
Qa 6@  ~db~Nib~n
W pierwszyta sktadniku rozwiniecia wspétczynnik liczbowy réwna sie
jednoaci.

W arusini sktadniku rozwiniecia wspotczynnik 4 jest, jak v/idzielisniy,
liczbg wyrazéw w sumie

N bg + b3 +

ktore mozemy traktowac¢ jako kombinacje utworzone z czterech elementéw
jednym'elemencie w kazdej** Ich liczba réwna sie

W trzecim skiadniku rozwiniecia wspotczynnik liczbowy r6Twa sie
liczbie wyrazéw w sumie

b,b\-f-b,bj +b,  +6pbij s
ktére sa kombinacjami z tychze 4 elementéw po 2#

Ich libteha

N czwartym skitadniku rozwiniecia wspotczyianik liczbowy réwna sie
liczbie wyrazéw w sumie

hfb2  bY)2 /b; bj b~ bi b2bjb~
ktére sg kombinacjami z 4 elementéw po 3.

Ich liczba A ABD /

W ostatnim skitadniku rozwiniecia wspétczynnik liczcbowy réwna sie je<foo=
Sci# _

/
Mozemy wiec naszemu rozwinieciu nada¢ postac

(a +b)*~aUcla"b”r"Q la™éb

tatwo sprawdzi¢ stusznosé¢ analogicznych wzoréw dla n * 1, 2 i 3.
(a = ot b
(b -a™2qb+b”

(a+b)» =ani-3a "b+3ab ~uy-b ~



Kasiiwa si™ hipoteza» ze v»z0r 0gOlAy bedzie miatl postac:

(a-f-b) =z=a"-hC, a b-~c, a b+----f-C, a b

~n
Udowodnimy stusznos$¢ tego wzoru metodg indukcji matematycznej*
StwierdziliSmy, ze wzlr /24/ jest stuszny dla n a 1e Lusimy jesz-
cze okaza¢] ze z zatozenia stusznosci wzoru /24/ ¢la dowolnego n wyni-
ka stusznos¢ wzoru otrzymanego z /24/ POza zastgpienie w nim n przez

n + 1» czyli wzoru:

(0+b) =0. 1-Ci..a'bW ya''bh- m & o

Y- i-p ™! (zs")
DoYiod poleca r.a okaaaniui zc anozgo obydwie strony wzoru /24/przez

/a + b/ otrzymamy wzér /25/*

Istotnie

(0AbT"®Ab)Xa*b)-
Mni a M i 'ﬂél’\ b/\rri>f\>m-N n’W?Lfnhty___f

i-abc™ab”~Cla ""™b ""b -t b "=

Wystarczy udowodni¢, ze:

c, +c, <

Istotnie, stosujgc wzoér /8a/ otrzymamy!

].rPodstav;iajac do tego wzoru w aO, 1» 2*** otrzymamy wspotczynniki
rozwiniecia /25/:

C c:*c',=cX,: uu.






V/idzin;v , ze v;spo6iczjMiniid liozbovje rozwiiii<”~ciu* Mg
vjzoru na dwumian Newtona pocziticcwo rosnt; a Tals™M*p3:‘'2y
czi“m'wspoétczynniki Jednancwo odlegte od koncéw nozwiniecia sg
sobie /syiidtrycznie/ i6wiic. “"Tatego'v3ystarczy loprowadzenie oli™i-
czen do aiie”sca, v ktérym one przestajg wzrastac.

rtspoiczynniki rozv,ini.~cia mozna dla koleji-~*ch wartosci n
otrzymac¢ sukcesyijnie, cudujgc rzvu troykat ~ascela.

d/a n

1 5 10 10 5 1
1 5 15 20 15 6 i

W schemacie tym pierwsza i ostatnig liczbg w kazdym wierszu
sg jedynki. Pozostate liczby w kazdym wierszu otrzymujemy jako sumy

dwéch najblizej ich stojacych liczb wiersza poprzedniego.
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