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Ci wszyscy, ktorzy w ’jakiekolwiek sposéb zetkneli sie z
oyfrowyiai, wiedzg, ze na to, aby maszyna wykonata
jJakie$ zadanie, trzeba jej podad program, czyli wyrazony w
odoowiedni sposéb pedny i Scisty opis metody rozwiazyi,vania
tego zadania. Tak jest zreszta nie tylko w przypadku stosowania

maszyn cyfrowych, ale wogole przy rozwigzywaniu prawie wszystkie

bsrazo skomplikowanych zagadnienn, i to niezaleznie od Srodkow,

jakie sg przy tym stosowane. Aby méc rozwigza¢ takie ztozone
zagadnienie, zajmujacy sie nim czdowiek /lub zespot ludzi/
musi zna¢ dokdadnie sposéb rozwigzywania. Co prawda w dzia-
4alnosci ludzi moze czasem odgrywa¢ dos¢ istotng i pozyiywng
role iIntuicja, oparta na wprawie, doswiadczeniu lub po p.TO,>tu
na zdrowym rozsadku , jednak jezeli takie przypadki pominiemy,
to nie ulega watpliwosci, ze im doktadniejszy jest opis metody
i im pedniej uwzglednia sie w nim wszystkie mozliwe warianty
zadania, tym bardziej niezawodne jest postepowanie cziowieka
/lub ludzi/, rozwigzujagcych ten problem 1 tym pewniejsze jest
otrzymanie bezbtednych wynikév/e

Taki Scisty opis metoay postepowania, catkowicie

i jednoznacznie
okreslajacy,

co nalezy robié w kazdej fazie rozwigzywaniaezadania
i w kazdej sytuacji, jaka moze przy tym powsta¢, ktéry nie zosta-
wia miejsca na zadne dziatanie czynnikéw przypadkowych lub ubocz-
nych, nie zwigzanych z zal m, nazywcimy algorytmem.

Jest oczyw/iste, ze w takim Scistym formudowaniu przepiséw
postepov;ania byli i sg zainteresowani przede wszystkim matematycy
i ci, ktorz” z matematyki korzystajg. Dlatego w ramach matematy”™i
powstata tzw. teoria algorytméw, zajmijgca sie algorytmami, ich

wkasnofciami, réznymi sposobami ich formudowania, dobieraniem algo-

rytmébw do roéznych probleméw matematycznych, poréwnywaniem réznych
algorytméw, ich mocy i skutecznosci iItp.



Przede wszystkim jednak teoria algorytméw zajmuje sie tak
zwanymi problemami rozstrzygalnosci.

Badania w zakresie podstavs? matematyki, prov/adzone
latach trzydziestych, doprowadzidty do odkrycia, ze istniejag zagadnienia
matematyczne, ktére sa nierozstrzygalne, to znaczy nie moga byc¢
rozv/igzane przy pomocy zadnych dostepnych cztowiekowi sSrodkéw.
Niemoznos¢ ich rozv/igzania nie wynika z tego, ze obecne mozliwosci
ludzi sa niedostateczne, lecz wynika z samego charakteru zadania:
nie ma metody, przy pomocy ktdérej mozna by je rozwigzac.

Pov/stalo w ten sposob zagadnienie o duzym znaczeniu praktycz-
nym: ktére problemy matjjematyczne sa rozstrzygalne, a ktore nie -
w szczegolnosci, ktore funkcje sa obliczalne, a ktdore nie. Obecnie
pierv/szym pytaniem, ktére zadaje matematyk, stykajacy sie z nowym
i trudnym problemem, jest, czy ten problem jest rozstrzygalny.
Jezeli odpowiedz jest negatywna, to wszelkie proéby rozwigzania
takiego problemu sg bezcelowe, bo sga z goéry skazane na niepowo-
dzenie. Poniewaz dzieki stosowaniu maszyn matematycznych zakres
zastosowan matematyki w roznych dziedzinach zycia stale i1 szybko
wzrasta, a v/ykorzystywane przy tym metody matematyczne stajg sie
coraz bardziej skomplikowane, zagadnienia rozstrzygalnosci majag
rowniez duze znaczenie dla v/szystkich tych , ktorzy z matematyki
wyzszej korzystajg.

Niemniej wazn3m dla praktyki zagadnieniem jest pytanie, czy
dany problem, o ktérym skadinad wiadomo, ze jest rozstrzygalny,
moze by¢ rozwigazany przy pomocy Srodkow, ktorymi aktualnie dyspo-
nujemy. Srodkami tymi sg najczesciej ntaszyny cyfrowe ; ich v/ydajno$é
obliczeniowa wigze sie z takimi wkasnosSciami maszyny, jak szybkosé,
pojemnos¢ pamieci, rodzaj, ilos¢ 1 wydajnos¢ urzadzen wejscia i
wyjscia maszyny/c¢Lalekopisylub elektryczne maszyny do pisania,
czytniki kart, tasmy perforowahej, drukarki, urzadzenia rysujace,
wyjscia ekranowe, pamieci pomocnicze lub inne urzadzenia/i Tak
wiec praktyczne problemy efektyvmej obliczalnosci wchodza raczej
w zakres wiedzy o maszynach cyfrowych; w zakres teorii algorytméw
wchodzg tylko te zagadnienia, ktdére da sie wyrazic¢ i1 rozwigzywac

sposdb czysto matematyczny, nie korzystajac przy thm z zadnych
zatozen ani informacji natury technicznej.

Z problemem efektywnej obliczalnosci wigze sie Scisle inne
zagadnienie: v/ybieranie sposréd wszystkich mozliv/ych algorytmov/
rozwigzania danego zadania takiego algorytmu, Kktéry bytby mozli-
wie jak najlepszy - na przyktad pozwalat rozv/iaza¢ zadanie w mozliwie

najmniejszej ilosci krokoéw. Chociaz praktyczne rozv/igzywanie tego

problemu takze wchodzi w zdékres Wiedzy 9 maszynach cyfrowych, jednak



jego strona teoretyczna nalezy do teorii algorytmoéw.

Taki podziat zagadnien pomiedzy teorie algorytmbv/ a Viedze
0 maszynach matematycznych rzutuje w pew/ien sposéb na metody
formi. dos2ania 1 rozv;igzywania probleméw, stosovw/ane w obu tych
dzieozinach. V teorii algorytmov/ v/szystmie pojecia sg sprowa-
dzane do mozliv/ie prostej postaci, tak, zeby jak najbardziej ulatwmr
przeprowadzenie podstawowych vAModd” teoretycznych, a ponadto, zeby
vAniki tych wywodéw bydy mozliwie najbardziej ogolne. Z tego powodu
moze sie nawet na pierwszy rzut oka wydawa¢, ze wyniki teorii algo-
rytmow maja stosunkowo mado v/spélnego z tym, co wiemy o maszynach
matematycznych. Tak jednak nie jest, cho¢ prawda jest, ze przenie-
sienie vANikdw/ jJednej dziedziny do drugiej i konfrontacja obu tych
dziedzin wymaga pew/hnej wprav/y i obycia mateiuatycznego,

Roawe/lTiy to zagadnienie blizej na przyktadzie fum—cji rekuren-
cyjnych. Bedg one szczegétov/o oiadwione nizej, na razie interesuje nas
tylko sama zasada ich v/prowadzania.

V/iadomo, ze maszyna cyfrowa moze w/ykonywad pev/ng i1loSC operacji
elementarnych na liczbach, takich jak dodawanie, odejmowanie, mno-
zenie, dzielenie, badanie, czy liczba jest row/na zeru, przesytanie
liczb z jednego rejestru lub miejsca pamieci do drugiego i1 inne.
Wiadomo réw/niez, ze skdadajac te operacje 1 ustawiajac jo w okreslonej
kolejnosci /podyktowanej przez program/ mozna oblicza¢ nawet bardzo
skomplikowane funkcje. Powstaje wobec tego pytanie: jamie funkcje
mozna na maszynie cyfrowej oblicza¢? Dla prostoty abstrahujemy od tego,
ze czas dzialania maszyny i objetosS¢ jej pamieci sg ograniczone,
oraz zantadamy, ze ani maszyna, ani obstugujacy jej ludzie nie
popedniaja bledow.

Teoria algorytméw formutuje to pytanie proscieqgj, cno¢ bardziej
abstrakcyjnie: dana jest pe™ma ilos™ funkcji 1 pewna ilos¢ prostych
operacji , ktore pozv/alaja z jednych funkcji tw/orzyé inne. Do takich
operacji na funkcjach nalezy na przykdad ztozenie, ktére pozv/ala,
dajmy na to,z funkcji sinx i expx tworzy¢ now/e funkcje
sin exp X oraz exp sin x , Pytamy, jakie funkcje mozna w ten
sposob otrzymaC ? Aby rozwazania, prowadzgce do odpowiedzi byty
mozliwie proste, zarow/no funxeje, z ktérych konstruujemy inne,

Jact saMie zasady konstrukcji /operacje na funkcjach/ sg mozliwie
najbardziej prymityw/ne. W tym sensie nawet dodawanie i mnozenie

sr zbyt sxomoli*.ov;ane 1 konstruuje sie je z funkcji bardziej
elementarnych. Okazuje sie jednak, Zze tak daleico posuniete uprosz-
czenia nie v;alywajg istotnie na wjnik koricov/Ay - klasa funkcji

tonstruowalnycl . ! ten sposob /tza/. funkcje czesciowo; rekurencyjne/
pokrywa



sie z Klasf: runi.cji. ktdére moina obliczy¢ na dowo2.nej wyidealizo-
v/arej maszynie cyfrowej. Ljecie zagadnienia w sposéb abstrakcyjny
zwalnia nas od koniecznosci rozv/azania szczegodow budovidy konkretnycii
maszyn cyfrowych i wogcle wszelkich szczegotdw technicznej, a nie
matematycznej natury.

Oczywiscie te wszystkie uwagi o zwigzku pomiedzy Wiedzg o laa-
szynach matematycznych a teoriag algorytmovw/ dotycza stanu obechego
- warto pamieta¢ o tym, ze teoria algorytméw powstata znacznie
wczesniej, niz maszyny matematyczne, ale obecnie v, pawnyii sensie ouU
te dziedziny v/zajemnie sie uzupedniaja.

Celem niniejszego opracowania jest zapoznanie Czycelnikéw z
mpodstawami teorii algorytméw w zakresie elementarnym. Charakter
tej pracy wyklucza wszelkie zastosowanie zbyt zaawansowanych pojec
i metod; Czytelnicy, ktorzy chcieli by pogtebié¢ swoje wiadomosci,
moga skorzysta¢ z literatury podanej w spisie na kornicu pracy.
Opracowanie to jest dostepne dla osdb, nie posiadajacych specjalis-
tycznego przygotowania matematycznego. Bedzie tu jednak potrzebna
znajomos¢ takich pojec¢, jak liczba naturalna, zbidr, element zbioru,
funkcja jednej i Wielu zmiennych, funkcja calkov/icie i1 czesciowo
okreslona, ciag skoniczony i nieskoniczony, a takze potrzebne bedzie
pewne obycie z metodami rozumov/ania oraz wprowadzania i opisywania
poje¢ matematycznych, stosowanymi w matematyce elementarnej.
Pozyteczne sg takze wiadomosci o zasadach dziakania i1 progra:nov/aniu
maszyn cyfrowych.



1™ Rni"®.ke Dier*\otnie rek"xrency.ine

V ty;n 1"ozdziale bedziemy sie zajmowaC tylko .aiiimi farkccjami, ze
zarowio ich aryurerity, Jak one sacn, przyjmuja tylko wartosci
naturalne O, L. 2, ... .Do klasy takich funncji nalezg na
przykkad suxma 1 iloczyn /bo zardéwno awna Jak iloczyn dwu liczb
naturalnych Jest znowu liczbg naturalng/ , anie nalezgna przyk-
dad réznica i1 iloraz /bo mowag da¢ wynik, ktory nie Jestliczbg
naturalng, Jak 2 -3 =A% Wb 3:2=1,5 /-

7prowadzmy nastepujace funkcje, ktore dalej bedziemy nabywacé
funkcjami najprostszymi:

funkcja jednej zmiennej o(X) , rowna Odla kazdej wartosci Xx.

Funkcja jednej zmiennej s(X) = x + 1 . fest ona zwiama
"nasiepnikiem”, gdyz dla kazdej lic¢zby. naturalnej x oblicza liczbe,
ktéra nastepuje bezposrednio po niej V ciagu wszystkich liczb natu-
ral nych 0,1, 2, ....

Funkcje n zmiennych /dla n=1,2, ... / zalezne od parametru
Aa/gdzie 1 mn /

n? Qa5 g — X
Sa to funkcje "wybierajgce' z ciageu sv/oich argumentéw m-ty z kolei.

Stosujgc do tych funlccji operacje superpozycji /zdozenia funkcji/

mozna otrzyma¢ nov;e fumkcje, Jak na przykdad

36GER) =X 413

o(lin®x, vy, 2) =0 dla kazdego zestawdenia
wartosci zmiennych x, y, z ,

s(s(o(I™(X, V) 2 dla wszystkich x, y .

V/szystkie funkcje , ktére mozna otrzyma¢ z f"onkcji najprostszych
przy pomocy operacji supeipozycli, bedziemy nazywa¢ funkcjami elemen-
tarnymi .

Do funicji elemcntarriycn nalezg miedzy innynd wszystkie furicnje
state i1 wszystkie funkcje, ktére mozna otrzymacC pizez dodawani-i do
zmiennej dowolnej liczby . Ale zas6b funkcji elementarn;ych nie Jest
zbyt urozmaicony 1 nawet taka prosta funkcja, Jak.swaa xfFy Juz
nie jest funkcja elementarna.

0 vdele wieksze mozliwosci twor2.enia n..wych furazedi daje Ininc
operacja: rekurencja pierv/otna.



Przypusémy, ze mamy u;ue dwie funkcje : funkcje n zmiennych
g &, --- XM oraz funkcje nt+2 zmiennych h(x®, ... ,xX\y,z2).
Witedy mozemy utworzy¢ now/a funkcje m+l zmiennych w nastepujacy
sposéb:

Nyoeee s J0)-s(k-J, ) /v
XM yH) -h o, Lo, Ly, T L LU XY
/2/
Z wzoru /1/ oti-zynujem™ wartos¢ funkcji O™, ..., Xrlw\’ v,)
dla dov/olny™h v/artosci Ziiiiennych X, . , i y=0. Wartoee
funkcji dla tych saliQYch wartosci x, ... , XIII_ oraz dla
y =1, 2, ... mozemy obliczy¢, stosujac odpov/iednig ilos¢ razy

wzor /2/.
\; szczegOlnym przypadku moze by¢ n = O ; wtedy funkcja g
redukuje sie do liczby i te wzory przyjmuja postac
r(o) =g
f+D) = h@y, ;)
Niech na przyk#ad n=0, g=0, h(x, y) = I"(X, y)= X
Wtedy
f(0)=0
fyt0=y
stad mamy f(D= o, f(2)= 1 , f(3)= 2 itd, a ogblnie
f(x)= 0 dla X =0 1 f(x)= x-1 dla x>0 . Oznaczymy t* funkcje
przez X k1 . n

Funkcje, ktoére mozna otrzyma¢ z funkcji najprostszych przez
zastosowanie do nich dowolng /skoriczona/ ilosS¢ razy operacji
superpozycji 1 rekurencji pierwotnej, badzenii;z naanv/ac funkcjami
pierv;otnie rekurencyjnymi.

Funkcjami pierv/otnie rekurencyjnymi sg, miedzy innymi,
suma X+Y, iloczyn x*y , potega o wykdadniku naturalnym x“°,
réznica ograniczona Xk-y , wartos¢ bezv/zgledna roéznicy )xvy| ,
funkcja signum /znak/ sg(y), funkcja antysignum /znak przeciwny/
sg(y) , czes¢ catkowita ilorazu , reszta z dzielenia x przez y
rest(x, y) i wiele innych.
A oto V jaki spos6b mozna to /dla wymienionych wyzej funmeji/
sorav/dzic.
uuma:
X+0=X
X +(D = (xty)+ 1
w tym prrypaakn g¢(~) = IIW , h(x, y, 2) - s(™(X, Yy, 2)



czyli g Jest luriKejg najpcastszg, sas h ztozeniem dvM takich
funkcji .
1loczyn:
X*0 =0
X*y D=X+
I tym przypadku g & = o(X) , czyli jest funncja najprostsza,
za¢ h(x, y, 2) =X +z r I"(X,Y¥,2) + I(X,y,z) , czyli jest
ztozeniem sumj™ /ktcora jest pierwotnie rekurencyjna, jak to pokaza-
lismy bezposSrednio Whzej/ oraz funkcji najprostszych.
Votpg™ o -r/kfadniku naturi.ilnym x/:
x0 =11
VHL y
"rutai 9 )= s(o(X)) , a wiec jest ztozeniem funkcji najprostszych,
lu. ,/11 mL . m [
niem iloczynu /0 ktérym juz wiemy, ze jest pierwotnie rekurencyjny/
oraz funkcji najprostszArch.
Réznica ograniczona X-y

X—-0 =X
X-(y+tD= (X-"y)-i
Tumamy g®= 11 & ,h, vy, 2 = zal = x,y,2) — 1 .

Funkcja z-1 jest pierv/otnie rekurencyjna, co wynika z przykdadu
podanego poprzednio. Obliczajgc na podstawie tej definicji funkcji
x-1.,y Jjej wartosci dla roznych wartosci zmiennych x 1 y mo@ap)™

sie przekona¢, te jX -y ,gay X>y

X-=¥ =]o ,gdy X vy
Stad pochodzi nazwa tej funkcji: rdéznica ograniczona.
Vartos6 bezwzgledna réznicy [x - )] :
Korzystajac z podanej wyzej wkasnosci roznicy ograniCi6onej
mozemy napisacC
-y = &=y + d-x)
Jako ztozenie funkcji pierv/otnie rekurencyjnych, jest to takze funkcja
pierwotnie rekurencyjna.
Funkcja signum sg ¢~
sg [9= O
sg(y + D=1
To , ze to jest funkcja pierwotnie rekurencyjna, jest oczywiste.
Zauwazmy, ze



&

Jo, Yy =0
beS 0.alyy> 0
Ckeyli sy(y)~ 1 wtedy i tylto wrteay, yen  Jeot liczbg (iceatru-.
£tid i WivCi. -
FandeJda sg(y)
ny(0) i
D
stad (1 Yy =0
d lo, gdy y >0
czyli ng”™y)" 7 v/iteciy i WYMo wtedy, Yy -k bl ra

/t\; /[lcezy .jest zereui/.

Cze¢c cal-Owita ilon™-zu
V lyn przvyadkii sprawdzianie, ze t Jest luiikcja pieivi'Othia “M-u
rencyjna”,. Jest znacznie bardziej skomplikowane, iyytoby to wogolc
niewykonalne, gdybysmy nie okreslili dodatkovw/o wartosci [-I
- w teorii Jdnkcji rekarencyJnych. wygodnie _Jest prz.yjoz:, ze baka wartoscé
iotuiejo 1 ze [g] N x iJla dowolnego X.

cezeli y>0 i jezeli i)rzez n oznaczymy v/artosC
w ciagn

1y™X, 2y-i-X, ... , iy, ... , Xyn_X

bedzie dok#adnie n zer. n zatem dla dowolnego y>0 jtm

~n 21 S(y-t.-—X)

czy].i, inaczej /aowiac, .0 .any /oliczy¢ wsz,, ntnie t¢ -4l 1- 11—
czajac wartosci tunneji sg dla wszystkich elementéw 3c: o cia -;
i dodajac je do siebie. Jezeli y = 0, to =z mazemy it v :
eigg, ale wtedy on bedzie inial do™~ladnie Il clementvv. | Apgh

beda réwne zeru ; podany wzoi“ l-edzie w tyn przypadkU Rwv.y- p-idw
dziwy. Udato nam sie wiec przedstawi¢ brdang funkcje w oostaci
sumy Idjnkcji piei“wotnie rGiireii-cy,jnycHp co oiawda suma
skoriczona, ale 1loS¢ jo.j ele.nentdw salezy od X ; nic mozna wiec
tu skorzysta¢ z poprzCzinio dowiedz.lae.z0 faktu, Z aiid clsg dps-
mentowa /a wdec- takze suma dowolnej statej ilosci sudadni>xow”/
jest pierwotnie rekurencyjna. ide takg sume o zmiennej goinej
granicy suraovw/ania mozna takze oblicza¢ przy pomocy rerurencji
pierwotnej. Rzeczywiscie, niech a (X, y, 1) bedzie dowolng
funkcjq pierv/otnie reuurencyjng i niech

3Gy, mM - aX,y, 1)
olaz S(xX, y, 0) =0



Wtedy
SC,y,m+ D) = s(x,y,m) + a(x,y,in+)
czyli c a tej rekureticji pierwotnej

y) = o(I™ (X, y)
h{x, y, m, z2) = a(x,y,s(in] + z =
= adl(x,y,m,2) 3

+ IN(X,y,18,2)
dat Vi-¢, obie itn Oje, g 1 h, sq ztozeniami funncji najprostszycki
i funicji piei wotnio rek-urency jnych, a wiec 3 jest taKze funkcja
pierV"Otnie rekurencyjna, V szcze”gélnodci , fdy a(x,y,i)~ bg(iy x) ,
S Y, X) = , a Wiec czeS¢ catkowita ilorazu tez jest
funkcja pi.erv;o nhie rekurencyjng.

deszta z dzielenia™ rest(x, y):
Podobnie, jJak w przypadku czesci catkowitej ilorazu, musimy uprzednio
unéwi¢ sie, co bedziemy rozumie¢ przez rest(x, 0) ; w przecivmym
razie dalsze rozv/azania nie miatyby sensu. W teorii funmcji reku-
rency jnych przyjmuje sie, ze rest(x,0) = x dla dowolnego X.
Przy tym zatozeniu nie trudno sprawdzié, ze

rest (x,y) = X y["]

dla dowolnych wartosci zmiennych x 1 y. Jak widaC, jest to zdozenie
fun.—cji pierwotnie rekurencyjnych, a zatem ta funkcja jest tez
pierwotnie rekurencyjna.

Przytoczone rozwazania stanowig probive metod /przynajimiiej tych
najbardziej elementarnych/, jakie stosuje sie do sprawdzania, czy ja-
kas funkcja nalezy do klasy funkcji pierv/otnie remurencyjnych ,
czy tez nie* NajczeSciej stosovianym. clwytem jest koM.struov/anie coraz 4o
nowych funkcji z innych funkeji,poprzednio otrzymanych i przecho-
dzenie w ten sposdb od funkcji prostszych do cox*az bardziej ztozonycli.
Oprocz operacji superpozycji i rekurencji pierv>/otnej mozna przy
tym korzysta¢ z nastepujacych zasad:

Jezeli funkcja g(Xj, , jest pierwotnie rekurency jna,

to funtcje
3(Xp -~ aX, , --- T
X«
PJ ,» --- L X%= T 9(XF, --- Xpg
sg takze pierwotnie rekuw-orncy jne .
Jezeli oprécz tego axX] , --- . XY ,b ., -

sg fun-.cjaini piervotnie rekurencyjuyuii, to furikcje



10 -

a(X1 .., Xm+ b, — X))

r ¢, o] »eeeslh, /5/
R 1*a (X* Jeee )
a,.... XD+ b(X1L 1 m
Mo Y,

, n _ I’?G\'l'>** > ~n)
sa pier-wotnie rekurerlcyjne.”) < '

Jezelil mamy s+l funkcji pierwotnie rekurencyjnych n zmiennych
g w——~ V g V;.,x>UY.oraz s fmikcji n zmien-
nych arQ ,.e= XY Yer*e:y gVjV,:255) takich®™.ze dla kazdego
zestawienia v/artosci;zmiennych x|y-,. ., X, CO najwyzej jedng
z tych _funkcji ai przyjimgje waitosd 9 1 to Ffunke ja- F, okreslona
w nastepujacy sposob:,

.gdy ay(xMy.i. ,x™MN*=0
»ee*d e
v g QG .--. XD 1gdy 339 (%, ,-.. -Xi])a0
.- .XV w pozostatych przypadkach

/7"

jost rowniez pierwoxnjLe rekupencyjna.

W rozwazanym wyzej przypadku funke j¥* -1 sprawdzilisnjy w pewnym
momencie, ze funkcja 3 zmiennych S jest pierwotnie rekurencyjna.
Wzér /3/ jest uogOlnieniem tego i dowodzi sie go analogicznie,
stosujac schemat rekurencji pierv/otnej wzgledem zmiennej Xy
Podobnie sprawdza sie. poprav/noéd /4/. Pedne dowody .Czytelnik moze
znalezé w podreczniku .Maicewa [3] . /5/ i /&/. sg nieznaczng modyfi-"
kacjg wnioskow z zalezno:~ci /3/ i /4/, przytoczonych w tej samej
ksigzce. Prawdziwos¢ /7/ wynika stad, ze tak okreslong funkcje
T .mozna przedstav;id w postaci ,

f=f] YEO-F ...+ fg sg &)+ fJ sg @ - *ag)
Dla uproszczenia zapisu pomijamy w tym wzorze xaaxE3lK argumenty
funke ji

Ze wszystkimi tymi sposobami konstioiowania funkcji na. podsta-
wie innych Czytelnirc miat juz zapewne sposobnos¢ spotkaC sie przy
innej okazji, poniewaz sg to chv/yty stosowane czesto, w analizie
matematycznej /zwk.aszcza w teo.rii ciagéw 1 szeregdév//, W kombina-
toryce, w metodach numerycznych oraz zwigzanycki z tymi metodami
zasadach p.rogramowania maszyn liczacych. Na przykd#ad w znanej,
definicji silni

o =1
D) =T
vyKorzysta je sie wkasnie schemat rekurencji pierwotnej.
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Suma 1- pierwszych wyrazéw ciagu potegowego o wspokczynni’Mach
naturalnych ma postac

S (x, U= 2 an

i=o
Zamiast mozemy takze napisa¢ a (@) , gdyz w gruncie rzeczy
mamy tu do czynienia z funkcjg argumentu naturalnego. Jezeli
te wspotczynniki bedg zalezne jeszcze od innych zmiennych
} e*w 3 , to suma réwniez bedzie

zmiennych K

S(x, X, ... , XN, Ki- w}eessn>iN X
Z wzoru /3/ i z poprzednich rozwazan wynika, ze w kazdym
przypadku, gdy a jest funkcja pierwotnie rekurencyjng,
S jest tez pierwotnie rekurencyjna.

Bardzo czesto, gdy funkcja jest zbyt skomplikowana, aby mozna jg
byto opisa¢ jednym wzorem, definiuje sie jg’kawatkami''. Wezmy
jJakis prosty przyktad:

X+ 2 gdy O”Nx”2
2

X gdy 3 n
L{€9]
1 gdy
X'3 gdy XN 11

ot6z wszystkie warunki postaci i"X"jJ mozna zastgpic

nnymi, tv/orzac funkcje , ktora jest rowna O tylko dla takich x
jest rézna od zera dife x <i oraz x>J . Funkcjg takg jest,
na przykdad,

-i-X + X uj
i wobec tego opis funkcji F mozna zapisaé¢ tak:

W+ 2 gdy 0-X+ X—2 =0

xn gdy 3~x + xi15 =0

T 0O=4 _
gdy 6-4x+ X-1-10 = 0O

w przeciwnym przypadku

Jak wida¢ , jest to zapis postaci /7/ , a zatem, w szcze™OInosci
funkcja ¥ , zdefiniow/ana w ten sposéb, jJest pierwotnie rekuren-
cyjna. WymysSlenie bardziej skomplikowanego , konkretnego przs'tc-
+adu zastosowania /7/ do okreslenia funkcji 2 lub wiecej zmien-
nych pozostav/iamy Czytelnixowi -
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Jai zatozylismy na poczatku -tego rozazialu, rozwazamy
tylko te I'ubSge, Ktére dla dovw/oliiych naturalnych wartosci swoick:
argumentéw majp oi'reelorie wartosci , bedace liczbami naturalnymi,
I7dasciwie wszystkie tauie i."ukcje, z jakimi mozemy sie zetkngd
w praktyce, sg funkcjami pierv/otnie rekurencyjnymi; w kazdym razie
na pewno do nicii nalezg te, ktore w jakikolwiek sposéb mozna opisac
przy pomocy wzordw, definicji rekurencyjnych dowolnej postaci, lub
definiowania "kawatkami''. Istniejg jednak takie lunncje, ktore nie
sq pierwotnie rekurencyjne, chociaz w codziennej praktyce oblicze-
niov/ej sie. ich nie spotyka. Aby sie o istnieniu takich lunkcji prze-
kona¢, mozemy przepi“Ov/adzi¢ nastepujace rozuuiowanie,

Funkcji pierwotnie rekurencyjnych jednej zmiennej jest
nieskonczenie Wiele, ale mozna udowodni¢ / cho¢ \ dos¢ s™vompli—
kow/ay™ sposéb — zob, np. E3 ]/, ze da sie jJe wszystchie ponumero-
wa¢ kolejnymi liczbami naturalnymi 0,1,2 eee < < |iV'czej
mév/igc, da sie tistawid wszyst .. ini-cje pierv/otnie rekurencyjne
1 zmiennej w ciag

7, fai
Utworzmy teraz furxje- d (k, x) tama , ze dla-Kazdego naturalnego K
pk, x) = (x; coon

Jak wida¢, dla kazdej furu.cji jednej zmiennej g(xX) , ktéra jest
pierwotnie rekurencyjna, istnieje taka liczba natui®olna m
g() = D(a, x)
dla v/szystkich naturalnych wartoév.i xX. Odwrotnie, dla mazdej
ustalonej wartosci m funkcja D(m, X) jeuL pierwotnie remurencyjng
fun.ccjg zmiennej X ..
Zbadajmy teraz funkcje 1 zmiennej
d® = I, X +1
Dla kazuej naturalne jwsrtd.ci X Vartoac lurikce u jest okreslona
i. jest liczbg naturalng. Odyby d () byka funkcja pierwotnie rCiw"
rencyjrig, to istniataby liczba naturalna U taxa, ze
d® =D @ X) dla wszystkicki naturalnych x, cs uLi w szczegolnosci
dagm - D@, L) .
Ale wtedy z definicji IunKcji d wynikatoby, ze
DL, m) + 1 =D(m, m
co jest nieracz-l Me, Przyouszczenie, ze d(xX) jest funKcjag pierv/ot-
nie rekurencyjng, doprowadzi4o nas do niedorzecznosci, a zatem to
orzynuszczenie jest falszywe.
Stad wyniua, ze furiKcjo d(X) nie jest pierwotnie rekurency jna
Z tego wynika takse wniosek, ze funKcja Uk, xj 7/jako funKcja
2 zmiennych/ takze nie jest pierwotnie rekurencyjna, bo gdyby tak

, Ze



by4o, =®0 vwni -zboby 726 d ¢ - dx, 3+l =
= sNG"K, X}, X)) Juko z;;axCmike dimnGj.i X & runkcji naj-
prosts-yh, takze lauairlal by¢é pierbvotnie i-ekurencyjna,
n k. nie jeat.

Oli-agialiGiivy \- ton sposob przykdady 1"'ub..gji jednej 1 dwu zmiennych,
ktdre nic s/ pierwo tnie rek.irencyjne. "Zpetnie analogicznie
mjaa otrzyma¢ funkcje dowolnej ilosci zmiennych, wtdre nie
sg pieiwo Inie rekurency jne, yy.,* dla kazdej liczby naturalnej n
zbidr wszystkich i“unkcji pierwotnie rekurencyjnych n z.-iiiariych
aaer ulo\y¢ w cigg®, a zatem istnieje lunivcja rivl zmie?incta

o, X|, >=. ,

/zwana funlcja uniwersalng 'dla zbioru pierwotnie rekui“encyjmyoii
funkcji n zilliennydVv taka, ze dla kazdego ustalone/"0 naturalnego «

Dk, Xp ... , ) jest funkcja piei-wotnie rekurencyjng
zmiennych Xp X2, ... , X*™ i odwi"otnie, dla kazdej funkcji
glxp ... , , ktéra jest pierrwWotnie rekurencyjng, istnieje
liczba U taka, ze I"c¢/modd

olXl 5 --- - @ Xp ..., xD)
achodzi dla wszystkicki wai™tosci. Xy --- vy
mzy tych zatozeniach ani funkcja b (k, X, )
ani  d(k, x0, X = uk, K, X nie

pie.rxwotnie rekurency jne.



2. Junkcjr; rekurea

run,-Cje uaiwersalue zMoréw funkcji pierwotnie rekureiicyj-
nycii n ziiieie/cli nalezg do szerszej klasy funkcji: se to
tak 2awCiee rurikcjc ogolrjie rekui“encyjne. /ANy te klas™ blizej oKreslic,

rmjni um ograni ozonu.

mig) o, .., bedzie dowolny funkcjg n zmiermych
ki A1) dowolnych naturainycki wartooci jej argumentow
jej wa.rton¢ jest liczbg naturalng, krzez
My ( . 7@) =X ) d

owiciczgiy najmniesza. Vartoéc liczl),y y, dla .ktor€)j jest spednio
ne I'o/M"im.e

/mll v iinnyc]) ; N , pod waruru“iem, ze rownanie to
La wozy . i.kioh. wnrtonri zmiennych Xj , ma rozwigzanie
de."6li ir-Inioje chociazby jcalno zestawienie wartosci tych zmien—
ny(di i"!", ze to rownelif; nie ma rozwigzalij t przyjmuje si™i
ze wartos¢ wyrazenia /b/ dla zadnej wartosci zmiennych
Xy 5 wee nie jest uk.ruslona.

Jezeli w-:u™to& wylocazeni.a /8/ jest okreslona, to v;yznacza ono
mw/a funkcje n zmiennych

g™, ., ) “ My V7 *==  *n-M

Jezeli Bobie ustalimy ktérakolwiek ze zmiennych, Vk/stepujacych
w tym wzorze po lewej stronie - w .szczegblnosci, moze to
by¢ miicria Xt , to otrzymany funkcje g , zal _.mg od odpowied-
nio uniejsz.ej ilosci argumenidw, albo nawet stalg, jak to widac
thC jalby z pierwszego z* i zszycli przykfadow.

eie'el i ni\-yymieiriy n=1, lo ustalajgc Ziiiienng Dooxn=l
i nrzyj *i.igc .f(y)“ BgMy) otrzyniamy wyrazenie posiaéi /8/
\1(Sg('yM

U.Ord™> wartos¢ jest rovi;na 1, jako ze to wkasnie jest najmniejsza

z liczb naturalnych# dla ktdérych wartos¢ funkcji sg ject réwna 1#
gdybys*Miy nie ustalat i zmleruiej X, =otrzymal!i bysmy inne

wy raac;ii ie

M (s,9v)-



Ale, jak to w™nika z definicji funkcji sg , wystepujgce w tym
wyrazeniu rownanie nie ma rozwigzan dla x réznego od 0O lub 1;
zatem wartoso catego wyrazenia nie jJest okreslona.
Podobnie nie jest okreslona wartosé wyrazenia
My (X +Y = 2)
gdyz na to, zeby to réwnanie nie miato rozwiazania y, bedacego
liczbg naturalng, wystarczy dobra¢ jakakolwiek wartosc
X wiekszg od wartosci z /na przyktad x=1, z=0 /.
Réwnanie
y-«-X = Z
ma rozwigzanie y dla kazdej pary wartosci x i z. Jezeli z = O,
to, jak wynika z definicji roéznicy ograniczonej, y-~X ; najmniej-
szym y spedniajacym te zaleznos¢ jest liczba 0. Jezeli zVO
to wtedy y*"Xx = y- X 1istad y = x + z. Wobec tego

N

, =M J/Jv-t-x = =/ =
9(x ?} \ Vy; x Z i X+Z w p%zec?wnym przypadku

Zmienna y w /8/ 1 /9/ jest tzw. zmienng zwigzang - pozostate

zmienne. X, , ... Ap  * zmiennymi :wolijymi .. Nazwy te pocho-
dza stad, ze zmiennym X, ... XN mozna w tym wyrazeniu nada-
wa¢ dowolne wartosci , lub ustala¢ je wedtug upodobania, a ze

zmienng y tego zrobi¢ nie mozna, bo jej rola i spos6b nadawania
jej wartosci jest sScisle okreslona przez posta¢ wyrazenia.
Jezeli wyrazenie /8/ jest okreslone, to jego wartosS¢ zalezy tylko
od wszystkich zmiennych wolnyoh, ktére w nim wystepujg*
Oczyv/iscie zmienne wolne 1 zwigzane nie musza by¢ zawsze
oznaczane w ten sam spos6b; na przykdad w wyrazeniu
~y ~ “yJ zmienng zwigzang jest z , zas zmiennymi wolnymi
X 1 y , Czytelnik moze sie sam przekona¢, ze ~"ivystepujace w tym
wyrazeniu réwnanie ma rozwigzanie z /jedno lub wiecej/ dla kazdej
pary vZartosci X 1 y , a wiec wyrazenie to okresla funkcje swoich
zmiennych wolnych x, y
V tych z przytoczonych wyzej przyktadow, w ktérych Funkcja 79/
byta okreslona, mozna jg byto wyznaczy¢ bez wiekszych trudnosci,
ddst jednak zrozumiate, Zze nie zawsze obliczenia przebiegajg tak
+atwo. W trudniejszym przypadku wartos¢ funkcji g z vw/zoru /9/
/o0 ile ona istnieje/ mozna dla danych wartosci zmiennych
Xl» Xn oblicza¢ metodg préb: zamiast y podstawia sie O
i sprawdza sie, czy réwnos¢ jJest spedniona; jezeli nie, zwieksza
sie y o 1 i znéw bada spednienie rownosci , i tak dalej, az do
s™alezienie pierwszej napotkanej /a wiec takze najmniejszej /
wartoc¢ci y, ktéha to rovmanie spednia.
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Jezeli to obliczenie przepi-0"/zadzaiuy recznie, to tani oposob jest
zmudny 1 niedogodny, ale jezeli iia.dy moznos¢ wykorzystania do

te/To iiiopn,/ cyfrowej, to wtasc.iwie jest t zupednie naturalny
sDoG6b liczonia. Madomo , ze dos¢ czesto stosowailyih chwytem pro-~
graniowym jest tworzenie tak awaitychh “petli'™ programu: pewne
obliczenie powtarza sie wieloki-otnie dopdéty, dopér.i nie bedzie
spedniony pew/ien waruneK , zwany- przez programistow®™ waruriKiem wyje-
cia z petli, ktory jest dobierany zaleznie od te-p, co chcemy otrzy-
ma¢ jako ostateczny elekt dziatania takiej petli. tym przypauku
povtai—-:aug oixa’ac,):! Jflkdl -Jod"sanie jedynki do zmienxiej"y /Zktoérej
na poozfitku nadano warton¢ 0/, zan warunkiom wyjecia z petli jest
spednienie réwnania, wystepuja™cego w /8/. “sartos¢ y w momencie wy-
chodzenia z petli jJest poszukiwany wartoscig funkcji g z wz Ui /9/.

funkcja ogolnie rekurencyjna nazywamy kazda funkcje, ktdrg moz-
na otrzyma¢ z funkcji najprostszycli przez zastosowanie skonczong
iloS¢ razy operacji superpozycji, rekurencji pierv/otnej, lub mini-
mum ograniczonego .

Poniewaz wszystkie trzy operacje na funkcjach : superpozycja,
rekurencja piei-wotna 1 minimum ograniczone moga by¢ weykonywane na
maszynie cyfrov/ej /w tym sensie, ze jezeli znamy wailtosci jaivichs
danych funkcji dIn zadanych v/artosci ich argumentév/, to mozeigv
dla tych samych v./artosci argiimentow obliczy¢ wartosci funkcji,
ktore z tych funkcji danych powstajg przez zastosowanie tycti ope-
racji/ , zatem, gdyby nie byto ograniczen, spowodowanych ograiiiczoiui
objetoscia pamieci, ograniczonym czasem wwwomW/anie obliczen , o,rani-
czong niezawodnoscig dziatania maszyny itp - krétko -adéwiac, gdybysmy
mieli do czynienia z maszynami idealnymi, to kazdg #*unkcje ogoélnie
rekurencyjna mozna by na takich maszynach obliczy¢.

Z definicji funkcji ogdélnie rekurencyjnych wynika, ze kazaa
lunkcja pierv/otnio rekurencyjna jest takze og6lnie I"ektuericyjua.

Jak juz v/spo:mielismy wyzej, mozna wykaza¢ /cho¢ dowdd jest

bardzo skomplikowany, zob. np. 3]/ > ze iunkcje uniwersaluc.
zbiordow wszystkich fumxji pietwolnie rekurency ju,ch n zinicimyck
/dla n= 1, 2, ... / sa takze funkcjami ogélnie rekurencyjnymi .
Jak juz wiemy, nie sg one pierwotnie rekurency jne, a zatem

klasa fun.icji og6lnie i1*ekurencyjnycli jest szersza od klasy iunkcji
piei*wotu ic rekurency jnych.
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V popi“ze Jiiich 103V/azaniacli mieliimy do czynienia tylKO z
fun.xja.ni cai.-x-ov/icie okrecilony-ui, to "znaczy z takitni, ze ich
wartiii"ci byty okreslone dla v;szystkich mozliwych wartoaci ich
argariient(Brv. Czasem jJednak jest wygodnie postugiwaé sip iunkcjami
czesciowo okreslonymi /krocej: fFfunkcjami czesciowymi/, ktérych wartoe
ci dla pemnyckhi wartosci ich arguineritow mogn nie by¢ okreslone.
Funkcjami czesciowo okreslonymi Dostugujemy sie bardzo czesto;
wystarczy wspomnieC takie furiKcje rzeczywiste, jak

" ID ~ (x - 243 -
X+ 2 -1

pierwsza z nich jesu orreslona dla wszystkich rzeczywistych wartos-
ci zmiennej X oproécz x = - 2 , druga dla wszystkich rzeczywistych x
poza I'i -1, trzecia jest okreslona dla ws2:.ystxich x spekniajagcychi
zaleznosé 2”Ax~N3 . W naszych rozwazaniach ograniczamy sie do
funr.cji, ktorycli argumenty przyjmuja wartosci naturalne i ktiych
wartosci , jezeli sg okreslone, to takze sg liczbami luituralnymi.
Ale 1 tutaj nie bydoby zbyt'trudno skonstitOwa¢ odpowiedni przyktad,
korzyritajac chociazby z tego, co bydo pov/iedziarie wyzej o0 operacji
minimum ograniczonego. Wyrazenie

bly(sg(y) = "1
nie jest okreslone, bo to réwnanie nie ma rozwigzali dla v/szystkich
wartosci X < GdybySny™" jednak zrezygnowali z tego ograniczenia i
przyjeli, ze takie wyrazenie /oznaczone dla odréznienia nieco
inaczej/

/ypeb =
jerst funkcjg, ktoi"ej worto¢¢ jeot okreslona dla tych wszystkich
v/artosci ziaiennychi wolnycki, dla ktoérych istnieje rozwigzanie
tego 1"Gwnariia, 1 nie jest okreslona, w przeciwnym przypadxu, to
otrzymalibysiny funkcje czesciowg g taka, ze

X gdy X~ 1

GW nie jest okreslona, gdy x:/"2
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MWra.’unie M X by - z9 , jat& to.vw/iaziol v.ye) , &@V..X nie
jest oiireclone, ale znowu, jezeli zrezygnujemy z tego ogranicze-
nia, ctrzyivaiily GzeaiaoM/Aj lunKcje.
a(x, 2 = yy(x +y = 2)
tatg, ze
)z - X gdy X<z
Inie jest okreslona, gdy xo>z

.i.azeray sie umowi¢, ze josli jJakie$ w"yrazenie algebraiczne
moze mie¢ wartovzc ujemng lub ula:nkov;a po podstawieniu zamiast
wystepujacych w nim zmiermych liczb natux-alriych, to uwazamy je
za opis Funkcji czesciowej, ktérej wartos¢ jJest oxreslona tyb.o
dla tych wartosci swoich argumentéw, ktére po podstawieniu do
tego w'yrazenia daja wartos¢ naturalng. Tak na przykdad wyrazenie

e 2y opisuje catkowicie okreslong funkcje dwu zmiennych,
zas funkcje opisane v/yrazeniami n sg czesciowo okreslone:
pierwsza jest okreslona tylko dla parzystych wartosci x,druga tylko
dla tych wartosci xf ktére sa pednymi kwadratami: ece
Funkcja opisana wyrazeniem -2(x+I™ nie jest oKreslona dla zadnej
wartosci X.

Przy tej umov/ie mozemy napisacC

+y =2 =.z-X
Wprowadzilismy tu nowe dziatanie na funkcjach, oznaczane
symbol@l A4 . Wyrazenie
/7y (1> > ™M-1"~
wyznacza re;ii dla danej funkcji n zmiennych , czesciov/o okresaoiiej,
nov/a czesciowo okresloricp funkcje n swoich zmiennych wolnych
> .., N, X _ Ustalmy teraz dok#adnie zasady obliczania
tej nsw/ej funkcji.

Jezeli funivcja 1 nie jest skomplikowana, to mozna dos¢ +atwo
zorientowa¢, czy rownaniewystepujace w /100/ ma rozwigzania dla
danych wartosci zmiennych wolnych i jezeli funkcja f jest
okreslona dla wszystkich v/artosci sv/oich argumentév/, wyznaczyc
najmniejsze wartosci y w zaleznosci od x* , n
wartosci istniejag. Ale taka proba bezposredniego okresSlenia
posziixivsariG] funkcji moze zawies¢, jesli ona sam. jest skomplikowa-

na lub jezeli 1istniejg wartosci jej" argumentéw, dla ktérych ona
nie je.st okreslona, hatomiast opisane juz wyzej postepowanie, po-
legajcce na tym, ze dla danych v/artosci y ae- -1 * ™n
podstawiamy zamiast y 0, sprawdzaiuy, czy roéwnanie jest spekioiie,
jezeli nie , to zwiekszamiy y o 1 i znowu snrav/dzamy , az do znala-
zkoni a najmniejszego rozwigzania /o ile wog6le do niego mozna

dotrze¢/ , jest w kazdym przypadku niezawodne.
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Przyjmujeuiy je jax:o® oeov/i-"~zaregufe obliczeuiia wartOwsci
szukanej funkcji. Proces ten doprov/adzi do znalezienia®™ tej
wartosci tylko Vtedy, Réy rownanie Wwyrazeniu /10/ na rozwigzanie
i dla wszystkich v/artosci y, r;niigjszych od ter,0 rozv/igzania, wartos-
ci T(x™” n okreslone, ilmkcja
YOXpTo.o XAy -(F(X™y .o, Yl A /117

nie jest okreslona, /dla danych wartosci ,

nriste.pujacych przypal-.acii:

1. gdy /artoi;d f(<j, -.. > 0), nie .jest okreslona

z- gdy wartos¢ f (¢, X ., a nie jest okreslona

dla aewnego a>0 , za$ ula wszystkich y a-1

wartos¢ fix., * v e y) jest okieslona, ale rozna od X

gl V;artosci F N }y) sa oki"crloriG dla
wszystkich y «“ f, 1, f, ... ,ale zadna z nich nie jest

réwna X -
Wez:ay na przy:.lad furiKcjy
ag(™™> Y =y ;8¢ ~~r A
Post<;yujqc v;odluy opisanej roguty oodstaw.ll.w iiti nerw 00
cOYmaniB z "™ £ *
0 -X=y
Jak wida¢, lewa strona tego .rownania jest o.kreSloria "tylko wtedv,
«“d/ X = 0 - w przeciwnym razie byltaby to liczba ujemna, czego nie
dopuszczamy. Jezeli x =0, to z @ 0 jest roz"wigzanie.a ro/i/t.ia.nia
tylko wtedy, gdy y = 0O a Vv; przeciwnym przypadku, :au;3il\y ponsta-
wid zamiast z =0 ,z = 1*
1-0=vy i tak dalej,
i“iietrudno zauwazy¢, ze
(y oy =0
z "N \ jest nieokreslona, gdy x /7 O
VJidad stad, ze ta reg;ua obliczania funkcji /11/ naktada istotne
ograniczenia. W rozv-/azanym przypadku bytoby grubym bdedem obiiczAN¢
sobie 'na boku' rozwigzanie réwnania z - x =y ,czyli z =X +vy
/ktére to rozYidazanie zawsze" istnieje/ i przyjac., ze g (X, Yy)= Xty.
Chodzi o to, zeby nie tylko przynajimiej jedno rozwigzanie istniato,
/dla danych wartosci zmiennych wolnych/, ale .takze, zeby ono
dato sie efektywnie obliczy¢ przy pomocy opisanego procesu . W™
wtedy bedziemy mogli fileC pewnos¢. , ze jezeli poszukiwana wartosc¢
frmsécji z /11/ istnieje, to bedziemy jJg mogd.i obliczy¢ na przykdad
p “zy poTiiocy ;ilaszyny cyi“row/ej "/chyba, zeby nam stane ty na przeszko-
wi.c tak Loesyrmiui lcchniczne, jak ograniczony czas liczenia, ograni-
poJ<Ir-iri0.& pamieci maszyny, lub podobne/.
Tak okresl > operacje nazywamy minimum efektywnym.

/



Dla 17inKcji czesciowych mozna zdefiniowa¢ ztozenie /superpozycje/
i rekurencje pierwotng w podobny sposdb , jak to zostato zrobione
dla funkcji catkowicie okreslonych. Trzeba jednak uv/zglednis w tej
definicji fakt, ze teraz funkcje, na ktérych te operacje sa WykKony-
wane, mc g nie by¢ okreslone dla pewnych wartosci sv;oich arguoientéw.
Az )usémy, ze mamy dane n funkejiczesciov/ych m zmiennych
1, --- XN , ... > L » eo* »
oraz jed" ® funkcje czesciowga n zmiennych
f, .0, xXD)
Przez superpozycje /ztozenie/ funkcji f i.funkcji fp ... ,
rozumiemy! funkcje czesciowg m zmiennych

®®e > Vv > e > . AV ’/’2/

Jej wartos¢ dla danych wartosci zmiennych Xp ... » jest okres-
lona wtedy 1 tylko wtedy, gdy sa okreslone v/artosci

= M(Xp .-, Xw)

> eee >
oraz wartoscé

i yn)

Jezeli mamy dane dwie funkcje czesciowe odpowiednio n . I n+2
zmiennych: g™ ... ,xY) i h(x™ ... ,x™, vy ,2Z
i przez rekurencje pierwotng /poréwnaj wzory /1/,/2// wzgledem
zmiennej x* utworzymy z nich nowa funkcje n zmiennych , takze
czesciowg

f(xp .. ., X 00 =gxp  --- , /137
TPI . oo y+l) = h(x, , --- /14/
t przyjmujemy, ze whartos¢ tej funkcji dla danych wartosci
zmiennych Xp ... ,x",yjest okreslona wtedy i tylko v/tedy, gdy
jest okreslona wartos¢. gC%| x~] oraz wartosci
h(x,, ... z, T , X, 7Z) dla v/szystkich
Yy 1

funkcje, ktdére mozno otrzyma¢ z funkcji najprostszycti, stosujac
do nich skonczong i1lus6 razy ooeracje. superpozycji, rekurencji
piei-wotnej 1 minimum efektywnego, nazywamy funkcjami czesciov;o
rekui*ency jnymi .



Z tR2p oKreslenia v/ynita, ze \wvsaBti“:ic funkcjo piei'v.btnie

rekurencyjne sa czesciowo rekurcncyjne; jak wielijy, powstaja one

z funkcji najprostszych przez stosowanie tylko superpozycji 1 re-
kurencji pierwotnej , a wiec zgodnie z tg definicja /ktéra méwi,
ze operacja minimum efekty’V;nego moze, ale nie musi by¢ stosowana/.
Przy okazji mozemy zauwazy¢, ze funkcje pierwotnie rekurencyjne
mozna opisyv;a¢ takze przy uzyciu niinimuin efektywnego ; wystarczy
poda¢ przyktad funkcji

Jeze].i operacja minimum efektyvmego daje funkcje catkowicie
okreslong /i dziata na funkcje caktkov/icie okreslona/, to v/ynik
jest taki sam, jak gdyby zastosowaé¢ operacje minimum ograniczonego.
Dlatego wszystkie funkcje ogolnie rekurencyjne sg takze czesciowo
rekurencyjne.

Klasa funkcji czesciowo rekurencyjnych jest szersza od klasy
funkcji ogblnie rekurencyjnydi. Wszystkie funkcje ogbélnie rekuren-
cyjne /tak samo jak funkcje pierwotnie rekurencyjne/ sa catkowicie
okreslone, bo sg budowane z funkcji najprostszych, ktdi-c sg catkowicie
okreslone, a stosov/ane przy tej konstrukcji operacje superpozycji,
relurencji pierwotnej 1 minimum ograniczonego, zastosowane do lunkcji
catkowicie okreslonych, daja v; wyniku tanze funkcje catkov/icie
okreslone. Istniejg funkcje czesciov/o rekurencyjne, ktore nie sg
catkowicie okreslone , jak chociazby réznica z - x . Jest to funkcja
czesciov/o rekurencyjne, bo, jak vtidzielisniy wyzej, powstata przez
zastosowanie operacji minimum efelctywnego do sumy, ktéra jest pier-
waotnie rekurencyjna i1 ktorej wtyprowadzenie z funkgji najprostszych przy
nomocy rekurencji pierwotnej widzielismy poprzednio.

funkcje czesciowo rekurencyjne, ktére sa catkowicie okreslone,
nazywa si.e funkcjami rekurencyjnymi. Mozna udowodni¢ , ze funkcje
rekurencyjne sa ogolnie rekurencyjne 1 odwrotnie, czyli te dv/ie
klasy funkcji sie pokryv/aja.

Wszystkie funkcje ogoOlnie rekurencyjne n zmiennych mozna
ustawi¢ w ciag . 7, ece
Dowodu tego waznego faktu nie bedziemy tu przeprov/adzac /zob. np, U3}/
ale zajmiemy sie jego konsekwencjamii Podobnie, jak to zrobilismy
dla funkcji pierv/otnie rekurencyjnych, mozemy dla tyCh funkcji utworzyé
funkcje univ/ersalng zbioru wszystkich fuuivcji ogélnie rekurency jnych
n zmiennych

Rb, 1 » *%e A)_%,) /1V

Funkcja ta il las"cepujace v/¥asnosci:
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1. Dla kazdej ustalonej liczby naturalnej k funkcja n zmiennych
R(k, Xp ... , XV jest funkcja ogb6lnie rekurencyjng.
2, Dla kazdej funkcji ogolnie rekurencyjnej n zmiennych g istnieje
taka liczba naturalna m , ze
g(xp -.. , XV - RO Xp ... , X"

dla wszystkich naturalnych wartosci zmiermych x*, ... >

Jezeli utworzyiiiy funkcje n zmiennych
réa, X2, ..., "R(Xp Xp X2» e X)) + 1 16/

to zupednie analogicznie, jak to robilismy w przypadku funcieji
pierwotnie rekurencyjnych, moze.ny wykazad, ze funkcja r nie jest ogol-
nie rekurencyjna. Stad wynika /co znowu mozna udowodni¢ analogicznie
jak poprzednio/, ze R Af 9 ~ » jako funkcja

wezystkicti swoich n+tl argumentéw, nie jest ogolnie rekurencyjna.
Zarowno r jak R sa funkcjami catkowicie okreslonymi. Poniewaz

nie sa ogolnie rekurencyjne, to nie sa rekurencyjne, a zatem

nie sg takze funkcjami czesciowo rekurencyjnymi.

Ze sposobu wprowadzenia operacji superpozycji, rekurencji
pierwotnej i minimum efektywnego dla funkcji czesciowo okreslo-
nych wida¢, ze jezeli tylko dla llinkcji , na ktérych te operacje
sa wykonywane, 1istniejg ich wartosci 1 potrafimy je obliczac,
to potrafimy takze obliczyé wartosci funkcji /0 ile one istnieja/,
bedacych wynikiem zastosowania tych operacji, dla tych sesmych
wartoéci argumentdY/, dla ktorych obliczalismy wartosci funkcji
wyjsciowych. Mozemy rowniez oblicza¢ wartosci funkcji najprostszych
dla dowolnych wartosci ich argumentow. Wobec tego, jezeli tylko
znamy Bpoabb konstruowania fwnknj+ czesciowo rekurencyjne j
z funkcji najprostszych przy pomocy operacji superpozycji, rekuren-
cji pierwotnej 1 minimum efektywnego, to potrafimy obliczy¢ wartosé
tej funkcji dla dowolnych wartosci jej argumentéw, dla ktérych ta
wartos¢ funkcji jest okreslona. Stowo “potrafimy' nalezy tu rozumiec
w ten sposéb, ze moglibysmy v/ykonaC te obliczenia na maszynie cyirowej,
o ile nie stang nam na przeszkodzie ograniczenia pojemnosci dostepnej
pamieci, czasu obliczen, lub podobne czynniici natury technicznej.
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Sprébujmy blizej zbada¢ te cechy.
V/ kazdym obliczeniu , wyKonywanyra przez cztowieka recznie, lub
przy pomocy jakichkolwiek przyrzaddéw pomocniczych, lub na ma-
szynie cyl"rowej, mozna v/yodrebnié¢ pewhe kroki <@ etapy, przy czym
raozna zupednie doktadnie powiedzie¢, jakimi danymi dysponujemy na
poczatku i co sie rozumie przez v/yniki kazdego kroku, ha przykdad,
jezeli Yvykonujemy na maszynie cyfrov;ej jakicé obliczenie wedtug
zadanego programu, to jako taki elementarny krok mozerriy uwazac
kazde wykonanie instrukcji, zawartej WV tymi programie . mozna
6cic¢le okresli¢ stan rejestrov/ i pamieci maszyny oraz stan jej urzadzen
wejscia 1 v;yjccia przed i po wykonaniu dowolnej instrukcji, i mozna
okresli¢ ogllng zasade, ktdéra méwi, jJjak wykonanie inntrukcji te
stany zmienia. Warto tu podkresli¢, ze przez w/ynimi kazdego ki™ouu
rozumiemy caty system wielkosci, jaki po tym kroku istnieje , a nie
tylko te wielkosci, ktére whasnie w czasie tego kroku powstaty lub
ulegty zmianie. W tyan sensie przez wynik kroku* polegajg *
cego na wykonaniu jakiej$ instrukcji przez maszyne cyfrov/a, rozu-
miemy caly stan jej pamieci rejestrow, urzadzenh wejscia 1 wyjsScia.
Przyjmuje sie, ze wykonanie -kazdego kroku i1 jego wyniki zalezg
tylko od wymikoévw/ v/ykonania kroku poprzedniego, jezeli taki by#, lub
od danych pcczatkowych, i od niczego wiecej. lInaczej méwiac, zaktada
sie, ze nie ma tu zadnego wp.hNV/U czynnikéw ubocznych ani przypadko-
wych. To ze w/yniki kazdego kroku zalezcg tylko od systemu wielkosci,
ktéry istniat przed wykonaniem tego kroku ,,oznacza , ze calty program
dziatania /v/ykonyw/ania poszczegoélnych krokov//, o ile jest*w jakis spo-
sob wyrazony, to rovw/niez jest ujetyw tym systemie wielkosci.
Cztowiek, wykonujgc jamgs czynnos¢, w szczegdlnosci jakiekolwiek
obliczenia, moze w kazdym momencie swego postepov/ania poznav/ad,
uwzglednia¢, kontrolowa¢ , wykorzystywa¢ lub przeksztatca¢ tylko dosé
ograniczony zestaw wielkosci, niezaleznie od tego, czy one przed-
stawiaja liczby, funkcje liczbowe, informacje zapisane przy pomocy
tekstéw , sygnaty i tak dalej. Mozliwosci wykonywania bardzo skompli-
kowanych czynnosci tez sa raczej ograniczone, i to w znacznym stopniu.
Doktadnie tak samo jest "z wszelkimi przyrzadami lub maszynami
/w szczegblInosci: maszynami cyfrovw/ymi/, ktorymi czhov/iek moze
sie postugiv;ad. Kazde z tych urzadzen jest w stanie zapamietac,
Przyja¢ ~ rozpoznac¢, przeksztatci¢ lub w jakikolwiek sposob
wykorzysta¢ tylko bardzo ograniczong ilos¢ danydi na raz. Dla naszych
rozv/azan nie jest istotne, czy np. w pamieci maszyny cyfrowej mozna
zawrze¢ tysigc, czy miliard liczb lub s#éw - istotne jest to,
ze jJakakolv/iem by to byda liczbvS, zavi/sze beda istniaty zadania ,
dla Ktérych taka pojciiinos¢ pamieci jest niewystarczajaca.
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Tali samo zaws2.0 bedg istniaty procesy w szczeg6lnosci pi-ocesy
obliczeniowo - Ltoi® byi.: talmslo.(pl ikowane , ze nie bedzie moz.- =
liwocci vAkoriaaiia v."sz.y.Uiiidi b*.vig/;nych z nimi czyiinosci j -:dwocze:,"iiic,
w tym oomym momencie, nie“zaleinie od tego, jak polLelnyoli mmoa:.z bl
bodziciry™ dysponowali. li.ie bedziemy na przyktad niydy polrafili
obliczy¢ lub oceni¢” wszystkich wartosci funkcji jednej lub wielu
zmiennych , dla wszystkich wartosci jej argumentdéw jednoczesnie,
jezeli tyl-wo funkcja ta bedzio dostatecznie skomplikowana. Prz.yczynu
tego jest prosta Zzbioi- rszystkich wartosci jej aryumentdv/ jest nic;
Konczony.Alo jezeli nawet: zechcemy oceni¢ wartos¢ takiej skompliko-
wanej funkeji®dla s...o]"czonej ilosci zestawov; v;artosci jej aryumeulS.v,
to zawsze mozna tak te i1los¢ dobracé¢, zeby dla dostepnych sSrodkéw®
wykonmonie tycli obliczGl jednoczesnie nie. bydo mozliwe, kozomy :@a to
takie zadanie z powodzcniGui v/ykonae, jezeli jezeli bedziemy tc oldnlczc-
nia robi¢ stopmiovio, rozkkadajac je na dhuzszy czas i odpowiednig
duig 1los¢ krokow ol)liczeniowych. Zadanie sianie sie wtcly mniej z.io-
zone 1 datwiej wykonalno-dlatego, ze w kazdym momencie Lizeba bedzie
uwzglednia¢ tyl.mo ograniczony zestaw wie.ikosci, to znaczy w catym
systeaiie wielmosci , z jakimi mam™ do czynienia, dziata¢ tylko

w stosunkowo .ni.ewiclkioj jego czesci , lokalnie, a same dziatania
moga by¢ raczej proste., elementarne. Oczyvi“iscie lokalnusci elcancni-
tarnos¢ sa tu pojeciami V pevmym sensie umownymi; nie chodzi reni

o to, by zasady otrzymywania wynikow ja“"kiegoKolv/ick kroku algoip/Lnu
byty maksymalnie eleraentsi‘ne i lokalne* - VWV sformutowaniu cediy 3.
akcentuje sie sam fakt istnienia ograniczen , ktére z koniecznosci
musza by¢ dos¢ ostre ze v/zgledu na ograniczone mozliwosci ludzi i
Srodkéw, jakimi dysponuja, ale doktadniejsze sprecyzowanie tych ogra-
niczen zalezy juz od rodzaju algorytmu.

I kazdym procesie dla kazdych danych istniejg dwie ifiozlrwosci,
jezeli chodzi o przebieg tfo- procesu: albo po pewnym ionoku on zoslani®
przerwany lub.zatrsyikany, 1 po tym kroku nic bedzie juz wykodany Izniv
nantepfiy, albo takiego zatrzymania nie bedzie, po kazdym uronu
bV "dzic wykonany nastepny i proces bedzie trwat nieskonczenie.

Jezeli D.roces jest nieskonczony, wtedy uwazamy, ze on nie daje wyniku,
b, inaczej méwiac, jego wynik idiio jes e okresSlony* Jezeli ral-Qiiia."-t
proces V pewnyU Li*oku- sie, przo;rywa®™ , t trzeba wiedzieé, co sie wtedy
rozumie przez wynik al bi'ytnu /cecha -1/. (sdyby to nie bydo wiado ic,
uzytecznos¢ cate, o0 al-0iv/ Imu b,y widcc prob Lcmatyczna.

Wiiai Cdi": 5 i la, zeby é&lcOjiV tm Jozna by.co sL ov't <"sh —
tatec/nile hogate®op zimoru danych. - Inaczcj méwlnc, zadc sie, :e=g
pi*oces byt iMjykonalny nie tiylko dla \,wi*amie ogrcuiiczonej,

sizol cz>noj il )Sc 1 piyoa.dKon-
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Znow to sie w.inie z uiyteczricg“iq : aa 0°.1 nikomu nio jest pot-
I"cei"Liy DJ-OCG'3 oullcutmiiowy” plotj o iC dol L0 \i<aT/Occi jo
-rinkc_ji lylk'0 dla pieciu pierwszych z brzegu wartosci jej argu-
monli  bl". dgzy sie do opracowywania 1 stosoWania narzedzi .aoili-
v;ic mjecn.ych 1 rniwersalnych. «Jest to wazne szczegllnie dla tcox*ii
aigoryi mow, LUSra bada te zagadnienia w sposéb mozliwie szoroKi

i z puni.tu "./J.dznin Sxa"ajn."Ch mozliwosci algo.rytmévw/ wogolo. Procesy,
ktore nic miatyby dostatecznie szerokich mozliwosci, nie Sg po pros-
tu z punktu V/idzenia tej teorii interesujace.

W al/yorytinach, ktére ta teoria omawia w swoich ogélir/cri rozwazaniach,
vAlui_,gnia na lojMalnotc 1 eieifielitariiocc 24300 \'.Y»ay¥/£AT10 nokow ~lge—
rytmov/ SQ mocniejsze, niz w teoril .nassyn mateniatycznych lub w
wielu zagadnieniacli praktycznych . O przyczynach tego moéwilismy
Juz WG wstepie: dzieki temu wszystivie rozwazania teoretyczne
stajg sie prostsze. Z2idrugiej strony na ogolnosci sie przez to nic
nie traci, bo wiadoiao, ze zmniejszenie tych w.yrasgail na lokalnosc
i elementarnos¢ nie doprowadzidoby do zadnych nowycli i interer>u-
Jacych ww/nikédv ogélnych , przyiiajmniej w zakresie zagadnien roz-

strzygalnosci 1 obliczalnosci, ktérymi sie teoria algorytmow
przede wszystkim zajmuje.

Méwiac, ze jakas funkcja czesSciowo okreslona jest obliczalna
przy pomocy zadanego algorytmU]rozumiemy, ze jezeli przyjmiemy™ jako
dane do tegoalgorytmudov/olne wrartosci argumentow® tej funi-.cji i1 jej
wartos¢ bedzie dla nic'™n okreslona, to po pewnej ilosci krokov/
algorytm sie zatrzyma i1 jego wynikiem bedzie wartos¢ tej funmeji
dla tych wartosci argumentéw. Jezeli natomiast wartos¢ funkcji dla
tych argumentéw nie jest okreslona, to algorytm sie nie zatrzyma i
bedzie dziatat nieskonczenie.

Mowimy, ze funkcja jest obliczalna, jezeli istnieje algorytm,
ktory ja oblicza.

Fundamentalng role w teorii algorytméw odgrywka tak zwana
Teza"Church®a, sformutowana przez amerykanskiego logika o tym
nazwisku :

Klasa wszystKicki funkc™ji obliczalnych jest identyczna z klasag
wszystkich furiKcji czesSciowo rekurencyjnych.

Mauwazmy, ze teza Church/a nie jest twierdzeniem mate ilatycznym,
Ktére mozna by udowodni¢ lub obali¢, gdyz jej tres¢ opiera sie na
pojeciu algox-yLmu, Ktérego nic mozna sScisle zdefiniowa¢ ani okres-
Li;,. jeunozriciCznie wsz.ystKicii jego vklasnoSci, Z tego wozgledu nie jest
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i nie moze by¢ ¢cic¢le zdei‘iniovw/anc pojecie iunkcji obliczalnej,

ja oblicza. Potrai“ia;y poda¢ koaki-etne pizyKIndy algurytiiiéw i
zrobimy to nizej, ale niepotrailmy nic dostatecznie KIW»:—;tnego
powiedzie¢ o klasjie wszystKich algoi“ytmow. Poniewaz teza Churchra
nie moze by¢ poddana dowodzeniu matematycznemu, iiozna powiedz 1gé¢,
ze nalezy ona raczej do filozofii ,niz do samej .uateiiiatki , choC
dotyczy pojpé ccicle matematycznych oraz tanieli, ktdore w matematyce
sq stosowane, W. kazdym razie bardzo szczcvy6towe i glebonie badania,
przeprowadzane od pow’stania teorii algorytméw az do dni obecnych,
nie stworzydty zadnych przestanek , ktére pozv/oli liyby podv;azyd
zasadno¢¢ tej tezy - przeciwnie, raczej umocnity wiare v; jej stusz-
nosc.

Wartos¢ tezy Church™ polega miedzy innymi nd tym, ze pozwala ona
przejs¢ od raczej mgliscie sprecyzowanego pojecia funxvcji obliczal-
nej do dokdadnie 1 precyzyjnie wprowadzonego pojecia funkcji czes-
ciowo rekurencyjnej, dzieki czemu mozna,tosowa¢ w badaniach caty
dostepny aparat logiki 1 matematyki. Z kolei postep w tych badaniach
pozwala bardziej przyblizy¢ pojecie obliczalnosci i funneji obli-
czalnych.

Jezeli przyjmiemy teze Church®"s , to opierajac sie na tym,
co zostato powiedziane w poprzednim rozdziale, mozemy podac
przykt#ady funkcji , ktére nie sg obliczalne. Sg to funkcje uni-
werwsalne zbiorow wszystkich funkcji ogolnie rekurencyjnych n zmiennych,
dlan=1, 2, . oraz v/szyslkie funkcje r /bedace funkcjami
n zmiennych / , okreslone wzorem /16/.



Maszyny “Jurima

Pojecie maszyny Turinga zostano v/prowadzone w latach 1936-3"/
przez N.M. Turinga oraz®" /w nieco innej l1lonnie/, przez E.L. i-"osta
Jest to maszyna abstrakcyjna 1 nikt nigdy nie prébov/at jej budo-
wa¢ w postaci rzecz;”gwistego urzadzenia, gdyz bydoby to zbedne ;
jest to poy>rostu pewna forma algorytmu, uzyteckUia w 1°&zig,cii i-O0zZwa-
zaniach teoretycznych. Nazwa ™maszyna' pov/stala stad, ze u pod-
staw/ tej koncepcji lezata idea 'mechanizacji', cz5“, jan raczej
powiedzielibysmy dzisiaj, "algorytmizacji' obliczen. Zuawazmy, .
ze pierwsze maszyny cyfrowe /,V tyra sensie, Jatd.m teraz i-uziiiiany
to pojecie/, powstaly znacznie poézniej. W Swietle dzisiejszycthi
poje¢ mozna by z pewna doza stusznosci powiedzieé, ze niaszyna
Turinga jest to maszyna cyfrowa, w ktorej elernenLarnos¢ i lo~
kalnos¢ zasad wykonywania kazdego kroku obliczeniowego zostata
posunieta prawie do kresu mozliwosci.

Maszyna Tuivinga jest wyposazona w '‘tasme', I"edaca roazajem
pamieci. Jest to skoniczony cigg komoren, ustawiniych obon siebie
w ten sposob, ze kazda komérka, oprécz dwu ski@jnych, sagsiaduje
z jedng komorka z lewej strony i1 z jedng komérkg z pi*amej. Dla
kazdej aiaszyny Turinga jest okreslony alfabet - shoilczony zbidr,
ktérego elementy bedziemy nazywa¢ symbolami. Jeden, wyrdézniony
element tego alfabetu jest nazyv/any symbolem pustym, f mazdej
komérce tasmy jest zawsze zapisany jeden syiubol. KoKiorki, w
ktorych jest zapisany symbol pusty,. bedziemj*" nez,w/a¢ pustymi,

f czasie pracy maszyny symbole, zapisane w komérkach tS.iiiyh moz-
na zastepowa¢ innymi , ¥ szczegulnosci mo ina wpisywa¢ nowe Syj.:~
bole do ko.ii.Orek pustych. \[ kazdej chwili jedna komérko t5..v™
jest wyrézniona - jest to "sole widzenia'" maszyny, To pole wi-
dzenia moze przesuwa¢ sie wzd.duz tasmy o jedng komorke w <pcuwo
lub WV lewo. Przesuniecie pola widzenia poza smraj tasmy powodujo
dobudowanie do nloj nowej komo.ki pustej, saSiauujacej z ta,
ktéra byta przedtem ko.aonkp skrajng i polem widzenia - po
przesunieciu polom vd.dzonia staje -sie .ta nowo dokgczoria koiaodma.
W isn sposéb [];.; ~.ei.iZnia pozostaje zawsze w obrebie tasj.y.
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Kazda maszyna Turinga posiada sKoilczony zbidor standw oraz

program. Program maszyny Turinga jest to skonczony ciag rozkazoéw,

a kazdy rozkaz jest ciggiem, z4ozonym z pieciu nastepujacych

elementow /w kolejnosci ich zapisania/: stan, symbol, stan, symbol,
jedna z liter; P , L lub N. W czasie pracy maszyny Turinga

jej rozkazy sa wykonywane w nastepujacy sposéb : jezeli maszyna

jest w stanie, ktory jest podany na pierwszym miejscu rozkazu,

aw jej polu widzenia znajduje sie symbol, wymieniony na drugim
miejscu, to maszyna przechodzi do stanu, wymienione go na trzecim
miejscu rozkazu®, wpisuje w swoim polu widzenia symbol, zapisany

na czwartym miejscu i przesuwa swoje pole widzenia stosownie do

litery , znajdujgacej sie na ostatnim miejscu rozkazu; w lewo, jeze*

li to jest litera L, w prawo, jesli P , lub nie przesuwa go" pozostit*
wiajac w tej samej komérce, jezeli to jest litera N. Praca maszyny
Turinga jest podzielona na kroki. W kazdym kroku sa przegladane
kolejne rozkazy programu, zaczynajac od pierwszego, az natrafi sie

na taki, w ktorym dwa pierwsze elementy sa identyczne odpowiednio

z aktualnym stanem maszyny i z zawartoscia jej pola widzenia ;
ten rozkaz jest wykonywany, po czym przechodzi sie do wykonania
nastepnego kroku. Jezeli takiego rozkazu nie me, maszyna staje.

W zbirze standéw maszyny jest wyrozniony jeden stan, zwany stanem
poczatkowym. Przyjmuje sie, ze na poczatku pracy maszyna jest whas-
nie w tym stanie; zmiany stanéw w kolejnych krokach sg jednoznacznie
okreslone przez program i zawartos¢ tasmy maszyny.

Jako przyktad wezmy maszyne Turinga, ktérej alfabet sktada sie

z liter a, 1, m, 0, t, ¥ oraz symbolu pustego 8§
Wa dwa stany, ktére oznaczymy 1, 2 . Jej program;

la 18P

g IrP

U 1ppP

Im ImP

10 IoP

tp IpP

Ir 1IgpP

u laP

iy [IrP

18 28N
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Zobaczmy, jak ta maszyna bedzie dziata¢, jezeli na poczatku
w ivolejnych komérkach taomy, liczac od lewej, sa zajisane
symbole a, 1, g, o, r, y, t, m. 1 w polu widzenia mriszyny
jest symbol a.

Aby utatwi¢ sobie ¢ledzenie pracy maszyny , bedziemy zapisy-
wa¢ dane i1 wAniki kolejnycli tcrokdw w nastepujacych po sobie wier-
szach, piszac obok siebie stan maszyny i aktualng zav/artoc¢¢
tasmy, czyli symbole, znajdujace sie w jej kolejnych komérkach.
Symbol, bedacy w polu widzenia maszyny, jest podkreslony.

stan tasma

algorytm
algorytm
8§pE£orytm
aprerytffl
8prorytm
aprogytm
aprogrtm
8program
8program£
Jprograing

NP RPRPRRPRMRRR

Poniewaz niema w programie maszyny rozkazu, ktory mialby na poczat-

kowym miejscu stan 2, dziatanie maszyny na tym sie konczy, a wyni-

kiem jej dziatania jest ostatnia zawartos¢ tasmy. Ale przesledzmy

szczegbtowo dziatanie iinusgyny od sane’vVD poczatku. .
Pierwszy wiersz opisuje sytuacje poczatkowg: joaszyna jest

w stanie 1 i widzi litere a stowa algorytm, zapisanego na tasmie.

W tej sytuacji zostaje v/ykonany pierwszy rozkaz programu: stan

maszyny sie nie zmienia, w polu v/idzenia maszyny zostaje wpisany

pusty symbol 6, a samo pole widzenia przesuwa sie o0 jedng koiadrke

w prawo. Sytuacja po wykonaniu tego kroku jest pokazana w drugim
wierszu. Teraz maszyna jest w stanie \ 1 widzi symbol 1, a zatea

zostaje wykonany rozkaz 11 IpP : stan maszyny sie nie zmienia,
1 zostaje zastgpione przez p, pole Widzenia przesuwa sie o 1 koaijrke
V/ prawo i powstaje sytuacja , po™azana v, trzecim wierszu. Nastepnie
zostaje wykonany rozkaz 1g |IrP i tak dalej, az pole widzenia i
szyny dotrze do litery m. Teraz zostaje wykonany rozkaz Im -

czyli zaréw/no stan maszyny, jak symbol w polu widzenia pozostaja
bez zmian, a samo pole widzenia przesuwa sie w prawo. Ale poniewaz



kodri-.0 z symbolem m jest na pi“awm kinfulau tasmy, t?_kie
przei-uniecie musi by¢ podaczone z dobndo’~mieia do oSV o™ .\gj
komdi ki pustej, co zostcoio pokazane v, pi—+% . 10stamim. wiei-ozu.
Po tym kronu zostaje wykonany ruztaz 10 2jN , ktory powoduje
tylko zailanp stanu maszyny. Dalej, jak powiee.zielisoiy juz wyzej,
praca ises.:.yy sie koiiczy.

Stosujac te samg metode, Czytelnii-.".aoze \&in sprawdzic¢, jak
bedzie dziata¢ ta maszyna, jezeli n,. .poczatku bedzie sytuacja

alyol

Czesto stosuje sie skcucona lorme zapisywania programow.
Piei"Woze dwa cJ.ementy mazdero rozxooizu pozostajoi niezmienione, ale
nasteonie opuszcza sie stan /na trzci:."! miejscu/ jezeii rozMaz
>0 nie zmienia, symbol wpisywany, jezeli rozkaz powoduje v-pisanie
tliieyo- samego symbolu, “ys»i by# uopj/zti.inio, opUoZOi™a oie
litere N. Vv/ygodnio jest oddziela¢ dwa pierwsze eleiiienty kazdego
X"az*vazu od pozostamyd |l wyiai.ifyn odsci”oem .Lub jpdj-b znakieni,
réznym od Dznac®zenia stcinu, symbolu i1 od liter P,n . laKim, znakiem
oddzielajayiri moze by¢ na pin/yntau sc.ahit kiesswa / lub pozioma
strzatka —>

V przytocZiOnyiu pizykk.:.dzje pi“Ogra.;iu nie bydto rozKazuv/, Zo.cynajg—

sie od stanu 2. 0zm.C"za to, ze w Xafdj sytuacji, W mto™ej
ixaszyna znajdzie sie w stanie 2 , zostanie zatrzy.iana. otan , posiacit/™
jc.oy te wlsisnosé, WOO.MU nazvw/ac stanem Kxj.com—a, W .\a.Gn 2oio..—cjs dbxOvV
maszyny Turinga mozna v/yodrebni¢ dokdadnie jeden taki 3uyan konco®.y,
bo gdyby VWV jej progi-amie byto wiecej takicli stanot/, 00 Ato.-wii
roZilazy sie nie zciczyiiaja, to mozna by je oznaczy¢ tym sanyai
znakiem , dgczac je W ten sposOb w jeden stan ~ dziatania maszyny
V/ dov/olnej sytuacji to nie zmieni. Czesto oznacza sie stan XO-.qvy
jJakim$s specjalnym znakiem wyrézniajopoymi, na przykdad wykrzyknikiem |

Podany w/yzej nrogram bedzie w zapicie skroconym wygladam ta.i.

la §&P
Ig rP
11 pP
Im P
10 P
1p P
Ir gP
u aP
iy rP

18 \
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Maszyny Tuririga mozna Y.yliorzysbywa¢ do v/yzruiczania waxtotC.L
funkcji liczbowych ” a ‘zadanych wartosci ich arguiacntuw. Oto
przyk¥ad: maszyna, dodajaca 1 do liczby, zapisanej w systemie
dziesietnym.

Alfabet maszyny skdtada sie z cyfr O, 1, 2, J, 4, p, 6, 7, 8,
i znaku pustego ~ . Stany maszyny V/ygodniej bedzie tym razeai
oznaczy¢ literami: a /stan poczatkowy/, b, c, d /stan koncowy/.
Program.

a0 p bO clL
al P bl c2L
a2 P b2 c3L
a3 P b3 c4L
a4 P b4 c5L
a5 f . bS5 c6L
a6 P b6 c7L
ar P b7 c8L
a8 P b8 c9L
a9 P bo OL
bL bl clL

Na poczatku pracy maszyna ma w polu widzenia lew/a skrajng cyfre
liczby, zapisanej na tasmie
Zoadajm;V dziatanie mavszyny na przykdadach:

stan tasma

21309

2 1309

21 309

21309

21309
21309"
21309(4
21300(4
¥ 21310/
21310(4
21310(4
/21310(4
/21310(4

Q00 00 oYL Y L Y O ®

Wynikiem dziatania maszyny jest 21310 /znaki puste, stojace przy
krancach tasmy, pomijamy/



taCrlla
999
999
9N
999/
999/
990/
900/
/000/
/1000/
/woos

%))
~+
Q
S

O O OO T T T 99 9 9 o

stan tasma

a 0
o/
o/

/17

/1/

o 0 T o

Jak wida¢, maazyna nie tylko dodaje 1 do liciiby, zapisanej na tas-
raie, ale takze za kazdym razem przesuwa swo_je pole widzenia iia
pierwszg /najstarsza/ cyfit wyniku, V tej maszynie kazdy stan
okre¢la jednoznacznie rodzaj czynnosci, jama maszyna , bedac
V nim, Wykonuje:

a poszukiwanie prav/ego konca liczby

b dodanie 1 do cyfry™ znajdujacej sie w polu widzeniadkaszydiy
i przesuniecie pola widzenia w lewo

c powrét do lew/ego konca liczby

d stop.

Z tych przyktadéw wida¢, ze nawet tam proste dziatanie arytuietyczne,
jJak dodawanie jedynki do liczby, musiato by¢ roztozone na szereg
eleii.entarnych czynnosci, bo maszyna w zadnym®" momencie nie moze
obja¢ catej liczby, a tylko widzi jej pojedyncze cytry. J "zwigzku
tym do wkasciwego dodawania jedynki, z ev/entnalnym pi\:,eniecieni®,”...
do wyzszej pozycji /jak to byto w przypadku liczby 999/ , dochou,-
jeszcze czynnosSci pomocnicze, zreszta barazo procle: odszukanie
miejsca, od ktorego nalezy zacza¢ dodawaniee ims .gn.]-
na kti-e nalezy"wrécic"

Ta maszyna Turinga oblicza nn;.cje s ()= =u 1 . -.."zielnik
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»oze oie sam przeiconaC, ze inaszyna Turinga, majaca ten saiu
all"abet, ktorej stanami sa : a /stai pocgtis;of”/y/ , b oraz
c /stan koricowy/ , 1 ktéra im pi*ogram podany nilej, oblicza
funkcje o)

a0 P bO /L
al P b1 /L
a2 P b2 /L
a3 P b3 /I
ad P ba OL
a5 P bs OL
ab P b6 /L
a? P b7 /L
a8 P bg /L
a9 P b9 /L
a/ bL b/ cO

Tak, jak V popi“zecinim przypadku, symbole puste w wyniku odrzucaaiyw

ddybyemy chcieli utworzy¢ maszyne Turinga, ktora v7,ymonuje
dodawanie jedynki do liczby, zapisanej V sy'steniie dwdjkowym,to
otrzymalibyémy maszyne prostszQ od popi-zedniej, cho¢ ogélna za-
sada pozostaje taka sama. Alfabet tej maszyny sntada sie z symboli
0, 1, /7 /symbol pusty/. Zbid6r stanbw: a /stan poczatkowy/ , b, c,
d /stan koncowy/. Program:

a0 P bO clL cO
al P bl OL cl
a/ bL b/ clIL c/

Nl oto przyktady jej dziatania

stan tasma

Il on
mwiil
11011
1101 1
110U
11011/
noli/
110j Op
11000/
inoo/

111000
oTHi00b

/111000

O 0 = T T 9 9 9 9 O Q@

o



3
g
5(

1n
1110
11/
no/
100/
7000/
/1000/
/1000/

O 0O Qoo T Qe

Sprawdzmy popravmosc tych wynikéw; w tym celuVAstarczy przeliczyé
liczby, zapisane. VW systemie dwojkowym, na system dziesietny.

Liczba, zapisana dv/6jkov;o 11011 , jest rdéwna
1%27 + 1%2" + 0*2™ + 1»2N + 1-22 =1 + 2 + 8 + 16 = 27
Korzystamy tutaj z nastepujgcego ogolnego v/zoru: jezeli, liczba,
zapisana V systemie dwojkowym , mia n cyfr i jej cyframi, poczynajac .
0 najmniej znaczacej, sg an, ,-- @M | to jest ona réwna [2""»a,
Liczba, zapisana dwéjkowo 11100 , jest réwna °
0.2 £0%2" m 1.2 + 1*2N + 1«22 = 4 + 8 + 16 = 28
Podobnie 111 oznacza V zapisie dziesietnym 7, zas 1000 oznacza 8.

Napisanie programu maszyny Turinga, obliczajacej fimmcje o (x»
dla liczb, zapisanych w systemie dw/djkowiii, pozostav/iamy Czytelnikov/i.

Najprostszym - z punktu widzenia z4ozonosci maszyn Turinga -
jest zapis liczb "pakeczkowy*" . Kazda liczba naturalna n zostaje
zapisana jaico ciag napisanych obok siebie n+l jedynex. Tak na
przyk#ad 1 oznacza liczbe 0, 111 liczbe 2 , 11111 oznacza 4 1 tak
dalej. W tym systemie zapisu, aby dodac .jedyx—;e do jJancie jkolv/iek
liczby, wystai"czy dopisa¢ symbol 1 do ktérejkolwiek strony liczby.

Maszyna Turinga, obliczajgca funkcje s (X) w systemie “patecz-
:omym™ bedzie miata alfabet, ztozony z syiabolu 1 i symbolu puste-
go O , bedzie miata dwa stany: a /poczatkowy/ i b /koncowy/ |,
oraz program

al L
a0 bl ,



Obliczeilie s (5)

stan

1" ";:88ym iui-biyoii, obliczaj-ca sume Uwu liczb w copicj.c zuu.czko-
Wi.Mfik alf"abet zhozony ~ cymbolu puste,yo O, cyfry 1 i s.yuibelu
oddzielad cep0 si#adriiklL suay + . Stany: a /poczqtkov;y/, b, c,

d /konhcowy/ . Pibpram:

aa P

a+ P

a0 bL

bl cOL

cl L

c+ IL

cO dpP
Zaktadamy, Zze na poczatku maszyna ma w polu wicizen:La najbardziej
sbcrajng lev/Q Jedynke picrwozegO skdadniKa. programio me ma roz-

ki, zaczynada™cych sie od b+ i bO, bo przy prawidro”.vo zapisaayci;
danych one nie majp zastoGowanis.. Gdy™y Jeanak wskutek jakieJds
niepiavidiowosci dosz4o do te.ro, ze na tasmie byktyby tarle adinc 3.

Zze maszyna w stanie b zobaczytaby O luby-~ ho Jej dzi.a.laiixd zosusciie

przerwane.

Przynbtad dziatania tej maszyn;/:
stan tasma
a ]1_11+n n
a 1Ti+1 111
a 1 1-1n]
[ ;] 11Iml1U
a lil-mi 11
3 111 in11
L\ 111-f-1 111
a 111+1 111

a 111+11110



i11-M ilio
111+111)
1n I 100
11 an
111 +1 1100 "
1M moo ,
- iiiimco
I M 111100
O0L1n n 100
02.11111100

< 0O 0O 0 000 o0 o0 T

Jak wida¢, moazyna wykonuje lo .dodawanie w ten. sposéb, ze
znajduje m-awy koniec d.rugieyo sktadnika, odrzuca od niegoe
jedng jedynke, po czyj) vstav/ia 1 -zamiaot i wraca na pocsaptel:
vj.yniku. Ze stanami maszyny sg zwigzane nastepujace czynnosci:

a poszukiv/anie prawego konca drugiego sktadnika

b usuniecie kohcow/ej jedynki drugic\:;o skdadnika i pi‘zesuuiecie
pola widzenia w lew/o o jedng komoérke

c powrdt na poczatek i1 zastgpienie + przez 1

d stop.

Mowigac, ze maszyna™Turinga ociicza lunkcje n zuiie.nnych,
eze¢ciowo okreslong, F¢, — ) , mamy na mysli nac tenujcaca
wkasnos¢ tej mszyny:

Jezeli na poczatku pracy laaszyciy na tasmie jest zapisane
n liczb x», ... , X , oddzielonych przeciru™ami,lub innymi
symbolami, réznymi od symbolu pusteg,o i syzaboli, uzywanych do
zapisu liczb, N

jezeli na poczatku pracy w polu widzenia maszyny znajduje
sie skrajna lewa cyi“ra pierwszej z tych liczb,

jezeli dla takich liczb wartos¢ f(x.,, ... > jest
okreslona,

to maszyna po pewnej ilosci kiukéw dojdzie do stanu ''stop"
/stanu koricowego/ i wtedy na tasmie bedzie zapisana wartosc¢
tej funkcji.

Jezelil natomiast wartos¢ furuvcji tila zapisan/di na tasmie
wartosci jej aiyumentdw nie bedzie oki*cSlona, to #haszyna
bedzie dziata¢ nieskonczenie i ni.gdy do stanu koricowego nie
dojdzie /ani jej dziatanie w zaden inny sposob nie bedzie przer-
wane/ .
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Sposb6b zapisywania liczb na tasmie maszyny Turinga nie odgrywa
przy tym roli - moze to byd zapis dziesietny, dwéjkowy, patecz-
kowy lub jakikolwiek inny, ale jezeli juz na jakis sie zdecydu-
jemy, to we wszystkich rozwazaniach nalezy stosowa¢ ten sam system
zapisu, zeby nie doprowadzi¢ do niepotrzebnych komplikacji i
nieporozumieil. Mozna udowodni¢, ze jezeli maszyna Turinga oblicza
funkcje przy jakimkolwiek z tych zapisow liczb, to istnieje takze
maszyna Turinga, ktdéra oblicza te samg funkcje w innym z tych za-
pisow.

Widzielismy, ze przy pomocy maszyn Turinga mozna obliczacd
mfunkcje najprostsze s ) i1 o(x). Mozna udowodni¢, ze

istniejg maszyny Turinga , obliczajgce funkcje najprostsze

/po jednej maszynie na kazdag z tych funkcji/

jezeli 1istniejg maszyny Turinga, obliczajace jakies funkcje
czesciowo okreslone, to istniejg takze maszyny Turinga, obliczajace
funkcje , ktore powstajg z tych poprzednich przez zastosowanie
operacji superpozycji , rekurencji pierwotnej i minimum efektyw-
nego .

Stad juz bezposrednio wynika wniosek, ze dla kazdej funkcji
czesciowo rekurencyjnej istnieje maszyna Turinga, ktora ja oblicza.

Mozna takze udowodni6é, ze kazda funkcja, obliczalna na maszynie
Turinga /to znaczy taka, ze istnieje maszyna Turinga, ktéra ja ob-
licza/ jest czesciowo rekurencyjna.

Szczeg6towe dowody Czytelnik moze znalezd w literaturze wymie-
nionej na koncu.

Jak wida¢, twierdzenie o tym, ze klasa funkcji obliczalnych
na maszynach Turinga jest identyczna z klasg wszystkich funkcji
czesciowo rekurencyjnych, jest catkowicie zgodne z tezg Church®s.
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6. Algor™tni™__Markow8

A,A. Markow, matematyk radziecki, wprowadzit w latach 1950-“4
nowy rodzaj algorytmu, opartego na zupeinie irmej zaoadzie, niz
maszyna Turinga. Markow nazwat te algorytojy riornalnyini, ale sa one
rdwniez powszechnie znane pod nazwg: algorytmy MarKowa..

Niech bedzie dany dov/olny skoiiczony zbior, ktéry nazwiemy al-
fabetem,. Jego elementy bedziemy nazywa¢ symbolami lub litcnaiiil.
Zakb6zmy, ze"do tego alfabetu nie nalezg znaai . /lirooka/
ani —> /strzatka/. Dowolne skonczone ciagi cyjnboli /nalezacych
do tego alfabetu/ bedziemy nazyv/a¢ shtomam.i . HOY/em JecL taxcze
cigg bez elementow, to znaczy nie zawierajacy zaunej litei'v -
takie stowo nazywamy pustym.

Algorytmem Markowa /w zadanym alfabecie/ w zbywamy iwicay skoriczChy
ciag uporzadkowanych par stéw, przy czym stowa w kazdej parze sg
przedzielone znakiem lub znakami /SIl"Zo kro 0x0;/
Dla skrécenia wystowienia elementy algorytmu Markow.n /Zli.yli te
pary uporzadkoY/ane/ bedzieffiy nazywa¢ regudami , ickiW,v..;e otowo
kazdej reguty nazywamy jej poprzednikiem, dri;Sie ,no3lmir-.T.e:n.
Poprzednik i nastepnik reguty moze byé stowem mry,;;.

Regute algorytmu Markowa mozna Zt-stosowa¢ do danego stowa,
jezeli poprzednik tej regudy jest jego czfocig. V/tedy orzvksztai-
cenie stowa przy pomocy tej reguby polega na tym, ze przegladajac-
je od lewej strony, znajdujemy w nim picrw.ozt, v;ysly:>owenie popczed-
nika reguty i podstawiamy zamiast tej czesci s\owa nestfj oniM tej
reguty. Jezeli ter. .otepnik jest sloci.i pusty-.., to j>pdslav/ienie
go zamiast jakiej$ czesci stowa oznacza po rndbs 't uwuni*, cic” tej
czesci. Jezeli poprzednik reguty jest slowet;) pustym, lo .uozna
jJa zastosowa¢ do Kazdego stowa 1 jej vjyto .anie polega ua dopisani.
jej nastepnika do poczatku tego stowa. Vs czogdlau. ci, Je-zii jej
nastepnik jest tez stowem pustym, to zastosov/an lo jej nie daje
zadnych zmian. Do stowa pustego mozna aaslosov.ac tyle.o regute,
ktérej pop zednik jest showeuli pustym. Wtedy wyili-.ioin dc,ialai iia <
tej i-effuly jest jJej nastepnik.
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Wykonanie algorytmu markowa na danym sdowie polega na tym,
ze przegladajac kolejno wszystkie regudy algorytmu, znajdujemy
pierwszg z nich, ktdrag mozna do tego stowa zastosowaC. Przeksztat-
camy je przy pomocy tej regudy 1 w rezultacie otrzyiiiujeiuy jakiec
nowe stowo. Jezeli zastosowana reguda miata tylko strzatke bez.
kropki, to cale postepowanie powtarza sie od nowa, wykonujac
algorytm da tym nowym stowie. Jezeli zastosowana reguda miata

znaki . /strzatka z kropka/, lo na jej wykonaniu dziatanie
algorytmu sie konczy , a wynikiem algorytmu jest wynik jej zasto-
sowania. Regudy ze znakami . hazywamy regudami konczacymi.

Jako przyktad wezmy alfabet, sktadajacy sie ze wszystkich
cyfr O, 1,,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, oraz z liter a, b
Wezmy nastepujacy algorytm Markowa:

a

Poprzednikiem ostatniej reguty tego algorytmu jest stowo puste.
Zoadajm;”/ dziatanie tego algorytmu na przykdadach.



Skowo 21309 nie zawiera litery a ani b, a wiec Jedyng reguka*
ktéra mozna do niego zastosowaC, jJest ostatnia. Jej wyniKiem
bedzie stowo a21309 . Poniewaz nie jest to reguta konczaca,
stosujemy algorytm do tego stowa. Pierwszg z regud, ktdrg
mozna do niego zastosowac, jest a2 2a - W wyniku jej zasto-
sowania otrz;ymujemy stowo 2al 309 . Teraz znowu pierwsza regula, ktorg
tu mozna zastosowac, Jjest al la i1 wobec tego zastepujemy czesc
al tego stowa przez la , otrzymujac stowo 21a309 . Wypiszmy wyniki
wszystkich krokéw algorytmu:

21309

a21309

2al309 =

21a309

213a09

2130a9

21309a

21309b

2130b0

21310
A oto wyniki kolejnych krokow algorytmu, dziatajgcego na stowie 999:

999

a999

9a99

99a9

999a

999h

99b0

9b00

b000

1000
I w koncu dziatanie algorytmu na stowo O :

0

a0

Oa

Ob

1
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oiedzqc kolejne kroki algorytmu w tych przykdadach, widzimy,

ze jezeli litera jest na lew/ym krancu lub v; Srodku liczby, to
znajduje zastosowanie jedna z pierwszych dziesieciu regut, po-
mwodujac przesuniecie litery a dalej w prav/o. Jezeli a jest na

Mahkaii -lamcn liczby, v/tedy zadnej z tych dziesieciu regut zas—
losowa iile oiadia’, ale za to moze byc zastosov/ana 1"egula jede-
nasta, zamieniajaca a na b. Zauwazigy, ze reguda ostatnia, ktoéra

w zasad ie moze by¢ zastosowana do kazdego stowa, jest W tych
przykta ach v;ykorzysLana tylko raz, V pierwszym kroku. PézZniej

Jjuz do ,iej wykorzystania nie dochodzi, bo zawsze znajduje zastosowa-
nie .rtoras z regut poprzedzajacycki. Pojawienie sie b na prav/ym
krancu liczby powoduje dodanie 1 do cyfry,"poprzedzajacej € litere,
a jezeli W wyniku teyo dodawania powstato przeniesienie, to

b przesuwa si€? o jedno .miejsce w lewo . W przeciwnym przypadku

b znika 1 algorytm koniczy dziatanie. Jezeli przeniesienia siegng <
poza liczbe, to w moirxencie likwidowania b zostaje do niej dopisana
z leviej strony ,jedynna.

Jak wida¢ z tych przyktaudéw /i jak to niozna udovradnic dla
kazdej liczbj"7 ten algoiytm Maitvowa oblicza funkcje s(x* dla
liczb V zal3isie dziesietnym. Algoi*ytm,obliczajacy te samrej lunkcje
cila liczb w zapisie dwéjkowym, jest znacznie prostszy, bo wystar-

czy ograniczy¢ sie do alfabetu 0, 1, a, b i 1los¢ regut znacznie
zmaleje.

a0 ~ Oa

al a° la

a- b

Ob i

Ib —> b0

b 1

> a

- s =

Przykdady dzic¢ilania te"eo algorytmu;
11011
ali1011
lal 011
11a0il
110al1
1101al
1101 la
1Ol Ib
1101b0
110b00

" 11100
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Ten -Gara alrorvtin, d2:ialajac.y r siiwo "1il
m
at i1l
lall
ilal
nia

Jak wida¢, w obu tych za;">isa¢h liczb algorytm uonawania jedynki
GO liczby dziata w ten sposéb, ze najpierw odszukuje koniec liczby,
od Mércgo nalezy zacza¢ dodawanie, a nastepnie wykonuje je.
M zapisie oaleczkovw/ym tanie odszukiwanie konca liczoy jest niepotrzebne
VI tym przypadku alfabet skdada sie z jednego symbolu 1 , a .algorytm
tylko z jednej reguty
1- 1
fodobnie prosty jest .algorytm dodawania dwu liczb, zapisanycii
w systemie pateczkowymj alfabet sktada sie z dwochi symboli 1.,+
za$ algorytm z jednej regulby Kkonczacej
+
powodujgcej po prostu usuniecie plusa, dzielgcego obie liczby.
W algorytmie obliczania funkcji o(xj dla zapisu pateczuo-
wego wyiiorzyStujezy alfabet dwuelementowy 1, a .,
al > &
a-»>. 1
a

Ito przyktad dziatania tego algorytmu: obliczen e 0(4).
11111
al 111
al 111



a4

a jest tu symbolem pomocniczym, podobnie jak bydy pomocniczymi
symbolami™ a 1 b w algorytmach dla funkcji s .
Opierajac sie na tej samej zasadzie wykorzystania symbolu pomoc-
niczego a Czytelnik moze napisa¢ algorytmy obliczania funkcji
dla dwéjkowego i dziesietnego zapisu liczb.
A oto przyktad bardziej skomplikowany: obliczanie iloczynu

dwu liczb w systemie pateczkowym. Alfabet: 1, x, X, a, b, c
Algorytm:

bl —»"lab

al la

iX Xb

X -» C

cl -» c

cb c

ca 1c

c —

xa na
Przyk#ad mnozenia dwu liczb, réznych od O i1 1:

1111x11

1ixall

1 iXlal

111X1 la

nxblla

11Xlabla

1i1Xlal ab

11X1laaba

iXbllaaba

1Xlablaaba

1Xlalabaaba

1X1laabaaba

Xbllaabaaba

Xlabl aabaaba

Xlalabaabaaba

X1laabaabaaba

cllaabaabaaba

lcabaabaaba
1lcbaabaaba
1lcaabaaba
111cabaaba

1111cbaaba
1111caaba



nnicaba

N 111icba
11111 lea
1111111¢c -
1111111

Mnozenie przez zero /2 przypadki/:
IxI-Hil 111xa
Xallll 11 Xa
Xlalll Xba
Xl lal 1 Xbba
X1 11al cbba
Xl1l1la cba
clilla ca
clita 1c
cl la 1
¢la
ca
1c
1

Czytelnik moze sam sprawdzi¢ dziatanie tego algorytmu dla innych
liczb, w szczeg6lnosci dla mnozenia liczb przez 1.

Mowiac , ze algorytm Markowa oblicza funkcje czeSciowo okres-
Ijng n zmiennych f(xp X2, ... , rozumiemy przez to, ze algorytm,
dziatajag na cigg liczb Xp. X2, .. »x’ﬁ , zapisanych obok siebie
i odzielonych przecinkami,/lub innymi symbolaai, nie uzywanymi
do zapisu liczb/ tak, ze tworza jedno stowo w alfabecie algorytmu,
po wykonaniu pewnej i1losci krokévw/ zatrzymuje sie, a jego wynikiem
jest wartos¢ funkcji, jezeli ta wartos¢ dla tych wartosci jej argu-
mentéw jest okreslona, oraz nie zatrzyniuje sie, dziatajac nieskon-
czenie, jezeli wartos¢ funkcji dla tych liczb nie jest okreslona.
Sposéb zapisywania liczb nie odgrywa przy tym roli - moze by¢
wybrany dowolnie, ale powinien by¢ ustalony.
Mow/imy, ze Fimkcja czesciowo okreslona jest. obliczalna przy pomocy
algorytmu Markowa, jezeli istnieje algorytm Marmowa, ktéry ja oblicza.
mMozna udowodni¢ /zob. np. W / , ze jezeli istnieje maszyna
Turinga, ktéra oblicza dang funxvcje czesSciowo okreslong przy jakiejs
reprezentacji liczb, to istnieje takze algorytm Markowa, ktéry oblicza
te samg funkcje przy tyra sadnym spospbie przedstawiania liczb.

Takze prawdziwe jest tvw/ierdzenie odwrotne: kazda funkcja  obliczalna



przy pomocy al”~Torytmu wiarKowa, jest obliczalna na maszynie Turinga
przy tym saitym przedstawieniu liczb.

StQd bezposrednio wynika wniosek: klasa wszystkicti funkcji,
obliczalnych przy pomocy algorytméw Markowa, klasa wszyst<.ich
funkcji, obliczalnycki na maszynie Turinga oraz klasa wszystmicii
funKcji czf*sciovw/o rekurencyjiiych sa identyczne.

Ten wniosek jest znowu zgodny z teza Church/a.

WydrakowaJdio w 100 egz»

Egz» nr 1 100 - Blbl>Jawna

Dnia 14.02M19691*
Nr ks# 5670/WW
Druk ASG-0-XV-4u2i
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SEis tresci

Wstep

1. Funkcje pierwotnie rekurencyjne

2. Funkcje ogdélnie rekurencyjne

3. Funkcje czesciowo rekurencyjne

4. Pojecie algorytmu i teza Churchta
3. Maszyny Turinga

6* Algorytmy Markowa
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