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Ci wszyscy, którzy w ’jakiekolwiek sposób zetknęli się z 
oyfrowyiai, wiedzą, że na to, aby maszyna wykonała 

jakieś zadanie, trzeba jej podad program, czyli wyrażony w 
odoowiedni sposób pełny i ścisły opis metody rozwiązyi,vania 
tego zadania. Tak jest zresztą nie tylko w przypadku stosowania 
maszyn cyfrowych, ale wogole przy rozwiązywaniu prawie wszystkie 
bsrazo skomplikowanych zagadnień, i to niezależnie od środkow, 
jakie są przy tym stosowane. Aby móc rozwiązać takie złożone 
zagadnienie, zajmujący się nim człowiek /lub zespół ludzi/ 
musi znać dokładnie sposób rozwiązywania. Co prawda w dzia­
łalności ludzi może czasem odgrywać dość istotną i pozyiywną 
rolę intuicja, oparta na wprawie, doświadczeniu lub po p.TO,>tu 
na zdrowym rozsądku , jednak jeżeli takie przypadki pominiemy, 
to nie ulega wątpliwości, że im dokładniejszy jest opis metody 
i im pełniej uwzględnia się w nim wszystkie możliwe warianty 
zadania, tym bardziej niezawodne jest postępowanie człowieka 
/lub ludzi/, rozwiązujących ten problem i tym pewniejsze jest 
otrzymanie bezbłędnych wynikóv/e

Taki ścisły opis metoay postępowania, całkowicie i jednoznacznie 
określający, co należy robió w każdej fazie rozwiązywэлia•zadania 
i w każdej sytuacji, jaka może przy tym powstać, który nie zosta­
wia miejsca na żadne działanie czynników przypadkowych lub ubocz­
nych, nie związanych z zaó m, nazywcimy algorytmem.

Jest oczyv/iste, że w takim ścisłym formułowaniu przepisów 
postępov;ania byli i są zainteresowani przede wszystkim matematycy 
i ci, którz’-' z matematyki korzystają. Dlatego w ramach matematy^^i 
powstała tzw. teoria algorytmów, zajmijąca się algorytmami, ich 
własnofciami, różnymi sposobami ich formułowania, dobieraniem algo­
rytmów do różnych problemów matematycznych, porównywaniem różnych 
algorytmów, ich mocy i skuteczności itp.
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Przede wszystkim jednak teoria algorytmów zajmuje s i ę tak 
zwanymi problemami rozstrzygalności.

Badania w zakresie podstavs? matematyki, prov/adzone v/ 
latach trzydziestych, doprowadziły do odkrycia, że istnieją zagadnienia 
matematyczne, które są nierozstrzygalne, to znaczy nie mogą być 
rozv/iązane przy pomocy żadnych dostępnych człowiekowi środków. 
Niemożność ich rozv/iązania nie wynika z tego, że obecne możliwości 
ludzi są niedostateczne, lecz wynika z samego charakteru zadania: 
nie ma metody, przy pomocy której można by je rozwiązać.

Pov/stało w ten sposób zagadnienie o dużym znaczeniu praktycz­
nym: które problemy matjjematyczne są rozstrzygalne, a które nie - 
w szczególności, które funkcje są obliczalne, a które nie. Obecnie 
pierv/szym pytaniem, które zadaje matematyk, stykający się z nowym 
i trudnym problemem, jest, czy ten problem jest rozstrzygalny.
Jeżeli odpowiedź jest negatywna, to wszelkie próby rozwiązania 
takiego problemu są bezcelowe, bo są z góry skazane na niepowo­
dzenie. Ponieważ dzięki stosowaniu maszyn matematycznych zakres 
zastosowań matematyki w różnych dziedzinach życia stale i szybko 
wzrasta, a v/ykorzystywane przy tym metody matematyczne stają się 
coraz bardziej skomplikowane, zagadnienia rozstrzygalności mają 
również duże znaczenie dla v/szystkich tych , którzy z matematyki 
wyższej korzystają.

Niemniej ważn3rm dla praktyki zagadnieniem jest pytanie, czy 
dany problem, o którym skądinąd wiadomo, że jest rozstrzygalny, 
może być rozwiązany przy pomocy środków, którymi aktualnie dyspo­
nujemy. Środkami tymi są najczęściej n^aszyny cyfrowe ; ich v/ydajność 
obliczeniowa wiąże się z takimi własnościami maszyny, jak szybkość, 
pojemność pamięci, rodzaj, ilość i wydajność urządzeń wejścia i 
wyjścia maszyny/ćLalekopisylub elektryczne maszyny do pisania, 
czytniki kart, taśmy perforowahej, drukarki, urządzenia rysujące, 
wyjścia ekranowe, pamięci pomocnicze lub inne urządzenia/i Tak 
więc praktyczne problemy efektyvmej obliczalności wchodzą raczej 
w zakres wiedzy o maszynach cyfrowych; w zakres teorii algorytmów 
wchodzą tylko te zagadnienia, które da się wyrazić i rozwiązywać 

sposób czysto matematyczny, nie korzystając przy t5nn z żadnych 
założeń ani informacji natury technicznej.

Z problemem efektywnej obliczalności wiąże się ściśle inne 
zagadnienie: v/ybieranie spośród wszystkich możliv/ych algorytmöv/ 
rozwiązania danego zadania takiego algorytmu, który byłby możli­
wie jak najlepszy - na przykład pozwalał rozv/iązać zadanie w możliwie 
najmniejszej ilości kroków. Chociaż praktyczne rozv/iązywanie tego 
problemu także wchodzi w zókres Wiedży 9 maszynach cyfrowych, jednak
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jego strona teoretyczna należy do teorii algorytmów.
Taki podział zagadnień pomiędzy teorię algorytmöv/ a v/iedzę 

o maszynach matematycznych rzutuje w pev/ien sposób na metody 
formi. łov. ?ania i rozv;iązywania problemów, stosov/ane w obu tych 
dzieozinach. V/ teorii algorytmöv/ v/szystmie pojęcia są sprowa­
dzane do możliv/ie prostej postaci, tak, żeby jak najbardziej ułatwmr 
przeprowadzenie podstawowych v/yv/odóv/ teoretycznych, a ponadto, żeby 
v/yniki tych wywodów były możliwie najbardziej ogólne. Z tego powodu 
może się nawet na pierwszy rzut oka wydawać, że wyniki teorii algo­
rytmów mają stosunkowo mało v/spólnego z tym, co wiemy o maszynach 
matematycznych. Tak jednak nie jest, choć prawdą jest, że przenie­
sienie v/ynikóv/ jednej dziedziny do drugiej i konfrontacja obu tych 
dziedzin wymaga pev/nej wprav/y i obycia mateiuatycznego,

RozwaŻLTiy to zagadnienie bliżej na przykładzie fum̂ -cji rekuren- 
cyjnych. Będą one szczegółov/o oiaówione niżej, na razie interesuje nas 
tylko sama zasada ich v/prowadzania.

V/iadomo, że maszyna cyfrowa może v/ykonywaó pev/ną ilość operacji 
elementarnych na liczbach, takich jak dodawanie, odejmowanie, mno­
żenie, dzielenie, badanie, czy liczba jest róv/na zeru, przesyłanie 
liczb z jednego rejestru lub miejsca pamięci do drugiego i inne.
Wiadomo róv/nież, że składając te operacje i ustawiając jo w określonej 
kolejności /podyktowanej przez program/ można obliczać nawet bardzo 
skomplikowane funkcje. Powstaje wobec tego pytanie: jamie funkcje 
można na maszynie cyfrowej obliczać? Dla prostoty abstrahujemy od tego, 
że czas działania maszyny i objętość jej pamięci są ograniczone, 
oraz zanładamy, że ani maszyna, ani obsługujący jej ludzie nie 
popełniają błędów.

Teoria algorytmów formułuje to pytanie prościegj, cnoć bardziej 
abstrakcyjnie: dana jest pe^ma iloś'" funkcji i pewna ilość prostych 
operacji , które pozv/alają z jednych funkcji tv/orzyó inne. Do takich 
operacji na funkcjach należy na przykład złożenie, które pozv/ala, 
dajmy na to,z funkcji sinx i expx tworzyć nov/e funkcje 
sin exp X oraz exp sin x , Pytamy, jakie funkcje można w ten 
sposób otrzymać ? Aby rózważania, prowadzące do odpowiedzi były 
możliwie proste, zarov/no funxeje, z których konstruujemy inne, 
jarc sâ ie zasady konstrukcji /operacje na funkcjach/ są możliwie 
najbardziej prymityv/ne. W tym sensie nawet dodawanie i mnożenie 
sr zbyt sxomoli*.ov;ane i konstruuje się je z funkcji bardziej 
elementarnych. Okazuje się jednak, że tak daleico posunięte uprosz­
czenia nie v;alywają istotnie na wjnik koricov/v - klasa funkcji 
tonstruowalnycl.! ten sposób /tzv/. funkcje częściowo; rekurencyjne/

pokrywa



się z Klasf: runi.cji. które moina obliczyć na dowo2.nej wyidealizo- 
v/anej maszynie cyfrowej. Ljęcie zagadnienia w sposób abstrakcyjny 
zwalnia nas od konieczności rozv/ażania szczegółów budovi/y konkretnycii 
maszyn cyfrowych i wogcle wszelkich szczegółów technicznej, a nie 
matematycznej natury.

Oczywiście te wszystkie uwagi o związku pomiędzy v/iedzą o laa- 
szynach matematycznych a teorią algorytmov/ dotyczą stanu obecnego 
- warto pamiętać o tym, że teoria algorytmów powstała znacznie 
wcześniej, niż maszyny matematyczne, ale obecnie v; pewnyii sensie o ü U  
te dziedziny v/zajemnie się uzupełniają.

Celem niniejszego opracowania jest zapoznanie Czy celników z 
■podstawami teorii algorytmów w zakresie elementarnym. Charakter 
tej pracy wyklucza wszelkie zastosowanie zbyt zaawansowanych pojęć 
i metod; Czytelnicy, którzy chcieli by pogłębić swoje wiadomości, 
mogą skorzystać z literatury podanej w spisie na końcu pracy. 
Opracowanie to jest dostępne dla osób, nie posiadających specjalis­
tycznego przygotowania matematycznego. Będzie tu jednak potrzebna 
znajomość takich pojęć, jak liczba naturalna, zbiór, element zbioru, 
funkcja jednej i v/ielu zmiennych, funkcja calkov/icie i częściowo 
określona, ciąg skończony i nieskończony, a także potrzebne będzie 
pewne obycie z metodami rozumov/ania oraz wprowadzania i opisywania 
pojęć matematycznych, stosowanymi w matematyce elementarnej. 
Pożyteczne są także wiadomości o zasadach działania i progra:nov/aniu 
maszyn cyfrowych.



1 ̂ .Funi'Co.ie Dier'̂ votnie rek'xrency.ine

V/ ty;n I'ozdziale będziemy się zajmować tylko .aiiimi farkccjami, że 
zarowrio ich aryumerity, Jak one sacn, przyjmują tylko wartości 
naturalne 0, l. 2, ... .Do klasy takich funncji należą na 
przykład suxma i iloczyn /bo zarówno ашпа Jak iloczyn dwu liczb 
naturalnych Jest znowu liczbą naturalną/ , a nie należą na przyk­
ład różnica i iloraz /bo mową dać wynik, który nie Jest liczbą
naturalną, Jak 2 - 3 = -*i l̂ b̂ 3:2 = 1,5 /•

’’/prowadźmy następujące funkcje, które dalej będziemy nabywać 
funkcjami najprostszymi:

funkcja jednej zmiennej o(x) , równa 0 dla każdej wartości x.
Funkcja jednej zmiennej s(x) = x + 1 . fest ona zwiana

"nasiępnikiem", gdyż dla każdej lićzby. naturalnej x oblicza liczbę, 
która następuje bezpośrednio po niej v/ ciągu wszystkich liczb natu­
ral nycłi 0, 1 , 2, ....

Funkcje n zmiennych /dla n=1,2, ... / zależne od parametru 
;a /gdzie 1 ii n /

.n (Xi , ... , X ) -- X“m ' 1 ̂ ' ■' ' ■ n m 
Są to funkcje "wybierające" z ciągęu sv/oich argumentów m-ty z kolei.

Stosując do tych funlccji operację superpozycji /złożenia funkcji/ 
można otrzymać nov;e fumkcje, Jak na przykład 

3 (s (s (x))) = X -I 3
o(lî (x, y, z)) = 0  dla każdego zestawdenia

wartości zmiennych x, y, z ,
s(s(o(l^(x, y))))= 2 dla wszystkich x, у .

V/szystkie funkcje , które można otrzymać z f'onkcji najprostszych 
przy pomocy operacji supei’pozycJi, będziemy nazywać funkcjami elemen­
tarnymi.

Do funicji elemcntarriycn należą między innynd wszystkie furicnje 
stałe i wszystkie funkcje, które można otrzymać pizez dodawani-i cio 
zmiennej dowolnej liczby . Ale zasób funkcji elementarn;ych nie Jest 
zbyt urozmaicony i nawet taka prosta funkcja, Jak.sû aa xf у Juz 
nie jest funkcją elementarną.

0 vdele większe możliwości twor2.enia n..wych furaże Ji daje irinć 
operacja: rekurencja pierv/otna.
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n
, i у=0. Wartoee 

X, oraz dlaIJL

Przypuśćmy, że mamy u;une dwie funkcje : funkcję n zmiennych 
g (x, , ... , x^) oraz funkcję n+2 zmiennych h(x^, ... ,x^,y,z). 
Vvtedy możemy utworzyć nov/ą funkcję n+1 zmiennych w następujący 
sposób:

f  ̂, ... , jO)~s(k-j, ) / 1 /
f , ... , x^, y+l) - h , ... , , у , f ̂x̂  ,. . . ,x̂ ,y))

/2/

Z wzoru /1/ oti-zymujem̂  ̂wartość funkcji f (x̂  , ... , x^, y,) 
dla dov/olnŷ h v/artości Ziiiiennych x̂  , . 
funkcji dla tych saiiQ/ch wartości x̂  , ... ,
у = 1, 2, ... możemy obliczyć, stosując odpov/iednią ilość razy 
wzór /2/.

v; szczególnym przypadku może być n = O ; wtedy funkcja g 
redukuje się do liczby i te wzory przyjmują postać

r(o) = g
f(y+l) = h(y, f(y;)

Niech na przykład n=0, g=0, h(x, y) = i^(x, y)= x 
Wtedy

f(0)= 0 
f (y+0 = у

stąd mamy f(l)= o , f(2)= 1 , f(3)= 2 itd, a ogólnie 
f('x)= 0 dla X = O i f(x)= x-l dla x >0 . Oznaczymy t^ funkcję 
przez X .k. 1 . ^

Funkcje, które można otrzymać z funkcji najprostszych przez 
zastosowanie do nich dowolną /skończoną/ ilość razy operacji 
superpozycji i rekurencji pierwotnej, będzieiii;>̂ nazyv/ać funkcjami 
pierv;otnie rekurencyjnymi.

Funkcjami pierv/otnie гекигепсуjnymi są, między innymi, 
suma Х+У, iloczyn x*y , potęga o wykładniku naturalnym x̂ ', 
różnica ograniczona Xk-y , wartość bezv/zględna różnicy )x-y| , 
funkcja signum /znak/ sg(y), funkcja antysignum /znak przeciwny/ 
sg(y) , część całkowita ilorazu , reszta z dzielenia x przez у
rest(x, y) i wiele innych.

A oto V/ jaki sposób można to /dla wymienionych wyżej funmeji/ 
sorav/dzić.

u urna:
X + 0 = X 
X + (y+l) = (х+у)+ 1

w tym рггурааки g (^ )  = l| W  , h(x, y, z) - s(l^(x, y, z))
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czyli g Jest luriKeją na jpcastszą, saś h złożeniem dvM takicłi
funkcji.

Iloczyn:
x*0 = O
X* (y l) = X + OL «У

I tym przypadku g (x) = o(x) , czyli jest funncją najprostszą, 
zać h(x, y, z) = X + z :r I^(x,y,z) + I^(x,y,z) , czyli jest
złożeniem sumĵ  /ktcóra jest pierwotnie rekurencyjna, jak to pokaza­
liśmy bezpośrednio v-b’̂zej/ oraz funkcji najprostszych.

Votpg^ o -r/kładniku naturi.ilnym x̂ :
0 - 1  X = 1
V+1 у

"rutai я foc) = s(o(x)) , a więc jest złożeniem funkcji najprostszych,
l u .  , Л 1  ■ L . ■ i'"

niem iloczynu /o którym już wiemy, że jest pierwotnie rekurencyjny/ 
oraz funkcji najprostszArch.

Różnica ograniczona x-y :
X — O = X
X-(y+l)= (x-^y)-i

Tu mamy g (x) = l| (x) , h(x, y, z) = z-al = (x,y,z) — 1 .
Funkcja z-1 jest pierv/otnie rekurency jna, co wynika z przykładu 
podanego poprzednio. Obliczając na podstawie tej definicji funkcji 
x-i.y jej wartości dla różnych wartości zmiennych x i у mozenp)'' 
się przekonać, te j X - у , gay 

Х--У =|o
X>y

, gdy X у
Stąd pochodzi nazwa tej funkcji: różnica ograniczona.

żVartośó bezwzględna różnicy [x - y| :
Korzystając z podanej wyżej własności różnicy ograniCi6onej
możemy napisać

|x - y| = (x -s-y) + (l̂ - x)
Jako złożenie funkcji pierv/otnie rekurencyjnych, jest to także funkcja 
pierwotnie rekurencyjna.

Funkcja signum sg (y>.
sg [o) = O 
sg(y + l)= 1

To , że to jest funkcja pierwotnie rekurencyjna, jest oczywiste. 
Zauważmy, że
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btS
JO, У = 0
[ ] , дс1у у > О

Ck:yli sy(y)~ 1 wtedy i  t y l t o  w^teay, yen 

£' t-' id i vmivĈ "] i. •
Fän de Ja sg(y)

Пу(0 )=: i
“ (y ] ) -

Jeot liczbą (ioaatru-.

s t a d
ag

( 1 У = 0
|o, gdy у > 0

c z y l i  ng^y)"  ̂ v/teciy i  lyl̂ ■'̂ -o wtedy, У
/t\; /.1:cezy . je s  t zereui/.

.le Ьл1. ra

fx‘Częćc cal—Ovvita ilon'-’zu
V/ lyn prẑ p̂adkii sprawdzianie, ż,e to Jest luiikcja pieiv̂ 'Otnia .̂v..-u 
rencyjna',. Jest znacznie bardziej skomplikowane, iyytoby to wogolc 
niewykonalne, gdybyśmy nie określili dodatkov/o wartości [-I 
- w teorii Jdnkcji rekarencyJnycb. wygodnie .]®st prz.yjgz:, że baka wartość 
iotuiejo i że [g]  ̂x iJla dowolnego x.

ceżeli y >0 i jeżeli i)rzez n oznaczymy v/artość
w ciągn

1y^x, 2y-i-x, ... , riy-n-x, ... , xyn_x
będzie dokładnie n zer. n zatem dla dowolnego y >0 jt-rn

 ̂ 21 śg(iy-t.-x)

czy].i, inaczej /aowiąc, .:iiO .cimy /.oliczyć wsz,, ntnie t c  .-,4.1. ■ - 1 1 —
czając wartości tunneji sg dla wszystkich elementów ’• c: o cia . ; 
i dodając je do siebie. Jeżeli у = 0, to fce-z mażemy i./c iwn. : 
eiąg, ale wtedy on będzie inial dô -ladnie 11 clementv-v. .1  ̂ l .■ j ^
będą równe zeru ; podany wzoi‘ l-ędzie w ty n przypadKU liuv.,v_- p-idw- 
dziwy. Udało nam się więc przedstawić brdaną funkcję w oostaci 
sumy Idjnkcji piei'wotnie rGkiireii.cy,jnycłip co oi’awda suma 
skończona, ale ilość jo.j ele.nentów salezy od x ; nic można więc 
tu skorzystać z poprzCżinio dowiedz.Lone.żpo faktu, .że suüici с.1.<,д ..i pu- 
mentowa /a wdęc- także suma dowolnej stałej ilości su ładni xov// 
jest pierwotnie rekurencyjna. ide taką sumę o zmiennej góinej 
granicy suraov/ania można także obliczać przy pomocy rerurencji 
pierwotnej. Rzeczywiście, niech a (x, y, i) będzie dowolną 
funkcją pierv/otnie reuurencyjną i niech

o I' a z
3 (x, у , m) - a ( x , у , i) 
S(x, y, 0) = 0
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Wtedy
S(x,y,m+l) = s(x,y,m) + a(x,y,in+l) 

czyli c a tej rekureticji pierwotnej
у) = ó(l^ ( X, у)) 

h{x, у, m, z) = a(x,y,s(in| + z =
=: a (l|(̂ x,y,m,z) (̂ 3

+ Î (x,y,ia,z)
dat v'idć.-ć, obie i‘cn .0 je, g i h, sq złożeniami funncji najprostszycłi 
i funicji piei wotnio rek-urency jnych, a v/ięc 3 jest taKże funkcją 
pierV'Otnie rekurencyjną, v/ szcze^gólnodci , fdy a(x,y,i)~ bg(iy x) ,

, a v/ięc część całkowita ilorazu też jestS (x, y, x) = 
funkcją pi.erv;o Уnie rekurencyjną.

deszta z dzielenia^ rest(x, y):
Podobnie, jak w przypadku części całkowitej ilorazu, musimy uprzednio 
umówić się, co będziemy rozumieć przez rest(x, O) ; w przecivmym 
razie dalsze rozv/ażania nie miałyby sensu. W teorii funmcji reku­
rency jnych przyjmuje się, że rest(x,0) = x dla dowolnego x.
Przy tym założeniu nie trudno sprawdzić, że 

rest (x,y) = X y[^]
dla dowolnych wartości zmiennych x i y. Jak v/idać, jest to złożenie 
fun.-cji pierwotnie rekurencyjnych, a zatem ta funkcja jest też 
pierwotnie rekurencyjna.

Przytoczone rozważania stanowią próbivę metod /przynajimiiej tych 
najbardziej elementarnych/, jakie stosuje się do sprawdzania, czy ja­
kaś funkcja należy do klasy funkcji pierv/otnie remurencyjnych , 
czy też nie* Najczęściej stosov̂ anym. clwytem jest kô .struov/anie coraz tjo 
nowych funkcji z innych funkeji,poprzednio otrzymanych i przecho­
dzenie w ten sposób od funkcji prostszych do cox*az bardziej złozonycli. 
Oprócz operacji superpozycji i rekurencji pierv>/otnej można przy
tym korzystać z następujących zasad:

Jeżeli funkcja g(Xj, ... , jest pierwotnie rekurency jna,
to funtvcje

3 (xp ... , g(x, , ...X«
p(xj , ... , x̂ ;̂ = |T g(xj, ...

są także pierwotnie гекш-опсу jne .
Jeżeli oprócz tego a(x| , ... , x̂.̂) , b (X| , . 

są fun-.cjaini piervotnie rekurencyjuyuii, to furiKcje

X
'П--1
n-1
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г (х\*

а(Х1 . .,Хп)+ Ь (XI , -- ,Хп)
1*а (х̂  J • • •

а (XI , ... ,Хд) + Ь(Х1 I ■
> . ^ п )

,Xn)
o » • • • t h.) /5/

»̂ n̂  .V g(X̂ /6/
I* Q С̂'1 '> * *są pier-wotnie rekurerlcyjne.^) -J

Jeżeli mamy s+1 funkcji pierwotnie rekurencyjnych n zmiennych
-'(Xj V; ,x̂ > Ч .oraz s fmikc ji n zmien-
e_ |xV,. *. ,x_) takich'.że dla każdego

■j (Xl J w - - , — Vf
nych â  (X̂  , . • • ,X̂ ) У • » * • ; у —g V] ’z' " ' ”n
zestawienia v/artości;zmiennych x|y‘,. ., x„ co najwyżej jednąn
z tych .funkcji ai przy jirra je waitośd 9 i to funke ja- f , określona 
w następujący sposób:,

. gdy ay(x  ̂у . i .  ,x )̂'=0

V , "
» • • * •'« • •

fg (X, ,... ,Xĵ) : gdy ; 3g (X, ,... .Xjj)ąO
/7'

..,x̂ V w pozostałych przypadkach
jost również pierwoxnjLe rekupencyjna.

W rozważanym wyżej przypadku funke jî  Г-1 sprawdziliśnjy w pewnym 
momencie, że funkcja 3 zmiennych S jest pierwotnie rekurencyjna.
Wzór /3/ jest uogólnieniem tego i dowodzi się go ’analogicznie, 
stosując schemat rekurencji pierv/otnej względem zmiennej Xĵ .
Podobnie sprawdza się. poprav/noód /4/. Pełne dowody .Czytelnik może 
znaleźć w podręczniku .Maicewa [3 ] . /5/ i /6/. są nieznaczną modyfi-̂  
kacją wniosków ź zależno:^ci /3/ i /4/, przytoczonych w tej samej 
książce. Prawdziwość /7/ wynika stąd, że tak określoną funkcję 
f .można przedstav;id w postaci ,

f = f| Śg(â )-f- .. . + fg sg (8g)+ fĝ :J sg (â  • *ag)
Dla uproszczenia zapisu pomijamy w tym wzorze хаахЕЗШК argumenty 
funke j i

Ze wszystkimi tymi sposobami konstioiowania funkcji na. podsta­
wie innych Czytelnirc miał już zapewne sposobność spotkać się przy 
innej okazji, ponieważ są to chv/yty stosowane często, w analizie 
matematycznej /zwł.aszcza w teo.rii ciągów i szeregóv//, \v kombina- 
toryce, w metodach nümerycznych oraz związanycłi z tymi metodami 
zasadach p.rogramowania maszyn liczących. Na przykład w znanej, 
definicji silni

O! = 1
(n+1) ! = (n+1 j Tl!

v.y Korzysta je się właśnie schemat rekurencji pierwotnej.
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Suma 1: pierwszych wyrazów ciągu potęgowego o współczynni^^ach 
naturalnych ma postać

s (x, Ц= ^  aĵ .i=o
Zamiast możemy także napisać a (i) , gdyż w gruncie rzeczy
mamy tu do czynienia z funkcją argumentu naturalnego. Jeżeli 
te współczynniki będą zależne jeszcze od innych zmiennych 

, ... , , to suma również będzie
к

1 • * • J
zmiennych

kj- ■]}•••> > i ̂ X

X + 2 gdy 0 ̂  x^ 2
2X gdy 3 ^

1 gdy
X'3 gdy x^ 11

S(x, x̂  , ... , x̂ , ' »"n
Z wzoru /3/ i z poprzednich rozważań wynika, że w każdym 
przypadku, gdy a jest funkcją pierwotnie rekurencyjną,
S jest też pierwotnie rekurencyjną.

Bardzo często, gdy funkcja jest zbyt skomplikowana, aby można ją 
było opisać jednym wzorem, definiuje się ją”kawałkami". Weźmy 
jakiś prosty przykład:

f(x)g

otóż wszystkie warunki postaci i ^ x ^ j  można zastąpić 
innymi, tv/orząc funkcję , która jest równa 0 tylko dla takich x 
i jest różna od zera dlfe x <i oraz x>j . Funkcją taką jest, 
na przykład,

i-i-X + X u-j
i v/obec tego opis funkcji f można zapisać tak:

'̂x + 2 gdy O — X + X — 2 = 0
x^ gdy 3~x + x-i-5 = 0

gdy 6 -i-x + X-1-10 = O
w przeciwnym przypadku .

Jak widać , jest to zapis postaci /7/ , a zatem, w szcze^^ólności 
funkcja f , zdefiniov/ana w ten sposób, jest pierwotnie rekuren- 
cyjna. Wymyślenie bardziej skomplikowanego , konkretnego prz5̂tc- 
ładu zastosowania /7/ do określenia funkcji 2 lub więcej zmien­
nych pozostav/iamy Czytelnixowi..

f (x)=4
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Jai założyliśmy na początku -tego rozazialu, rozważamy
tylko te l'urb‘>.cje, Które dla dov/oliiych naturalnych wartości sv/oicł: 
argumentów majp oî reelorie wartości , będące liczbami naturalnymi, 
I7łasciwie wszystkie tauie i.'unkcje, z jakimi możemy się zetknąó 
w praktyce, są funkcjami pierv/otnie rekurencyjnymi; w każdym razie 
na pewno do nicii należą te, które w jakikolwiek sposób można opisać 
przy pomocy wzorów, definicji rekurencyjnych dowolnej postaci, lub 
definiowania "kawałkami". Istnieją jednak takie lunncje, które nie 
są pierwotnie rekurencyjne, chociaż w codziennej praktyce oblicze- 
niov/ej się. ich nie spotyka. Aby się o istnieniu takich lunkcji prze­
konać, możemy przepi'Ov/adzić następujące rozuuiowanie,

Funkcji pierwotnie rekurencyjnych jednej zmiennej jest 
nieskończenie v/iele, ale można udowodnić / choć v.' dość ŝ vompli— 
kov/anŷ  sposób — zob, np. Ез ]/, ze da się je wszystc^ie ponumero­
wać kolejnymi liczbami naturalnymi 0,1,2 ••• • • Iî ĉzej
móv/iąc, da się tistawió wszyst ..io iuni-̂ cje pierv/otnie rekurencyjne
1 zmiennej w ciąg

t /-V,, f ̂ , f■0' .- ^Utwórzmy teraz fun*xję- d (k, x) tamą , że dla-Każdego naturalnego к 
p (k , x ) = f^ (x ; ‘ ^

Jak widać, dla każdej furu.cji jednej zmiennej g(x) , która jest 
pierwotnie rekurencyjna, istnieje taka liczba natui'olna m , ze 

g(x) = D(ią, x)
dla v/szystkich naturalnych v/artośv.i x. Odwrotnie, dla mazdęj 
ustalonej wartości m funkcja D(m, x) jeuL pierwotnie remurencyjną 
fun.ccją zmiennej x ..

Zbadajmy teraz funkcję 1 zmiennej 
d (x) = J (x, x) + 1

Dla każuej naturalne j'■■'•■nrtoL ci x v/artoac luriKcę u jest określona 
i. jest liczbą naturalną. Ody by d (x) była funkcją pierwotnie rCivU" 
rencyjrią, to istniałaby liczba naturalna lU tax̂ a, że 
d (x) = D (in, x) dla wszystKicłi naturalnych x, cs uLi w szczególności 

d (jii) - i)Qa, И1.) .
Ale wtedy z definicji I’unKcji d wynikałoby, ze 

D( 11, m) + 1 = D (m, mj
co jest nieraoż-l iv/e, Przyouszczenie, że d(x) jest funKcją pierv/ot- 
nie rekurencyjną, doprowadziło nas do niedorzeczności, a zatem to 
orzynuszczenie jest fałszywe.

Stąd wyniua, że furiKcjo d (x) nie jest pierwotnie rekurency jna 
Z tego wynika takśe wniosek, że funKcja iJ (k, xj /jako funKcja 
2 zmiennych/ także nie jest pierwotnie rekurencyjna, bo gdyby tak

o i
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ZG d (x.) - d(x, xj +l =
;nie ruruvGj.i x) i  Гш 

być pierbvotnie i-ekurencyjna,

było, to 1:- te/.'О vyni -żłobyp= s^U(i'(K, x}, x)) jüko z;;ożC'nie :[‘uiuvGj.i x) i runkcji naj-
pro5t s-:.ych , także lauair Га! 
n tak. nie jeat.

Oli-zyjiialićiiîy V,- ton sposób przykłady l'urb..cji jednej i dwu zmiennych, 
które nic s'/ pierwo tnie rek.irencyjne. 'Zupę tnie analogicznie 
m-jżr.a otrzymać funkcje dowolnej ilości zmiennych, wtóre nie 
są pieiwo lnie rekurency jne, ydy.,’: dla każdej liczby naturalnej n 
zbiór wszystkich i'unkcji pierwotnie rekurencyjnych n z.-iiienriych 
aioziia* ulo \yć w ciąĝ , a zatem istnieje lunivcja ri+1 zmie?“inycti

.0 (jC , X.| , > • . ,
/zwana fuńlcja uniwersalną "dla zbioru pierwotnie rekui'encyjnyoii 
funkcji n ziiiiennych/ taka, że dla każdego ustalone/'O naturalnego к  
D(k, Xp ... , ) jest funkcją piei-wotnie rekurencyjną
zmiennych Xp  Х2 , ... , x̂  ̂ i odwi'otnie, dla każdej funkcji 
g(xp ... , , która jest j)ieT'Vv'otnie rekurencyjną, istnieje
liczba Ul taka, że I'c/modd

g(X| , ... , - lj(m, Xp ... , x^)
achodzi dla wszystkicłi wai'tosci. x,1 ■ ' U

)
-p ... ,

■rzy tych założeniach ani funkcja b (к, x,
ani d(k, х^, , x̂ )̂ = ü (k , к, х,
pie.r*wotnie rekurency jne.

nie
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run,-С je uaiwersalue z Morów funkcji pierwotnie rekureiicyj- 
nycii n z/iiieiuę/cli należą do szerszej klasy funkcji: se to 
tak zwćiae rurikcjc ogólrjie rekui^encyjne. /U\y tę klas^ bliżej oKreślic, 
iiiusiiny vyproVv'adzic jeszcze jedną operację na lunKcjach. 
ni'j ni unm ograni ozonu.

■iiecj) f(x̂  , ... , będzie dowolny funkcją n zmiermych
.1.1;) dowolnych naturainycłi wartoóci jej argumentówCU k;i

jej wa.rtonć jest liczbą naturalną, krze z
My ( . , v) = X )7 0/ / / ь /

ovuicicząii.iy najmniej)szą. v/artoćć liczl),y y, dla .ktor€)j jest spełnio 
ne I'ov/n'irn.e

n , pod warurû iem, że równanie to
ma rozwiązanie

/■11 ;v. iinnyc]) j . . .
:La wozy . i .kicn. wnrtońri zmiennych - Xj ,
de.'öli ir-lnioje chociażby jcalno zestawienie wartości tych zmień— 
ny(di taki'!', ze to równełnif; nie ma rozwiązalij to przyjmuje si^i 
że wartość wyrażenia /Ь/ dla żadnej wartości zmiennych 
X, , ... , nie jest uk.ruślona.

Jeżeli w-:u'tośó wyioażeni.a /8/ jest określona, to v;yznacza ono 
nov/a funkcję n zmiennych

g(x^, ... , ) “ M.y(± (x̂ 7 ••• ł ^n-M
Jeżeli Bobie ustalimy którąkolwiek ze zmiennych, V7ystępujących 
w tym wzorze po lewej stronie - w .szczególności, może to 
być zniicnria x̂. , to otrzymany funkcję g , zal _.ną od odpowied­
nio uniejsz.ej ilości argumeniów, albo nawet stałą, jak to widać 
t.‘.lЮС.i alby z pierwszego z* !>oni ższycli przykładów.

• .ie'el i ni\-,y ĵmieiriy n= 1 , lo u s t a l a j ą c  Ziiiienną : x  ̂= l
i nrzy j :'.i! .iąc .f (y )“ BgMy) otrzyniamy w yrażenie p osiać  i / 8 /

\,(sg(.yM
iu.ór«b̂ > wartość jest róv;na 1, jako że to właśnie jest najmniejsza 
z liczb naturalnych# dla których wartość funkcji sg ject równa 1#

gdybyś'Miy nie ustalał i zmleruie j x, • otrzyma!i byśmy inne
wy rażi:;ii i e

M (s,gv)-



Ale, jak to w^^nika z definicji funkcji sg , występujące w tym 
wyrażeniu równanie nie ma rozwiązań dla x różnego od 0 lub 1; 
zatem wartośó całego wyrażenia nie jest określona.

Podobnie nie jest określona wartośó wyrażenia 
My (x + У = z)

gdyż na to, żeby to równanie nie miało rozwiązania y, będącego 
liczbą naturalną, wystarczy dobrać jakąkolwiek wartość 
X większą od wartości z /na przykład x=l, z=0 /.

Równanie
y-«-x = z

ma rozwiązanie у dla każdej pary wartości x i z. Jeżeli z = O, 
to, jak wynika z definicji różnicy ograniczonej, y-^x ; najmniej­
szym у spełniającym tę zależność jest liczba O. Jeżeli z V O  . 
to wtedy y ^ x  = y -  x i stąd у = x + z. Wobec tego

g(x, z) = M /y-t-x = z) = / ̂  z = 0/ V V'" / i X+Z w przeciwnym przypadku

Zmienna у w /8/ i /9/ jest tzw. zmienną związaną - pozostałe 
zmienne. x,, ...1 ^n * zmiennymi : wolijymi .. Nazwy te pocho-

x^ można w tym wyrażeniu nada­dzą stąd, że zmiennym x^, ...
wać dowolne wartości , lub ustalać je według upodobania, a ze 
zmienną у tego zrobić nie można, bo jej rola i sposób nadawania 
jej wartości jest ściśle określona przez postać wyrażenia.
Jeżeli wyrażenie /8/ jest określone, to jego wartość zależy tylko 
od wszystkich zmiennych ŵ olnyoh, które w nim występują*

Oczyv/iście zmienne wolne i związane nie muszą być zawsze 
oznaczane w ten sam sposób; na przykład w wyrażeniu 
^̂ z ~ “ yj zmienną związaną jest z , zaś zmiennymi wolnymi
X i у , Czytelnik może się sam przekonać, że ^ivystępujące w tym 
wyrażeniu równanie ma rozwiązanie z /jedno lub więcej/ dla każdej 
pary v/artości x i у , a więc wyrażenie to określa funkcję swoich 
zmiennych wolnych x, у .

V/ tych z przytoczonych wyżej przykładów, w których funkcja /9/ 
była określona, można ją było wyznaczyć bez większych trudności, 
ddst jednak zrozumiałe, że nie zawsze obliczenia przebiegają tak 
łatwo. W trudniejszym przypadku wartość funkcji g z v/zoru /9/
/o ile ona istnieje/ można dla danych wartości zmiennych
X1 » Xn obliczać metodą prób: zamiast у podstawia się 0
i sprawdza się, czy równość jest spełniona; jeżeli nie, zwiększa 
się у o 1 i znów bada spełnienie równości , i tak dalej, aż do 
s^nalezienie pierwszej napotkanej /a więc także najmniejszej / 
wartoćci y, któha to rovmanie spełnia.
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Jeżeli to obliczenie przepi-O'/zadzaiuy ręcznie, to tani oposób jest 
żmudny i niedogodny, ale jeżeli ii.ai.iy możność wykorzystania do 
te/’io iiioozyn,/ cyfrowej, to wtaśc.iwie jest to zupełnie naturalny 
s D o G ó b lic z o ri i a. '.V i ad o mo , że dość często s t o s o w a i ly in c hwy tern p r o ~ 
graniowym jest tworzenie tak zwaiiycłi '’pętli" programu: pewne 
obliczenie powtarza się wieloki-otnie dopóty, dopór.i nie będzie 
spełniony pew/ien waruneK , zwany- przez programistów' waruriKiem wyję­
cia z pętli, który jest dobierany zależnie od te-p, co chcemy otrzy­
mać jako ostateczny elekt działania takiej pętli. tym przypauku 
powtai--:auą oixa’ac,):! Л«з1 -Jod^sanie jedynki do zmienxiej'y /której 
na poozfitku nadano wartońć 0/, zań warunkiom wyjęcia z pętli jest 
spełnienie równania, występuja^cego w /8/. 'sartość у w momencie wy­
chodzenia z pętli jest poszukiwany wartością funkcji g z wz U4i /9/.

funkcją ogólnie rekurencyjną nazywamy każdą funkcję, którą moż­
na otrzymać z funkcji najprostszycli przez zastosowanie skończoną 
ilość razy operacji superpozycji, rekurencji pierv/otnej, lub mini­
mum ograniczonego.

Ponieważ wszystkie trzy operacje na funkcjach : superpozycja, 
rekurencja piei-wotna i minimum ograniczone mogą być węykonywane na 
maszynie cyfrov/ej /w tym sensie, że jeżeli znamy wai‘tości jaivichs 
danych funkcji dln zadanych v/artości ich argumentóv/, to mozeigv 
dla tych samych v./artości argî imentów obliczyć wartości funkcji, 
które z tych funkcji danych powstają przez zastosowanie tycti ope­
racji/ , zatem, gdyby nie było ograniczeń, spowodowanych ograiiiczoiui 
objętością pamięci, ograniczonym czasem ŵ uvonyV'/anie obliczeń , o,rani- 
czoną niezawodnością działania maszyny itp - krótko -aówiąc, gdybyśmy 
mieli do czynienia z maszynami idealnymi, to każdą łunkcję ogólnie 
rekurencyjną można by na takich maszynach obliczyć.

Z definicji funkcji ogólnie rekurencyjnych wynika, że każaa 
lunkcja pierv/otnio rekurencyjną jest także ogólnie I'ektu ericyjua.
Jak już v/spo:mieliśmy wyżej, można wykazać /choć dowód jest 
bardzo skomplikowany, zob. np. Гз]/ > że iunkcje uniwersaluc. 
zbiorów wszystkich fumxji pietwolnie rekurency ju, ch n z.ini cimyck 
/dla n= 1, 2, ... / są także funkcjami ogólnie rekurencyjny mi.
Jak już v/iemy, nie są one pierwotnie rekurency jne, a zatem 
klasa fun.icji ogólnie i*ekurencyjnycli jest szersza od klasy iunkcji 
piei'wo tu ic rekurency jnych.
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V/ popi'ze Jiiich io2jV/ażaniacli mieliimy do czynienia tylKO z 
fun.xja.ni cai.-x-ov/icie okrecilony-ui, to 'znaczy z takitni, ze ich 
wartüi'ci byty określone dla v;szystkich możliwych wartoaci ich 
argariient(5w. Czasem jednak jest wygodnie posługiwać sip iunkcjami 
częściowo określonymi /krócej: funkcjami częściowymi/, których wartoe 
ci dla pewnycłi wartości ich arguineritów mogn nie być określone. 
Funkcjami częściowo określonymi Dosługujemy się bardzo często; 
wystarczy wspomnieć takie furiKcje rzeczywiste, jak

" lUD ^  (x - 2 ДЗ -
■X + 2 - 1
pierwsza z nich jesu orreślona dla wszystkich rzeczywistych wartoś­
ci zmiennej x oprócz x = - 2 , druga dla wszystkich rzeczywistych x 
poza I i - l ,  trzecia jest określona dla ws2:.ystxich x spełniającycłi 
zależność 2 ^ x ^ 3  . W naszych rozważaniach ograniczamy się do 
funr.cji, którycli argumenty przyjmują wartości naturalne i któî ycłi 
wartości , jeżeli sq określone, to także są liczbami luituralnyrni.
Ale i tutaj nie byłoby zbyt " t̂rudno skonsti‘UOwać odpowiedni przykład, 
korzyritając chociażby z tego, co było pov/iedziarie wyżej o operacji 
minimum ograniczonego. Wyrażenie 

bly(sg(y) = ^ 1
nie jest określone, bo to równanie nie ma rozwiązali dla v/szystkich 
wartości X • Gdybyśmy'' jednak zrezygnowali z tego ograniczenia i 
przyjęli, że takie wyrażenie /oznaczone dla odróżnienia nieco 
inaczej/

/ у р е Ы  =
jerst funkcją, ktoi'ej wortoćć jeot określona dla tych wszystkich 
v/artości ziaiennycłi wolnycłi, dla których istnieje rozwiązanie 
tego 1'ównariia, i nie jest określona, w przeciwnym przypadxu, to 
otrzymalibyśiny funkcję częściową g taką, źe

X gdy X ̂ 1
nie jest określona, gdy x:^2G W  -
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.Vyra.’ unie М (х ь у - z') , jat: to. v/iaziol v.ŷ ej , tâ v..x nie
jest oiireclone, ale znowu, jeżeli zrezygnujemy z tego ogranicze­
nia, ctrzyiuaiiiy Gzęecio'vi/cj lunKcję.

g(x, z) = уу(х + у = z)
tatą, że

) z - X gdy X < z 
lnie jjest określona, gdy xo>z 

. i.ożeray się umówić, że josli jakieś w'yrazenie algebraiczne 
może mieć wartovzc ujemną lub uła:nkov;ą po podstawieniu zamiast 
występujących w nim zmiermych liczb natux-alriych, to uważamy je 
za opis funkcji częściowej, której wartość jest oxreslona tyb.o 
dla tych wartości swoich argumentów, które po podstawieniu do 
tego w^yrażeńia dają wartość naturalną. Tak na przykład wyrażenie 

•+• 2y opisuje całkowicie określoną funkcję dwu zmiennych, 
zaś funkcje opisane v/yrażeniami ^ są częściowo określone:
pierwsza jest określona tylko dla parzystych wartości x,druga tylko
dla tych wartości X f  które są pełnymi kwadratami: •••
Funkcja opisana wyrażeniem -2(x+l^ nie jest oKreślona dla żadnej
wartości X.

Przy tej umov/ie możemy napisać
+ у = z') = . z - X

Wprowadziliśmy tu nowe działanie na funkcjach, oznaczane 
symbol Gul /u. . Wyrażenie

/у (̂ '(̂ 1 > > ^n-1 ’
wyznacza na;ii dla danej funkcji n zmiennych , częsciov/o okresaoiiej, 
nov/ą częściowo określoricp funkcję n swoich zmiennych wolnych

> ... ,  ̂, x̂  ̂ . Ustalmy teraz dokładnie zasądy obliczania ,
tej nsv/ej funkcji.

Jeżeli funivcja 1 nie jest skomplikowana, to można dość łatwo 
zorientować, czy równanie,występu jące w / Ю /  ma rozwiązania dla 
danych wartości zmiennych wolnych i jeżeli funkcja f jest 
określona dla wszystkich v/artości sv/oich argumentóv/, wyznaczyć 
najmniejsze wartości у w zależności od x̂  , ^
wartości istnieją. Ale taka próba bezpośredniego określenia 
posziixivsariGj funkcji może zawieść, jeśli ona sama. jest skomplikowa­
na lub jeżeli istnieją wartości jej' argumentów, dla których ona 
nie je.st określona, hatomiast opisane już wyżej postępowanie, po- 
legajcce na tym, że dla danych v/artości , ... ^n-1 * ^n
podstawiamy zamiast у 0, sprawdzaiuy, czy równanie jest spełnioiie, 
jeżeli nie , to zwiększamiy у o 1 i znowu snrav/dzamy , az do znala­
zł öni a najmniejszego rozwiązania /o ile wogóle do niego można
dotrzeć/ , jest w każdym przypadku niezawodne.
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Przyjmujeuiy je jax:o' o e o v / i - ^ z a regufę obliczeuiia wartOwści 
szukanej funkcji. Proces ten doprov/adzi do znalezienia' tej 
wartości tylko V/tedy, ß ö y równanie 'w wyrażeniu /10/ na rozwiązanie 
i dla wszystkich v/artości y, r;niiejszych od ter,o rozv/iqzania, wartoś­
ci f(x^’ ^ określone, ilmkcja

y ( X p ' . . .  , x ^ y - ( f ( x ^  у ... , >̂ n-1 ’ ^П'^ /11/

nie j e s t  określona, /dla danych wartości , 
nristę.pujących przypal-.acii:

1. gdy ’/artoi;d f(x-j, ... , > O)
z- gdy wartość f (x̂  , 

dla aewnego a > 0  , zaś ula wszystkich у

, , nie .jest określona
X ., a) nie jest określona

a - i
wartość fix.,

X
* ’ n-i ’

g.-ly V;ai*tOŚci f , , ,
wszystkich у “ f, 1, f, ...
równa X . nWez:ay na przy:.lad furiKcjy

g('̂ > .y) = у  2; ś' ^  ̂ ^

y) jest oki’eslona, ale rożna od xfi

y) sa oki'crloriG dla ̂ ^n-1 }
,•ale żadna z nich nie jest

o o d s t a vv .11:‘. uv i it-i nerw 00Post<;yujqc v;odluy opisanej roguty 
cÓYmaniB z " f *

0 - X = у
Ja k  widać, lewa strona tego .równania jest o.kreśloria 'tylko wtedv,
•';dy X = O - w przeciwnym razie byłaby to liczba ujemna, czego nie 
dopuszczamy. Jeżeli x =0, to z -■ O jest roz'vviqzanie.a róv7t.ia.nia 
tylko wtedy, gdy у = O a v; przeciwnym przypadku, :au;3iu\y ponsta- 
v/id zamiast z = O , z = 1 *

1 - O = у i tak dalej,
i'iietrudno zauważyć, że

( y gd.y = O
z  ̂^ \ jest nieokreślona, gdy x / O

VJidad stąd, źe ta reg;uła obliczania funkcji /11/ nakłada istotne 
ograniczenia. W rozv-/ażanym przypadku byłoby grubym błędem obiiczA^ć 
sobie "na boku" rozwiązanie równania z - x = у , czyli z = x +- у 
/które to rozYidązanie zawsze' istnieje/ i przyjąć., że g (x, y)= x+y. 
Chodzi o to, żeby nie tylko przynajimiej jedno rozwiązanie istniało, 
/dla danych wartości zmiennych wolnych/, ale .także, żeby ono 
dało się efektywnie obliczyć przy pomocy opisanego procesu .. Tylxv.̂- 
wtedy będziemy mogli .fiieć pewność. , że jeżeli poszukiwana wartość 
frmścji z /1 1 / istnie je, to będziemy ją mogd.i obliczyć na przykład 
p 'zy po'iiocy ;iiaszyny cyi'rov/ej '/chyba, żeby nam stanę ty na przeszko- 
uzi.c tak Loesyrmiui Icchniczne, jak ograniczony czas liczenia, ograni-

poj<r:ir'i0.ść pamięci maszyny, lub podobne/.
Tak określ :>ną operację nazywamy minimum efektywnym.

/
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Dla 1‘iinKcji częściowych można zdefiniować złożenie /superpozycję/ 
i rekurencję pierwotną w podobny sposdb , jak to zostało zrobione 
dla funkcji całkowicie określonych. Trzeba jednak uv/zględniś w tej 
definicji fakt, że teraz funkcje, na których te operacje są v/укопу- 
wane, mc ’■ą nie być określone dla pewnych wartości sv;oich arguoientów. 

Frẑ ' )uśćmy, że mamy dane n funkejî częściov/ych m zmiennych
1 X̂| , ... , X^) , ... > (̂ 1 » • • * »

oraz jed' ■} funkcję częściową n zmiennych 
f  x̂̂  , . . .  , x^)

Przez superpozycję /złożenie/ funkcji f i.funkcji f p  ... , 
rozumiemy! funkcję częściową m zmiennych

••• > ......v >  ••• > ......V '  ,/’2/

Jej wartość dla danych wartości zmiennych X p  ... » jest okreś­
lona v/tedy i tylko wtedy, gdy są określone v/artości

= *̂1 (xp ... , Хщ)

oraz wartość > • • • >

■̂(У1 > Уп)

Jeżeli mamy dane dwie funkcje częściowe odpowiednio n . i n+2 
zmiennych: g (x^ ... , x^) i h(x^ ... , x^, у , zj
i przez rekurencję pierwotną /porównaj wzory /l/,/2// względem 
zmiennej x̂  ̂utworzymy z nich nową funkcję n zmiennych , także 
częściową

f(xp ... , x̂ ,̂ 0̂  = g(xp ... , /1 3 /
fPi . ••• y+1) = h(x, , ... /14/

to przyjmujemy, ze ŵ artość tej funkcji dla danych wartości 
zmiennych X p  ... ,x^,yjest określona wtedy i tylko v/tedy, gdy
jest określona wartość. g("X| 
h(x,, ... z, f(

x^J oraz wartości
, x^, zj) dla v/szystkich

У 1

funkcje, które możno otrzymać z funkcji najprostszycłi, stosując 
do nich skończoną iluśó razy ooeracje. superpozycji, rekurencji 
piei-wotnej i minimum efektywnego, nazywamy funkcjami częściov;o 
rekui*ency jnymi.
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Z t92;o oKreślenia v/ynî a, że \vszy3ti':ic funkcjo piei'v.’otnie 
rekurencyjne są częściowo rekurcncyjne; jak wieiijy, powstają one 
z funkcji najprostszych przez stosowanie tylko superpozycji i re- 
kurencji pierwotnej , a więc zgodnie z tą definicją /która mówi, 
że operacja minimum efektŷ /;nego może, ale nie musi być stosowana/. 
Przy okazji możemy zauważyć, że funkcje pierwotnie rekurencyjne 
można opisyv;ać także przy użyciu niinimuin efektywnego ; wystarczy 
podać przykład funkcji

Jeże].i operacja minimum efektyvmego daje funkcję całkowicie 
określoną /i działa na funkcję całkov/icie określoną/, to v/ynik 
jest taki sam, jak gdyby zastosować operację minimum ograniczonego. 
Dlatego wszystkie funkcje ogólnie rekurencyjne są także częściowo 
rekurencyjne.

Klasa funkcji częściowo rekurencyjnych jest szersza od klasy 
funkcji ogólnie rekurencyjnydi. Wszystkie funkcje ogólnie rekuren­
cyjne /tak samo jak funkcje pierwotnie rekurencyjne/ są całkowicie 
określone, bo są budowane z funkcji najprostszych, któi-c są całkowicie 
określone, a stosov/ane przy tej konstrukcji operacje superpozycji, 
relurencji pierwotnej i minimum ograniczonego, zastosowane do lunkcji 
całkowicie określonych, dają v; wyniku tanże funkcje całkov/icie 
określone. Istnieją funkcje częściov/o rekurencyjne, które nie są 
całkowicie określone , jak chociażby różnica z - x . Jest to funkcja 
częściov/o rekurencyjne, bo, jak v̂ idzielisniy wyżej, powstała przez 
zastosowanie operacji minimum efelctywnego do sumy, która jest pier- 
waotnie rekurencyjna i której w^yprowadzenie z funkgji najprostszych przy 
nornocy rekurencji pierwotnej widzieliśmy poprzednio.

funkcje częściowo rekurencyjne, które są całkowicie określone, 
nazywa si.ę funkcjami rekurencyjnymi. Można udowodnić , że funkcje 
rekurencyjne są ogólnie rekurencyjne i odwrotnie, czyli te dv/ie 
klasy funkcji się pokryv/ają.

Wszystkie funkcje ogólnie rekurencyjne n zmiennych można 
ustawić w ciąg . f^ , •••
Dowodu tego ważnego faktu nie będziemy tu przeprov/adzac /zob. np, ЦЗ}/ 
ale zajmiemy się jego konsekwencjamii Podobnie, jak to zrobiliśmy 
dla funkcji pierv/otnie rekurencyjnych, możemy dla tyCh funkcji utworzyć 
funkcję univ/ersalną zbioru wszystkich fuuivcji ogólnie rekurency jnych
n zmiennych

Rb, X )1 » * *•  ̂ -n,
Funkcja ta ina las'cępujące v/łasności:

/1 V
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1. Dla każdej ustalonej liczby naturalnej к funkcja n zmiennych 
R(k, Xp . . .  , x̂ ) jest funkcją ogólnie rekurencyjną.

2, Dla każdej funkcji ogólnie rekurencyjnej n zmiennych g istnieje
taka liczba naturalna m , że

g(xp ... , x̂ ) - R(ni) Xp ... , x^^
dla wszystkich naturalnych wartości zmiermych x̂  , ... >

. Xr̂ ) + 1 16/
Jeżeli utworzyiiiy funkcję n zmiennych

г (xi , Х2 , ... , " R(xp X p  Х2» •
to zupełnie analogicznie, jak to robiliśmy w przypadku funcieji 
pierwotnie rekurencyjnych, może.ny wykazaó, że funkcja r nie jest ogól­
nie rekurencyjna. Stąd wynika /co znowu można udowodnić analogicznie
jak poprzednio/, że R A f  9 ^  » jako funkcja
wezystkicti swoich n+1 argumentów, nie jest ogólnie rekurencyjna. 
Zarówno г jak R są funkcjami całkowicie określonymi. Ponieważ 
nie są ogólnie rekurencyjne, to nie są rekurencyjne, a zatem 
nie są także funkcjami częściowo rekurencyjnymi.

Ze sposobu wprowadzenia operacji superpozycji, rekurencji 
pierwotnej i minimum efektywnego dla funkcji częściowo określo­
nych widać, że jeżeli tylko dla llinkcji , na których te operacje 
są wykonywane, istnieją ich wartości i potrafimy je obliczać, 
to potrafimy także obliczyć wartości funkcji / 0 ile one istnieją/, 
będących wynikiem zastosowania tych operacji, dla tych sesmych 
wartości argumentÓY/, dla których obliczaliśmy wartości funkcji 
wyjściowych. Możemy również obliczać wartości funkcji najprostszych 
dla dowolnych wartości ich argumentów. Wobec tego, jeżeli tylko 
znamy вроабЪ konstruowania fwnknjł częściowo rekurencyjne j 
z funkcji najprostszych przy pomocy operacji superpozycji, rekuren­
cji pierwotnej i minimum efektywnego, to potrafimy obliczyć wartość 
tej funkcji dla dowolnych wartości jej argumentów, dla których ta 
wartość funkcji jest określona. Słowo ’’potrafimy" należy tu rozumieć 
w ten sposób, że moglibyśmy v/ykonać te obliczenia na maszynie cyirowej, 
o ile nie staną nam na przeszkodzie ograniczenia pojemności dostępnej 
pamięci, czasu obliczeń, lub podobne czynniici natury technicznej.
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Spróbujmy bliżej zbadać te cechy.
V/ każdym obliczeniu , wyKonywanyra przez człowieka ręcznie, lub 
przy pomocy jakichkolwiek przyrządów pomocniczych, lub na ma­
szynie cyl'rowej, można v/yodrębnić pev/he kroki cẑ  ̂etapy, przy czym 
raożna zupełnie dokładnie powiedzieć, jakimi danymi dysponujemy na 
początku i co się rozumie przez v/yniki każdego kroku, ha przykład, 
jeżeli Yvykonujemy na maszynie cyfrov;ej jakicó obliczenie według 
zadanego programu, to jako taki elementarny krok możerriy uważać 
każde wykonanie instrukcji, zawartej v/ tymi programie . można 
ócićle określić stan rejestrov/ i pamięci maszyny oraz stan jej urządzeń 
wejścia i v;yjćcia przed i po wykonaniu dowolnej instrukcji, i można 
określić ogólną zasadę, która mówi, jak wykonanie inntrukcji te 
stany zmienia. Warto tu podkreślić, że przez v/ynimi każdego ki^ouu 
rozumiemy cały system wielkości, jaki po tym kroku istnieje , a nie 
tylko te wielkości, które właśnie w czasie tego kroku powstały lub 
uległy zmianie. W tyan sensie przez wynik kroku* polegają -* 
cego na wykonaniu jakiejś instrukcji przez maszynę cyfrov/ą, rozu­
miemy cały stan jej pamięci rejestrów, urządzeń wejścia i wyjścia.

Przyjmuje się, że wykonanie -każdego kroku i jego wyniki zależą 
tylko od wymiköv/ v/ykonania kroku poprzedniego, jeżeli taki był, lub 
od danych pcczątkowych, i od niczego więcej. Inaczej mówiąc, zakłada 
się, że nie ma tu żadnego wp.łyv/u czynników ubocznych ani przypadko­
wych. To że v/yniki każdego kroku zależcą tylko od systemu wielkości, 
który istniał przed wykonaniem tego kroku ,, oznacza , że cały program 
działania /v/ykonyv/ania poszczególnych krokov//, o ile jest* w jakiś spo­
sób wyrażony, to róv/nież jest ujęty w  tym systemie wielkości.

Człowiek, wykonując jamąś czynność, w szczególności jakiekolwiek 
obliczenia, może w każdym momencie swego postępov/ania poznav/ad, 
uwzględniać, kontrolować , wykorzystywać lub przekształcać tylko dość 
ograniczony zestaw wielkości, niezależnie od tego, czy one przed­
stawiają liczby, funkcje liczbowe, informacje zapisane przy’pomocy 
tekstów , sygnały i tak dalej. Możliwości wykonywania bardzo skompli­
kowanych czynności też są raczej ograniczone, i to w znacznym stopniu. 
Dokładnie tak samo jest 'z wszelkimi przyrządami lub maszynami 
/w szczególności: maszynami cyfrov/ymi/, którymi człov/iek może 
się posługiv;aó. Każde z ’tych urządzeń jest w stanie zapamiętać,
Przyjąć  ̂rozpoznać, przekształcić lub w jakikolwiek sposób 
wykorzystać tylko bardzo ograniczoną ilość dany cli na raz. Dla naszych 
rozv/azan nie jest istotne, czy np. w pamięci maszyny cyfrowej można 
zawrzeć tysiąc, czy miliard liczb lub słów - istotne jest to, 
że jakakolv/iem by to była liczbvS, zavi/sze będą istniały zadania , 
dla Których taka pojciiiność pamięci jest niewystarczająca.
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Tali samo zaws2.o będą istniały procesy w szczególności pi-ocesy 
obliczeniowo - Ltoi’e byi.: t a Ic ■ s Ico .üpl i к. o wane , że nie będzie moż.- ■ 
liwoćci v/ykoriaaiia v.'sz.y.'Uiiicli b'.via2y;nych z nimi czyiiności j -:dnoczc:,'iiic, 
w tym o ornym momencie, nie'zaleinie od tego, jak poLęlnyoii ггсни:.:,ы1 
bcdziciry' dysponowali. Ii.ie będziemy na przykład niydy polrafili 
obliczyć lub ocenić' wszystkich wartości funkcji jednej lub wielu 
zmiennych , dla wszystkich wartości jej argumentów jednocześnie, 
jeżeli tyl-vo funkcja ta będzio dostatecznie skomplikowana. Prz.yczynu
tego jest prosta zbioi- rszystkich wartości jej aryumentöv/ jest nic;
Kończony.Alo jeżeli nawet: zechcemy ocenić wartość takiej skompliko­
wanej funkeji'dla s...o]'czonej ilości zestawov; v;artości jej aryumeuLś.v, 
to zawsze można tak tę ilość dobrać, żeby dla dostępnych środków' 
wykonmonie tycli oblic2:Cil jednocześnie nie. było możliwe, kożomy :oa to 
takie zadanie z povv̂ odzcniGui v/ykonae, jeżeli jeżeli będziemy tc oldmlczc- 
nia robić stopmiovio, rozkładając je na dłuższy czas i odpowiednią 
du-ią ilość kroków ol)liczeniowych. Zadanie sianie się v/tcciy mniej z.io- 
żone i łatwiej wykonalno-dlatego, że w każdym momencie Li’zeba będzie 
uwzględniać tyl.mo ograniczony zestaw wie.ikości, to znaczy w całym 
systeaiie wielmości , z jakimi main̂  ̂do czynienia, działać tylko 
w stosunkowo .ni.ewiclkioj jego części , lokalnie, a same działania 
mogą być raczej proste., elementarne. Oczyvi'iscie lokalnuści elcmcni- 
tarność są tu pojęciami v/ pevmym sensie umownymi; nie chodzi nani 
o to, by zasady otrzymywania wyników ja'kiegoKolv/ick kroku algoip/Lnu 
były maksymalnie eleraentsi'ne i lokalne* - V/ sformułowaniu cediy 3. 
akcentuje się sam fakt istnienia ograniczeń , które z konieczności 
muszą być dość ostre ze v/zględu na ograniczone możliwości ludzi i 
środków,jakimi dysponują, ale dokładniejsze sprecyzowanie tych ogra- 
niczeń zależy już od rodzaju algorytmu.

17 każdym procesie. dla każdych danych istnieją dwie ifiożlrwości, 
jeżeli chodzi o przebieg te/ęo- procesu: albo po pewnym ionoku on zoslani' 
przerwany lub. zatrsyikany, i po tym kroku nic będzie juz wy ko i) any Izcoiv 
nantępfiy, albo takiego zatrzymania nie będzie, po każdym uronu 
b’V'dzic wykonany następny i proces będzie trwał nieskończenie.
Jeżeli D.roces jest nieskończony, wtedy uważamy, że on nie daje wyniku, 
.lub, inaczej mówiąc, jego wynik iii o jes •. określony* Jeżeli nal-Oüiia.'-t 
proces V/ pewny Ul Li*oku- się, przo;rywa' , to trzeba wiedzieć, co się wtedy 
rozumie przez wy ni к a 1; ’oi'y tmu /cecha -1/. (sdyby to nie było w i ad o: ic , 
użyteczność ca te, ,o al-’oiv/ lmu i>yłab,v w i dcc prob Lcmatyczna.

'UJiicii cC'di': 5» zii .la, zęby ćkLcOjlW tm .по zna Ьу.со s L o v.'.tc •'.■la —
tatec/nile hogate‘>:o zimoru danych. - Inaczcj mówInc, ządc się, :••dg 
pi*oces był î jykonalny nie tiylko dla \,vyi*aźnie ogrćuiiczonej,
si:oi cz >no j il )śc 1 pi-.i.y oa.dKów-
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Znowu to się w.inie z uiytec2:rioś̂ "iq : aa o°ó.l nikomu nio jest pot- 
I'oei'Liy j)j.‘OCG'3 o u 11 c u tii i i. o v/y ̂ j»Lot j iuo._iC obl.LC<-jfO \i.<_a T/Ooci jo
-römkc.ji lylk'0 dla pięciu pierwszych z brzegu wartości jej argu- 
mon li Ы'. dąży się do opracowywania i sto so Wania narzędzi .aoili- 
v;ic mjcn.ych i rniwersalnych. • Jest to ważne szczególnie dla tcox*ii 
aigoryi mów, LUSra bada te zagadnienia w sposób możliwie szoroKi 
i z puni.tu './J.dzcnin Sxa'ajn.'Ch możliwości algo.rytmóv/ wogolo. Procesy, 
które nic miałyby dostatecznie szerokich możliwości, nie są po pros­
tu z punktu v/idzenia tej teorii interesu jące.

W al/yorytinąch, które ta teoria omawia w swoich ogólir/cri rozważaniach, 
v/y!ui_,gmia na loj âlnotc i eieifieiitariiocc Zc-iSdCi \'.'у̂».опу'¥'/с.т0 noków ^Ige— 
rytmóv/ SQ mocniejsze, niż w teorii .nassyn mateniatycznych lub w 
wielu zagadnieniacli praktycznych . 0 przyczynach tego mówiliśmy 
już WG wstępie: dzięki temu wszystivie rozważania teoretyczne 
stają się prostsze. 2i drugie j strony na ogólności się przez to nic 
nie traci, bo wiadoiao, że zmniejszenie tych w.yraagail na lokalnośc 
i elementarność nie doprowadziłoby do żadnych nowycli i interer>u- 
jących vw/nikó’w ogólnych , przyiiajmniej w zakresie zagadnień roz- 
strzygalności i obliczalności, którymi się teoria algorytmów 
przede wszystkim zajmuje.

Mówiąc, że jakaś funkcja częściowo określona jest obliczalna 
przy pomocy zadanego algorytmU|rozumiemy, że jeżeli przyjmiemy^ jako 
dane do tego algorytmu dov/olne w^artości argumentów^ tej funi-.cji i jej 
wartość będzie dla nic'n określona, to po pewnej ilości krokov/ 
algorytm się zatrzyma i jego wynikiem będzie wartość tej funmeji 
dla tych wartości argumentów. Jeżeli natomiast wartość funkcji dla 
tych argumentów nie jest określona, to algorytm się nie zatrzyma i 
będzie działał nieskończenie.

Mówimy, że funkcja jest obliczalna, jeżeli istnieje algorytm, 
który ją oblicza.

Fundamentalną rolę w teorii algorytmów odgrywka tak zwana 
Teza'Church'a, sformułowana przez amerykańskiego logika o tym 
nazwisk u :

Klasa wszystKicłi funkc^ji obliczalnych jest identyczna z klasą 
wszystkich furiKcji częściowo rekurencyjnych.

Mauważmy, że teza Church/a nie jest twierdzeniem mate iiatycznym, 
Które można by udowodnić lub obalić, gdyż jej treść opiera się na 
pojęciu algox-yLmu, Którego nic można ściśle zdefiniować ani okreś- 
Li;,. jeunozriciCznie wsz.ystKicii jego vklasnoSci, Z tego wozględu nie jest
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i nie może być ćcićle zdei‘iniov/anc pojecie i’unkcji obliczalnej, 
bo V/ jej'’defiiiicji"został; użyty zv/i'ot "istnieje algorytm, jvtory 
ją oblicza". Potrai'ia;y podać koaki-etne pi’zyKlndy algurytiiićw i 
zrobimy to niżej, ale nie ̂ po trailmy nic dostatecznie копкг»:-; tnego 
powiedzieć o klasjie wszystKich algoi'ytmow. Ponieważ teza Church'a 
nie może być poddana dowodzeniu matematycznemu, iiożna powiedz lgć, 
że należy ona raczej do filozofii ,niż do samej .uateiiiatyki , choć 
dotyczy pojpć ćcićle matematycznych oraz tanieli, które w matematyce 
są stosowane, W. każdym razie bardzo szczcvyółowe i głębonie badania, 
przeprowadzane od pow^stania teorii algorytmów aż do dni obecnych, 
nie stworzyły żadnych przesłanek , które pozv/oli liyby podv;ażyó 
zasadnoćć tej tezy - przeciwnie, raczej umocniły wiarę v; jej słusz­
ność.

Wartość tezy Church'’a polega między innymi nä tym, że pozwala ona 
przejść od raczej mgliście sprecyzowanego pojęcia funxvcji obliczal­
nej do dokładnie i precyzyjnie wprowadzonego pojęcia funkcji częś­
ciowo rekurencyjnej, dzięki czemu można,stosować w badaniach cały 
dostępny aparat logiki i matematyki. Z kolei postęp w tych badaniach 
pozwala bardziej przybliżyć pojęcie obliczalności i funneji obli­
czalnych.

Jeżeli przyjmiemy tezę Church's , to opierając się na tym, 
co zostało powiedziane w poprzednim rozdziale, możemy podać 
przykłady funkcji , które nie są obliczalne. Są to funkcje uni- 
werwsalne zbiorów wszystkich funkcji ogólnie rekurencyjnych n zmiennych, 
dla n = 1, 2, . oraz v/szyslkie funkcje r /będące funkcjami
n zmiennych / , określone wzorem /16/.



Maszyny 'J'urin̂ a

Pojęcie maszyny Turinga zostano v/prowadzone w latach 1936-3'/ 
przez Л.М. Turinga oraz' /w nieco innej 1‘onnie/, przez E.L. i-'osta. 
Jest to maszyna abstrakcyjna i nikt nigdy nie próbov/ał jej budo­
wać w postaci rzecz;̂ gwistego urządzenia, gdyż byłoby to zbędne ; 
jest to poy>rostu pewna forma algorytmu, użyteckUia w 1'óżig,cii i-ozwa- 
żaniach teoretycznych. Nazwa '’maszyna" pov/stała stąd, że u pod- 
stav/ tej koncepcji leżała idea "mechanizacji", cz5̂ ,jan raczej 
powiedzielibyśmy dzisiaj, "algorytmizacji" obliczeń. Zuaważmy, . 
że pierwsze maszyny cyfrowe /, v/ tyra sensie, jatd.m teraz i-uzuiiiiemy 
to pojęcie/, powstały znacznie później. W świetle dzisiejszycłi 
pojęć można by z pewną dozą słuszności powiedzieć, że niaszyna 
Turinga jest to maszyna cyfrowa, w której elernenLarnosć i lo~ 
kalność zasad wykonywania każdego kroku obliczeniowego została 
posunięta prawie do kresu możliwości.

Maszyna Tuivinga jest wyposażona w "taśmę", l̂ ędącą roazajem 
pamięci. Jest to skończony ciąg komóren, ustawiniych obon siebie 
w ten sposób, że każda komórka, oprócz dwu ski‘ajnych, sąsiaduje 
z jedną komórką z lewej strony i z jedną komórką z pi*awej. Dla 
każdej aiaszyny Turinga jest określony alfabet - słoilczony zbiór, 
którego elementy będziemy nazywać symbolami. Jeden, wyróżniony 
element tego alfabetu jest nazyv/any symbolem pustym, f mażdej 
komórce taśmy jest zawsze zapisany jeden syiubol. KoKiórki, w 
których jest zapisany symbol pusty,. będziemj'' naz,yv/ać pustymi, 
f czasie pracy maszyny symbole, zapisane w komórkach taś.iiiy% moż­
na zastępować innymi , f szczegulności mo ina wpisywać nowe syj.:~ 
bole do ko.ii.0rek pustych. V.' każdej chwili jedna komórko taś..î' 
jest wyróżniona - jest to "sole widzenia" maszyny, To pole wi­
dzenia może przesuwać się wzd.łuż taśmy o jedną komórkę w • pcuwo 
lub V/ lewo. Przesunięcie pola widzenia poza smraj taśmy powodujo 
dobudowanie do nloj nowej komo.ki pustej, sąSiauującej z tą, 
która była przedtem ко.абгж̂ р skrajną i polem widzenia - po 
przesunieciu polom vd.dzonia staje -się . ta nowo dołączoria koiaóma.
W isn sposób po];.; ’..•i.iZonia pozostaje zawsze w obrębie taśj.y.
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Każda maszyna Turinga posiada sKoilczony zbiór stanów oraz 
program. Program maszyny Turinga jest to skończony ciąg rozkazów, 
a każdy rozkaz jest ciągiem, złożonym z pięciu następujących 
elementów /w kolejności ich zapisania/: stan, symbol, stan, symbol, 
jedna z liter; P , L lub N. W czasie pracy maszyny Turinga 
jej rozkazy są wykonywane w następujący sposób : jeżeli maszyna 
jest w stanie, który jest podany na pierwszym miejscu rozkazu, 
a w jej polu widzenia znajduje się symbol, wymieniony na drugim 
miejscu, to maszyna przechodzi do stanu, wymienione go na trzecim 
miejscu rozkazu', wpisuje w swoim polu widzenia symbol, zapisany 
na czwartym miejscu i przesuwa swoje pole widzenia stosownie do 
litery , znajdującej się na ostatnim miejscu rozkazu; w lewo, jeże* 
li to jest litera L, w prawo, jeśli P , lub nie przesuwa gô  pozostft* 
wiając w tej samej komórce, jeżeli to jest litera N. Praca maszyny 
Turinga jest podzielona na kroki. W każdym kroku są przeglądane 
kolejne rozkazy programu, zaczynając od pierwszego, aż natrafi się 
na taki, w którym dwa pierwsze elementy są identyczne odpowiednio 
z aktualnym stanem maszyny i z zawartością jej pola widzenia ; 
ten rozkaz jest wykonywany, po czym przechodzi się do wykonania 
następnego kroku. Jeżeli takiego rozkazu nie me, maszyna staje.

W zbirze stanów maszyny jest wyróżniony jeden stan, zwany stanem 
początkowym. Przyjmuje się, że na początku pracy maszyna jest właś­
nie w tym stanie; zmiany stanów w kolejnych krokach są jednoznacznie 
określone przez program i zawartość taśmy maszyny.

Jako przykład weźmy maszynę Turinga, której alfabet składa się
z liter a,
Wa dwa stany, które oznaczymy

1, m, 0 ,
które

1 a 1§P
Ig IrP
U IpP
Im ImP
1 0 loP
tp IpP
Ir IgP
u laP
iy IrP
1§ 2§N

t, У oraz symbolu pustego § 
1, 2 . Jej program;
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Zobaczmy, jak ta maszyna będzie działać, jeżeli na początku 
w ivolejnych komórkach taómy, licząc od lewej, są zaj^isane 
symbole a, 1, g, o, r, у , t, m. i w polu widzenia mriszyny 
jest symbol a.

Aby ułatwić sobie ćledzenie pracy maszyny , będziemy zapisy­
wać dane i v>/yniki kolejnycli tcroków w następujących po sobie wier­
szach, pisząc obok siebie stan maszyny i aktualną zav/artoćć 
taśmy, czyli symbole, znajdujące się w jej kolejnych komórkach. 
S)ymbol, będący w polu widzenia maszyny, jest podkreślony.

stan taśma

1 algorytm
1 algorytm
1 §p£orytm
t apr£rytffl
1 §prorytm
1 aprogytm
1 aprogrtm
1 §program
1 §program£
2 jprograin£

Ponieważ niema w programie maszyny rozkazu, który miałby na począt­
kowym miejscu stan 2, działanie maszyny na tym się kończy, a wyni­
kiem jej działania jest ostatnia zawartość taśmy. Ale prześledźmy 
szczegółowo działanie iimuszyny od samê v’O początku. •

Pierwszy wiersz opisuje sytuację początkową: joaszyna jest 
w stanie 1 i widzi literę a słowa algorytm, zapisanego na taśmie.
W tej sytuacji zostaje v/ykonany pierwszy rozkaz programu: stan 
maszyny się nie zmienia, w polu v/idzenia maszyny zostaje wpisany 
pusty symbol ó, a samo pole widzenia przesuwa się o jedną koiaórkę 
w prawo. Sytuacja po wykonaniu tego kroku jest pokazana w drugim 
wierszu. Teraz maszyna jest w stanie \ i widzi symbol 1, a zatea 
zostaje wykonany rozkaz 11 IpP : stan maszyny się nie zmienia,
1 zostaje zastąpione przez p, pole Widzenia przesuwa się o 1 koaijrkę 
V/ prawo i powstaje sytuacja , po^^azana v; trzecim wierszu. Następnie 
zostaje wykonany rozkaz Ig IrP i tak dalej, aż pole widzenia iria- 
szyny dotrze do litery m. Teraz zostaje wykonany rozkaz Im liuL- , 
czyli zaróv/no stan maszyny, jak symbol w polu widzenia pozostają 
bez zmian, a samo pole widzenia przesuwa się w prawo. Ale ponieważ
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komóri-.o z symbolem m jest na pi'awym kim̂ ulcu taśmy, t?.kie 
przei-unięcie musi być połączone z dobndo’.-vonieia do t.o.ś-y/ no'.vej 
komdi’ki pustej, co zostcoio pokazane v; pi-.-m} .lOstamim. wiei-ozu.
Po tym kronu zostaje wykonany ruz’caz 1Ö 2jN , który powoduje 
tylko zaiianp stanu maszyny. Dalej, jak powiee.zieliśoiy już wyżej, 
praca iaas.:.yny się koiiczy.

Stosując tę samą metodę, Czytelnii-.'.aoże vsain sprawdzić, jak 
będzie działać ta maszyna, jeżeli n.,.. .początku będzie sytuacja 

alyol
Często stosuje się skcuconą lormę zapisywania programów.

Piei'Woze dwa cJ.ementy maźdero rozxcoizu pozostajoi niezmienione, ale 
nastęonie opuszcza się stan /na trzeci:.'! miejscu/ jezeii roẑ -̂ az 
>70 nie zmienia, symbol wpisywany, jeżeli rozkaz powoduje v-pisanie 
tuliieyo- samego symbolu, ĵui».i był uopj/zti.inio, opUoZOî a oię
literę N. v/ygodnio jest oddzielać dwa pierwsze eleiiienty każdego 
X'oz*vazu od po z o s t a.iyy cl I wyi’ai.iiym odsci^oem .Lub jaxi-j.-iio znakieni, 
różnym od Dznac'zenia stcinu, symbolu i od liter Р,п . laKim, znakiem 
oddzielającyiri może być na pim/yntau sxc.odnit ki‘esxx.a / lub pozioma 
strzałka —>

'V przуtoc2’iOnyiu pi’zykł.:.dz.j_e pi'Ogra.;iu nie było rozKazuv/, Zo.c^ynają— 
się od stanu 2. Ozm.C'za to, ze w xva.tjdej sytuacji, Vv mto^ej 

üxaszyna znajdzie się w stanie 2 , zostanie zatrzy.iana. otan , posiacit.̂ - 
jc.cy tę wlśisność, ШОО.ГШ nazv/ac stanem kOxj.cowy--a, W ..va*..G.vm zbio..-.:js oCo.xxOii/ 
maszyny Turinga można v/yodrębnić dokładnie jeden taki зчап konco'.y, 
bo gdyby V/ jej progi'amie było więcej takicli stanot/, oo Ato.-yvii 
roZiiazy się nie zciczyiiają, to można by je oznaczyć tym samyai 
znakiem , łącząc je ■'./ ten sposób w jeden stan ~ działania maszyny 
V/ dov/olnej sytuacji to nie zmieni. Często oznacza się stan x̂ O-.cov.y 
jakimś specjalnym znakiem wyróżnia jogo ymi, na przykład wykrzyknikiem I 

Podany v/yżej nrogram będzie w zapicie skróconym wyglądam ta.i.

la §P
Ig rP
11 pP
1 m P
1 0 P
1p P
Ir gP
u aP
iy rP
1§ \
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Maszyny Tuririga można Y.yliorzysLywać do v/yzruiczania v/ax‘toŁC.L 
funkcji liczbowych ̂ a ‘zadanych wartości ich arguiacntuw. Oto 
przykład: maszyna, dodająca 1 do liczby, za p is a n e j w systemie 
dziesiętnym.

Alfabet maszyny składa się z cyfr O, 1, 2, J, 4, p, 6, 7, 8, 
i znaku pustego ^ . Stany maszyny v/ygodniej będzie tym razeai 
oznaczyć literami: a /stan początkowy/, b, c, d /stan końcowy/. 
Program.

aO p bO clL
a1 P bl c2L
a2 P b2 c3L
аЗ P b3 c4L
a4 P b4 c5L
a5 f . b5 c6L
a6 P b6 c7L
a7 P b7 c8L
a8 P b8 c9L
a9 P b9 OL

bL Ы clL
Na początku pracy maszyna ma w polu widzenia lev/ą skrajną cyfrę 
liczby, zapisanej na taśmie

Zbadajm;V̂  działanie mavszyny na przykładach:

stan taśma
a 21309
a 2_L309
a 21 309
a 21309
a 21309
a 21309^
b 21309(4
b 21300(4
c ł 21310(4/
c 21310(4
c 21310(4
c /21310(4
d /21310(4

Wynikiem działania maszyny jest 21310 /znaki puste, stojące przy 
krańcach taśmy, pomijamy/
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stan t аС'Ша
a 999
a 999
a 99^
a 999/
b 999/
b 990/
b 900/
b /000/
c /1000/
d /Ш00/

stan taśma
a 0
a 0/
b 0/
c /1 /
d /1/

Jak widać, maazyna nie tylko dodaje 1 do liciiby, zapisanej na tas- 
raie, ale także za każdym razem przesuwa sv/o.je pole widzenia iia 
pierwszą /najstarszą/ cyfi‘ę wyniku, V/ tej maszynie każdy stan 
okrećla jednoznacznie rodzaj czynności, jamą maszyna , będąc 
V/ nim, ’wykonuje:

a poszukiwanie prav/ego końca liczby
b dodanie 1 do cyfry^ znajdującej się w polu widzeniadkaszydiy 

i przesunięcie pola widzenia w lewo 
c powrót do lev/ego końca liczby 
d stop.

Z tych przykładów widać, że nawet tam proste działanie arytuietyczne, 
jak dodawanie jedynki do liczby, musiało być rozłożone na szereg 
eleii.entarnych czynności, bo maszyna w żadnym' momencie nie może 
objąć całej liczby, a tylko widzi jej pojedyncze cytry. J 'związku 
tym do właściwego dodawania jedynki, z ev/entnalnym pi\:,enieeieni','... 
do wyższej pozycji /jak to było w przypadku liczby 999/ , dochou,- 
jeszcze czynności pomocnicze, zresztą barazo procle: odszukanie 
miejsca, od którego należy zacząć dodawaniee im.s .opn.]- 
na któi-e należy "wrócić" .

Ta maszyna Turinga oblicza run;..cję s (x)= >: u 1 . -..'zyielnik
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»noże oię sam przeiconać, ż;e inas2:yna Turinga, mająca ten saiu 
all'abet, której stanami sa : a /stai początiś;oV'/.y/ , b oraz 
c /stan końcowy/ , i która ina pi*ogram podany nilej, oblicza 
funkcję o(x) .

aO P bO /L
a1 P b1 /L
a2 P b2 /L
аЗ P b3 /I.
a4 P b4 óL
a5 P b5 ÓL
аб P b6 /L
a? P b7 /L
a8 P b8 /L
a9 P b9 /L
a/ bL b/ cO

Tak, jak v/ popi'zecinim przypadku, symbole puste w wyniku odrzucaaiyw 
ddybyemy chcieli utworzyć maszynę Turinga, która v7,ymonuje 

dodawanie jedynki do liczby, zapisanej v/ sŷ steniie dwójkowym,to 
otrzymaliby ćmy maszynę prosts2:Q od popi-zednie j, choć ogólna za­
sada pozostaje taka sama. Alfabet tej maszyny snłada się z symboli 
0, 1, / /symbol pusty/. Zbiór stanów: a /stan początkowy/ , b, c, 
d /stan końcowy/. Program:

aO P bO cl L cO
a1 P bl OL cl
a/ bL b/ clL с/

Л oto przykłady jej działania

stan taśma
a 1 1  o n
a 1 Ю 1 1
a 11011
a 1 10j_l
a 110U
a 11011/
p noli/
b 1 1 0j_0p
t 11000/
c inoo/
c 111000oTliOOb
d /111000



stan гаЬл'йа
a ii ̂
ą lii
cX 1 n
a 1110
ь 1 li/
b no/
b ioo/
b' /000/
c /1000/
d /1000/

Sprawdźmy popravmosc tych wyników; w tym celu' v/y star czy przeliczyć 
liczby, zapisane. v/ systemie dwójkowym, na system dziesiętny.

L ic z b a , za p isa n a  dv/ójkov;o 11011 , j e s t  równa 
1*2^ + 1*2'  + 0*2^ + 1 »2  ̂ + 1-2^ = 1 + 2 + 8 + 16 = 27 .
Korzystamy tutaj z następującego ogólnego v/zoru: jeżeli, liczba, 
zapisana V/ systemie dwójkowym , mia n cyfr i jej cyframi, poczynając

-i 'O najmniej znaczącej, są a^, ,..',a^_^ , to jest ona równa Д2''»а,
Liczba, zapisana dwójkowo 11100 , jest równa °
0.2^ -1- 0*2' m 1 .2^ + 1 *2^ + 1 •2'̂  = 4 + 8 + 16 = 28 .
Podobnie 111 oznacza v/ zapisie dziesiętnym 7, zaś 1000 oznacza 8.

Napisanie programu maszyny Turinga, obliczającej fimmcję o ( x.̂ 
dla liczb, zapisanych w systemie dv/ójkowyiii, pozostav/iamy Czytelnikov/i.

Najprostszym - z punktu widzenia złożoności maszyn Turinga - 
jest zapis liczb "pałeczkowy*' . Każda liczba naturalna n zostaje 
zapisana jaico ciąg napisanych obok siebie n+1 jedynex. Tak na 
przykład 1 oznacza liczbę 0, 111 liczbę 2 , 11111 oznacza 4 i tak 
dalej. W tym systemie zapisu, aby dodać . jedynx--;ę do jawcie jkolv/iek 
liczby, wystai'czy dopisać symbol 1 do którejkolwiek strony liczby.

Maszyna Turinga, obliczająca funkcję s (x) w systemie ’’pałecz- 
:owym’' będzie miała alfabet, złożony z syiabolu 1 i symbolu puste­
go 0 , będzie miała dwa stany: a /początkowy/ i b /końcowy/ , 
oraz program

al L
aO bl ,



Obliczei l ie s (5 )

stan

]'';a8zyna iui-biyoii, obliczaj-ca sumę Uwu liczb w copicj.c żuu.czko-
cyrnbolu puste,yo O, cyfry i i s.yuibelu 

L suay -ł- . Stany: a /poczqtkov;y/, b, c,
v/yi.î fila alf'ab.et złożony ^
oddziela J c e p; 0 s i ; ładrii к L
d /końcowy / . Pi’opram:

a1 P
a+ P
aO bL
bl cOL
cl L
c+ IL
cO dP

Zakładamy, źe na początku maszyna ma w polu wicizen:La n a jb a r d z ie j  . 
sbcrajną lev/Q Jedynkę picrwozegO składniKa. programio m e  ma roz- 
kasöi/V, zaczynaJa^cych się od b+ i  bO, bo przy pravvidro'.vo zapisaayci; 
danych one nie majp zastoGowanis.. Gdŷ by Jeanak wskutek jakieJs 
niepiavidiowosci doszło do te.ro, że na taśmie byłyby tarle aćinc 3. 
że maszyna w stanie b zobaczyłaby O luby-^ ho Jej dzi.a.laiixö zosusciie 
przerwane.
Przynbtad działania tej maszyn;/:

stan taśma
a ]_11+n  n

a 1 T i + l  111

a 11 И - 1 П ]

■a 11Iml1 U
a 1 i 1 -Ml 1 1
3 111 i-n 1 1
L\ 111-f-l 11_1

a 111+1 111_

a 1 1 1 + 1 1 1 1 0



b i 11 -М i 1 Ji о
c 1 1 1+1 1Ш )
c 1 n -f l]_i 00
c 111 oL̂
C 111 +1 1 10 0  , .
c 11 M m oo ,
c • iiiimco
c I M 111100
c 01 1 n n 1 00
Ü 02.11111100

Jak widać, moazyna wykonuje lo .dodawanie w ten. sposób, że 
znajduje m-awy koniec d.rugieyo składnika, odrzuca od niego• 
jednq jedynkę, po czyj) v stav/ia 1 -zamiaot i wraca na pocsaptel: 
vj.yniku. Ze stanami maszyny są związane następujące czynności: 

a poszukiv/anie prawego końca drugiego składnika 
b usunięcie końcov/ej jedynki drugic\:;o składnika i pi“zesuuięcie 

pola widzenia w lev/o o jedną komórkę
c powrót na początek i zastąpienie + przez 1 
d stop.

Mówiąc, że maszyna' Turinga ociicza lunkcję n zuiie.nnych,
ezęćciowo określoną, f (x̂  , -- , ) , mamy na myśli nac tęnujcącą
własność te j iii: з s z у ny:

Jeżeli na początku pracy laaszyciy na taśmie jest zapisane 
n liczb x̂  , ... , x̂.̂ , oddzielonych przeciru^ami,lub innymi
symbolami, różnymi od symbolu pusteą,o i syzaboli, używanych do 
zapisu liczb, ^

jeżeli na początku pracy w polu widzenia maszyny znajduje 
się skrajna lewa cyi'ra pierwszej z tych liczb,

jeżeli dla takich liczb wartość f(x.,, ... > jest 
określona,

to maszyna po pewnej ilości kiuków dojdzie do stanu "stop" 
/stanu końcowego/ i wtedy na taśmie będzie zapisana wartość 
tej funkcji.

Jeżeli natomiast wartość furuvcji tila zapisań/cii na taśmie 
wartości jej aiyumentów nie będzie oki*cślona, to • maszyna 
będzie działać nieskończenie i ni.gdy do stanu końcowego nie 
dojdzie /ani jej działanie w żaden inny sposób nie będzie przer­
wane/.
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Sposób zapisywania liczb na taśmie maszyny Turinga nie odgrywa 
przy tym roli - może to byd zapis dziesiętny, dwójkowy, pałecz- 
kowy lub jakikolwiek inny, ale jeżeli już na jakiś się zdecydu­
jemy, to we wszystkich rozważaniach należy stosować ten sam system 
zapisu, żeby nie doprowadzić do niepotrzebnych komplikacji i 
nieporozumieil. Można udowodnić, że jeżeli maszyna Turinga oblicza 
funkcję przy jakimkolwiek z tych zapisów liczb, to istnieje także 
maszyna Turinga, która oblicza tę samą funkcję w innym z tych za­
pisów.

Widzieliśmy, że przy pomocy maszyn Turinga można obliczać 
■funkcje najprostsze s (x) i o(x). Można udowodnić, że

istnieją maszyny Turinga , obliczające funkcje najprostsze 
/po jednej maszynie na każdą z tych funkcji/ 
jeżeli istnieją maszyny Turinga, obliczające jakieś funkcje 

częściowo określone, to istnieją także maszyny Turinga, obliczające 
funkcje , które powstają z tych poprzednich przez zastosowanie 
operacji superpozycji , rekurencji pierwotnej i minimum efektyw­
nego .

Stąd już bezpośrednio wynika wniosek, że dla każdej funkcji 
częściowo rekurencyjnej istnieje maszyna Turinga, która ją oblicza.

Można także udowodnió, że każda funkcja, obliczalna na maszynie 
Turinga /to znaczy taka, że istnieje maszyna Turinga, która ją ob­
licza/ jest częściowo rekurencyjna.

Szczegółowe dowody Czytelnik może znaleźó w literaturze wymie­
nionej na końcu.

Jak widać, twierdzenie o tym, że klasa funkcji obliczalnych 
na maszynach Turinga jest identyczna z klasą wszystkich funkcji 
częściowo rekurencyjnych, jest całkowicie zgodne z tezą Church's.
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6. Algor^tni^__Markow8

A,A. Markow, matematyk radziecki, w prow adził w la ta c h  1950-‘‘4 
nowy rodzaj algorytmu, opartego na zu p e łn ie  irm ej za o ad z ie , n iż  
maszyna Turinga. Markow nazwał te algorytojy riornalnyini, a le  sa one 
rdwnież powszechnie znane pod nazwą: algorytmy MarKowa..

Niech będzie dany dov/olny skoiiczony zbiór, który nazwiemy a l ­
fabetem,. Jego elementy będziemy nazywać symbolami lub litcnaiiil. 
Załóżmy, że'do tego alfabetu nie należą znaai . /lirooka/ 
ani —> /strzałka/. Dowolne skończone ciągi cyjnboli /należących 
do tego alfabetu/ będziemy nazyv/ać słowam.i . hłOY/em JecL taxcże 
ciąg bez elementów, to znaczy nie zawierający żaunej litei'v - 
takie słowo nazywamy pustym.

Algorytmem Markowa /w zadanym a lfa b e c ie /  ш zbywamy iwicay skończ 
ciąg uporządkowanych par słów, przy czym słow a w każdej parze s-ą

cn y

przedzielone znakiem lub znakami / Sll'Zo k r o  0x0;/
Dla skrócenia wysłowienia elementy algorytmu Markow.n /Iwi.yli te 
pary uporządkoY/ane/ będzieffiy nazywać regułami , idei'W;v..;e ołowo 
każdej reguły nazywamy jej poprzednikiem, dri; Sie ,поз1ммт-.т.е:л. 
Poprzednik i następnik reguły może byó słowem rwror.y,;;.

Regułę algorytmu Markowa można Zt-stosować do danego słowa, 
jeżeli poprzednik tej reguły jest jego czfócią. V/tedy .orzvk s ztai- 
cenie słowa przy pomocy tej reguły polega na tym, że przeglądając- 
je od lewej strony, znajdujemy w nim picrw.ozt, v;ysly:>owenie popczed- 
nika reguły i podstawiamy zamiast tej części s\owa nastfj oniM tej 
reguły. Jeżeli ter. .otępnik jest słowci.i pusty-.., to j>pdslav/ienie 
go zamiast jakiejś części słowa oznacza po гл’о s'tu ununi*, cic‘ tej 
części. Jeżeli poprzednik reguły jest słowet;) pustym, lo .uożna 
ją zastosować do Każdego słowa i jej vjy±o .anie polega u.a dopisańii;. 
jej następnika do początku tego słowa. .V s czogólau. ci, Je-ze ii jej 
następnik jest też słowem pustym, to zastosov/an lo jej nie daje 
żadnych zmian. Do słowa pustego można aaslosov.ac tyle.o regułę, 
której pop zednik jest słoweui pustym. Wtedy wyiii-.ioin dc,ia.J.ai_iia • 
tej i-effuly jest jej następnik.
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Wykonanie algorytmu markowa na danym słowie polega na tym, 
że przeglądając kolejno wszystkie reguły algorytmu, znajdujemy 
pierwszą z nich, którą można do tego słowa zastosować. Przekształ­
camy je przy pomocy tej reguły i w rezultacie otrzyiiiujeiuy jakieć 
nowe słowo. Jeżeli zastosowana reguła miała tylko strzałkę bez. 
kropki, to całe postępowanie powtarza się od nowa, wykonując 
algorytm da tym nowym słowie. Jeżeli zastosowana reguła miała 
znaki . /strzałka z kropką/, lo na jej wykonaniu działanie 
algorytmu się kończy , a wynikiem algorytmu jest wynik jej zasto­
sowania. Reguły ze znakami . nazywamy regułami kończącymi.

Jako przykład weźmy alfabet, składający się ze wszystkich 
cyfr O, 1,, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, oraz z liter a, b .
Weźmy następujący algorytm Markowa:

a

Poprzednikiem ostatniej reguły tego algorytmu jest słowo puste.
Zbadajm;̂ / działanie tego algorytmu na przykładach.
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Słowo 2 1 3 0 9  nie zawiera litery a ani Ъ, a więc Jedyną regułą* 
ktćrą można do niego zastosować, jest ostatnia. Jej wyniKiem 
będzie słowo a21309 . Ponieważ nie jest to reguła kończąca, 
stosujemy algorytm do tego słowa. Pierwszą z reguł, którą 
można do niego zastosować, jest a2 2a - v/ wyniku jej zasto­
sowania otrz;ymujemy słowo 2al 309 . Teraz znowu pierwszą regułą, którą 
tu można zastosować, jest al 1 a i wobec tego zastępujemy część 
a1 tego słowa przez la , otrzymując słowo 21a309 . Wypiszmy wyniki 
wszystkich kroków algorytmu:

21309 , •
a21309 
2al 3 0 9 ■
21a309 
213a09 
2130a9 
21309a 
21309b 
2130b0
21310

A oto wyniki kolejnych kroków algorytmu, działającego na słowie 999:
999 
a999 
9a99 
99a9 
999a 
999b 
99bO 
9bOO 
bOOO
1000

I w końcu działanie algorytmu na słowo O :
0
aO
Oa
Ob
1
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oiedzqc kolejne kroki algorytmu w tych przykładach, widzimy, 
że jeżeli litera jest na lev/ym krańcu lub v; środku liczby, to 
znajduje zastosowanie jedna z pierwszych dziesięciu reguł, po- 
■wodując przesunięcie litery a dalej w prav/o. Jeżeli a jest na 
.̂rav/yiii -Гаиси liczby, v/tedy żadnej z tych dziesięciu reguł zas— 
losowa iiie oiożiia', ale za to może byc zastosov/ana I'egula jede­
nasta, zamieniająca a na b. Zauważiąy, że reguła ostatnia, która 
w zasad ie może być zastosowana do każdego słowa, jest w' tych 
przykła acł) v;ykorzysLana tylko raz, v/ pierwszym kroku. Później 
już do ,iej wykorzystania nie dochodzi, bo zawsze znajduje zastosowa­
nie .rtóraś z reguł poprzedzającycłi. Pojawienie się b na prav/ym 
krańcu liczby powoduje dodanie 1 do cyfry,'poprzedzające j tę' literę, 
a jeżeli v/ wyniku teyo dodawania powstało przeniesienie, to 
b przesuwa się? o jedno .miejsce w levro . W przeciwnym przypadku 
b znika i algorytm kończy działanie. Jeżeli przeniesienia sięgną • 
poza liczbę, to w moirxencie likwidowania b zostaje do niej dopisana 
z 1 ev;e j strony , jedynna.

Jak widać z tych przykłauów /i jak to niożna udovradnic dla 
każdej liczbj'’/ ten algoiytm Ivlaitvowa oblicza funkcję s(x^ dla 
liczb V/ zaT3isie dziesiętnym. Algoi*ytm,obliczający tę samej lunkcję 
cila liczb w zapisie dwójkowym, jest znacznie prostszy, bo wystar­
czy ograniczyć się do alfabetu 0, 1, a, b i ilość reguł znacznie 
zmaleje.

aO ^ Oa 
al -a*' 1 a
a - b 
Ob i
I b —> bO 
b l
—> a

Przykłady dzićilania tê ęo algorytmu;
11011 
al1011 
lal 011 
1laOi1 
11Oal1 
llOlal 
1101 la
II 01 Ib 
llOlbO 
11ObOO

' 11100
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Ten -бага alrorvtin, d2:iałając.y г 
111 
at i 1 
lall 
i 1 аГ 
nia

siüwo ' i 1

Jak widać, w obu tych za;'>isaćh liczb algorytm uonawania jedynki 
GO liczby działa w ten sposób, że najpierw odszukuje koniec liczby, 
od Mórcgo należy zacząć dodawanie, a następnie wykonuje je.
VI zapisie oaleczkov/ym tanie odszukiwanie końca liczoy jest niepotrzebne 
VI tym przypadku alfabet składa się z jednego . symbolu 1 , a .algorytm
tylko z jednej reguły 

1 — 11
fodobnie prosty jest .algorytm dodawania dwu liczb, zapisanycii 
w systemie pałeczkowymj alfabet składa się z dwocłi symboli 1 ,+ , 
zaś algorytm z jednej reguły kończącej 

+-
powodującej po prostu usunięcie plusa, dzielącego obie liczby.

W algorytmie obliczania funkcji o(xj dla zapisu pałeczuo- 
wego wyiiorzyśtujeży alfabet dwuelementow^y 1., a ., 

al -> & 
a -»*. 1 

a
Ito przykład działania tego algorytmu: obliczeń e 0(4).

11111 
al 111 
al 111
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a jest tu symbolem pomocniczym, podobnie jak były pomocniczymi 
symbolami^ a i b w algorytmach dla funkcji s (x) .
Opierając się na tej samej zasadzie wykorzystania symbolu pomoc­
niczego a Czytelnik może napisać algorytmy obliczania funkcji 
dla dwójkowego i dziesiętnego zapisu liczb.

A oto przykład bardziej skomplikowany: obliczanie iloczynu 
dwu liczb w systemie pałeczkowym. Alfabet: 1, x, X, a, b, c . 
Algorytm:

b1 —►'lab 
аГ 1 a 
i X Xb 
X -► c 
cl -► c 
cb c
ca 1 c
c —
1x1 ла

Przykład mnożenia dwu liczb, różnych od O i 1 :
1111x11 
lllXall 
11 IXlal 
111X1 la
n x b l l a
llXlabla 
1 IXlal ab 
11X11aaba 
iXbllaaba 
1X1ablaaba 
1X1a1abaaba 
1X11aabaaba 
Xbl1aabaaba 
XIabl aabaaba 
XIalabaabaaba 
XI1aabaabaaba 
cl1aabaabaaba

1cabaabaaba 
11cbaabaaba 
11caabaaba 
111cabaaba 
1111cbaaba 
1111caaba



nnicaba 
П 1111cba 
11111 lea 
1111111c '
1111111

Mnożenie przez zero /2 przypadki/:
1 xl-Hil 111x1
Xa1111 11 Xa
XI al11 1Xba
XI 1 al 1 Xbba
XI 1 1 al cbba
XI1 11 a cba
clllla ca
cliła 1 c
cl 1 a 1
ć1 a
ca
1 c
1

Czytelnik może sam sprawdzić działanie tego algorytmu dla innych 
liczb, w szczególności dla mnożenia liczb przez 1.

Mówiąc , że algorytm Markowa oblicza funkcję częściowo okres- 
Ijną n zmiennych f(xp X2 , ... , rozumiemy przez to, że algorytm,
działajaą na ciąg liczb Xp. X2 , ... , x^ , zapisanych obok siebie• » ^n
i odzielonych przecinkami,/lub innymi symbol a ai, nie używanymi 
do zapisu liczb/ tak, że tworzą jedno słowo w alfabecie algorytmu, 
po wykonaniu pewnej ilości krokóv/ zatrzymuje się, a jego wynikiem 
jest wartość funkcji, jeżeli ta wartość dla tych wartości jej argu­
mentów jest określona, oraz nie zatrzyniuje się, działając nieskoń­
czenie, jeżeli wartość funkcji dla tych liczb nie jest określona.

Sposób zapisywania liczb nie odgrywa przy tym roli - może być 
wybrany dowolnie, ale powinien być ustalony.

Móv/imy, że fimkcja częściowo określona jest. obliczalna przy pomocy 
algorytmu Markowa, jeżeli istnieje algorytm Marmowa, który ją oblicza.

■Można udowodnić /zob. np. И  / , że jeżeli istnieje maszyna 
Turinga, która oblicza daną funxvcję częściowo określoną przy jakiejś 
reprezentacji liczb, to istnieje także algorytm Markowa, który oblicza 
tę samą funkcję przy tyra sądnym spospbie przedstawiania liczb.
Także prawdziwe jest tv/ierdzenie odwrotne: każda funkcja obliczalna
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przy pomocy al^Torytmu wiarKowa, jest obliczalna na maszynie Turinga 
przy tym saitym przedstawieniu liczb.

StQd bezpośrednio wynika wniosek: klasa wszystkicti funkcji, 
obliczalnych przy pomocy algorytmów Markowa, klasa wszystx>.ich 
funkcji, obliczalnycłi na maszynie Turinga oraz klasa wszystmicii 
funKcji czf'ściov/o rekurencyjiiych są identyczne.

Ten wniosek jest znowu zgodny z tezą Church/a.

WydrakowaJio w 100 egz»
Egz» nr 1 100 - Blbl>Jawna
Dnia 1 4 .0 2 И 9 6 9 Г *
Nr ks# 5670/WW 
Druk ASG—0-XV—4ü2i
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