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o. FACGIXZ A%l

ilccie] e olokpc,ii zasobow, rozpatr;;,w;anG W i 2 ,
doprowadzaty do uzyskiwania w toku realizacji planu przedsiv™wziy®cia
b~rdé minimalnych odch™len intensyvmodci zaangazowania zasobow, (od
wielkodci dredniej), badz pozv/alaly okpesladé taka alokocj";?, ktdra
minimalizuje porng pranic>" ich intensyv/nodci i1 w ten sposéb +apodzi
""skoki” w zaanp;azowani\i zasobdéw W kolejnych jednostkach czasu.
78uv;azmy przy tym, ze w tej klasie zadan alokacji wystepuje czas
realizacji przedsipvvzipcia w postaci dyrektpvme,™;;:0 terminu kohcowego.
Oczywiscie, termin ten moze wynikaé¢ z akceptacji terminu najkrotsze-
go, uzyskanego w wyniku obliczenia sieci (np. metoda CPil lub PERT),
na podstawie zatozonych a priori czaséw przeznaczonych na vykonanie

poszczegdlnych czynnosci.

Nalezy ponadto zauwazy¢, ze sforniutowane powyzej zagad-
nienie alokacji zawiera dos¢ istotne ograniczenie V stosunku do
angazov;anych zasobdéw, wynikajace z zatozenia o rownomiernej intensyw-
nosci ich zuzywzania, bez wprowadzania przerw z chv/ilg rozpoczecia
czynnosci w ktérej biorg udziak. Zatozenie to, wystepujace w mode-
lach alokacji sformutowanych w ~ ma istotne znaczenie
w przypadkach przedsiev/ziecia dla wykonania ktérych mozna vyréz,nic
zasoOb podstawov/y (sposréd wszystkich ich rodzajow), ktory wystepuje
we wszystkich lub przynajmniej w wiekszosci czynnosci sktadajacych
.sie na dane przedsiewziecie. A zatem, przyjeta norma intensywnosci
zuzycia zasobu podstawowego okresla miejsce czynnosci w granicach
termindw najwczesniejszego jej rozpoczecia i najpoézniejszego zakon-
czenia, a tym samym ustala rowniez nieprzekraczalne terminy wyko-
rzystania pozostalych rodzajow zasadY,». Do uznania technologa po-

zostawia rie natomiast kolejnos$¢ ich zaan™""azowania M czasie t—_J- -
i

V praktyce realizacji przedsiewzie¢, w ktérych nie mozna
ustaliz jednoznacznie priorytetu dla jednego rodzaju zasobu, jako
podstav/owcgo V stosunku do pozostatych, przyjmuje sie jednakowg

itaznos6 dla k-"zdego z nich, vystepujacego z zadang intensywnoscia
f;rzy vykonywaniu ch czynnosci.

11 Mod:1 al >>."aji \5 soh6v/,
[dj Optymalizacja qloNacji z:,sobor/ w ujyoiii beiiryctyoziiyr..i.



V Pier-VGZ /01 przypadku ccozna dokonad alokacji dla kaz-
defo rodzaju zasobu, a naste-“nie, zg'odnie z przyj;'tym kryterium,
v.ybrad najkorzystniejszag i do niej dostof ma¢ pozostate, uwzgled-
niajagc tecbnolo”icznie uzasadniong ich kolejnodd. Oczyv/iscie, moze
sie* zdarzy¢, ze uzyskane na tej drodze rozwigzanie b;*dzie gorsze
od tego, gdyby jako alokacja bazowa wybra¢ inng, mniej korzystnag
i do niej dostosowa¢ pozostate, i/ ten sposob dochodzing,*- do zagad-
nienia Wboru alokaciji bazov\?ej,a tym samym do
ustalenia podstav/owego rodzaju zasobu.

Jedli wiyc wiadomo, ze dla wykonania kazdej czynnodci,
vy st jgujacGj W danym przedsi®v~ziv'i~ciu, nalezy zaangazowaé z réznymi
intensgnwiosciami szereg rodzajov/ zasobow.' (ze skonczonego ich zbioru)
o0 jednakowych stopniach waznodéci, wtedy procedur;; poszukiwania z.a-
sobu podstavwow'ego nalezy zastosov/a¢ dla kazdej czynnosci oddziel-
nie. Zauwazmy przy tym, ze w ten sposOb wyréznity pewdon podzbiér
zasobow podotav;ovych dicS catego przedsiv*wzi;*cia.

Ponizej przedstawimy metodyk.;; wyznaczania zasobow
podstawowycti dla jednej czynnosci, inaczej - zasobéw kry;t"c ~znych,
.stanovd'jcyeli o jakosci ,)ej vykonania.

Ikigadnienio to mozna rozpatryv/ac W oparciu o joévdno
z dvw/6éch knytori.éw

1. joiao z=/"."whieniG minimal izacji czasu VykKonanie czynnosci przy
zadanych ilosc¢iacli kazdego rodzaju zasobu oraz

2. jako zagadnienie miniiaalizacji ilosci zuzycia kazdego rodzaju
zasobu w procesie wykonywania czynnosci. W czasie zadan.yn] i tecti-
nol Ol'i czni o uzada'i.rii.cnyru

wynik rozwigzania kazdego z obu typéw zadan zalezy
od przy,letogo, teckinolofdoznie uzasadnionego dla kazdego rodzaju
zasohu, jirzefPdodu wiel kosci jakie moze pu'zyjmowac intensyv/nosc¢
wydatkowania zasobu ; mozna M|> przyjg¢, ze granice przedziatu
wyznacza intensyvv/)osci udainijOma oiezbydne i maksymalnio mozliwie
(kia vykonania kadej czynnosci. Stad, kazde w obu wyuiionionych ty-,
pach zad;.:§) powinny vy,stppov;n¢ ograniczenia okres$laj."lce charakter
zmiennosci Dipkcj_i intensyw;i$ci zuzycia zasobu.



ZALOZENI .. PONST..NCV.E

Przyjmiemy, ze plan zamierzonego przedsiewziecia zostat
przedstav/ion™ w postaci sieci (CPbl, PERT) .jako grafu skierowanego
mbez konturéw, sktadajacego sie z n wierzchotkéw — zdarzen
i=0,1.,.,n-1 prac zbioru G +Hukdédw ~ czynnosci (>1)€C j>i
z ktdérych kazda moze byé v;ykonywcnha

a) co najwyzej w cig':® tj\I e jednostek czasu (normalnego)
tj, przy przecietnych naktadach (kosztéw) KriJ. zwigzanych ze
stisovjaniem Srednich norm technologicznych w normalnych warurJs:ach;

b) co najmniej w ciagu jednostek czasu, tj. przy
makcymalnje dopuszczalnych normach technologicznych, ktdérych stoso-
wan.le pocigga za sobg odpowiedni v/zrost nakfadéw®™ (kosztov/) do vy-
sokosci  K_ .

1]
K przedsiev/zieciu nalezy zaangazowad s rodzajow zasobow

, przj™ czym wykonanie kazdej czynnosci vyraaga odpowiednie-
go dla niej podzbioru rodzajow zasobov/ r-_O—dS z ogo6lnego icti zbio-

IU s . Podzbiér ry s

wprowadzaiay nastepujace zatozenie podstawowe.

_ . . . ,
nie moze byd zbiorem j:»ustym

i. Dla wszystkich rodzajow zasobdw istnieje wsp6élna jednostka mia"
ry stanu zaawansowania (korzysci), wynikajacych z ich zaangazo-
wania w poszczeg6lnych czynnosciacl.. Funkcja kryterium oceny
atarju za.awnnsow™"niB (korzysci) kazdej czynnosci jest funke,ja
rosngca 1 addytywng wW stosunku do ilosci afU;azoy;anych kazdego

149 1zajo zasobov; w tej czynnosci W kolejnycli przedziatach czasu, az
do div;iji jOj zololiczenia.

f. _Pedy :itan zaawansow"ania czynnosci (J,j) ze wzieledo na vies-

ciwy je,i |..-odzbiéT” r,. :dG zasobdéw vynlesie

“1 1N
A (E)dt , |
i ® (1)

me 1
[¢H)
€r'-id t1
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zij—(tl) =0 , z_lj_(t1 + tij') = kij' - (6)

(i,J) €C

Intensywnos¢ wydatkowania kazdego rodzaju zasobu przy wykonaniu

czynnosci (i,J)€C moze zmienia¢ sie w granicach :
Gy ET RGN (7)

gdzie u]”™\z. ) i oznaczaja odpowiednio dolng

i gornag granice wartosci funkcji odcinkami ciagtych dla 0~ z™ K
zaangazowania l-tego rodzaju zasobu Zij(t) ., przy wykonywaniu
czynnosci (i,J) do chwili t , zgodnie z warunkami ogranicza-
Jacymi od (1) do () .

Postep w vyrkonaniu kazdej czynnosci w dowolnej chwili
t.<t”~t .+t.. zalezy od wydatkowania ilosci “Pp*~\ 1€r.

kazdego rodzaju niezbednego dla niej zasobu do chwili t oraz
od intensywTiosci ich uzycia quW/lCrid; w’chwili t .
i

2.  SFORMaULOWAI®JIE ZAGADI™WIA WSTBPNEGO

2.1. Wariant A.

Powyzsze zatozenia pozwalaja sformutowad dwie
podstawowe grupy zadan alokacji zasobow, rozpatrywanych w ramach
planu opracowywanego metodg analizy sieciowej (GPM, PERT).

Do pierv/sze.i grupy zalicza sie zwykle zadania do-
tycz-jce realizacji przedsiewziecia w.najkréotszym czasie w warun-
kach dysponov/ania ustalona ilosci kazdego rodzaju zasobu, nato-
miast do drugiej grupy - zadania zwigzane z wyznaczaniem minimal-
nych ilosci kazdego rodzaju zasobu, aby zrealizowac¢ przedsiewzie-

cie w ustalonym czasie.



Nalezy zauwazy¢, ze zadanie zaliczane do pierwozej g3upy
mozna sfoi*mutowac¢ w postaci modelu liniowego, a w v;yniku zastoso-
wania programowania liniov/ego do jego rozwigzania ujawnig si”™ ro-
dzaje zasobow krytycznych i kolejnych - podkrytycznych. Zadaniom
zaliczohi”™ do drugiej grupy odpowiadaja z reguty modele nieliniowe,
a dla ich rozwigzania istnie"“jeszereg. metod programowania nieliowe-
go, lecz o znacznym stopniu zdtozonosci i pracochdonnosci. Dlatego
tez, nadal poszukuje sie metod mozliwie prostych i doprowadzajacych

do uzyskanie wynikéw z wymagang doktadnoscig.

-mm""“Jako zagadnienie wstepne dla obu powyzszych typdy/ zadan
rozpatrzymy na-jkorzystnlejsza alokacje zadanej ilosci kazdego rodza-
Ju zasobu dla wykonania jednej czynnosci (w ramach ustalonej sieci
- planu) w najkrotszym czasie. Inaczej méwigc, sprowadzamy zadanie

, S _ AN A .
do zbadania zaleznosci t_.u_ (tJ_.SqJ e -- ,pIJJ b) w procesie

opisanym wzorami (6), (6) i (7) oraz wynikajgcym z (I)

(1)
Mj 1.1
(8)
1 1,...,m , 1°r.»
AN

aby dla wszelkich r. .C_3 uzyskadé minimalny czas wykonania czyn-
nosci (i,J)- Zrozumiate jest rovw/niez,” ze rozpatrzeniu podlegaja
tylko alkacje W ktorych :

1~. funkcjo intensywnosci zuz.~"cia kazdego zasobu z podzbioru

S rodzajoéw zasobow niezbednych dla wykonania czynnosci
(U ))
®

2n~. zaleznosci (B), ) 1 (B) przyjma postac

dz ~t- . . (10)



oraz
7€(r,—3 m " j) an

(1)
przy czym funkcje q”~jU) spednia vZarunek (7).

Wypada zauwazyé, ze jesli alokacja zasobow pﬁ;) ,
1=1,...,m dla czynnosci (i,j)":C okresSla zbidér wartosci
IMij” ~Mij***"’Pijl > speiniajacych warunki (o) 1 (A1) przy

ograniczeniach (@) 1 (9), to zbiér [g- ),-=.,9?"(n)> jest

zbiorem v/ypukbyra, domknietym. Dowdd powyzszego twierdzenia przy-
toczono w "Dodatku” nr.1 do niniejszego rozdziatu.

W Swietle powyzszego twierdzenia mozna przyjac¢, ze dla

najmniejszej v/artosci t°j , odpowiadajgcej ustalonemu zbiorowi
wertozci -wyrazenie " j MNP J> " «>Pij™ bfdzie

funkcja wypukta, a obszar jej wartosci wyznaczy pewien zbidr wy-
pukty , ktéry moze by¢ tez zbiorem niedomknietym. Jesli wiec wy-
razenie (9) jest fTunkcja nieujemng rosngaca weddug argumentow

1 m . , . s -
qij----g~j » 10 obszar ,Jegj wartosci okreslajgcej ilos¢ 1-tego

rodzaju zasobu mozna wyznaczy¢ w przedziale, ktérego wielkos¢ za-
lezy od granic ustalonych weddug (7) d¥a intensywmosSci uzycia za-

sobu. Inaczej movw/iac, jesli w"prow"odzimy oznaczenia

p2, n (2),-- -,u™\z))dz (12)

f, (z,v(2),... vV )dz a9






— 2 Zatozenia podstnwov/e - jak w przykdtadzie 1.

Ponadto, niech f(q.~.) = , (0~g_"Vv)
3
Przyjmujac Zz wyrazenia( 15) otrzymamy q. .=0 ,
id
notomast jedli N, tedy = V . Wreszcie, gdy
go N N
gl “ Yy wéwczas z warunku (15) nie mozna v”™znaczyd wartosci

Qij , lecz wtedy majac na wzgledzie liniowos¢ funkcji Ff(q. .), por -
~J
rys 2, otrzymamy : i
n 1 g k. .
got- -t g p- Nz ——— l'ﬂ',,

Stad, czas Wykonania czynnosci bedzie

L. . p.. ot
an
rz
Vo w Prey 1J Y v+
przypadba gdy 0 , czas wykonaniaczynnosci v'yniesie :
k.

Y17 xv = const , (18)



2,2. Wariant B

Jek mozna by4o zauwazy¢, w wariancie A zasoby byty
wyréznione tylko ze wzgl;"6u na ich rodzaj, posta¢ fizyczna, a nie -
rolp funkcjonalng, okreslona przez technologie procesu czy procesow
zachodzacych w danej czynnosci. W wariancie B wprov/adzimy ponadto
podziat zasobdéw ze wzgledu na charakter ich udziatu przy wykonaniu
danej czynnosci. Dla podkreslenia metody podejscia do rozv/igzywania
zadan alokacji wystarczy jesli wyro6znimy dwa zbiory _ "bobdv; (co nie
oznacza, ze nie moze ich byC wiecej), z ktorych jeden dotyczy wszel-
kich srodkéw o charakterze sSrodkéw trwatych (np.moga nimi bj¢ ma-
szyny, narzedzia, bron, transport, #acznos0, droznia itp.), nato-
miast drugi obejmuje v/szelkie Srodki materialne podlegajace przetwa-

rzaniu (np.surowce, po6dfabrykaty, amunicja, woda, energia itp.).

W zwigzku z tym podziatem wprowadzimy dodatkowe ozna-

czenia

~ii@ay v~ N ()N ~ numer zasobu pierwszej kategorii  (Srodki
trwate) wchodzgce do podzbioru
~ijI)N 3N (zbioru zasobow pierwszej
kategorii) niezbednego dla wykonania
cz5-nnosci a.,1 ;

lij(z) = (1, mﬁj(Z) - numer zasobu drugiej kategorii sSrodki

przetwarzania), wchodzgcego do podzbio-
ru i—j@)M™~ (zbioru zasobov; drugiej
kategorii) niezbednego dla wykonania

czynnosci (i,jJ) ;



pedny etan zaawansov/ania czynnosci odpowiadajacy
np* ogolnej masie v™ykonanych prac ; ]

ilos¢ Srodkéw trwatych przeznaczonych do wykonania
czynnosci Ga.ij ;
norma wy~dajnosci srodkow trwatych przy wykonywaniu
czynnosci  (i,J) ;
inten8yvniosd zuzycia srodka drugiej kategorii przy

realizacji czynnosci (i,j) ;

norma zuzycia l-tego rodzaju zasobu drugiej kategorii
na jednostka sSrodka pierwszej kategorii w ciagu jednostki
czasu.

11oS¢ Srodkéw pierwszej kategorii jest funkcja czasu t

) i P _ - - w
w granicach najwczesniejszego terminu rozpoczecia czynnosci t.

1J

i najpoézniejszego terminu jej zakonczenia t?. , czyli

13

tv.<t <t?.

@ -1 . .19
0 dla pozostatych t

Z punktu wudzenia ilosci sSrodkéw pierwszej kategorii,

vydzielonych do wykonania czynosci (i,jJ), czas ich zaangazowania

wyniesie
(20)
i, ij
a intensywnos¢ zuzycia Srodkéw drugiej kategorii
m. .
id)
- 21
ijA(z) M,-4Q)*™M. N1) (21)
Przyjinuj;~c, ZG t.. zostato ustalone, v/tedy na podstawie (20)
otrzym&rny
th. = tY. + t_._
Ll 1 Ll

z czego wynika, ze p, /.v(t), weddtug (19), jest okreslone, a tym

1]

samyra okreslony je.st wnktor



Q) "eee> Pm, ()"

Pl 4@ Pl (D) 7 P 13

1J
praz fP)ifikcja

(22)

Poniewaz iatotnyrn jeat sprzezenie zasobow oba kate.”orii,
dokonamy tego przez v/prov/edzeriie czynnika dla nich wspélnego, w celu
wN*"znaczania globalnego “kosztu' wykonania poszczegélnych czymiosci,

a tym saiiiyn - catego przedsiewziecia, a ponadto (co wydaje sie nie
mniej wazn™),aby wyznaczy¢ GumoJtrycznq wielko6é naktadédw 'zamrozonych"

W procesie realizacji przedsiewziecia.

Jeoli jako uzupeidniajgce kryterium optymalnodci zagadnie-
nia alokacji przyjmiemy minimalizacje z amrozonych nakta-
dow wydatkowanych na zasoby obu kategorii, wtedy zagadnienie alokacji
optymalnej, mozna sprowadzi¢ do wyznaczenia talciego harmonogramu

wykonywania czynnosci, w ktorym ciagi

- termindw rozpoczecia poszczegdIn™-ch czy.nnosci

T 1, 2 ,..., n1

- terminch.v zakoviczenia poszczegdlnych czynnosci :

@ A2 @ s
n

stworza harmonogram optymalny weddug, przyjetego kryterium.

h pevmych prze-padkach role czynnika sprzezajagcego zasoby
obu kategorii moze spednia¢ jednostka piniezna, V; innych - jednostka
sity roboczej, niezbednej do obstugi jednf~stki zasobu pierv/szej kate-
gorii, prz5' czym w ostatnim przypadku mozna wprovfadzi¢ heurystycznie
dobrane waiai stanowigce o0 jej waznosci @artosci) ze Wwzgledu na spee-
jnlizacje.

Oznaczmy symbolem c¢. /.4 koszt zaangazowania jednostki

.
I-le.g0 Srodka pierwszej kategorii IJ(114_-\:1,... ,q_‘].) w cia”™i jednostki
czasu wykonywania czynnosci (i,j) oraz niech d.™ w.yraza stope
i"rocentow.g dla nak*adéw” niezb.._.dnych do wykonania kazdej czynnoSci.
Wtedy, koszt zaangazowania S$rodkéw pie™.vszfgj ate™.’orii przy wykony-
MTITM czynnos$ci (i,J) wyniesie
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1
LLL U
C
G =@ fI:_-(l) =1 (N -Pa @D . - @9
J

a v/ielléO_?é zamrozon™cH naktadoév/ :

Aijd) m mijd) - 24)

gdzie N jeat Jcoricowym terminem wykonania catego prEedsijwzipcia.

Utrzymujgc analogiczne oznaczenia dla zasobow drugiej

kategorii, (jJoszt ich zoongadowenia i wielko6é6™ zshiroionych nak#adow

na zasoby tej kategorii przy wykonywaniu czynnosci (i,j), odpowied-
ni O wyniosr®
“ij@ - e 7 i
J1&) &) u 1ij( -PL,.@ - (25
43(2) '
AL (€ R | € [N | B (26)
ot¢]d og(blny koszt vyzkonania czynnosci (i,j°
97 “ijdy r2¢2) » @n
© wgslina v;iolkas(b zGInro™:onych naktadow :
1y " ~igd) ~MJ@) (28)
() @™ czynnosci  (i,J) wykonywanej w przedziale
MEy 7 N optymalny koszt wyniesie r
TR
(29)

o] dla pozostaty"oh t

Poniewaz p™ (D™ oznacza iloscf zasobow pierwszej ka-

t przy kykonyv/aniu czynnosci

tegorii uzytych w chwili
niezbedna dla tej czynnosci, wjmiesie

0d-6Ina ilos6é tego zasobu,






(€1))
~ \ AL ALiA A

-

ZAGADI-JIENIE 17ElwlaLlZAGJl GZaSU V/IICONANIA
PRZEDSMYZIEGIA

3» 1= Przypodek s#pbe.i wypukdosci zbioru t/;‘]

Zagadnienie pierwotne alokacji zasobdv/ sprowadza sip do
wyznaczenia takich terminéw zdarzen t~ (@G < j, 1=0,1,2,... ,n-1),
ktére spedniajag zaleznos¢ rekurencyjn<g :

h =0

b-hijuc [h " - - - 38)

gdzie G jest zbiorem czynnosci, skkadajacych sie na przedsiewzie-
cie w ktérym nalezy zaangazowa¢ s rodzajow zasobow (1=1,2,.... ,S).
Jak wj™nika z twierdzenia w rozdz. 2, czas wykonania przedsiewziecia
okresla funkcja wypuk#a zmiennych (i,j)ec, (1=1,...,s) two-
rzacych zbidér wypukty. V; przypadkach, gdy funkcja t©Y. mozna sfor-
mudowacé explicite,, to rozwiazanie zadania og6lnego uzyska sie przy
pomocy dowolnej metody minimalizujacej wielkos¢ "X, tj. termin
zakonczenia przedsiewziecia. Ograniczonos¢ zastosowan takiego podejs-
cia do minimalizacji funkcji wypukdych sk#ania do skorzystania dual-
nej beloOy programowania nieliniowego, vypuktego, jako bardziej
efektywnej, a co wazniejsze - ogélniejszej.

Zastosowanie tej metody, w celu uzyskania optymalnej
alokacji zasobow, mozna sprowadzi¢ do nastepujacego w™nvodu.

Zadamy, aby minimalny czas realizedji przedsiewziecia
( -~“min), speiniat nastepujgce warunki

h - h ~4.i (i, )< 0 €)]



PIij . (1=1,...,8) . (40)

Stosujgc megodp mnoznikéw Lagrc ige*a mozna sformudtowad

nasttypujgaca funkcja : ]
1
+ *
n n . pfj/\/\
yj pt. - (41)
g(Gzie (i,j)ec i (1=1,...,s) sa mnoznikami Lagrenge’a.

Zagadnienie optymalizacji sprowadzi sig do znalezienia
takich nieujemnych liczb (i, jH)nc i (1=1,...,8) dla

ktérych t* (i=0,1,...,n-1) i p*A. (i,d)~C, 1=1,...,s) ,

b™da minimalne. Inaczej méwiac, rozwigzanie polega na znalezieniu
punktu o6podk~owego ftankcji (41), ktory maksymalizuje wartosci zmien-

i”ych i i minimalizuje wartosci zmiennych i P2ij -

"wprowadzajac dodatkowo numer (& zdarzenia posredniego,
wyrazenie (41) przyjmie postach

Lao._ z2 N.,- z_ v o
~N=11 j)t C (i,e)6 C
dopee floy o AReon apr
ey 4 9ic . 42)

Dla minimalizacji wartosci t 1 pY, . WVaru.rikiem
koniecznym i dostatecznym jest istnienie takiego zbioru liczb nie-

ujemny(di i , ktory w stosunku do poszukiwanego, nnjktétsze-

go terminu zakohczenia przedsiv®wziv®cia, spednia nastepujgce warunki.



Aj =° =
V—1
iesli n3)
N =0 jesli _ dv <
(i, ))ec
-
(i,«s) eC’ (er,j) BC /7X6r=0 > >eee>n~1),
“44)
nJ e« ™ »
fl
(45)
= rain _ } . N
Aj 43~Pij....Pij> ~ 7 1Pu

Jak mozna zauw/azy(b, zaleznosci (43) vvynikaja z wyrazenia

@ 1), natomiast - (44) i (15 z - (42),
Pov vyzsze podejscie @o optymalizacji (wzgladem X =min)

sprowadza ei,i do dualnego zagadnienia w;v®znaczenia wartosci zmiennych

Mij N4 X * Oczywiscie, w przypadku przejecia liniowej zaleznosci

rai-lzy czasem Virykonanie czynnosci i wrydatkowan;™" zasobami (przy 1=1),

hj =-4j hj *ho = AjAPijihj . = = < (46)

co odpowiada zaleznosciom (17).

Na tej drodze mozna réwniez uzyska¢ rozwigzanie przyblizone

zagadnienia ogo6lnigjszego, a mianowicie, aproksymujac wypukty zbiodr

vr.rtodci t.d wzgledem odcinkami liniowych wartosci p’ij. -

3.2. Przypadek wsi.lnej vypukdosci zbioru t,H-J. -

istnienie silnej wypuk*osci czasu wzgledem
, utrzymujemy

Przyjmujac
ilosci zuzytych zasobéw rplj » (i,j)€C, 1-1,...,9

V/ mocy slLwierdzonie, zawarte w rozdziale 3, 1 , o nicujiinnosci liczb

j ~"™ 1 7 opaknil@acych woriuiek (44). P.I2,y,)ulery pofuvdto (i.(dtnieriie






n 4 G,j)eC (I-11===1s) (49)

Wyrazenia te sg gradientami fbnkoji L . Aby smaks,malizowgd funkcje
L z uwzglednieniem warunku (44) nalezy obliczyd rzut jej gradientu

“ na liniowa rozmaitosd, utworzona przez ograniczenia (44).

Jesli wprow8(3zimy oznaczenia uzupedniajace (Gla

°ij * , gdzie w zbiorze czynnosci N bedzie numerem ostat-
niego elementu, czyli 1< ~ U , wtedy wspokczynniki ograniczen
liniowych (44) mozna przedstawid w postaci macierzy E o elementach
n , przyjmujacych nastepujace wartosci r

1= dla dowolnego
R = P

1, gdy cMj~(e",j) dla dowolnego < . (50)

0 w pozostatych przypadkach,

= l,.-- n , j/\

Oznaczajac przez R” macierz transponowang wzgledem
macierzy R , a przez D - macierz jednostkowg NX N , mozna przed-

stawi 6 ra”ierz rzutowang na liniowg rozmaitos¢ (44), czyli :

H=D-RMR r™ M1 r

Zauwazmy przy tym, ze elementy macierzy pgr-
POx3te< utatwiajacq v;yznoczenie macierzy odwrotnej, czyli

r , jesli i =j ,
62
RR* , jesli (i,j)Ca lub (j,i)eG ,

) w pozostatych przypadkach
gdzie r~ jest liczbg czynnosci dochodzacych do i-tefeo zdarzenia.

n N Oelu obliczenia wartosci mnoznikéw Lagrenge’a
Aij —yin ~ 41 zastosujemy metode iteracji, w ktérej kolejne kroki
oznaczym™ symbolem X = 0,1,2,... Jesli przez oznaczymy ele-
menty macierzy (51), a bedzie wielkoscig statg dodatnig, wy-
stepujaca w iteracji o numerze OC , wtedy metode iteracji mozna
przedstawi(5 nastepujaco



20

X
'r-n e ?.Cz::l o - (@71 Feee )] (53)
L

N~ f - 0j1,2,...

Z povi/yzszej metody mozna korzystac¢ nastepujgco :

1. Do iteracji 0 wystarczy wprowa(3zi¢ (3owblne z liczb
i | IR | warunki (43) 1 (44).
2 . Podstav/iajqc ze znanych (~"=0,1,...) obliczy¢"
2 zaleznosci (45) 1 (47) obliczyc¢ t.lf\j i (p_’\(’)\J’\
i
3. Dobra¢ takie wartosci N aby prawe strony w/yrazen (63) 1 (54)
byty clo(3atnie.
Mozna tez stv/ierdzid, ze v;ybér wielkosci N (=0,1,2,...)
.sprowadza sie do wj~"znaczenia pewnej statej, dostatecznie matej licz-
by, Jesli tylko zaleznosci

sq ciggte i1 gtadkie.

Ha tej drodze uzyskamy nie tylko raonotohiczng zbieznoscé
odpov/iednich vraroosci Hunkcji Lag*renge*a (L) wzgledem minimalnego
czasu vg"konania przedsiewzd ecia /" ~t 100zjR zapevaiiamy tez zbiez-
nos¢ waznosci zmiennych (v.ystepujacych tak w zagadnieniach prostych
Jak 1 dhalr”~ch) v2gledem ich granicznych vmrtosci optj~malnych.

4. ZAGADI"<IEh IE MINHIJALIZACJl ZASC30W (w v/arunkach
ustalonego czasu przeznaczonego na wykonanie
przedsiewziecia).

Aby wstepnie uproscic¢ rozwMazenia przyjmiemy, ze przedsi”
wziecie JovSt \\r>d:onywane tylko przy pomocy Jednego rodzaju zasobu
w Ffilosci p~  dla czynnos$ci (i,J3)EC , w;>"konywanej w czasie usta-
lonym. . . Niech z kolei ilos¢ tego zasobu niezbednego do vw/“ko-
namia czynnosci (i,J) w czasie t.. bedzie funkcjag pt.j-(tl.j-) zna

na 1 r(5zniczkowaln,a w sposéb ciagty, czyli



¢ )= G.hec (55)

Zagpdnienie wyznaczenia wielkosci P, tj. minimalnej
iloECi danego zasobu dla catego przedsipwzigcia, ktére nalezy wykona(b
w ustalonym czasie Jl , rozwiazemy w sposOb odwrotny w stosunku do I
zastosowanego w rozdz. 3

Uiadomox 7e rozwicagzrnie optymalne powinno spetia(5G”
warunek r

bp
= © > (5E)
przy
t..= t) - €.
1J 1 1
oraz
p = JL. p. -(t. - t.)
(i.j)ec J 1 G

Uwzglv™dniejac zaleznos(5 (55) mozna rownanie (56) przedstawic
w nastv®pujacej postaci

(i.6 )€C MoVv-4 - G(i.j)~Cc ¥ ~ =0

t=1,....m

8)

stwierdzajgc przy tym, ze wyraza, tono v/anmki konieczne (56) i Vi/ystar-
czojace (57) dla optymalnej alokacji zasobéw, a\vynikajace z wypuk-
+osci  p~j wzgledem -

Zauwazmy wreszcie interesujaca v/spotzaleznosé miedzy
warunkami (44) i1 (45), tworzonymi dla zagadnienia minimalizjacji czasu
v;ykonania przedsiewziecia (w warunkach zadanej ilosci zasobdv;, a wa-
runkiem (58) dla zagadnienia odwrotriegOi Nie trudno stwierdzié, ze
jesli dla wykonania przedsiewziecia w zadanym czasie X nalezy wydat-
kov;a¢ dany rodzaj zasobu w ilosci minimalnej révmej P , to przy za-

danej ilosci P tegoz zasobu, minimalny czas ~ min wykonania przed-

siewziecia vyznacza dualne zmienne p __ q. * z warunkow (44) i (95)
- o 1] " J
a mianowicie












(i,j)ec
Gi D

qh>(t)

(1

OzhAczENIA

-llickbo zdarzen w sieci - planie przedsijwzieoia;
- czynnodd c¢c”j jest elementea zbioru C wszyst-

kich czynnosci Jcych w planie ;

~ czcos wykonania c

normalnych ¥ =
~ koszt normalny w
- czas najkrotszy
- koszt naksymalny
czynnosci w cznsie najkrétszym ;

~ liczba rodzajow zasobow dla wj~konania

przedsigwzi”"cia ;

podzbidr rodzajow zasobdéw (z ogdélnego ich zbioru S)

niezbpdn™ch do wykonania czynnosci Cij' *

chwila rozpoczecia zuzywania 1-tcgo zasobu przy

wykonywaniu czynnos$ci a.j) ;

~ chwilo zakonczenia zuzywania 1-tego zasobu przy

vykonywaniu czynnos$ci a.Jj) ;

- dowolna cliwila w okresie t- -
1]

- intensywziosé zuzycia l-tego zasobu przy

vykonywaniu czynnosci (i,J) w chwili t ;

- ogo6lna ilosd 1-tego zasobu vydatkow™anA przy *

wykonaniu czynnos$ci  (i,J)

- 0g6lno ilosé 1-togo zasobu przeznaczoncO do

wykonania. co>tego przedsiewziecioi ;
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P. - etan zaawansowania czynnosci (i,J) w chwili ¢t

ze wzgladu na podzbidr r7‘§- wtasciwych jej zasobéw;

¢ - og6lna wartosdé stanu zaawansowania czynnosci (i,])
w chwili t , ze wzgledu na podzbidr r.lo. rodzajow
zasoboéw ;
'f(z,q.i\]-, R ’IJJ,\_ .)- funkcjo intensyv/nosci zuzycj”a kazdego zasobu -
Z podzbioru r. J.es rodzajoéw zasoboéw niezbedn™ch
dla wykonania czynnosci (i,jJ) ;
k. » - gérna granica stanu zaawansowania czynnosci (i,J) ;

u"’\"(z.lJ_),v""’\(zXJ-) - gbérna i dolno granica wartosci funkcji

zaongazowanin 1l-tego zasobu ;

i j(™M)=AQ .,2,... ,imj("™))~ numer zasobu pierwszej kategorii (Srodki

trwate), wchodzgcego do podzbioru r'lJ SI

(zbioru zasobdéw pierwszej kategorii), niee-

zbednego dla wykonania czynnosci (i,j) ;

M J QNN *R1J(2) - numer zasobu drugiej kategorii (Srodki
przetwarzania), wchodzgcego do podzbioru
ij(2)~2 (zbioru zasobdw drugiej kategorii

niezbednego dla wykonania czynnosci (i,j)

Q. . - pedny stan zaav/ansowania czynnosci (i,j), odpowia-
dajacy np. ogolnej masie wykonanych prac ;
- ilo$s$ $rodkOY/ trv/akych przeznaczonych do wykonania

czynnosci (,j) =

- norma vydajnosci Srodkéw trwatych przy wykon™nr/aniu

czynnosci .3 ;

- Intensywnos¢ zuzycia smdksw sSrodka drugiej

kategorii przy realizacji czynnosci (i,j) Ff

Klij(2) - normo zuzycia l-tego rodzaju zasobu drugiej
kategorii na jedng jednostke sSrodka pier®.vszej

kategorii w ciggu jednostki czasu



iy kosr’t rasangazowalia jednostki 1-tego zasobu pierwszej
kategorii w ciagu jednostki czasu v/ykonywania czynnosci
ajp
oprocentowania naktadéw na zasoby pierwszej

kategorii ; |

- mnozniki Lagrenge’a funkcji alokacji zasobdw

O - numer zdarzenia posredniego (6=1,...n) ;
- numer czynnosci (ccl,...,N) ;
~~ liczba czynnosci dochodzacych do zdarzenia i1 ;

R - macierz o elementach nxN f
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