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o. f<PIiC'tiiiD2'.£i'» Ii

i locie] e olokpc,ii zasobów, rozpatr;;,w;anG v/ i [2*̂  ,
doprowadzały do uzyskiwania w toku realizacji planu przedsiv^wziy'cia 
b^dó minimalnych odch^^leń intensyvmodci zaangażowania zasobów, (od 
wielkodci dredniej), bądź pozv/alały okpeślaó taką alokocj';?, która 
minimalizuje pórną pranic>^ ich intensyv/nodci i w ten sposób łapodzi 
"skoki” w zaanp;ażowani\i zasobów v/ kolejnych jednostkach czasu. 
78uv;ażmy przy tym, że w tej klasie zadań alokacji występuje czas 
realizacji przedsipvvzipcia w postaci dyrektyvme,̂ ;;:o terminu końcowego. 
Oczywiście, termin ten może wynikać z akceptacji terminu najkrótsze­
go, uzyskanego w wyniku obliczenia sieci (np. metodą CPil lub PERT), 
na podstawie założonych a priori czasów przeznaczonych na vykonanie 
poszczególnych czynności.

Należy ponadto zauważyć, że sforniułowane powyżej zagad­
nienie alokacji zawiera dość istotne ograniczenie v/ stosunku do 
angażov;anych zasobów, wynikające z założenia o równomiernej intensyw­
ności ich zużyw±ania, bez wprowadzania przerw z chv/ilą rozpoczęcia 
czynności w której biorą udział. Założenie to, występujące w mode­
lach alokacji sformułowanych w  ̂ ma istotne znaczenie
w przypadkach przedsięv/zięcia dla wykonania których można vyróż,nić 
zasób podstawov/y (spośród wszystkich ich rodzajów), który występuje 
we wszystkich lub przynajmniej w większości czynności składających 
.się na dane przedsięwzięcie. A zatem, przyjęta norma intensywności 
zużycia zasobu podstawowego określa miejsce czynności w granicach 
terminów najwcześniejszego jej rozpoczęcia i najpóźniejszego zakoń­
czenia, a tym samym ustala również nieprzekraczalne terminy wyko­
rzystania pozostałych rodzajów zasobÓY,»-. Do uznania technologa po­
zostawia rię natomiast kolejność ich zaan^'^azowania vi czasie t- • .iJ

V/ praktyce realizacji przedsięwzięć, w których nie można 
ustaliź jednoznacznie priorytetu dla jednego rodzaju zasobu, jako 
podstav/owcgo v/ stosunku do pozostałych, przyjmuje się jednakową 
itażnośó dla k-'żdego z nich, vystępującego z zadaną intensywnością 

f;rzy vykonywaniu ch czynności.
[]] M od': 1 al >’.'.ac j i VS soh6v/,
[dj Optymalizacja q 1 o Nacji z;:, sobór/ w ujyoiii booiiryctyoziiyr..i.



V Pier'-VGZ,/01 przypadku ccożna dokonad a lokac ji dla każ- 
def^o rodzaju zasobu, a nastę-^nie, zg’odnie z przyj;'tym kryterium, 
v.ybrad najkorzystniejszą i  do n ie j dostof mać pozostałe, uwzględ­
niając tecbnolo^icznie uzasadnioną ich kolejnodd. Oczyv/iscie, może 
się* zdarzyć, że uzyskane na te j  drodze rozwiązanie b;*dzie gorsze 
od tego, gdyby jako alokacją bazową wybrać inną, mniej korzystną 
i  do n ie j  dostosować pozostałe, i/ ten sposób dochodzing,*- do zagad­
nienia V,у boru a l o k a c j i  b a z o v \ ? e j , a  tym samym do 
ustalenia podstav/owego rodzaju zasobu.

Jedli wiyc wiadomo, że dla wykonania każdej czynnodci, 
vy st jąou jącG j  v/ danym przedsi^v^ziv'^ciu , należy zaangażować z różnymi 
intensgnwiościami szereg rodzajöv/ zasobów.' (ze skończonego ich zbioru) 
o jednakowych stopniach ważnoóci, wtedy procedur;; poszukiwania z.a- 
sobu podstavvow'ego należy zastosov/ać dla każdej czynności oddz ie l­
nie. Zauważmy przy tym, że w ten sposób wyróżniły pewdon podzbiór 
zasobów podotav;ovych dlcS całego przedsiv*wzi;*cia.

Poniżej przedstawimy metodyk.;; wyznaczania zasobów 
podstawowycłi dla jednej czynności, inacze j -  zasobów kry;t f̂c_^znych, 
.stanovd'jcyeli o jakości ,)ej vykonania.

Ikigadnienio to można rozpatryv/ac v/ oparciu o jövdno 
z dv/6ch knytori.ów :

1. joiao za/'.'idni eniG minimal iz<ac ji cza su ' vy к o na n i. e czynności p>rzy 
zadanych ilośćiacli każdego rodzaju zasobu oraz

2. jako zagadnienie miniiaali z a c j i  i l o ś c i  zużycia każdego rodzaju 
zasobu w procesie wykonywania czynności. v/ czas ie zadan.yn] i  tecłi- 
n ol Ol' i c zn i  o u zada'i.rii. cny ru.

wynik rozwiązania każdego z obu typów zadań zależy 
od przy,!ę togo, teckinolofdoznie uzasadnionego dla każdego rodzaju 
zasohu, jirzefPdodu wiel kości jakie może pu'zyjmowac intensyv/ność 
wydatkowania zasobu ; można П|>. przyjąć, że granice przedziału 
wyznaczą intensyvv/)ości udainijOma oiezbydne i  maksymalnio możliwie 
(kia vykonania kadej czynności. Stąd, każde w obu wyuiionionych ty - ,  
pach zad;.:ś) powinny vy,stppov;nć ograniczenia określaj.']ce charakter 
zmienności Dipkcj_i intensyw;юśc i zużycia zasobu.
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ZAŁOŻENI.. PONST..NCV.E

Przyjmiemy, że plan zamierzonego przedsięwzięcia został 
przedstav/ion^^ w postaci sieci (СРЫ, PERT) .jako grafu skierowanego 
■bez konturów, składającego się z n wierzchołków — zdarzeń 
i=0,1.,.,n-1 prac zbioru G łuków ~ czynności (i>i)€(C j > i  , 
z których każda może byó v;ykonywcna :

Na) co najwyżej w cią^:^ t̂  • jednostek czasu (normalnego)
tj, przy przeciętnych nakładach (kosztów) Kr, . związanych ze1Jstüsovjaniem średnich norm technologicznych w normalnych warurJs:ach;

b) co najmniej w ciągu jednostek czasu, tj. przy
mak cyma1 nje dopuszczalnych normach technologicznych, których stoso- 
wan.Ie pociąga za sobą odpowiedni v/zrost nakładów' (kosztóv/) do vy-
sokości Кi j

kV przedsięv/zięciu należy zaangażowaó s rodzajów zasobów
i = , przj’' czym wykonanie każdej czynności vyraaga odpowiednie-

z ogólnego icti zbio- j-o l‘U
go dla niej podzbioru rodzajów zasoböv/ r. -dS

S . Podzbiór r. . nie może byó zbiorem j:»ustymX J
wprowadzaiay następujące założenie podstawowe.

i. Dla wszystkich rodzajów zasobów istnieje wspólna jednostka mia" 
ry stanu zaawansowania (korzyści), wynikających z ich zaangażo­
wania w poszczególnych czynnościacl.. Funkcja kryterium oceny 
atarju za.awnnsow'niB (korzyści) każdej czynności jest funke,ją 
rosnącą i addytywną w' stosunku do ilości afU;ażoy;anych każdego 

14) Iza jo zasobov; w tej czynności v/ ko’lejnycli przedziałach czasu, aż 
d o cli v;i j i j 0 j z o 1. o 1 ic zen i a .

f. .Pe.łny :itan zaawansow'ania czynności (j,j) ze wzięlędo na v/łaś-
ciwy je,i |..-odzbióT’ r,. :dG zasobów vynlesie :

...1

‘ I I Л

€r. . t:•i-d 1
(1)

^r^(t)dtj . ( 1 )
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z. -(t. ) = O , z. .(t. + t. .) = k. . .ij 1 ij 1 ij ij
(i,J) € C

( 6 )

Intensywność wydatkowania każdego rodzaju zasobu przy wykonaniu 
czynności (i,j)€C może zmieniać się w granicach :

(z. .) (z. .)1Л ^ 1Л  ̂ i.r (7)

gdzie u|^\z. .) i oznaczają odpowiednio dolną
i górną granicę wartości funkcji odcinkami ciągłych dla 0^ z^ к 
zaangażowania I-tego rodzaju zasobu z. .(t) , przy wykonywaniui J
czynności (i,j) do chwili t , zgodnie z warunkami ogranicza­
jącymi od (1) do (7) .

5. Postęp w vyrkonaniu każdej czynności w dowolnej chwili
t . < t ^t .+t . . zależy od wydatkowania ilości ‘p*^\ 1 €r. .
każdego rodzaju niezbędnego dla niej zasobu do chwili t oraz
od intensywTiości ich użycia q f ^ V l C r .  j w ’chwili t .i J 1 J

2. SFOR^aULOWAl'JIE ZAGADl^WIA WSTBPNEGO

2.1. Wariant A .
Powyższe założenia pozwalają sformułowaó dwie 

podstawowe grupy zadań alokacji zasobów, rozpatrywanych w ramach 
planu opracowywanego metodą analizy sieciowej (GPM, PERT).

Do pierv/sze.i grupy zalicza się zwykle zadania do- 
tycz-jce realizacji przedsięwzięcia w.najkrótszym czasie w warun­
kach dysponov/ania ustaloną ilości każdego rodzaju zasobu, nato­
miast do drugiej grupy - zadania związane z wyznaczaniem minimal­
nych ilości każdego rodzaju zasobu, aby zrealizować przedsięwzię­
cie w ustalonym czasie.



Należy zauważyć, że zadanie zaliczane do pierwozej g3upy 
można sfoi*mułować w postaci modelu liniowego, a w v;yniku zastoso­
wania programowania liniov/ego do jego rozwiązania ujawnią si^ ro­
dzaje zasobów krytycznych i kolejnych - podkrytycznych. Zadaniom 
zaliczohi^ do drugiej grupy odpowiadają z reguły modele nieliniowe, 
a dla ich rozwiązania istnie'^jeszereg. metod programowania nieliowe- 
go, lecz o znacznym stopniu złożoności i pracochłonności. Dlatego 
też, nadal poszukuje się metod możliwie prostych i doprowadzających 
do uzyskanie wyników z wymaganą dokładnością.

-■■'‘"‘ Jako zagadnienie wstępne dla obu powyższych typóy/ zadań 
rozpatrzymy na-jkorzystnlejszą alokację zadanej ilości każdego rodza­
ju zasobu dla wykonania jednej czynności (w ramach ustalonej sieci 
- planu) w najkrótszym czasie. Inaczej mówiąc, sprowadzamy zadanie 
do zbadania zależności t . .= (t . .(p^^ ,. .. , р 1 ^ Ъ ) w procesie-Ij J-JIJ IJ
opisanym wzorami (5), (6) i (7) oraz wynikającym z (l)

(1 )
îj ‘1.1

1 1,...,m , i ^r. »̂ J

( 8 )

aby dla wszelkich r. .C_3 uzyskaó minimalny czas wykonania czyn- 
ności (i,j). Zrozumiałe jest róv/nież,' że rozpatrzeniu podlegają 
tylko alkacje W  których :
1^. funkcjo intensywności zuz.̂ 'cia każdego zasobu z podzbioru

S rodzajów zasobów niezbędnych dla wykonania czynności
(i, j)

(9)

2^. zależności (5), (6) i (8) przyjmą postać

dz .̂t- . . ( 10)



oraz

________ 3 ^ ( )(i. (r, m j (11)

(1 )
przy czym funkcje q^jU) spełnia v/arunek (7).

(1 )Wypada zauważyć, że jeśli alokacją zasobów p.' ,1 (3
1=1,...,m dla czynności (i,j)^:C określa zbiór wartości

l^ij’ ^ij***'’Pijl ’ spełniających warunki (Ю) i (11) przy 
ograniczeniach (7) i (9), to zbiór [ q - (^),.•.,q?^(n)> jest
zbiorem v/ypukłyra, domkniętym. Dowód powyższego twierdzenia przy­
toczono w "Dodatku” nr.1 do niniejszego rozdziału.

W świetle powyższego twierdzenia można przyjąć, że dla 
najmniejszej v/artości t^j , odpowiadającej ustalonemu zbiorowi

wertoźci .wyrażenie ^  j '^ij^Pi j> •' • >Pij^ bfdzie

funkcją wypukłą, a obszar jej wartości wyznaczy pewien zbiór wy­
pukły , który może być też zbiorem niedomkniętym. Jeśli więc wy­
rażenie (9) jest funkcją nieujemną rosnącą według argumentów 
_ 1 m . , . . , .qij.... q^j » io obszar ,]ej wartości określającej ilość 1-tego
rodzaju zasobu można wyznaczyć w przedziale, którego wielkość za­
leży od granic ustalonych według (7) dła intensywmości użycia za­
sobu. Inaczej móv/iąc, jeśli w'prow'odzimy oznaczenia :

р2(?’', n (z),.. . ,u^\z))dz ( 12)

f ,  (z,v ' (z),... ,v^^(z) )dz (19)
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— 2̂  Założenia pödstnwov/e - jak w przykładzie 1. 
Ponadto, niech f(q.^.) = , ( 0 ^ q _ ^ v )  .

3
Przyjmując z wyraźenia( 15) otrzymamy q. .=0 ,

S) i d
notomast jedli ^ „ t e d y  = v . Wreszcie, gdy
g°  ̂ ^
gl “ Ч  wówczas z warunku (15) nie można v^^znaczyd wartości

Qij , lecz wtedy mając na względzie liniowość funkcji f(q. .), por -
 ̂J

rys 2, otrzymamy : i
n 1 g k. .g°t. . + g p.  ̂= ---- 1Д,,

Stąd, czas Wykonania czynności będzie :

-| L _  . p . . +

V-»{V+ ■> przy IJ Ч v+
przypadba gdy 0 , czas wykonaniaczynności v̂ yniesie :

t.1,1 X V
k. .

= const ,

(17)

(18)
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2,2. Wariant В .
Jek można było zauważyć, w wariancie A zasoby były 

wyróżnione tylko ze wzgl;'óu na ich rodzaj, postać fizyczną, a nie - 
rolp funkcjonalną, określoną przez technologię procesu czy procesów 
zachodzących w danej czynności. W wariancie В wprov/adzimy ponadto 
podział zasobów ze względu na charakter ich udziału przy wykonaniu 
danej czynności. Dla podkreślenia metody podejścia do rozv/iązywania 
zadań alokacji wystarczy jeśli wyróżnimy dwa zbiory .. "5obóv; (co nie 
oznacza, że nie może ich być więcej), z których jeden dotyczy wszel­
kich środków o charakterze środków trwałych (np.mogą nimi bĵ ć ma­
szyny, narzędzia, broń, transport, łącznośÓ, drożnia itp.), nato­
miast drugi obejmuje v/szelkie środki materialne podlegające przetwa­
rzaniu (np.surowce, półfabrykaty, amunicja, woda, energia itp.).

W związku z tym podziałem wprowadzimy dodatkowe ozna­
czenia

^ii(1) ” ^ ^ ’*^ij(1)  ̂ ~ numer zasobu pierwszej kategorii (środki
trwałe) wchodzące do podzbioru 
^ij(l)^ 3^ (zbioru zasobów pierwszej 
kategorii) niezbędnego dla wykonania 
cz5-nności (i,j) ;

1.ij(2) = ( 1 , .m.ij(2) - numer zasobu drugiej kategorii środki
przetwarzania), wchodzącego do podzbio- 
ru ^i-j(2)^^'^ (zbioru zasobov; drugiej 
kategorii) niezbędnego dla wykonania 
czynności (i,j) ;
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Q10 pełny etan zaawansov/ania czynności odpowiadający
np* ogólnej masie v^^ykonanych prac ; ■

ilość środków trwałych przeznaczonych do wykonania 
czynności (i,jj ;
norma wy^dajności środków trwałych przy wykonywaniu 
czynności (i,j) ;
inten8yvniośó zużycia środka drugiej kategorii przy 
realizacji czynności (i,j) ;
norma zużycia 1-tego rodzaju zasobu drugiej kategorii 
na jednostką środka pierwszej kategorii w ciągu jednostki 
czasu.

Ilość środków pierwszej kategorii jest funkcją czasu t
ww granicach najwcześniejszego terminu rozpoczęcia czynności t.

i najpóźniejszego terminu jej zakończenia t?. , czyli1J
t v . <t <t ? .

(7) - 1

IJ

.. ..(19)
O dla pozostałych t

Z punktu wudzenia ilości środków pierwszej kategorii, 
vydzielonych do wykonania czyności (i,j), czas ich zaangażowania 
wyniesie :

( 20)

i, ij

a intensywność zużycia środków drugiej kategorii :
m.

(̂2) _ V
id)

ij 1̂,- 4(2 ) * ^1. Л 1 )
1 . . ( 1) ̂J

(21 )

Przyjinuj;^c, ŻG t. . zostało ustalone, v/tedy na podstawie (20)
otrzym&rny :

tp. = tY. + t.ij ij ij
z czego wynika, że p, /.v(t), według (19), jest określone, a tym

i j
samyra określony je.st wnktor



о _

Р]. .(1) 'Pl. .(I) ’ Рг. .(1) '•••> Pm. .(1)'ij tj 1J 1J
praż f)ifikcja

( 22)

Ponieważ iatotnyrn jeat sprzężenie zasobów oba kate.^orii, 
dokonamy tego przez v/prov/edzeriie czynnika dla nich wspólnego, w celu 
w^'znaczania globalnego ’’kosztu" wykonania poszczególnych czymiości, 
a tym saiiiym - całego przedsięwzięcia, a ponadto (co wydaje się nie 
mniej ważn^^),aby wyznaczyć GumoJtrycznq wielkoóó nakładów "zamrożonych" 
w procesie realizacji przedsięwzięcia.

Jeóli jako uzupełniające kryterium optymalnoóci zagadnie­
nia alokacji przyjmiemy minimalizację z a m r o ż o n y c h  nakła­
dów wydatkowanych na zasoby obu kategorii, wtedy zagadnienie alokacji 
optymalnej, można sprowadzić do wyznaczenia talciego harmonogramu 
wykonywania czynności, w którym ciągi
- terminów rozpoczęcia poszczególn^^-ch czy.nności :

T I , 2 , . .., n-1
- terminch.v zakoviczenia poszczególnych czynności :

.(z) 'A2)<st (z) sn
stworzą harmonogram optymalny według, przyjętego kryterium.

h pevmych przę-padkach rolę czynnika sprzężającego zasoby 
obu kategorii może spełniać jednostka piniężna, v; innych - jednostka 
siły roboczej, niezbędnej do obsługi jednf^stki zasobu pierv/szej kate­
gorii, prz5" czym w ostatnim przypadku można wprovfadzić heurystycznie 
dobrane waiai stanowiące o jej ważności (v\,'’artości) ze ’względu na spee- 
jnlizację.

Oznaczmy symbolem c-. /.ч koszt zaangażowania jednostki
 ̂i j

l-le.ąo środka pierwszej kategorii (1. •= 1 , . .. ,ra. .) w cią^i jednostki1 <1 1 J
czasu wykonywania czynności (i,j) oraz niech d̂ .̂  ̂ w.yraża stopę 
i'rocentow.ą dla nakładów’ niezb..dnych do wykonania każdej czynności. 
Wtedy, koszt zaangażowania środków pie'̂ .vszfgj atê .’orii przy wykony- 
»ГГЛПТП czynności (i,j) wyniesie :
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с,ij(i) ='’(1) f : -  =1 ( П  • Pa (1) , .
lj(1)

a v/iellćObć zamroźon^^cH nakładóv/ :
f

^ijd ) ■ ‘̂ ijd ) ~  ̂ '

‘щи
(23)

(24)

(i 1y2y...,n—1 )
(j = , 3, -.., n )

gdzie J\ jeat Jcoricowym terminem wykonania całego prEedsijwzipcia.
Utrzymując analogiczne oznaczenia dla zasobów drugiej 

kategorii, (joszt ich zoongaóowenia i wielkoóó' zshiroionych nakładów
na zasoby tej kategorii przy wykonywaniu czynności (i,j), odpowied- 
ni O wyniosr^ :

C - d'^ij(2) - '̂ (2) 7  u
4j(2)

lij(2) • Pl , .(2) •
1.1

^ij(2) * j(2)^ ”^ij ^
otć]d og(51ny koszt v̂j’-konania czynności (i,j^

,* = C_. .'IJ ''ijd) ^12(2) »
© wgślna v;iolkoś(5 zG!nrô :onych nakładów :

®ij " ^ij(l) ^ij(2)

(r) (2)^^^ czynności (i,j) wykonywanej w przedziale
^^ij ’ ^  optymalny koszt wyniesie r

. (25)

(26)

(27)

(28)

• przy tf^^^ tf^^1,1 IJ IJ

o dla po z ostały'oh t . (29)

Ponieważ p^^ .(l)^^^ oznacza iloścf zasobów pierwszej ka­
tegorii użytych w chwili t przy kykonyv/aniu czynności (i,j), zatem 
Od-ólna ilośó tego zasobu, niezbędna dla tej czynności, wjmiesie :
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Г

^  \ ^lij(l) ^ l i ^  ̂
ij ^

(37)

ZAGADI-JIENIE l^EIwlaLIZAG JI GZa SU V/IICONANIA 
PRZEDS^yZIEGIA

3» 1 • Przypodek słpbe.i wypukłości zbioru t . '^ J
Zagadnienie pierwotne alokacji zasobdv/ sprowadza sip do 

ŵy’znaczenia takich terminów zdarzeń t^ (i < j, i=0,1 ,2,... ,n-1 ), 
które spełniają zależność rekurencyjn<ą :

h = o
b - h i j u c  [h " • • • (38)

gdzie G jest zbiorem czynności, składających się na przedsięwzię­
cie w którym należy zaangażować s rodzajów zasobów (1=1,2,.... ,s). 
Jak wj^nika z twierdzenia w rozdz. 2, czas wykonania przedsięwzięcia 
określa funkcja wypukła zmiennych (i,j)ec, (1=1,...,s) two­
rzących zbiór wypukły. V; przypadkach, gdy funkcją t̂ .̂ można sfor­
mułować explicite,, to rozwiązanie zadania ogólnego uzyska się przy 
pomocy dowolnej metody minimalizującej wielkość 'X , tj. termin 
zakończenia przedsięwzięcia. Ograniczoność zastosowań takiego podejś­
cia do minimalizacji funkcji wypukłych skłania do skorzystania dual­
nej 1Бе1о0у programowania nieliniowego, vypukłego, jako bardziej 
efektywnej, a co ważniejsze - ogólniejszej.

Zastosowanie tej metody, w celu uzyskania optymalnej 
alokacji zasobów, można sprowadzić do następującego w^nvodu.

Żądamy, aby minimalny czas realizedji przedsięwzięcia 
( -^^min), spełniał następujące warunki :

h  - h  ^ 4.i (Pi, ) < O (39)
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Plij , (1=1,...,s) . (40)

Stosując megodp mnożników Lagrc ige*a można sformułowaó 
nasttypującą funkcją : j

1
Л + Л* .... pfj^^

Уj p ł . - (41)

g(5zie (i,j)6C i (1=1,...,s) są mnożnikami Lagrenge’a.

Zagadnienie optymalizacji sprowadzi sig do znalezienia 
takich nieujemnych liczb (i,j)^C i (1=1,...,s) dla
których t^ (i=0,l,...,n-1) i p^.^. (i,J)^C, l=1,...,s) ,
b̂ d̂ą minimalne. Inaczej mówiąc, rozwiązanie polega na znalezieniu 
punktu ópodk^owego ftankcji (41), który maksymalizuje wartości zmien- 
i^ych i i minimalizuje wartości zmiennych i P2 ij •

'wprowadzając dodatkowo numer (» zdarzenia pośredniego, 
wyrażenie (41) przyjmie postach :

L a z :  Л . , -  z2 -  -  . - -
 ̂= 1 I (<̂, j)t C (i,e)6 C

i : ft(i,n)t C

V  Z*'

ll Plij

in J (i.

f.-j
1=1 ')i^ ■

u* ♦ t . .(d ) *,rij ,p? .)+* ̂ 1Л

(42)

Dla minimalizacji wartości t^ i p̂ ,̂ . v/aru.rikiem 
koniecznym i dostatecznym jest istnienie takiego zbioru liczb nie- 
ujemny(di i , który w stosunku do poszukiwanego, nnjktótsze-
go terminu zakończenia przedsiv'wziv'cia, spełnia następujące warunki.
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A j  = ° > jeśli t.-t . +t. .(d1 .
V--1

\ = 0 . jeśli , Z -  d V <
(i,j)ec

ИЗ)

Г л*
(i,«s ) е С ' (er, j )  в С ' ^/‘̂,‘6г~ О » > • • • >п~1 ),

-̂J Г1 “  ̂ »
. (44)

£Ц

= rain
. . . (45)

A j  4j^Pij.... Pij> ^ 7 1 P u

Jak można zauv/aży(5, zależności (43) vvynikają z wyrażenia 
(■1 1 ), natomiast - (44) i (15) z - (42),

Pov'vyższe podejście (?1o optymalizacji (wzglądem X =min) 
sprowadza ei,i do dualnego zagadnienia w;v'znaczenia wartości zmiennych 
^^ij ^ 4  X * Oczywiście, w przypadku przejęcia liniowej zależności 
rai-Izy czasem Virykonanie czynności i wrydatkowan;^^^ zasobami (przy 1=1),

h j  = - 4 j  h j  * h ó  • A j ^ P i j i h j  . • • • (46)
co odpowiada zależnościom (17).

Na tej drodze można również uzyskać rozwiązanie przybliżone
zagadnienia ogólnigjszego, a mianowicie, aproksymując wypukły zbiór
vr.rtodci t . . względem odcinkami liniowych wartości p^ . .d 1 j

3.2. Przypadek vsi.lnej vypukłości zbioru t. . .------ ---- ----------- -.......  Д- J.
Przyjmując istnienie silnej wypukłości czasu względem

ilości zużytych zasobów rp|j » (i,j)€C, 1- 1,...,9 , utrzymujemy
V/ mocy sLwierdzonie, zawarte w rozdziale 3, 1 , o nicujiinności liczb

j  ̂ ^  1 ’ opałniГ(Jących woriuiek (4 4). Р.Г2,у,)ш1ету pofuvdto (i.(i)tnieriie
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(l—1 I • • • I s ) (49)^ 4 l  (i, j)€ C

Wyrażenia te są gradientami fbnkoji L . Aby smaks„malizowąd funkcje 
L z uwzględnieniem warunku (44) należy obliczyd rzut jej gradientu 
(4 na liniową rozmaitośd, utworzoną przez ograniczenia (44).

Jeśli wprow8(3zimy oznaczenia uzupełniające (31a 
°ij *  , gdzie w zbiorze czynności N będzie numerem ostat­
niego elementu, czyli 1 <  ^  U  , wtedy współczynniki ograniczeń
liniowych (44) można przedstawid w postaci macierzy E o elementach 
n , przyjmujących następujące wartości r

R =
1 * dla dowolnego
1 , gdy c^j~(ę',j) dla dowolnego
0 w pozostałych przypadkach,
€■ = 1,... ,n , j ^  .

‘ . (50)

Oznaczając przez R^ macierz transponowaną względem 
macierzy R , a przez D - macierz jednostkową N X  N , można przed­
stawi (5 ra^ierz rzutowaną na liniową rozmaitość (44), czyli :

H = D - R^(R r 'T)-1 r  . _  _

Zauważmy przy tym, że elementy macierzy
P0v«3te<̂  ułatwiającą v;yznoczenie macierzy odwrotnej, czyli

r
.T

RR-

RR'
(52)

, jeśli i = j ,
, jeśli (i,j)C a lub (j,i)e G ,
) w pozostałych przypadkach

gdzie r^ jest liczbą czynności dochodzących do i-tefeo zdarzenia.
^  ^ 0elu obliczenia wartości mnożników Lagrenge’a

A i j  — ylî   ̂ 4 l  zastosujemy metodę iteracji, w której kolejne kroki
oznaczym^^ symbolem X =  0,1,2,... Jeśli przez oznaczymy ele­
menty macierzy (51), a będzie wielkością stałą dodatnią, wy­
stępującą w iteracji o numerze OC , wtedy metodę iteracji można 
przedstawi(5 następująco :



' ' г - л  • ?.z:с= 1

20

X
С̂(сС ’ (с~̂ 1 f • • • |W)j

' t0=1 ■

(53)

(54)

^ ~ f — 0 j1 ,2 ,...
Z povi/yzszej metody można korzystać następująco :

1. Do iteracji 0 wystarczy wprowa(3zić (3owblne z liczb
'̂'"ij ^ 4 l  warunki (43) i (44).

2 . Podstav/iajqc ze znanych ( ^ = 0 ,1 ,...) obliczyć'
2 zależności (45) i (47) obliczyć t.̂ . i (p^^J^ .1J i 0

3. Dobrać takie wartości ^  aby prawe strony v/yrażeń (5 3 ) 1 (5 4 ) 
były clo(3atnie.

Można też stv/ierdzid, że v;ybćr wielkości ^  (>”̂=0,1,2,...) 
.sprowadza się do wj^'znaczenia pewnej stałej, dostatecznie małej licz­
by, Jeśli tylko zależności 
są ciągłe i gładkie.

Ha tej drodze uzyskamy nie tylko raonotohiczną zbieżność 
odpov/iednich vraroosci Hunkcji Lag*renge*a (L) względem minimalnego 
czasu vg'konania przedsięwzd ęcia  ̂̂   ̂t ioozjß zapevaiiamy też zbież­
ność ważności zmiennych (v.ystępujących tak w zagadnieniach prostych 
Jak i dhalr^ch) v;2ględem ich granicznych vmrtości optj^malnych.

4. ZAGADI'<lEh lE MINHIJALIZACJI ZASC30W (w v/arunkach 
ustalonego czasu przeznaczonego na wykonanie 
przedsięwzięcia).

Aby wstępnie uprościć rozw^ażenia przyjmiemy, że przedsi^ 
wzięcie JovSt \\r>d:onywane tylko przy pomocy Jednego rodzaju zasobu 
w ffilości p^^ dla czynności (i,J)£C , w;>'konywanej w czasie usta­
lonym. t̂ .̂ . Niech z kolei ilość tego zasobu niezbędnego do v/̂ k̂o-
namia czynności (i,J) w czasie t.. . będzie funkcją p. .(t. •) zna . / . t j 1 jną 1 r(5zniczkowaln,ą w sposób ciągły, czyli
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t  "Pijl (t. ) =
ij

(i,j) € c (55)

Zagpdnienie wyznaczenia wielkości P, tj. minimalnej 
iloECi danego zasobu dla całego przedsipwzigcia, które należy wykona(5 
w ustalonym czasie Л , rozwiążemy w sposób odwrotny w stosunku do Г  
zastosowanego w rozdz. 3

Uiadomox ^e rozwicązrnie optymalne powinno spełnia(5'
warunek r

Ъ p
= ° > (5E)

przy

oraz
t. . = t ► - t.i J 1 1

p = JL. p. .(t. - t.)
( i , j )€ C  J 1 (57)

Uwzglv^dniejąc zaleźnoś(5 (55) można równanie (56) przedstawić 
w nastv'pu jącej postaci :

(i,6 )€C r̂;g(V-4 ’ - =(i,j)^C У ^

(^ = 1,...,n) .

0
(58)

stwierdzając przy tym, że wyraża, tono v/anmki konieczne (56) i Vi/ystar- 
czojące (57) dla optymalnej alokacji zasobów, a\vynikające z wypuk­
łości p^j względem •

Zauważmy wreszcie interesującą v/spółzależnośó między 
warunkami (44) i (45), tworzonymi dla zagadnienia minimalizjacji czasu 
v;ykonania przedsięwzięcia (w warunkach zadanej ilości zasobóv;, a wa­
runkiem (58) dla zagadnienia odwrotńegOi Nie trudno stwierdzić, że 
jeśli dla wykonania przedsięwzięcia w zadanym czasie X należy wydat- 
kov;ać dany rodzaj zasobu w ilości minimalnej róvmej P , to przy za­
danej ilości P tegoż zasobu, minimalny czas ^  wykonania przed­
sięwzięcia vyznaczą dualne zmienne p
a mianowicie ij

min
q. * z warunków (44) i (95) J
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О Z h А с z E N I A

п

-llicKbo zdarzeń w sieci - planie przedsijwzięoia; 
(i,j)6C - czynnodd c^j jest elementea zbioru C wszyst-

kich czynności ]cych w planie ;(,i i)

t. .1.1 ~ czcos wykonania c 
normalnych ,*

-.ut.. .IJ ~ koszt normalny w

, Ili n
ij - czas najkrótszy

jA.Iax
‘i j - koszt naksymalny

(1=1,...,8)

( 1 )

t

qh>(t)

(1

‘IJ

czynności w cznsie najkrótszym ;
~ liczba rodzajów zasobów dla wj^konania 

przedsigwzi^'cia ;

podzbiór rodzajów zasobów (z ogólnego ich zbioru S) 
niezbpdn^^ch do wykonania czynności c. .ij *

chwila rozpoczęcia zużywania 1-tcgo zasobu przy 
wykonywaniu czynności (i,j) ;

~ chwilo zakończenia zużywania 1-tego zasobu przy 
vykonywaniu czynności (i,j) ;

- dowolna cliwila w okresie t- - :ij ’
- intensywziośó zużycia 1-tego zasobu przy 

vykonywaniu czynności (i,j) w chv/ili t ;

- ogólna ilośd 1-tego zasobu vydatkow^anA przy '
wykonaniu czynności (i,j) ;

- ogólno ilośó 1-togo zasobu przeznaczoncO do 
wykonania. co>łego przedsięwzięcioi ;



2Э «

Р. - etan zaawansowania czynności (i,j) w chwili t
ze wzglądu na podzbiór r. . właściwych jej zasobów;^ łj

- ogólna wartośó stanu zaawansowania czynności (i,j)(J
w chwili t , ze względu na podzbiór r. . rodzajów1 Ozasobów ;

1 Ш'f(z,q. •, . .. ,q^ .)- funkcjo intensyv/ności zużycj^a każdego zasobu -•i* J -Ł ąj
Z podzbioru r. .ęs rodzajów zasobów niezbędn^^chJ
dla wykonania czynności (i,j) ; 

k. ► - górna granica stanu zaawansowania czynności (i,j) ;

u^^^(z. .),v^^^(z. .) - górna i dolno granica wartości funkcji1 J X J
zaongażowanin 1-tego zasobu ;

li j( ̂ )=(1 ,2 , ... ,irn j( ̂ ))~ numer zasobu pierwszej kategorii (środki
trwałe), wchodzącego do podzbioru r. S.1J I
(zbioru zasobów pierwszej kategorii), niee- 
zbędnego dla wykonania czynności (i,j) ;

^i j’(2)“  ̂̂ »'■**** *®ij(2) - numer zasobu drugiej kategorii (środki
przetwarzania), wchodzącego do podzbioru 
’'ij(2)^^2 (zbioru zasobów drugiej kategorii
niezbędnego dla wykonania czynności (i,j) ;

Q. . - pełny stan zaav/ansowania czynności (i,j), odpowia-U dający np. ogólnej masie wykonanych prac ;
- ilośś środkÓY/ trv/ałych przeznaczonych do wykonania 

czynności (i,j) ;■
- norma vydajności środków trwałych przy wykon^nr/aniu 

czynności (i,j) ;
- intensywność zużycia śm d k ś w  środka drugiej 

kategorii przy realizacji czynności (i,j) f
- normo zużycia 1-tego rodzaju zasobu drugiej 

kategorii na jedną jednostkę środka pier^.vszej 
kategorii w ciągu jednostki czasu ;

кlij(2)
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'lij(l) kosr’.t гя angażowali a jednostki 1-tego zasobu pierwszej
kategorii w ciągu jednostki czasu v/ykonywania czynności
(ij) ;

oprocentowania nakładów na zasoby pierwszej 
kategorii ; |

- mnożniki Lagrenge’a funkcji alokacji zasobów ;

Ö -  numer zdarzenia pośredniego (6 = 1 , . . .n) ;

c -  numer czynności ( c c 1 , . . . , N )  ;

-̂ liczba czynności dochodzących do zdarzenia i ;
R -  macierz o elementach n xN f

\4 52 ggii.
5 i< l3 \t:\syclРог, Л*'

O r^k  R S O - 0 %<( -  3 2 7 6  lam. /jCii -z dr>,//.g)/, 
O r LI к  u к  оЛс z , / 5-, (й/. 7-^




