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Na obecnym etapie roziiłô u nauk, zvfiaszcza ścisłych, niektó« 
re fragmenty działali bojowych można analizować w oparciu o naukowe 
metody* Analizę tę możec^ przeprowadzić* wówczas, gdy potrafiipy wal®» 
kę sformalizować - nadać jej wyraz modelu matematycznego* jednakże 
przedstawienie walki ogólnowojskowej w postaci modelu matematyczne­
go, dokładnie odzwierciedlającego wszystkie występujące w niej 
współzależności, nie jest sprawą ani prostą ani łatwą® Zazwyczaj 
bowiem nie wszystkie czynniki wywierające wpływ na przebieg walki 
/operacji/ są wielkościami znanymi, niektóre z nich dają się okres® 
lić tylko w przybliżeniu, innych natomiast w ogóle nie można usta® 
lić z wystarczającą dokładnośćią-i Mimo to w każdej sytuacji konflik- 
towej, gdzie tylko występuje walka zbrojna między dwiema stronami, 
dokonanie analizy ilościowej danego problemu zawsze jest celowe, na­
wet wtedy, gdy spodziewa^ty rezultat daje się określić chociażby w przy® 
bliżeniu* Analiza ilościowa jest tylko przedłużeniem analizy jakoś­
ciowej badanego procesu, w celu ustalenia przesłanek racjonalnego 
działania* Druga stanowi przesłankę dla pierwszej oraz uściśla 
i uzupełnia ją, gdyż posługuje się obiektywnym aparatem poznawczym© 

Burzliwy rozwój szybkoliczących EMC daje możliwość prowadze­
nia badań w zakresie modelowania'procesów walki® Skomplikowany 
charakter tych modeli może być szczegółowo analizowany przy użyciu 
maszyn cyfrowych, a uzyskane tą drogą wnioski będą przydatne dla 
osoby podejmującej decyzję odnośnie Użycia posiadanych sił i środ­
ków® Zazwyczaj model walki ogólnowojskowej przedstawiany jest w po­
staci równań /układu równań/ różniczkowych®

Kilka najprostszych i najciekawszych równań różniczkowych, 
ustalających matematyczną zależność w zmaganiach sił zbrojnych 
©pracował w 1916 r* matematyk angielski F®W* Lanches ter w pracy 
pod tytułem? »»Airorafit in Warfarej the Dawn of the Poiurth arm”«^^ 
Równania te miały na celu analityczne określenie przebiegu walki, 
tj® określenie w każdym momencie'-czasu ilości strat 1 ilości po­
zostałych żołnierzy obu walczących stron® Opracowane przez Lanche- 
stera równania dotyczyły bitew, wojen antycznych i okresu pojawię-

Jednakże rozszerzając i uogólniając te równa­
nia można przejść ^  prostych do bardziej złożonych operacji®

1/ Rola lotnictwa w wojnie; powstanie czwartego rodzaju broni®
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Z matematycznego punktu widzenia równania te mają znaczenie 
ogólne i wykorzystywane są przy analizie pewnych procesów w wielu 
dziedzinach nauki, np. w badaniach przebiegu reakcji chemicznych, 
badaniu przebiegu walki o byt gatunków biologicznych i innych«

Przedstawienie procesu walki przy pomocy równali łączy się 
z poważnym uproszczeniem i stąd nie można oczekiwać pełnej zbiec«® 
ności z rzeczywistością« Wzory matematyczne nie zawierają bowiem 
^ukrytych myśli*' ani nie władają«^zdolnościami myślenia”, a uzyska­
ne wyniki nie mogą być wykorzystywane pochopnie, gdyż nie zastąpią 
one twórczej pracy ludzi« Należy-jednakże pamiętać, że met^y ma«® 
tematyczne pomagają w rozwiązaniu konkretnych zadań, które intuj« 
cyjnie trudno jest rozwiązać lub'?wręcz niemożliwie« 0 wyższości 
ścisłych metod stanowi dokładność podporządkowania się ich 
założeniom wyjściowym, leżącym u podstaw przyjętego systemu 
badawczego«

Modele walki opracowane przez Lanchestera zostały rozwi­
nięte przez szereg autorów i-obecnie przyjmują one postać bardziej 
lub mniej uogólnionych zależności, stosownie do stopnia trudności 
rozpatrywanego problemu«

Zależnie od przyjętych założeń, leżących u podstaw bada® 
nego procesu, można otrzymać^różne modele dynamiki walki ©pisa® 
ne przy pomocy równań» W dalszej części zostaną rozpatrzone nie­
które prostsze modele i wyprowadzone równania, które je opisiiją» 

Jednakże najpierw zapoznałby się z pewnymi pojęciami 
pomocniczymi«
1« CIĄG ZDARZrj: /\?YS!mZAŁOW/« CIĄG SKUTECZNYCH STKZAŁOW POISSONA

Rozpatrując dynamikę walki licznych grup nie jesteśn^y 
w stanie zaznaczyć momentu każdego wystrzału, każdej jednostki 
biorącej udział w walce« Nawet gdyby to się udało, model 
okazałby się zbyt skomplikowany, a przy tym głównie - nie odzwier­
ciedlałby realnego stanu rzeczy« W rzeczywistości momenty wystrza« 
łów pojedynczych jednostek będą przypadkowymi«

Dlatego przy rozpatrywaniu dynamiki walki zawsze będziemy 
posługiwać się schematem przypadkowego rozkładu ognia»

.Ciąg strzałów w czasie będziemy rozpatrywać jako pewien 
ciąg zdarzeń«
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W rachunku prawdopodohieństnia ciągiem zdarzeń nazywa si^ 

ciąg jednorodnych zdarzeń zachodzących jeden po drugim w pewnych 
przypadkowych momentach czasu* Jako przykłady mogą służyćg 
“ ciąg włączeń przyrządów oświetlających do sieci elektrycznej;
- ciąg awarii maszyny liczącej j
“ oiąg celów powietrznych wchodzących w strefę ognia, systemu OPL;
- ciąg ataków wykonywanych na cel powietrzny znajdujący się nad 

bronionym obszarem*
Ciąg zdarzeń można wyobrażać jako ciąg momentów ich pojawię« 

nia się t̂^̂, t^***, tĵ  *** na osi czasu ot /rys* 1®1/®

O ti

Rys.l. 1 ciąg zdarzeń

Jeżeli punkty t^, t^***, tĵ  ••* są rozdzielone ściśle jednakO' 
wymi przedziałami i /rys. 1*2/, to ciąg nazywamy regularnym®

O ii U 4

Rys* 1*2 Regularny ciąg zdarzef4

Może się wydawać, że ciąg regularny jest najbardziej prostym 
ze wszystkich możliwych ciągów zdarzeń* Tak jednak nie jest* Rzecz 
polega na tym, że w ciągu regularnym momenty pojawiania się kolejnych 
zdarzeń są związane ze sobą ostrą, funkcjonalną zależnością® Moment 
ten bardzo znacznie utrudnia analizę zjawisk, w których figtaruje jedno= 
cześnie duża liczba takich ciągów /np® walka bardzo licznych grup 
jednostek bojowych, z których każda oddaje strzały w momentach czasu, 
rozdzielonych ściśle określonymi przedziałami/® 0 wiele prościej 
jest analizować ciągi zdarzeń, zachodzących w przypadkowych momen«“ 
tach czasu niezależnie jedno od drugiego /tzw® ciągi Poissona/® 

Przedstawmy dowolne udarzenia pojawiające się
w momentach t^, t^®®®, punktami na osi odciątych ot /rys* 1®3/

r
«4/ Az ( -A— ---

ti tz ts i

Rys*3 Ciąg zdarzeń
t ^ r
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Załóżipy, że punkty na osi ot pojaifiiają się pojedynczo, tj, zbież­

ność VI jednym i tym samym momencie czasu dwóch lub więcej zdarzeń 

jest praktycznie niemożliwa« Taki ciąg nazywamy zwyczajnym®

Wydzielmy na osi ot odcinek długości L , o początku w pimk=> 

cie t i końcu w punkcie % +HT • Ciąg zdarzeń nazywa się ciągiem 

bezwarunkoviym, jeźreli prawdopodobieństwo tego, że na odcinek t 

przypada określona ilość punktów nie zależy od rozmieszczenia na osi 

ot innych punktów na innych odcinkach®

Bezwarunkowe ciągi zdarzeń mają miejsce wszędzie, gdzie 

pojawiania się kolejnych ndarzeń uwarunkovie są różnymi, nie 

związanymi jedna z drugą, przyczynami^ Za przykład takiego ciągu 

ffliarzeń może służyć ciąg wezwali centrali telefonicznej, gdzie 

abonenci dzwonią bez żadnej zmowy, kierując się pevinymi, nie 

związanymi ze sobą przyczynami®

W rachunku prawdopodobieństwa dowodzi,się, że jeżeli 

ciąg zdarzeń jest zwyczajny i bezwarunkowy, to ilość zdarzeń 

przypadająca na dany o d c i n e k m a  rozkład Pcissona® W szczegól­

ności prawdopodobieńst\io tego, że na odcinek przypada równo m 

punktów olroceśla się wzorem



m^ a P « T*"" cm m;
-a /l.l/

gdzie a - średnia ilość pimktó« przypada;)ących na odcinek,
W zv!iązku z tym z\«ycza;jny i bezwarimkowy ciąg zdarzeń nazy- 

iflaray krótko ciągiem Poissona.
Rozpatrzmy na osi ot ciąg^ zdarzeń Poissona,
Oznaczmy przez A średnią ilo^ zdarzeń przypada;)ąc|j| na jed­

nostkę czasu i nazisijniy tę wielkość gęstością ciągu zdarzeń, Np, 
gęstością ciągu wezwań centrali telefonicznej będzie średnia liczba 
wezwań na jednostkę czasu /godzina, minuta/»

Gęstość ciągu zdarzeń może być stała lub zmienna, zależna 
od czasu.

Rozpatrzmy najpierw najprostszy przypadek, gdy gęstość 
ciągu jest stała: A «  const.

Taki ciąg zdarzeń nazywamy stałym poisson^owskim lub ciągiem 
prostszym»

Oczywiście, dla prostszego ciągu, średnia ilość zdarzeń przy« 
padająca na odcinek T  jest proporcjonalna do jego długości»

 ̂ a » A l  /1»2/,

i nie zależy od wyboru odcinka na osi ot,
7/ przypadku, gdy gęstość ciągu zależy od czasu, tzn, jest 

określona pewną funkcją A/t/, średnia ilość zdarzeń, przypada­
jąca na odcinek T  , wyraża się całką:

Ci ̂ ^A(t) dt. /1.3/

Jeśli chodzi o wzór /1,1/ na prawdopodobieństwo P^,
pozostaje on w obu przypadkach tak samo.

Kładąc do wzoru /1,1/ m » o, znajdziemy prawdopodobieństwo 
tego, że za czas V  nie pojawi się ani jedno zdarzenie:

-a
/1.4/

Odejmując P^ od jedności, otrzymamy prawdopodobieństwo tego, że
na odcinku T  pojawi się chociażby jedno zdarzenie:

1 - e -a
/1,5/
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Podczas analizy dynamiki działań boJo’flych ciąg strzało«» 

/lub uogólnionych strzałói»/» oddawanj^ch przez każdą jednostką 
uczestniczącą 1» vialce, wygodnie ¿est przedstawiać ;jako ciąg 
zdarzeń« Najbardziej prosto matematycznie opisuje się działania 
bojowe, jeżeli ciąg strzałów uważać za poisson^owski« Należy pod­
kreślić, że ciąg ten nie koniecznie musi mieć stałą gęstość - 
może ona dowolnie zależeć od czasu* W szczególności, na przykład, 
jeżeli wykonuje się jedno krótkie uderzenie, można przyjmować 
gęstość równą zeru do pewnego momentu t^ /początek uderzenia/ 
i stałą do pewnego momentu tĵ  /koniec uderzenia/, po czym znów 
przyjmować ją równą zeru /rys. 1*4/.

X(t)

t»
PoczgteK
udcKzenia uderzenia

Rys.1.4
Z biegiem czasu /t,', t ^  można w dogodnym przypadku przyj­

mować gę§tość ciągu strzałów A/t/ nie' stałą, a zmienną według 
dowolnego prawa /rys. l*5/e

Rys.1.5
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Zauważmy, że przedstawienie ciągu strzałów w postaci ciągu 
Poissona zawsze powoduje pewne naciąganie» Na przy)cład, momenty 
ko-Lejnych strzałów z jednej broni nie mogą stanowić ciągu Poissona, 
ponieważ siłą rzeczy są one rozdzielone pewnymi przedziałami czasu 
/koniecznymi, np» dla załadowania działa/® Jednakże niezbędnym 
jest mieć na uwadze następujące twierdzenie»
¥/ rachunku prawdopodobieństwa dowodzi-się, że przy wzajemnym nałożę» 
niu się kilku niezależnych przypadkowych ciągów zdarzeń^praktycznie 
zawsze otrzymuje się ciąg, bliski poinsson‘̂owskiemu» Wobec tego, 
jeżeli jeden cel jest ostrzeliwany niezależnie przez kilka dział, 
sumaryczny ciąg strzałów można w zupełności przyjmować jako poisson- 
owski® Lecz i w tym przypadku, gdy ciąg wystrzałów ma jedno źródło 
i zawiera uchwytną kolejność, zamiana takiego ciągu poinsson^wskim, 
z reguły mało wpływa na wyniki obliczeń® Dlatego też założenie o 
porsson owskim ciągu strzałów szeroko’jest stosowane przy matematycz­
nym przedstawianiu działań bojowych®

Bai^dzo dogodne jest przyjmować jeszcze jedno założenie. Polega 
on'(i) na przejściu od ciągu strzałów do tzw® ’’ciągu skutecznych strzałów” 

Strzał nazywamy ’’skutecznym” jeśli razi on cel /lub raziłby, 
gdyby cel do tego czasu nie był rażony/«

Rozpatrzmy na osi czasu ot ciąg strzałów, przedstawionych 
punktami na rys® 1*6®

X X X  Ciąg skutecznych strzałów

—  1------- »■....... A. , ■ ■ V « »_______ ■______ \/______-
O i, ¿5 U is U i

Rys, 1«6
Każdy z tych strzałów z pewnym prawdopodobieństwem porazi 

cel, tj® okazuje się skutecznym. Oznaczmy na osi ot skuteczne strza* 
ły krzyżakami® Oczywiście, skuteczne strzały swoją drogą przedsta­
wiają pewien ciąg® W przypadku, jeśli początkowy ciąg strzałów był 
poisson "'owski, a strzały okazują się ’’rażącymi” lub ’’nieraż^cymi” 
niezależnie jeden od drugiego, ciąg skutecznych strzałów także 
będzie poisson'owski, lecz o innej gęstości, a mianowiciei

A ~ p X ,
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gdzie A -  gęstość ciągu strzałów;
p - prawdopodobieństwo rażenia celu ;)ednym strzałem.

Gęstość ciągu skutecznych strzałów A przedstawia jak gdyby efek* 
tywną szybkostrzelność, podczas gdy A  ~ po prostu szybkostrzel- 
noać działa lub grupy dział /środków ogniowych/*

Zauważmy j że obie wielkości A i P ciogą być zarówno stałe^ 
Jak i zależne od czasu»

II. MODBl WALKI 0 ZALEŻNOŚCI LINIOVffiJ
Najprostszym modelem walki Jest model Lanchestera o zależ“

V,

ności liniowej® Model ten rjjmuje zagadnienie walki dwóch przeciw« 
stawnych zgrupowań bojowych /stron/» U Jego podstaw leżą następują­
ce założenia:
a/ Obie strony biorące udział w walce atakują Jedna drugą®

Każda ze stron Jest w zasięgu działania broni strony przeciw­
nej®

b/ Walczące strony składają się z Jednorodnych Jednostek bojowych 
/np® karabiny, czołgi, samoloty/. Jednostki bojowe stron mogą 
się różnić między sobą®

c/ Każda ze stron zna tylko teren, na którym znajduje się prze­
ciwnik, bez znajomości skutków ognia, 

d/ Ogień walczącej strony Jest równomiernie rozłożony na obsza­
rze, na którym znajduje się przeciwnik, 

e/ Walczące strony nie mają strat operacyjnych /nieSoJowych/® 
f/ Walczące strony nie są uzupełniane świeżymi siłami w przy­

padku walk wieloetapowychi
Jak wynika z założeń, walkę rozpatruje się Jako szereg 

następujących po sobie st-arć, stanoviiących proces ciągły o stale 
zmieniającej się ilości Jednostek bojowych. Je|^eli ponadto 
przyjmiemy, że wszystkie starcia-odbywają się w Jednakowych 
przedziałach czasu, o pewnej wielkości średniej, wówczas 
na tej podstawie rnoźeny przejść od zmiennej typu skokowego do 
zmiennej typu ciągłego® Pozwala to traktować walkę Jako funkcję 
ciągłą zmiennej t /czasu/ i stosować metody rachunku różnicz­
kowego dla określenia zmian w stanach sił obu stron w dowolnym 
momencie walki®

Rozsądnym będzie rozpatrywać tylko te walki, w wyniku 
których dochodzi do zniszczenia Jednego z dwu uczestników 
pojedynku. Aby nadać rozważaniom bardziej ogólny charakter
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zakładamy, że ;jedna ze stron ma określoną przenagę iî lî rô eniu 
lub przygotoTSaniu bojowym* Straty sił jednej strony, pondjesione w 
walce, przeciętnie są równe stosunkowi ogólnej ilości strat danej 
strony do ogólnej ilości staró, analogiczne rozumowanie jest słlisz- 
ne i w odniesieniu do drugiej strony*

Aby przedstawić rozpatrywane zagadnienie w postadi równania 
matematycznego wprowadźmy następujące oznaczenia?
- “ ilość sił strony czerwonych w pewnym momencie czasuj
- m.T - ilośó sił strony niebieskich w pewnym momencie czasu;

N^ “ początkowy stan sił strony czerwonych;
- N2  - początkowy stan sił strony niebieskich;
- t - czas;
- E - współczynnik efektywności działań - stosunek przeciętnej

ilości strat sił strony niebieskich do przeciętnej ilości
s t r o r y  czerw onych*

B?syj kolejne starcia jak© ciągłą zmianę ilości sił obu stron
w mementach czasu ^  t, zmiany stanu sił obu stron A  m.
i A  dają się przedstawić w postaci zależności?

A i m a» 5^1» A  t® jC\ t ?1 1+E *

Jeżeli przedziały czasu A  t są dowolnie małe, wówczas?

/ 2. 1/

/2.2/

lim m,(iotAi) - r m d o  )
At-o =  m ! fio) /2 3 /

2-atam zmiany stanu sił obu stron w toku walki można napisać w po= 
staci następujących równań różniczkowych?

dt 1+E ; / 2®4/

C i ^0 *t© 3?OV3Zl©ZliQ ^ syiXH.lC3L S / o /  ®

m^/o/ « Ngf otrzymamy?
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“i “ " r r r  ^

IBo * N« — •2 "̂ 2 1 + E

Róv?nania /2^^/ i /2^7/ możerny napisa«5 vi postacis

^ 1 + 5 /2,6 V

TT tB
” 2 ■ “2 “ r “ E • /2.?v

Mnożąc /2»6 / przez E dostaniemy równość prawych stron /2*6V 
i /2,7V, a stąd

E /H^ - mĵ / . Ng - Bij 7 /2.e/

K« “ lâ
£ N. m1

Zatem wzór /2*8/ ¿jest słuszny dla dowolnego momentu czasu trwa'̂ » 
nia walki»

Ponieważ rozwiązania równań /2»4/ i/2,5/ są liniowe względem 
t i stosunek między i ¿jest także liniowy, stąd równania te 
często są nazywane liniowym prawem lanchestera»

Z równania /2»8/ widać, że stan sił ¿jednej ze stron w do« 
wolnym momencie czasu zależy od stanu sił drugie;) stror^y i efek­
tywności działań.
Jeżeli oznaczymy przez?

k := Ti. - stosunek sił w momencie rozpoczęcia walki;

Ni
e 100 • procent start sił strony czerwonych,.̂ 1

N, m.
■T. » 100 - procent strat sił strony niebieskie;).

wówczas procent strat strony niebieskich, zależnie od wartości 
poszczególnych parametrów, można przedstawić w postaci niżej 
zamieszczonego wykresu /rys,2»l/.
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^[%1

T?jb. 2». i

Poszczególne krz^ve są nykraéjLons dla następujących 
uartoóci parametróws
1/ oCsB lO^f £ m Oę^i
2/ oC « 20S&, E • 0,5l 
y  oC  ̂305&, B » 0,5;
4/ oC » 20?&, E - Ij 
5/ oC • 20%, £ - 2;
W  oC  ̂30%, B - 1,5*

A oto przykład obliczenia niektórych punktów krzywych* 
Obliczenia wykonan^r dlas

k « 1,5, oC« 30%, £ « 0,5.

Pomnóżmy licznik i mianownik prawej strony /2,8^ przez 
Í22  ̂wówczas otrzymamyt

" “ 2

S N, - m, .100



N
lecz a 1,5, stąd N, » Biorąc to pod uwagę oraz uwzględnia--Ł J-,P

|ąc wprowadzone wyżej oznaczenia będziemy mieli
1,5£ oC

a podstawiając przyjęte wartości na B i oć otrzymamy ^  s 10^

W analogiczny sposób dokonujemy obliczeń dla innych wartości 
parametrów*

Obliczenia te zestawione są w poniższej tabeli /tabela 1/•
Tabela 1

* k * Ek 0,5 * Ea0,5 • Es0,5 » Ba 1 1 B«2 “7 Esl,|
1 _ 'cĆalO^ •oC*20^ •oC «20$Ł łoC 520^ 1oCa30^
L0i5. _ . j 20g ^ j _ J - 1

-i _ 9 ^ _  „

j _ 1 15SS 1 20^ 1 40Ji 1 45^

_ h » . J ' 13^354 ' 26,(Ęi **| *“ “ — “
1
T _

i 2,0S S 8 1 7.SŁSS* a a s 8 . lOSSa a s a . 20^ a* a a a a J 2 2 . »  a a a a >1» SE » 1

Zarówno z wykresu jak i tabeli wynika, że w pewnych przy­
padkach o stratach przeciwnika decydują wyłącznie efektywność 
działań i procent strat własnych. Na przykład straty przeciwnika 

^  « 20^ wynoszą - przy £ « 0,5, oC 20^, k « 0,5, jak też przy 
E ss 1, csC ss 20$», k a 1 oraz przy E « 2, oC « 20$̂ , k « 2*

Stąd wnioskujemy, że niekorzystny stosunek sił można rów® 
noważyó zwiększając efektywność działań i odwrotnie, dysponując 
gorszą efektywnością - należy kompensować ją zwiększając początko­
wy stosunek sił.

Należy jednakże wyt||s|e£ać się wyciągania zbyt pochopnych 
wniosków, gdyż model jest słuszny tylko w przypadku spełnienia 
przyjętych założeń. Nie u\izględnia on szeregu istotnych czynników 
wpływających na przebie|; walki, takich jak nps warunki terenowe, 
warunki atmosferyczne, stan psychiczny wojsk, zmęczenie i inne® 

Przedstawiony model walki o zależności liniowej, sformuło­
wany przez Lanchestera, posiada charakter deterministyczny, zakła­
da bowiem, że wszystkie występujące w nim parametry są określone 
i stałe.
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III. MODEL WALKI O ZALEŻNOŚCI KWADRATOY/EJ W UJĘCIU DETERMINISTYCZNYM

1. Sformułowanie r^dwnań Lanchestera

Przy rozwiązywaniu praktycznych zadań, aby wykryć tendencję 
rozwoju walki, nie zawsze zachodzi potrzeba szczegółowego opisywania 
wszystkich stanów układu, niekiedy wystarczy znać nadzieję matema­
tyczną /wartość średnią/ liczby ocalałych jednostek bojowych w dowol=* 
nym momencie czasu, tak z jednej jak i drugiej strony.

Obliczając nadzieję matematyczną liczby pozostałych jednostek
f

dochodzimy do modelu walki Lanchestera o zależności kwadratowej®
U podstaw tego modelu leżą następujące założenia: 

a/ Każda jednostka bojowa dowolnej strony, dopóki nie jest zniszczona, 
oddaje przypadkowy ciąg strzałów z pewną średnią szybkostrzelnościąj 
ciąg ten /dokładnie lub w przybliżeniiV jest poisson^owski. 

b/ Każda jednostka bojowa jednej strony może prowadzić ogień do do­
wolnej jednostki drugiej strony i odwrotnie. Ogień jest celoviany, 
tj. skierowany na zniszczenie ściśle oiareślonej jednostki bojowej 
przeciwnika. Jednym strzałem nie można razie więcej niż jedną 
jednostkę bojową.

c/ Jeżeli jednostka bojowa została rażona, ogień natychmiast zostaje 
przenoszony na inną, a jednostka rażona nie bierze dalszego udziału 
w działaniach bojowych.

d/ Czas lotu pocisku do celu nie bierze się pod uwagę, w porównaniu 
z ogólnym czasem trwania walki.

e/ W dowolnym momencie czasu ogólna efektywność bojowa każdej stro­
ny /średnia szybkostrzelność całej grupy pozostałych jednostek 
bojowych/ jest proporcjonalna nie do liczby przypadkowo ocala­
łych jednostek bojowych, a do jej nadziei matematycznej /wartości 
średniej/«

Ostatnie założenie jest szczególnie istotne dla bardzo 
licznych zgrupowań, kieay przypadki zviiązane z rażeniem lub niera- 
żeniera pojedynczej jednostki bojowe j ̂ m̂ało wpływają na sumaryczną 
moc ogniową zgrupowania, która dla każdego etapu walki okazuje się 
bliską średniej wartości. Dla bardzo licznych grup przypadki te 
zaczynają wpływać tylko w końcu walki w »»okresie wyniszczenia 
gdy w składzie jednej ze stron /lub ohu/ pozostaje bardzo mało jedno­
stek bojowych. Natomiast dla początkowego stadium walki zamiana 
liczby losowej pozostałych jednostel^ aa średnią wartość jest 
w pełni dopuszczalna.
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Oznaczmy przez nadzie;)ę matematyczną liczby ocala­

łych /nierażonych/ jednostek bojowych strony I w momencie czasu t. 
Analogicznie - strony II»

V/yprowadzimy matematyczne zależności, pozwalające okreś­
lić dla dowolnego momentu t średnie liczebności stron, tj. orien­
tacyjnie przewidywać rozwój walki.

Oznaczmy przez średnią szybkostrzelność /ilość
strzałów w jednostce czasu/ jednej jednostki bojowej strony I|
^ 2  ~ samo dla strony II. Załóżmy, że każdy strzał jednostki 
bojowej strony I razi cel, do którego prowadzi się ogień, z praw^ 
dopddobieństwem p^, strony II - P2 * wówczas każda jednostka bojo­
wa strony I będzie realizować ciąg skutecznych strzałów Poissona 
o gęstości

A l ^ 1  Pl*

a jednostka bojowa strony II - z gęstością

A 2 ^2 ^2

Weźmy pod uwagę dowolny moment czasu i zobaczymy jak 
zmienia się średnia liczebność stron i m2 w dowolnie małym 
odcinku czasu A t .  Oznaczmy przez A m ^  przyrost wielkości 
m^ za czas., A t .  Wielkość m^ zmniejsza się wraz z upływem 
czasu i za czas A t  zmiana ta będzie równa średniej liczbie 
jednostek rażonych przez przeciwnika.

2.obaczmy» ile jednostek porazi przeciwnik /strona II/ 
za czas zAt. W momencie t strona II posiada jednostek bojo­
wych, każda z nich za czas A t  wykonuje średnio A 2 A  t 
skutecznych strzałów, każdy strzał razi jedną i tylko jedną 
jednostkę strony I.

Dlatego przyrost nadziei matematycznej liczby ocalałych 
jednostek bojowych strony I, za czas A t  można napisać w postacis

A m ^  a - A 2 ^2 ^  ^ /3.1/

Dzieląc obie strony równości przez A t  i przechodząc 
do granicy przy A t  — otrzymujemy równanie różniczkowe

dt
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PrzeproYjadzaóąc analogiczne rozumo^iania dla otrzymiijemy 

układ rdv«naii różnlczkovfych vjyrażający średnie liczebności stroń 
I i II w procesie walki

dm^
- a r  ■ ‘ ■ '̂ 2 “ 2 ’ /3.2/

dm.

dt

Równania /3*2/ są równaniami Lanchestera o zależności kwadratowe;)«
W przypadku gdy niezależne od czasu t, wówczas

układ /3«2/ jest układem równali różniczkowych liniowych®

równań

ii by rozwiązać równania /3.2/ należy ustalić warunki początkowe 
V/ momencie początku walki /t « 0/ należy przyjąć

m. m. N, /3,3/

Równania /3«2/ są prawdziwe zarówno dla stałych^ jak i zmien­
nych wartości A   ̂ i /efektywna szybkostrzelność/® Jednakże przy 
A  2 * const, A  2  *» const® całkowanie ich jest bardzo proste® 

Różniczkując względem t pierwsze równanie układu /3*2/ 
otrzymamy

A  ^ “ 2dt 2 dt /i*4/

dm.
Kładąc z driigiego równania /3»2/ do /3«4/ mamy

dt̂ /\ A  rnt 2 “1 /3.5/

Rov)nand.e /3«5/ ijsst różniczkowym równaniem *linlOTsym drugiego
rzędu o stałych współczynnikach« Rozwiązaniem ogólnym tego równania
jest; t ^ t

m^ « c^e 1  ̂ /3^^/

a równanie charakterystyczne ma postać
r - A  a 0« /3,6/

Stąd ptrzymujemy pierwiastki równania charakterystycznego

^1 Ą 2  * ̂  ^2 ” “ V  1
A
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Tak więc rozwiązanie równań /3*2/ dla przypadku gdy ^  i ^  ^2 

otrzymujemy w postaci:

m, = a; cosht \/7ęAt - N i V ^  'sinhi^/T^t ?

~ cos hi V  Af — /V/1/  sin hi T//1, A.
/3.16/

Przekształciny wyrażenia /3*16/ tak,żaby zmniejszyć ilość zmiennych« 
V/ tym celu wprowadzimy następujące oznaczenia:

0 N. - współczynnik przewagi sił.

• współczynnik przewagi ogniowej|
2

Jf 1̂
*” Średnia war ipść części pozostałych jednostek 

1 bojowych strony Ij

- średnia wartość części pozostałych jednostek 
bojowych strony II®

4 :

Dzieląc równania /3«16/ odpowiednio przez i ^2 wprowa*
dzając przyjęte oznaczenia otrzymamy:

c^, = coshi \ / A t A i----sin h i  \/7ę 7\l ,

Jti = rosAifT/TiT^ -

Jeżeli ponadto wprowadzimy:

V ^   ̂\/^i A 2 ' « umowna jednostka czasu|

oc '
wówczas

= C os h TT'- ~  sin hTT  ̂

• wpółczynnik ogólnej przewagi stron.

= coshV - ¿CsinhT. /3 .1 7 /

V/ ten sposób sprowadziliśmy średnią liczebność stron do 
zależności od jednego paramestru dC - współczynnika ogólnej 
przewagi«



' - 23 -
w Pisypadku szozegilnym, gdy Pi - 1 /przewagi nie ma/

Ji,

‘̂22ll£S«£i£52222i££.£ozviią2ari

Dla różnych iłartoóci współczynnika przewagi sporządza 
sią wykresy, na których można óledzió proces rozwo;ju walki«

/̂ J/s, 5.1. N ykre s średniej t!ości o ca / o ijch je d n o sie k  strony F i ił

Z wykresu widać, że ze wzrostem czasu aale;)e órednia ilość 
pozostałych jednostek bojowych oraz zwycięża zawsze ta strona, która 
posiada ogólną przewagę«

Charakter rozwoju walki w całości zależy od współczynnika 
przewagi ogólnej^ « Jeśliś « 1, wówczas ^

tj. żadna strona nie posiada przewagi, Jeśli X  \  siły strony 1 
maleją bardziej powoli niż siły strony II - zwycięstwo odnosi strona I. 
Jeśli natomiast«;^^ 1, wówczas siły strony I zmniejszają się szybciej 
niż strony II - zwycięstwo odnosi strona II«

Na współczynnik przewagi ogólne j /  A i J
jj ^2 ^  A 2

większy wpływ wywiera stosunek sił --ł- niż stosunek efektywnej
szybkostrzelności • Ze wzoru ni współczynnik przewagi ogólnej
^  wynika, że np« zwiększenie N^ dwa razy powoduje dwukrotny wzrost 
wsp^ozynnika X , podczas gdy podwojenie A  powiększa X  tylko 
V  2 ■ 1,4 raza«
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?/ynika to z rozpatrysianego schematu walki, w którym 

przyjęliśmy, że każda jednostka bojowa jednej strony może prowa­
dzić ogień tylko do określonej jednostki bojowej drugiej strony* 
Stąd można wysnuć wniosek, iż powiększenie stanu liczebności 
sił może zrównoważyć niedużą przewagę efef|!tywności uzbrojenia 
przeciwnika.

Popatrzmy co się stanie, jeśli sf|y strony I zmniejszy­
my dwukrotnie i jednocześnie powiększymy czter^^otnie ich efektywną 
szybkostrzelność. Współczynnikprzy tyra się nie zmieni. Dlatego 
też i rozwoj walki w umownym czasie L , wynikający ze vizorów 
/3»17/ nie ulega zmianie. Jednak rozwój walki w realnym czasie 
t zmieni się, rozwój jej będzie dwukrotnie szybszy, gdyż wzrośnie 
dwa razy współczynnik A 2* '

Zauważmy, że wniosek ten nie jest uniwersalny i odnoei 
się nie do dowolnego przeciwdziałania. Związane to z tym, że 
w rozpatrywanym modelu zakłada się możliwe swobodne przenoszenie 
ognia z celu rażonego na cel nierażony. Przejmuje się przy tym, 
że niezbędna do tego informacja, które cele zostały rażone, jest 
dostępna każdej ze stron i przeniesienie ognia jest natychmiastowe® 

Na rys, 3*1 pokazana jest zależność krzywych ^
i umownego czasu dla różnych wartości współczynnika
ogólnej przewagi X  , strona I umownie jest rozpatrywana jako 
«zwycięska”. PrzyX « 1 krzywe A ^  i A z

pokrywają się. Przy 1 krzywa po pewnym czasie iT ma
przebieg równoległy do osi odciętych /siły strony I nie ubywają/, 
a krzywa 2 łączy się z osią C /siły strony II są zniszczone 
całkowicie/. Zauważmy, że krzywe przecinają oś odciętych 
pod pewnym kątem, jeśliby je przedłużać dalej, wówczas przeszły­
by one do obszaru ujemnego, podczas gdy wiadomo, że część 
ocalałych jednostek nie może być wartością ujemną. Nieścisłość 
ta wynika stąd, że wykorzystywany w rozv3ażaniach aparat matema­
tyczny /uwzględniający przyjęte założenia, w szczególności e /
/jest przydatny tylko w tych etapach walki, gdy liczba ocalałych 
jednostek bojowych jest duża i nie nadaje się do analizy yetapu 
wyniszczenia” /gdy siły jednej ze stron są znikome/. W rzeczy­
wistości krzywe 2 zbliżały się do osi odciętych łagodnie
/asymptotycznie/• Jednakże obliczenia wskazują, że przy dostatecz- 

łżcznych grupach /liczba jednostek rzędu 50 i więcej/ różnice
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między rzeczyv»istą krzywą i krzywą otrzymaną z rozwiązania równali 
Lanchestera są nieznaczne i stąd przy orientacyjnym określaniu mo= 
mentu ^praktycznie pełnego zniszczenia” pokonanej strony,można 
posługiwać się krzywymi z rys, 3.1*

Rozpatrzłiły kilka przykładów.

Przykładaj.1

Dwie strony, I i II, posiadają po 1000 jednostek bojowych. Efektywna 
szybkostrzelnośc jest jednakowa / A  ̂  A^/* Przyjmijmy, że w pier­
wszym starciu uczestniczą wszystkie siły strony I i połowa sił strony 
II, w drugim starciu uczestniczą siły strony I, pozostałe po pierwszym 
starciu i druga połowa sił strony II.

Określić nadzieję matematyczną liczby pozostałych jednJistek 
bojowych strony 1 po dwóch starciach, jeśli każde starcie jest pro­
wadzone do momentu zniszczenia strony słabszej.
Rozwiązanie?

Yispółczynnik ogólnej przewagi strony I w pierwszym starciu wynosi

-1000. r  
■5 0 0 “ V

'2 '' A 2
Zpiajdźny umowny czas, gdy nadzieja matematyczna pozostałych jednostek 
bojowych strony II w pierwszym starciu będzie równa zeru.
Z równania 2 I - X  sinhi , kładąc ̂ 2  ® ^

0 as cosh L m, sinhZ^, 
cos h ir as sin h r

Dzieląc stronami przez cos h L otrzymujemy

a stąd
= tg h V

artgh X czyli r artgh -»2-
(r-*

Z tablic wartości funkcji hiperbolicznych znajdujemy L - Oo55* 
Obliczamy nadzieję matematyczną części pozostałych jednostek bojo­
wych strony I po pierwszym starciu:

^cosht-j^sinht,

Kładąc obliczoną Yiartość o otrzymałby

JŁ- cos h 0,55 - sin h 0,55 « 0,866 

Zatem nadzieja matematyczna* liczby pozostałych jednostek bojowych
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strony I po pierwszym starciu wynosi

* K""*’ ^  ^1* ^1 * • 1000 ® 866*

Współczynnik ogólnej przewagi strony I w drugi|i|starciu Jest równyi

X ~  - 1.732
Umowny czas, po którym strona I odniesie zwycięstwo w drugim 
starciu wynosi:

T ' 1 1L a artgh ~  « artgh « artgh 0,59 * 0,68

Nadzieja matematyczna liczby pozostałych Jednostek bojowych strony 
I po drugim starciu Jest równa:

■ cos h 0,68 - 0,59 sin h 0,68 a 0,8095, 
m^ a ^66 . 0,8095 ® 701.

Tak więc. Jeśli strona II organizuje działania bojowe tak Jak 
zostało podane, to traci ona wszystkie swoje siły, podczas gdy 
stronie I pozostanie średnio 701 Jednostek bojowych.

Ponieważ przy wyprowadzaniu równań Lanchestera było 
poczynione założenie, że ogólna efektywnośó bojowa każdej ze 
stron Jest proporcjonalna do nadziei matematycznej liczby ocala« 
łych Jednostek bojowych, stąd przy określaniu wartości ̂  i ̂  ^  2

dopuszczamy błjąd’.; metodyczny,;,v3e Błąd ten wynika z nieuwzględnia*» 
nia przypadku, że do momentu t może byó rażona większa lub mniejsza 
ilośó Jednostek od wartości średniej.

Jakościowy charakter zmian wartości  ̂± ^  ̂  określa­
niu ich z równań fianchestera i dokładnym obliczeniu pokazany 
Jest na rys. 3.2*
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Przykład 3*2
— — —■ lii— — i  — — —

Plęd dział przeciwpancernych strony I prowadzi walkę z trzema 
czołgami strony II. Bfektywne szybkostrzelności jednostek bojowych 
są równe « l/*

Okreólió nadzieję matematyczną liczby pozostałych jednostek 
bojowych strony I po zakończeniu walki.

Określamy współczynnik ogólnej przewagi strony I nad stroną II.

A  i 5 
7T": “ I"

OmoKJor czas, gd;  ̂m 0, «ynosl

T B artgh artgh 0,6 s 0»693
Nadzieja matematyczna liczby pozostałych jednostek bojowych strony I 
jest równas

m COS h 0,693 “ 0,6 sin h 0,693 • 0,8
N - 5 . 0,8 • 4.

Przy dokładnym rozwiązaniu tego zadania otrzymujemy m^ es 3,94<
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^z^kład_3*3

Rozpatrziny walkę między dwiema grupami czołgów: strona I w składzie 
50 i strona druga w składzie 25 czołgów* Czołgi strony II posiadają 
szybkostrzelnośó /uwzględniając czas na przeniesienie ognia/ równą 
0,25 strzałów na minutęj średnie prawdopodobieństwo rażenia celu 
wynosi p̂  ̂m 0,56* Czołgi strony II posiadają szybkostrzelnośó 0,5 
strzałów na minutę; P2 * 0,5* Dokonać prognozy rozwoju walki: wska­
zać stronę zwycięską, orientacyjny czas zakończenia walki o oczekiwa« 
ne straty zwycięskiej strony,

Określafi?y współczynnik ogólnej przewagi stron,

-■ 50, »2 . 25, Al - 1  1 Pi, A 2 = X

•̂ 1 • 0,25, X 2 “ 0 t5.

* 0,25 • 0,56  M 0,24

A g  - 0,5 . 0,5 - 0,25

V .  50 2^^374  ^  ,,
^ 5  V 0,25 0,5

Ponieważ X > i ,  zwycięstwo odniesie strona I 
Określamy umowny czas zakończenia walki.

2 ^2*

a artgh

Lecz V

^  a artgh # 0,8

V ^ 1  '̂ 2* rzeczywisty czas zakończenia walki /w rainu*-
tach/ wyniesie:

/ ___ 0,8 0 ,9
■' — (min.̂V  A2 V 0/4 •

Obliczamy nadzieję matematyczną części pozostałych sił strony Ii
« cos h 0,8 - 0,66 sin § 0,8 » 1,3374 - 0,66 . 0,8881 « 0,75, 

Stąd nadzieja matematyczna ilości pozostałych sił strony I wynosi:
m. N̂̂ 1 1 » 50 , 0,75 » 37,5

Straty strony zwycięskiej wyniosą;
N2 /I » 50 - 0,25 s 12,5
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Przykład__3«4

Po odparcia nalotu grupy 9 samolotów bombowych używa się 12 samolo­
tów myśliwskich. Efektywna szybkostrzelnośó myśliwca wynosi 0,04 
wystrzały na minutę /A » 0,04/, bombowca - 0,03 wystrzały na 
minutę•

Określić nadzieję matematyczną liczby pozostałych 
bombowców po 5 min, od momentu rozpoczęcia walki oraz straty 
strony zwycięskiej po zakończeniu walki.
Rozwiązanie:
■9MB W>SS>SS e S o C B O S  «9»

Współczynnik ogólnej przewagi wynosi:

N.
^ ■ s r V  A “ i03 "

JJó 3̂  1 - zwycięstwo odnoszą myśliwce 
Umowny czas, odpowiadający 5 min:

r  - 5 • V  0.04 . 0,03 . 0,173

Nadzieja matematyczna liczby pozostałych bombowców: 
Jl^ * cos h 0,173 - 1,54 sin h 0,174 « 1,015 - 1,54 0,173 « 0,75,

m. N. ^ 2  = 9 0,75 « 6,75.

Określamy umowny czas zakończenia walki / s 0/

T ' 1 10 « artgh s artgh ® 0,78,

Nadzieja matematyczna liczby pozostałych myśliwców 
« cos h 0,78 - 0,65 sin h O/^^ « 0,76,

Straty myśliwców wynoszą:

A  /I - - 12 /I - 0,76/ - 2,9.
Przykład 3.5» MU »1« Ł>i &9n iMJ IMB
SzybkostrzeIność samolotu myśliwskiego wynosi 2 strzały w ciągu 
jednostki czasu, a prawdopodobieństwo rażenia samolotu przeciw­
nika przy jednym strzale wynosi 0 ,25«

Samolot przeciwnika w tym samym czasie może dddaó 
3 strzały, a prawdopodobieństwo rażenia samolotu przeciwnika 
jednym strzałem wynosi 0,12, Należy stoczyć walkę z grupą 12 
samolotów przeciwnika.
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Określić wymaganą ilość samolotów B?yśliwskich, przy które;) 

będzie zapewniona ogólna przewaga myśliwców*

Ponieważ warunkiem uzyskania przewagi jest posiadanie takiej ilości
samolotów n^śllwskich aby zachodziła nierówność ̂  >1, stąd
otrzymujea^

"1
h7  V -2

a po oczywistych przekształceniach otrzymamy

A
es. _

A,
1

gdyż wszystkie wartości są a|e;tójemne* 
Określamy efektywną szybkostrzelność stroni

Al - 1
A  5 " 1

0,25 - 0,5S

0,12 as 0,36,

Współczynnik przewagi ogniowej jest równyg

0,5c>L
A, 0,3ó 1,39

a wymagana ilość samolotów myśliwskich wynosi

N 12;> więc N t 10«
.V i .39 ’ ^

Rozpatrzymy obecnie wpływ różnych czynników, od których 
zależy powodzenie w walce* Przedstawiony model walki o zależności 
kwadratowej jest na tyle elastyczny, że pozwala prognozować rozwój 
walki uwzględniając czynniki wpływające na jej ostateczny rezultat«, 

Sti2E«^it£2enia^U£rzedza£^cego

Załóżmy, że strona I może wykonać uderzenie uprzedzające o 
pewien odcinek czasu t" wcześniej, niż strona II rozpocznie działa­
nia bojowe* Strona II po czasie od razu wprowadza do walki wszystkie 
swoje .̂ iły*
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R<5nnanla /3.2/ przy uwzględnieniu tego czynnika będą 

miały następującą postadt 
- przy t ^  ti

dm^
^  /3.18/
dm»

- przy t >  t:
dffl1 AtS mm i \dt m2 > /3.19/
^2 A
~t, • - “l

Rozwiązanie tych równań chca*akteryzuje proces rozwoju walki, 
gdy jedna ze stron wykonuje uderzenie uprzedzające. Jakościowa 
charakterystyka rozwoju walki jest przedstawiona na rys. 3.3.
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Strona wykonu;)ąca uderzenie uprzedza;)ące, niszczy siły strony 
przeciwnej i tym samym zmienia współczynnik ogólnej przewagi 
na swoją korzyść. Dlatego nawet strona słabsza, przy wykonaniu 
uderzenia uprzedzającego, może zwyciężyć.

Oczekiwane straty w czasie uderzenia uprzedzającego 
oki^eślaray przy pomocy następujących zależności:

^2 ® t /uderzenie uprzedzające wykonuje strona 1/
A  - A«  N2 t /uderzenie uprzedzające wykonuje strona II/.

Grupa składająca się z 8 samolotóvj /strona II/ atakuje 6 samolo“ 
tów strony I. W rezultacie niespodziewanego ataku strony I, samo­
loty strony II mogą otworzyć ogień odwetowy nie wcześniej niż po 
6 min. Efektywna szybkostrzelność samolotów obu stron jest równa 
i wynosi 0,1 / ^ ""^2 “ Oic^^eślić ogólną przewagę stron
w momencie rozpoczęcia ataku przez stronę I i w momencie rozpoczę' 
Eia działań odwetowych przez stronę II.
Rozwiązanie:

Współczynnik ogólnej przewagi w momencie rozpoczęcia walki?

X 8 1 *̂  0,75»

Ponieważ 36il» przewagę posiada strona II®
Oczekiwane straty strony II w czasie uderzenia uprzedzającego 
wynoszą:

F2 2, ^1 « 6 . 6 ®  3,6

Współczynnik ogólnej przewagi w momencie rozpoczęcia działań 
odwetowych przez stronę II:

( N,
X N,

6
8 1,36

'2 V /' 2
Tak więc wykonanie uderzenia uprzedzającego zmienia współczynnik
ogólnej przewagi na korzyść strony I, od wartości X  « 0 ,7 5 do 
.1

X  S 1 ,36®

strona I posiada 20 jednostek bojowych, a strona II - 30 jed­
nostek bojowych. Efektywna szybkostrzelność jednostet bojowycsh 
obu stron jest równa i wynosi 5 strzałów na godzinę / A  a A  »5/
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Określić na ile wcześniej strona I poviinna wykonać uderze­

nie uprzedzające, aby nie przegrać starcia*
Rozwiązanie^

Ponieważ * A^» to strona I nie przegra starcia w tym przypadku, 
jeśli zniszczy ona 10 jednostek bojowych strony II, nie tracąc żad­
nej swojej jednostki* W tym przypadku współczynnik ogólnej przewagi 

będzie równy jedności® Z kolei należy określić czas, w ciągu którego 
strona II straci 10 jednostek bojowych*

dm^
Całkując równanie » “ "*̂1

s » A, H, t' + C

Z warunków początkowych /t a 0, 
Stąd

m2 “ N2/ znajdujemy C s Ng-

m. A

N.
A.

0 ,1.*2 30 - 20
» s  «E>«9»e8CS»S3CS

'1 *'l ^
strona I powinna więc wykonać uderzenie uprzedzające na 0,1 godz. 
wcześniej od momentu rozpoczęcia walki.
5* Wpływ uzupełnienia sił w procesie walki.

Model walki Lanshestera pozwala również uwzględniać wpływ 
u z u p e łn ia n ia  sił /w prow adzania odwodów/ na proces rozwoju walki* 
Jeżeli U FjUpełnianie s i ł  odbywa się w sposób dyskretny, wówczas zada™ 
n ie  rozwiązują się przy pomocy wzasrów /3*17/* Przy tym do momentu 
wprowadzania świeżych sił^współczynnik ogólnej przewagi 3t będzie 
odpow iadał stosunkowi sił na początku walki. Aby opisać ręswój 
wall<:i po u z u p e łn ie n iu  sił, n a leż y  określić nowy współczynnik ogólnej 
przewagi ^  , odpoviiadający nowemu stosu n kow i sił i  rozwiązać zada­
nie znanymi metodami*

Jeśli natomiast uzupełniania sił dokonuje się w sposób ciągły, 
przy czym strony wprowadzają w jednostce czasu następujące ilości 
jednostek bojowych?
- 11̂  - ilość wprowadzanych jednostek strony Ij
- ^2 - ilość wprowadzanych jednostek strony IIj
wówczas zamiast równania /3 .1/ możemy napisać nowy wzór na przyrost 
nadziei matematycznej liczby ocalałych jednostek strony I za czas At
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W wyrażeniu tym pierwszy, ujemny, człon przedstawia 
zmianę /ubytek/ jednostek bojowych w wyniku oddziaływania prze­
ciwnika, drugi, dodatni - zmianę /wzrost ilości/ na skutek wprowa»
dzania świeżych sił®

Dzieląc t© wyrażenie przez A t  i przechodząc do gra­
nicy przy A t — **0 , otrzymuje my i 

drâ
«»c=»ss sa fil < ^ 51.dt »2̂ 2 * ^1

Dokonując analogiczne rozważania w odniesieniu do m^, otrzymujemy 
układ równań różniczkowychi

s <=» A„ m # n_
d d Ł /3,20/

dt ^1 “l + “2

Jeżeli i są constans, wówczas rozwiązanie układu równań 
/3 *20/ ma postaós

s GQBh1 » Sin hT + a /k sin h!X - coshL+ 1/
^  /3.21/

Jl.j s  e o sh T  -  3t s in h T   ̂ b / “i  s i n  h t  -  cos h T  + 1 /

gdzie S ® współczynnik przewagi wprowadzanych siłj

21 n2 1a s  ”  w sp ó łczy n n ik i c h a ra k te ry z u ją c e  odnośne
1 ' 2 2  temp© wprowadzanych s ił®

/Z n a c z e n ie  p o z o sta ły ch  sym boli w / 3 * 2 1 /  j e s t  a n a lo g icz n e  ja k

wa wzorach / 3 e l 7 / a

U w zględniając u zu p ełn ien ie  s i ł ,  krzywe / t /  i

/ V  będą m iały z u p e łn ie  inny /^ k s z ta łt  n iż  u p rz e d iiio , na 

p rzy k ład  ta k i  ja k  pokazano na rys® 3 a4<9

K s z t a ł t  krzywych b ęd zie  z a l e ż a ł  od t e g o ,  w ja k ic h  i l o ś c i a c h ,  

w ja k ic h  oddinkach c z a s u  i  w ja k in  tem pie s ą  ii^,iapełni.a:ae 

siły ®
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Przyjmijmy, że strona I rozpoczyna działania bojowe. 
Efektywna szybkostrzelnodó jej jednostek riSwna jest ^ 3̂ * Strom 
II mobilizuje swoje siły z określonym tempem* Przy czym efektywna 
szybkostrzelność jej jednostek bojowych rośnie zgodnie z określo­
nym prawems

A g  A /  -  f  / V  A \

gdzie ^  /t/ - funkcja czasu, charakteryzująca zmianę efektycznej 
szybkostrzelności;

 ̂ - efektywna szybkostrzelność jednostek bojowych strony
II po zakończeniu mobilizacji sił»-

Charakter zmiany efektywnej szybkostrzelności jednostek 
bojowych stron jest pokazany na rys. 3.5*
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Rdnnania /3.2/, uvtzględnia;iąc tempo mobilizowanych sił, 
przyjmą postaćx

dm
I-------- / V  a ':dt

^“ 2 /I'
ai- ■ - “ 1 z' 1

/3,22/

Rozwiązując układ tych równań, można określić wymagane 
tempo mobilizacji sił niezbędne dla pomyćlnego rozstrzygnięcia 
walki oraz wpływ tempa mobilizacji na stosunek sił w procesie roz­
woju działań*

Wydawać by się mogło, że wpływ tempa mobilizacji sił na 
rozwój walki powinien być uwzględniany analogicznie jak i wpływ 
uzupełniania sił. Jednakże tak nie jest* Niezmobilizowane siły do 
momentu t mogą być rażone ogniem przeciwnika, same nie prowadząc 
żadnej działalności* Natomiast świeże siły /odwody/ wprowadzano 
do walki podlegają oddziaływaniu przeciwnika w momencie ich wpro­
wadzania, przy czym same również mogą prowadzić działalność ogniową« 
Dlatego też wskazane czynniki są uwzględniane odmiennymi metodami.
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7. IJPiiS^strat^ojperac^^^ch

Przez pojęcie ”straty operacyjne” rozumieiay straty 
niebojo\ie np*i ubytki naturalne, fizyczne zużycie sprzętu, moralne 
zużycie sprzętu itp*

U\izględniając te straty równania /3*2/ przyjmą postaći^
dm.
dt • - ^  2 “2 - “l> /3.23/
dm.

gdzie - straty operacyjne strony I w jednostce czasu;
^ 2  * straty operacyjne strony II w jednostce czasu*

Z równać tych wynika, że straty operacyjne są 
ne jako proporcjonalne do ilości jednostek bojowych, co jest w 
pełni vizasadnione*

Całkując układ równań /3*2,3/ i kładąc warunki początkowes
0, Ni> s otrzymujamys

A . i  ( a r a ) ] “ ‘" 'i -

gdzie r - ;

® = [^1  ^ 2  ♦  ( 1 /  1 J ]

Rozumując podobnie jak przy analizie równań /3.17/ docho=» 
dzimy do wniosku, że warunkiem odniesienia zwycięstwa przez stro­
nę I jest zachodzenie nierówności:

A.

IN-
-f- %}] >   ̂ • 73.25/

Mnożąc tę nieróisność stronami przez s otrzymujemys

Po podniesieniu stronami do kwadratu mamy;
N.A,n" a !.

N
4”

N.
+ 4
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Dokonując redukcji i dzieląc stronami przez ^ 2
nieró\iności;

H'a ! t 
n[T^lub

N A
Mnożąc stronami przez -— dostajemy»1

^1 1 1  ̂ ^2^2
K. /3.26/
'2 * *’l

Otrzymaliśmy zatem podstawowy warun^ei: konieczny dla uzyskania 
przewagi ogólnej strony I nad 11» a tym samym odniesienia zwycięstwa* 

Łatwo sprawdzić, że w przypadku więc gdy nia
ma strat operacyjnych/, nierówność /3*26/ można sprowadzić do podsta= 
wowej nierówności wynikającej z modelu walki Lanchestera o zależności 
kwadratowej, a mianowicie

N.
N,

W rzeczy samej, kładąc do /3.26/ 7  ̂ ” 0, ^  s 0, następnie
______ ___  N, 2i pierwiastkując, otrzymujemy wspomnianąmnożąc stronami przez ^̂ 1 

nierówność? ^2 ̂ 2

Cks.asljv.c stronę zwycięską, czas zakoilczenia walki oraz oczekiwane 
straty zwycięzcy mając dane?

A i =  li
/\ - a 8}

N.

Skanie 5

Olassiamy stronę zwycięską korzystając z nierówności /3,26/. 
Kładąc odpowiednie dane otrzymujemyj

30
10 - 1 ^ 8

30 « 3

1

ponieważ ma miejsce nierówność /3.26/ przeto zwycięska będzie strona I 
Czas zakończenia walki tĵ  obliczamy z drugiego równania /3»24/®

2Kładąc JC o = 0 otrzymujeuy
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H.
-ł-

-rtDzielimy stronami przez e .cos h st, , mamyj£

TT* T ( V 1.) l* ‘i ' '
N. A.

L  ■ r ”  T i ' ^
Skąd po prostych przekształcen iach  i«yznaczan^ tj|

•ąrtgh N 1 Al
<Xr> 3» a i»  AB»

»2
Kładąc odpoisiednie wartości dostajemy

czyli
- -3 artgh ~

Z tablic wartości funkcji hiperbolicznych odnajdujemy

* *3 * ^s9T2

A więc czas zakończenia walki wynosi tĵ  * 0,324 /odpowiednich 
jednostek czasowych/.

Określany nadzieję matematyczną części pozostałych s®ił strony 
I. W tym celu kładziemy obliczony czas zakończenia walki oraz 
inne parametry do pierwszego równania likładu /3.24/ i otrzymujemy

Jl (cosh 3-0,524- 4  • 4- sinh 3-0,324) =3 3

= e°’“®(c,osh 0,972 -  sinh 0,972) =

= 0,532 (̂ ,511--|-- î 52),
X  = 0 ,4 6 8  .

Stąd nadzieja matematyczna ilości pozostałych sił strony I wynosił
^ s 30 . 0,468 s 14.

Natomiast straty strony zwycięskiej wyniosą?
A Ni = Ni /l^K^/  » 30 . 0,532 .  16
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Otrzymane rozMiązanie możemy przedstanl<5 z postaci zykresu/ry8,3*$/

1 --------------

09

¿^N,
qo' /V,

0/ 1 mi
C?2

.. 1.. t___

Ni

__ 1____ 1 _______
0 0,1 0̂ 2 0,3 O,* OS t'

R^&. 5 .6 .

amunicji
Załóżmy początkozo, że zapas amunicji jest ściśle zziązany 

z jednostką bojozą /zostaje niszczony razem z nią i nie może przecho* 
dzid na inną/ i jest zystarczający na progładzenie ognia z określoną 
sżybkostrzelnością z ciągu peznego czasu; oznaczmy ten czas przez%^ 
dla strony I i strony II.
Oczyziście

T" 1
“ X , '

r
gdzie k^ - zapas pociskóz posiadanych przez każdą jednostkę bojozą

strony I;
X ^ — średnia szybkostrzelność jednostki bojozej strony Ij 

^2» -̂ 2 ~ aiialogiczne charakterystyki strony II.
Aby uzzględnić ograniczonośó amunicji zystarczy przyjąć^ 

o czasie i  ^ dla strony I i dla strony II, intensyznośó działa­
nia różną zeru:

/t/ a 0 przy t ^ ^ l ,
U 2  / V  ■ 0 przy t  > Z ^2
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Nieco inaczej będzie wyglądała sytuacja w przypadku, gdy istnieje 
możliwość uzupełniania wszystkich jednostek bojowych w amimicję*

Niech strona I posiada w składzie amimicyjnym po k^ pocisków 
na każdą jednostkę bojową, razem N^ ■ Al^ Pocisków; strona II - 
¿2 »2 » M  2 ;Pocisków. Przy zniszczeniu jednostki bojowej, zapas 
amunicji, przypadający na nią w składzie nie ulega zniszczeniu i 
zostaje rozdzielony między inne jednostki. V/ówczas każda pozostała jed« 
nostka bojowa strony I będzie prowadziła ogień ze swoją szybkostrzel- 
nością df takiego momentu 1̂ ,̂ aż wyczerpie się cały zapas. Oczywiście 
/jeśli szybkostrzelność w pierwszym i drugim przypadku jest jednakowa/ 

y tzn, przy scentralizowanym rozdziale amunicji przerwanie 
ognia nastąpi później, /

Znajdźmy wartość Przypuśćmy, że w momencie t liczba pozo«
stałych jednostek bojowych strony I jest równa m^. Określimy średnią 
ilość pocisków, która będzie rozchodowana przez te jednostki w ciągu 
dowolnie krótkiego odcinka czasu dt« Każda jednostka za czas dt ziiżyje 

dt pocisków, m^ jednostek " pocisków. Aby określić
ogólne średnie zużycie pocisków r^ do momentu t, należy obliczyć 
całkę t

dt, /3.27/

1*

gdzie? - zależna od t - średnia liczba jednostek bojowych pozo 
stała w momencie t;

- średnia szybkostrzelność jednostki bojowej.
Wartość może być określona, jako taka wartość t, przy

której całka /3,2?/,jest równa całemu zapasowi amunicji k_ N, « M
T  I. JL

%  “ r ' “! \
r'Analogiczna' wartość ^ 2  strony II może byc określona 

z zależności?
M2 ® ^  ^ 2  ót

o
Praktycznie przy uwzględnianiu ograniczonego zapasu amimicji,

można jednocześnie z całkowaniem równań /3,2/ obliczać całki?
A t

= J m , A , o l t  j ^ i = / ^ 2 A ,o l t  ')
o "b

przedstawiające zużycie pocisków przez strony do momentu t i przyj­
mować intensywność działania danej strony równą zeru, po tym, gdy 
całka osiągnie wartość równą całemu zapasowi amunicji®

/3.28/

/3,29/



— 42 «»
9* z głodnienie

V/ dotychczasoviych rozYiażaniach wychodziliśmy z założenia, 
że pojedynczy strzał skierowany na jedną jednostkę bojovją może ra­
zić tylko tę jednostkę i nie może razić innych« Założenie to jest 
słuszne dla pocisków o bardzo małym promieniu rażenia lub vj odniesie« 
niu do celów bardzo rozśrodkowanych.

Nie przedstawia jednak trudności przybliżone uyjzględnienie 
rażącego działania pocisków nie tylko w odniesieniu do danego^celu, 
ale i do sąsiednich.

Przypuśćmy, że strzelanie prowadzi się do celu w pełni ol̂ n̂ eś- 
lonego i przy trafieniu w niego^rażony jest nie tylko ten cel, ale 
i kilka sąsiednich w granicach promienia rażenia pocisku R. Ocenimy 
średnią ilość tych »'sąsiednich” jednostek przyjmując, że środek- 
powierzchni rażenia pocisku przypada na każdą z jednostek bojowych 
i określając liczbę jednostek sąsiednich oraz uśredniając ją na 
całe zgrupowanie.

Oznaczmy przezj
- d^ - średnia ilość jednostek strony I rażonych pośrednie /oprócz

jednostki, do której prowadzi się ogień/j
- d^ - analogiczna wielkość dla strony II®

Podobnie do rozważań w poprzednich punktac||i możemy obliczyć 
średni ubytek jednostek strony I w jednostce czasu. Przyrost ten 

składa się z dwóch dałonówj
a/ średnia liczba jednostek bojowych rażonych bezpośrednim strzela» 

niem do nichj
b/ średnia liczba jednostek rażonych pośrednio, wskt^iek diiżego 

promienia rażenia pocisku.
Pierwsza liczba jest równa - A t .  Drugą liczbę można

obliczyć następu,^ąces bierzemy średnią liczbę jednostek rażonych 
pośrednio jedrym pociskiem mnożymy tę liczbę przez ilość

1strzałów m^ A t  i przez prawdopodobieństwo tego, ze
N =

jednostka ta nie była rażona wcześniej, czyli otrzymany

- ^1 ^  “2 1 ś "

Z kolei będziemy mielis

A m 1 ~An A  t /I + d,
a.

/.
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lub dzieląc przez At i przechodząc do granicy

"'

i prze analogię 
dm«

^2 ^2

- A m.
1 /I ^2 n “'̂Ł

1-rsechodząc v? równaniach /3*30/ i /3.31/ do zmiennych

Jt
m. m.

/3«30/

/3«31/

Otrzymujemy?
d A . Ji ~ ii X Ji2 2 ^  2 1 ^̂ 2,

dt te X1 1

gdzie? W
"ŃI““ “lir“” parametry

charakteryzujące działanie odpowiednich stron, w wyniku 
rażenia tylko ostrzeliwanych jednostek?

. N.
s A d1 1 2 Ng *

A ^2
2 2 - parametry charaktery*

żujące działanie odpowiednich stron, w wyniku pośredniego 
rażenia jednostek pociskiem dużej mocy.

Zastanówmy się w jaki sposób można określić średnią 
liczbę jednostek rażonych pośrednio.

Niech jednostki bojowe strony I będą rozmieszczone w okreś­
lony sposób na pewnym obszarze. Opisujemy wokół każdej jednostki 
okręgi o promieniu rażenia pocisku R. Otrzymamy stąd w każdym 
przypadku pewną liczbę jednostek rażonych pośrednio. Biorąc 
średnią arytmetyczną liczby jednostek rażonych pośrednio, przy 
wszystkich możliwych położeniach środka rażenia pocisku, ctrzy« 
mamy wielkość d^^

V/ przypadku, gdy dokładne rozmieszczenie jednostek nie jest 
znane, a są one na całej powierzchni obszaru rozmieszczone 
równomiernie, wówczas można przyjmować średnią liczbę jednostek
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rażonych pośrednio ;jako proporcjonalną pov3ierzchni rażenia 
pocisku, tJ. róv«ną średniej części poi^ierzchni obszaru rażonej 
Jednym pociskiem, pomnożonej przez - !•

IV# MODEL WALKI 0 ZALEŻNOŚCI KWADRATOWEJ W UJĘCIU EFlOBABILISTYCZNYM

W poprzednim rozdziale omó\iiliśmy mciel walki pozwalający 
określić nadzieję matematyczną ilości pozostałych sił \i dowolnym 
momencie czasu, wynikającą z deterministycznego charakteru tego 
modelu.

Obecnie sformułujemy równania, które umożliwią określenie 
prawdopodobieństwa różnej ilości pozostałych sił /grodków/ obu 
przeciwstawnych stron w dowolnym momencie rozwoju walki# 

zadania

Problem formułujemy następująco:
- walka toczy się między dwoma przeciwstany mi zgrupowaniami siłj
- strona I posiada N̂  ̂Jednorodnych Jednostek bojowych;
“ strona II posiada N2 Jednorodnych JednosteJ bojowych*
/Jednostki bojowe jednej strony nie muszą być takie same, Jak 
Jednostki drugiej strony/;
- Jednostka bojowa strony I razi Jednostkę bojową strony II Jednym 

"uogólnionym” strzliłc^ćiz prawdopodobieństwem równym p^;
Jednostka bojowa strony II razi Jednostkę bojową strony I Jednym 
"uogólnionym” strzałem z prawdopodobieństwem

"Uogólnionym” strzałem nazywamy grupę strzałów objętą wspólną cechą, 
np. seria pocisków, seria bomb, salwa rakiet itp.
"Uogólnione” strzały są niezależne;
średnie szybkostrzelności Jednostek bojowych stron są odpowiednio 
równe i % 2*

Należy określić?
i"—  / V f  /przy k « 0,1,2,#.., N^;^kl

I ^»I»^»##*, ^2/

prawdopodobieństwo tego, że w momencie t strona pierwsza będzie 
posiadać k nierażonych Jednostek bojowych, a strona II - 1 niera< 
żonych Jednostek bojowych.

Aby opisać proces walki dwóch zgrupowań przy pomocy równań 
różniczkowych przyjmiemy następujące założenia?
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<= każda jednostka bo;joT«a jjedriej strony prowadzi celny ogień do 

jednostki bojowej drugiej strony i przy tym może być rażona 
tylko ta jednostka;

- przecelowywanie jest natychmiastowe, tj. po zniszczeniu jednej 
jednostki bojowej lOgień natychmiast przenosi się na inną;

- ciąg **uogćlnionych” strzałów każdej jednostki bojowej jest 
stałym poisson owskim* Gęstości ciągów •’uogólnionych’* strzałów 
jednostek bojowych stron są odpowiednio równe ^ i X

“ wystrzelony pocisk osiąga cel praktycznie natychmiast.
Poniwważ czas lotu pocisków jest bardzo krótki, informacja 

natychmiastowa, ciąg Wystrzałów poisson^owski, to prawdopodobień­
stwo dowolnego przyszłego stanu systemu /każdy stan systemu 
charakteryzuje się liczbą pozostałych jednostek bojowych stron/ 
zależy tylko od momentu czasu t i nie zależy od tego, w jaki 
sposób system znalazł się w danym stanie /nie zależy od poprzed­
niego rozwoju procesu/. Tak więc w modelu tym proces walki jest 
przypadkowym procesem'Markowa.

Okoliczność ta jest trzonem analitycznej metody analizy 
dynamiki walki^ Bez tego niemożliwym by było opisanie procesu 
walki przy pomocy róvjnań różniczkowych zwyczajnych^^'

^^^ńogodobienstwo^zmiany sił w dowolnie mał^m odcinku czasu

Efektywną szybkostrzelność\’jednostek bojowych stron okreś­
lamy analogicznie jak i w poprzednim rozdziale, tj. I i II strony 
odpowiednio;

A 1 1 n' A . . X

W interpretacji fizycznej, efektywna szybkostrzelność 
jednostki bojowej jest gęstością poisson owskiego ciągu skutecz­
nych strzałów lub inaczej, liczbą jednostek bojowych rażonych 
średnio w jednostce czasu*

Określimy prawdopodobieństwo tego, że w dowolnie małym 
odcinku czasu A  t każda ze stron nie dokonuje ani jednego 
rażącego strzału lub wykonuje jeden rażący strzał*

Ponieważ ciąg rażących strzałów każdej jednostki bojowej 
¿est poasson owski, to również i ciąg rażących strzałów wszystkich 
jednostek bojowych, np* strony I, będzie poisson^owski z gęstością
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Dlatego praiidopodobieństwo tego, że strona I za czas t nie 

wykona ani jednego rażącego strzału, jest równe

1

a prawdopodobieństwo tego, że strona I za czas t wykona nie mniej 
niż jeden rażący strzał, jest równe

‘Pl'=
t ■ --- »a, rozmijamy

W szeregi

■ , (-A^N^At/ ,
T ~

i ograniczając się tylko do dwóch pierwszych członów szeregu, otrzy­
muj emy:

j f = H - A , N , A t  ,
e

— prawdopodobieństwo tego, że za At — »-0 strona 1 nie wykona ani 
jednego rażącego strzałuj

>f = A , N , A t ,

~ prawdopodobieństwo tego, że za ,At— *-0 strona 1 wykona nie mniej 
niż jeden rażący strzał«

Ponieważ ciąg rażących strzałów jest poisson^^owski, to praw­
dopodobieństwo tego, że za czas ^ t — zostaną wykonane dwa i
więcej rażące strzały są wielkościami nieskończenie małymi drugiego 
i wyższego rzędu. Dlatego * A ̂  A t  można przyjmować jako
prawdopodobieństwo tego, że za czas A t  -- 0 strona 1 wykona
jeden rażący strzał#
Dokonując analogicznych rozumowań, otrzymujemys 

1^1 = 1 ,

prawdopodobieństwo tego, że za czas A t  
kona ani jednego rażącego strzału;

0 strona II nie wy*

I?" A t" 2 "2 ^
prawdopodobieństwo tego, że za czas At — strona II wykona 
jeden rażący strzał#
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3. 5i!!2a2i2.£ii£łc2kowô charakte222Uj2cê £ra2d̂  po-
£22i5-££52£illi.22^i^*

Rozpatrzmy proces rozwoju walki Jako przejście systemu 
środków bojowych z Jednego stanu w drugi. Stan systemu będziemy 
oznaczać literą A z indeksami k, 1 S<̂2ie

k - liczba ocalałych Jednostek bojowych strony I;
^ “ liczba ocalałych Jednostek bojowych strony II*

Na rys. 4.1 przedstawiony Jest schbmat możliwych stanów 
systemu; strzałkami pokazane są możliwe przejścia Jednego stanu 
w driagi.

ił^5. i.
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W^ścluiość tego schematu polega na tym* że nie ma ruchu 

zwrotnego, gdyż rażona jednostka nie wraca do szeregu, a uzupeł­
nienie nie istnieje.

Wykorzystując przedstawiony schemat, zestawimy równania 
różniczkowe charakteryżujące prawdopodobieństwa różnych stanów 
systemu. Prawdopodobieństwo tego, że w momencie t system będzie 
znajdował się w stanie oznaczymy przez /t/.

momencie t + t system będzie

się znajdował w stanie A 
_________________________

System będzie się znajdował w stanie wyjściowym A„ „Hg,
jeśli będą spełnione jednocześnie następujące warunki:
- w momencie t system znajduje się w stanie wyjściowym A,* « »

“ za czas A  t ani strona I, ani strona II nie wykonują ani 
jednego rażącego strzału.

Na podstawie twierdzenia o iloczynie prawdopodobieństw 
możemy napisaó:

(i Po'Po = Pn, Nz (i)(i-N,A,At)(f-S/zAzAt).

Wykonując mnożenie prawej części równania i odrzucając 
A 2człon / / A t / ,  jako wielkość nieskończenie małą driogiego

rzędu, otrzymujemy;

\  K2 \  Ng 1 ^  t ^  2

skąd
P.‘Hi Hg ^  V  - Tj,! Hg

------/ N i A i * N g  A ^ / P  /t/.
1 2

Przechodząc do granicy przy A  t-^0, po lewej stronie 
otrzymujemy pochodną, a stąd równanie różniczkowe charaktery^“ 
żujące prawdopodobieństwo stanu początkowego systemu

— ^  ^ ^2^2) ̂ NiN2 • /4®1/

b/ 5£a2Ż££2Ż25i£42i22„i£S2i«.?2-2«.22£222i®„"^»+ ^  system będzie 
. A

£iS-52£iŚ2££i.S.£i£Si£„„ił

System będzie się znajdował w momencie t + A t  w stanie A,,,iCJt
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jeśli zaistnieje jeden z następujących rozłącznych narunkói^:
“ w momencie t system znajdował się w stanie ^ czas A t

nie była rażona ani jedna jednostka bojowa /stan
” w momencie t system znajdował się w stanie ^ i za czas A t

strona I straciła jedną jednostkę bojową, a strona II nie stra­
ciła ani jednej jednostki /stan A”ĵ q̂ /;

- w momencie t system znajdował się w stanie i za czas At
strona I nie straciła ani jednej jednostki bojowej, a strona II
straciła jedną jednostkę /stan A”'ĵ q̂ /*

Stosując zasadę mnożenia i uwzględniając zależności prawdo- 
podobieilstw zmiany sił stron w dowolnie małym przedziale czasu, 
prawdopodobieństwa stanów A^i, A”ĵ  ̂ ”̂”kl napisać następującci

PiA'J =  Pw(t)(^-hA,Z^t)(^-LA,At) =

=Pw(t)(^-kA,  A t - U j  At )  ■

P( A^ )  = P((+̂ _[ C*) At A t)  =  P|^+^l { t ) LA t ;

=Pk,ił-i (^HH-L AjAt)KA4‘At »

= P , , ^ , , ( t ) k A , A t ;

gdzie? 1 k At - prawdopodobieństwo tego, że strona I nie

1 A, At

lA^ At

zniszczyła ani jednej jednostki strony II; 
prawdopodobieństwo tego, że strona II nie 
zniszczyła ani jednej jednostki strony I; 
prawdopodobieństwo tego, że strona II znisz­
czyła jedną jednostkę strony I;

k At - prawdopodobieństwo tego, że .strona I zniszczy­
ła jedną jed^:snostkę strony II*

Na podstawie twierdzenia o sumie możemy napisać;

(i-At)=p(A'g^P(A;,)+p(A';)=

=  P ^ j ( l ) ( ' l - k A , A t - L A j  A t ) + P ^ , ^ _ p t ) l - A i A t ( t ) k A ,  A t ,

Skąd d z ie lą c  stronami przez At i po oczywistych przekształceniach,
ctesiymamys
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'Blswrj A  t »»O po lewej stronie będziemy mieli pochodną, a więc 
otrzymamy równanie różniczkowe charakteryzujące prawdopodobieiistwo 
stanu systemu ji,.KJ»

(kA , * LA,) P„ . LA, ^
/4,2/

/iDla uproszczenia zapisu argument został opuszczony i w dalszym 
ciągu^ będziemy go opuszczali, pamiętając jednak, że prawdopodobieii- 
stwo stanu systemu jest funkcją czasu/*
Równanie /4.2/ jest prawdziwe dla 0 -sC k <¿1 N ,
o <  1 -C Ng. ^

^ES2Ż°££S°li®Ś|i2°_i2S2*_i®_iLSSSiS£i®_i_i_i^_s£Stem_^d2ię
znajdował w stanie

System będzie się znajdował, W momencie t A  t, w stanie 
“̂ko* zaistnieje jeden z następujących warunków rozłącznych?

- w momencie t system znajduje się w stanie i za czas A t

nie została zniszczona ani jedna jednostka /stan /\
. ko

« w momencie t system znajduje się w stanie i za czas A  t 
strona II traci jedną jednostkę, a strona I strat nie ma 
/stan A«j^^/*

Prawdopodobieństwa stanów A**ĵ  ̂wynoszą?

ko

^ = ^ki ^ /i- ^ 2  A t /  - k A  ^ A  t.

Na podstawie twierdzenia o sumie piszenyj

^ko ♦ A  t/ » P /a '^/ + p = pĵ  ̂+ Pĵ k̂ A
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S. /t * A  tj» - P,
-52___________ _____¿2 . r V AA t  ki * 1*

a przechodząc do grahioy, przy A  t — 0 otrzymujengrt

/4.3./

RÓMinanie to Jest prawdziwe dla 0 ^  k ^  N̂ _*

d/ gra^dopodobieiistiio te^Oy że ^ momencie t ^-A  t system b<|dzie 

się znajdouał « stanie A ,Ol

Przez analogię do rozważań w pkt. c otrzymujemys 

/t + A t /

d P.Ol
dt L A ^  p,i /4.4/

Równanie /4.4/ Jest prawdziwe dla 0-^

e/ Układ rgwnań różniczkowych charakteryzujmy rozwój walki dwóch 

zgrupowań
c » a s a v

Grupując równania różniczkowe 4/ charakteryzujące
prawdopodobieństwo zaistnienia poszczególnych stanów systemu, 
otrzymujemy następujący układ równań różniczkowych, opisujący pro­
ces rozwoju walki między dwoma zgrupowaniami!

d P.Ni

dt - /Ni ^2 ^2^
*1 ^2»

d P 
"dt‘

kl “ /k A l  + Pĵ  ̂+ L ^ A l 1+1

o ^  k-^Ni ^

1-CN
2 /

/4,5/
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dPko
dt

k / 0 < k < N ^ /

d P 
“dt

Ol L A 2 3?i L /o < 1 <  N 2/

Róiinania różniczkowe prawdopodobnych stanów systemu można 
napisać bez dokonywania zawiłych rozważań* W tym celu można zasto­
sować następti^ącą mnemotechniczną zasadę* Najpierw należy zestawić 
schemat możliwych stanów systemu /rys* 4*1/• schemacie tym wskazać
strzałkami moźli\ie przejścia systemu z jednego stanu w drugi* Na każ­
dej strzałce napisać gęstość poisson owskiego ciągu zdarzeń /iażących 
strzałów/, który powoduje przejście systemu do odpowiedniego stanu*
Tak np* /rys* 4.1/ system ze stahu ^ przedhodzi do stanu A^^^

1 2

Ng - 1 wskutek działania ciągu rażących strzałów z gęstością A 3̂ 9

Pochodna prawdopodobieństwa stanu zawiera tyle składników, 
ile jest na schemacie strzałek prowadzących do danego stanu i wycho­
dzących z niego* Jeśli strzałka prowadzi do danego stanu, składnik 
bierzemy ze znakiem plus, jeżeli wychodzi z danego stanu — ze znakiem 
minus. Każdy składnik jest iloczynem prawdopodobieństwejf)stanu, z którego 
wychodzi strzałka i gęstość ciągu rażących strzałów, zapisanej przy 
tej strzałce.

Układ /4.5/ zawiera /N^ + ?1/ A ?2 V  - 1 równań*
Warunki początkowe całkowania:
przy t « 0 , P^ jj « If Pĵ 2. “ /k ^ N^, 1 f N2/ «

Czynnik normujący:

Ę
ponieważ zdarzenia Aĵ  ̂dla każdego momentu t przedstawiają pełną 
grupę zdarzeń*

Układ równań /4,5/ może być całkowany przy dowolnych konkret­
nych wartościach N̂  ̂i N2. Pierwsze równanie iikładu zawiera tylko jed­
ną funkcję niewiadomą P^ jj i może być rozwiązane zwykłymi metodami
całkowania równań różniczkowych pierwszego rzędu. Podstawiając Ih „1*1 «2

do drugiego równania, otrzymamy równanie, które będzie zawierało tylko 
jedną funkcję niewiadomą P̂  ̂ - 1 , N ' W ten sposób należy postępować.
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aż rozwiążemy wszystkie równania* 'łi rezultacie otrzymamy układ rekuren-
c Jicyjny zależności, w których każda następna z prawdopodobieństwem 

Pki wyraża się przez poprzednie /z dużymi indeksami/.
Całkowanie przedstawionego układu równań różniczkowych daje 

możność otrzymania wartości prawdopodobieństw możliwych stanów 
systemu jako funkcji czasu, co pozwala:
- określić prawdopodobieństwa liczby pozostałych jednostek bojowych 

każdej ze stron w dowolnym momencie czasu;
- określić nadzieję matematyczną liczby pozostałych jednostek w do­

wolnym momencie czasu;
- określić prawdopodobieństwo odniesienia zwycięstwa przez każdą 

ze stron.
Tak więc układ równań /4,5/ w pełni charakteryzuje proces roz­

woju walki, przebiegającej według opisanego modelu.
Należy zauważyć, że przy dużych wartościach i całkowanie 

układu jest bardzo pracochłonne i dlatego należy wykorzystywać 
Jednakże proste zadania można rozwiązywać i bez użycia maszyn li­
czących#

Dwa samoloty strony I atakują baterię środków przeciwlotniczych 
strony II. Efektywna szybkostrzelność samolotu wynosi Ag » 1 strzał 
w jednostce czasu, a baterii - « 2 strzały w jednostce czasu.

Określić prawdopodobieństwo zwycięstwa każdej ze stron i na­
dzieję matematyczną liczby pozostałych jednostek zwycięskiej 
strony.

/Zwycięstwo liczy się wówczas, gdy zostaną zniszczone wszystkie 
jednostki strony przeciwnej/.
Rozwi£izanie:

Rysujemy najpierw schemat możliwych stanów systemu, składają­
cego się na początku z dwóch samolotów i jednej baterii środków 
przeciwlotniczych /rys. 4*2jfc
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Rys i  2. Schemgł mozliH^ch sfanoH systemu

Stosując sasadę mnoiaotechnlcznąi plszeoiy rdsnaziia rdżnioskose 
prasdopodobnych standu systsmui

1/  ̂ 2̂1 
"ut~" " - A S +

2/ 0^20 
"31---- 2 A 1s

>21 ■ 2 ig i
3/ d P,,1 1•Jf—  - - / A a •ł* A^/ p,

" 3 r " " A - . m ^ 1«

dt “ A b ^ 1 m

21 21

b **21 “ " ^ *’al * * ^21

Zgodnie z tym co posiedzlelldmy sytej otrzymalldmy układ 
składający się z /2 + 3//1 1/ - 1 ■ 5 rdsnad*

Scałkujemy układ tych pdsnad przy sarunkach początkosyoh 
dla t . 0, Pj, . 1. Pgjj - - Pio - P^, - O
Pierssze rdsnanie moteisy napisać s postaolt

d P,
- 1
T "  “5

21
21

dt»
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Nadzieja matematyczna liczby pozostałych samolotowi przypadku ich 
z«ycięstvja wynosi:

M /s/ » 2 + 1 1 -i

Prawdopodobieiistwo zv;ycięstv3a strony II wynosi: 

p =

Przykład 4*2

Pięć dział przeciwpancernych strony I prowadzi walkę 
z trzema czołgami strony II. Efektywne szybkostrzelności jedno­
stek bojowych są równe, tj. s 1.

Określić prawdopodobieństwo zwycięstwa każdej ze stron 
i nadzieję matematyczną liczby pozostałych jednostek bojowych 
zwycięskiej strony.
Rozwiązanie:

W tyra przypadku układ równań różniczkowych opisujący 
proces rozwoju walki, składa się z /5+1/ /3+1/ - 1 » 23 równań.

Schemat możliwych stanów systemu jest przedstawiony na
rys. 4.3.

Posługując siv tym schematem w sposób mnemotechniczny 
moglibyśmy napisać 23 równania różniczkowe, przedstawiające praw­
dopodobieństwa zaistnienia poszczególnych stanów systemu. Jednakże 
w tym przypadku, dla pokazania metody, ograniczymy się do przed­
stawienia tylko niektórych równań.
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K ^ s  4 .5. Schem at mozliHtjch stanoH systemu

V d P,
^ ^ 2  • - fs A ^ *  3 ) ï j j - . e p

53

- f s  / \ ^ + 2  A  J  Ï52 + 5/\ ^ P

- - f4  3 / ^ J  * 4 3 * 3 ^ 2 ^ ,

■ V 5  ^53«

-  î  Ï43 +3 P jjj
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przy t wynoszą*

« 0,0362; * 0*^469; « 0,0295.

Prawdopodobieństwo tego, że z\»ycięży strona I, jest równe 
prawdopodobieństwu tego, że pozostanie nierażone chociażby jedno 
działo, a więc;

^50 ^40 * ^30 ^20 ■*“ ^10 0,8874.

Prawdopodobieństwo zviycięstv?a strony II, jest równe prawdo­
podobieństwu tego, że pozostanie nierażony chociażby jeden czołg, 
czyli;

II ^03  ̂^02 '*■ ^01 0 ,1126.
M^zieja matematyczna liczby pozostałych jednostek strony I, w przy­
padku jej zwycięstwa wynosi;

M.  ̂^50 ^ ^40 * ^ ^30  ̂^20 ^10 3,5432,

/Uwaga ~ porównaj wynik z przykładu; 3.2/
Można również obliczyć nadzieję matematyczną liczby pozostałych 

jednostek strony II, w przypadku jej zwycięstwa, która wynosi;
MII 3 Pq  ̂+ 2 pQ2 + ^01 0,2329

Równania Lanchestera, omówione w rozd..iel III i IV, opisują 
taki model walki, w której przeniesienie ognia z celu ha cel nierażony 
realizowane jest natychmiast, przy czym zakłada się, że każda strona 
posiada dokładną informację o tym, jakie cele zostały rażone, a czas 
niezbędny na uwzględnienie tej informacji i przeniesienie ognia na 
cel^nierażone, jest dowolnie krótki. Tak więc model ten przedstawia 
wysoce zorganizowaną walkę z pełną i niezawodną informacją o stanie 
przeciwnika i natychmiastową reakcją na tę informację.

W następnym rozdziale rozpatrzymy przeciwstawny skrajny przy­
padek - walkę zorganizowaną słabo - gdzie nie uzyskuje się informacji 
o stanie przeciwnika i nie dokonuje się przenoszenia ognia. Model 
ten nazwiemy modelem walki dwóch obszarów.
V, MQDiüL WALKI DWÓCH OBSZAHOW 
1. Schemat^zac¿a_walki

Y/prowadżray następujące oznaczenia;
- - ilość jednostek bojowych /rakiety, samoloty, czołgi itp/

stro23Í» Ii
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Np - ilość jednostek bojowych strony II;
^1 pi’a^<^opoćobieństvio trafienia w cel przez jednostkę bojową 

strony I;
P2 - prawdopodobieństwo trafienia w cel przez jednostkę bojową 

strony II;
\  ”” szybkostrzelność jednostek bojowych odpowiednio

strony I i II;
- A. X  p1 ^1 A'2 " ^2 2̂ ~ szybkostrzelności

jednostek odpowiednio I i II strony,
Rozważany model jest oparty na niżej wymienionych założeniach? 

a/ każda jednostka bojowa I i II strony realizuje poisson*^owski 
ciąg strzałów;

b/ Ogień każdej strony rozkłada się równomiernie na wszystkie 
jednostki bojowe przeciwnikay tj• średnia liczba strzałów 
przypadająca na jednostkę bojową w czasie At, jest jednakowa 
dla wszystkich jednostek; ''

c/ strony nie posiadają informacji o rażonych celach i nie dokonują 
przenoszenia ogniaę

d/ czas lotu pocisku do celu jest dowolnie krótki /nie bierze się 
pod uviagę/;

e/ sumaryczna moc ogniowa zgrupowania zależy nie od faktycznego 
Etanu pozostałych jednostejt» a od jego średniej wartości.

Należy określić nadzieję matematyczną'liczby pozostałych 
jednostek bojowych stron /m^ i m^/ w momencie czasu t,

r̂oẑ sô u walki

Określimy A m ^  - przyrost liczby pozostałych jednostek 
bojowych strony I za czas At, Przyrost ten jest równy /z prze­
ciwnym znakiem/ liczbie skutecznych strzałów strony II, lecz nie 
’Wszystkich9 a tylko tych, które przypadają na jeszcze nierażone 
jjednostki strony I# Prawdopodobieństwo tego, że skuteczny strzał 
strony II przypadnie na nieraźoną jednostkę bojową strony I, jest 
równe 1

I  r "

Tak więc
m, ^ —

m,
^2 “ 2 it; t

skąd5 dzieląc przez A t  i  przechodząc do granicy przy A t  

otrzymujemy?
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S tą d  po scałkow aniu  mamy
■U/.

M. * + C / 5 . 3 /

K ładąc / 5 * 3 /  do drugiego róvm ania / 5 * 2 /  będziemy m ie li

‘2 M/r'
dt «2 / - r : + C/,

----------- = -  d t

^  Q j UJ 
 ̂ I C.

/ 5 . 4 /

a po dokonaniu ro z d z ia łu  zmiennyoh

fs,
/ <

»3

'1

Całkujemy le^ią stronę / 5 . 4 / j  ro z k ła d a ją c  na ułam ki p ro s te *

dX. B
X2 + C)

oU*f,

A i B znajdujemy metodą -^spółczynnikóiw nieoznaczonych:
•ico

A M -5 4” B M „ + BC = 1 j

AL,
A + 3 • 0,

S tą d :

BC

A

Ps p od s tais leniu iwspółczynnikóis A i  B otrzymujemy

A
Pra“?? a s wr ona /5^4/ jest róiwna

Zatem rozniązanis rdv?nania /5»4/ ma p o sta ć :

Po pomnożeniu stron am i p rzez C mamy
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Rozpatrzmy to  na p rz y k ła d z ie j

Przykład 5®1
«E»«B a a  no aea tS3>

Wanonki zad an ia  -  ja k  p rzykład  3 .3 *

Poró\inać rozviój isa lk i ^ c ią g u  4 minut vKadług modelu Xa.nchestera

i  omó-yiionego ^yżej®

B o ziiiązan iei

Z arutiko^i zadania mamy danes 

* 50^ ae 0g25 str® /m in*

H,, ’S 25» “ 0?5 s t r ^ / m in * ,4U -C
Obliczam y i

Pa
0^57 j 
0 .5 *

A. H.
iv « — 2 ^ 0,28

iu 50' 0 ,1 2 6

O b lic z a ją c  c z ę ś c i  p o z o sta ły c h  s i ł  s tro n y  I  i  I I  odpowied­

n ie  pc ls,2 g 3 1 4  m inutach według wzorów / 3 ^ 1 7 /  i  / 5 i 9 /  otrzymujemy

n a 8 1 ę pu j ąc e w y n i  k i s
c n»sa>aq> CKsee iW9izr>cs9 489 Ci3<r

Hodel Czai
. Średnia^ 
częsc po== 

I* ^©stałych

ijanenes«' o 
tera n ^

r.ffs ^2

jjrnera

g 0 g 891 
2 0 ,7 3 6  

! 0,695

r 0,8J3

0 ,4 9 7

0 ,8 2 5

0 ,2 7 7  , w,0 ,0 6 9

0 ,7 7 1  ^ 0 ,7 3 1

ii,- ’ 0 , 7 6 8  * 0 ,6 0 3 0 ,4 8 3 0 ,3 9 3
s as a  ss

Z  wyników ty ch  w yraźnie w ynikają w n io sk i, o k tó ry ch

by ł  a mew a w y żej.

3® ^i2S'2i'5i®^i£„S2§SiH "*

V/ dotychczasow ych rozw ażan iach  b raliśm y pod uwagę n is z ­

cz e n ie  jed n o stek  bejowych przeciw staw nych s t r o n ,  jednakże tok  

rozm/iowania n ie  u legn ie  z m ia n ie , j e ś l i  będziemy b r a l i  pod uwagę 

n is z e z a n ie  o b szaru  p rzeciw n ik a , na którym są  rozm ieszczon e jeg o  

je d n o s tk i . R z-ecży w iście , j e ś l i  p r z y ją ć , że s i ł y  przeciw staw nych  

s tr o n  są rozm ieszczon e na pewnych o b szarach  i  rażo n a  p ow ierzchn ia
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każdego obszaru Jest proporcjonalna do liczby Jednostek boJoviych, 
to przedstawione równani<ft będą charakteryzowały nie liczbę pozosta­
łych Jednostek bojowych, a część nierażonej powierzchni obszaru«

Wiadomo, że efektywność strzelania do celu powierzchniowe­
go ocenia się względnymi stratami, przez które rozumiemy część rażo­
nej powierzchni,

V/prowadzmy pujęcie ’’początkowa moc ogniowa strony” , rozu­
miejąc przez to średnie względne straty, zadawane przeciwnikowi 
w Jednostce czasu, na początku walki.
Wówczas będziemy mielij

U , = /5.14/

gdzie; - początkowa moc ogniowa strony Ij
“ powierzchnia rażenia Jedną Jednostką bojową za Jeden 

strzał /pocisk, rakieta itp/ strony Ij 
S2 - obszar,na którym są rpzmieszczone Jednostki bojowe 

strony II,

U  = / 5.15/

gdzie; 2 początkowa moc ogniowa strony II;

S a

U .
S?2 " powierzchnia rażenia Jedną Jednostką bojową za Jeden 

strzał strony II;
8^ — obszar,na którym są rozmieszczone Jednostki bojowe 

strony I,
/Pozostałe symbole są analogiczne do oznaczeń wprowadzonych w punkcie 2/, 

Pfzyjmijmy założenie, że w dowolnym momencie czasu moc ognio­
wa strony Jest proporcjonalna do średniej części nierażonego obszaru, 

C2ęsc łiierażonego obszaru do momentu t oznaczmy, — strony I;

m -
s;

/5.16/

gdzie 
- strony II;

“ nierażona część obszaru Jednostek strony I;

\ 4 ( t )  = / 5.17/

.11gdzie; - nierażona część obszaru Jednostek strony II,
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^■^ozyMiście, wielkość /t/ i  / V f  z biegiem czasu będą 

malał;/*
Przyrost części nierażonej obszaru strony I za czas A t  

można określić z wyrażenia:
AV- u A t /5.18/

U

1  -  - -2 ''1 ^2

Wyjaśniamy szczegółowiej prawą stronę tej równości* Iloczyn 
2 A t  przedstawia średnie względne straty zadawane przez stronę 

II za czas A t  na początku walki. Jeżeli pomnożymy przez
72» to otrzymamy iloczyn ' ^ 2 "̂2 charakteryzujący średnie
względne straty, zadawane przez stronę II za czas A t  w momencie» 
t, bowiem ^ 2  “ częścią nierażonego obszaru strony II w momen­
cie t .  Lecz w momencie t - strona I poniosła już straty,i wielkość 
7^ w istocie będzie prawdopodobieństwem tego, że uderzenie strony 
II zostanie wykonane na nieyażoną poviierzchnię obszaru strony !• 

Dlatego iloczyn Ug 7^ 72 A t  przedstawia przyrost części 
nierażonej powierzchni obszaru strony I za czas A t .

Analogicznie dla strony II otrzymam^' równanie?

UA7. V, 72 At, ̂ 1  1  /5.19/
Dzieląc /5.18/ i /5®19/ przez A t  i przechodząc do granicy 

przy A t — ►O, otrzymujemy układ równań różniczkowych, charak­
teryzujący proces rozwoju walki dwóch obszarów, w postaci:

d 7,
U

dt

2 ’1 '̂ 2*

U  \r V 1 ^ 1 2

/5.20/

V<arunki początkov3e całkowania: przy ft « 0, 7^ = 1, 72 ® 1* 
Układ równali jest analogiczny do ukłidu równali /5.2/, z
tym, że odpowiednie parametry w układzie /5„20/.mają wartości 
określone wzorami /9»14/, /5«15/? /5«I6/, /5'.17/*

Zatem przez analogię do /5*2/ możeiry napisać rozwiązanie 
układu róvfnań /5»20/ w postaci?

v.=
v,= m.

-2̂ t' /5.21/
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gdzie “ czneczają te same wartości co /5.11/ i /5«10/.

Podobnie jak i poprzednio, walkę wygrywa zawsze ta strona, 
która posiada większą początkową moc ogniową, tj* przy jh y 0 walkę 
'̂ yŝ rywa strona I, gdy ^  < 0 walkę wygrywa strona II*
Prz;vkład 5*£

Strona I posiada 12 wyrzutni rakiet rozmieszczonych na powierzchni 
2

360 km « Szybkostrzelność każdej wyrzutni wynosi 2 rakiety na godzi“ 
nę, ^edna rakieta razi powierzchnię 4 km^»

Strona II posiada 6 wyrzutni rakiet rozmieszczonych na po*» 
wierzchni 300 kra • Szybkostrzelnośó każdej wyrzutni wynosi 3 rakiety 
na godzinę. Jedna rakieta razi poviierzchnię 3 krâ .

Każda rakieta osiąga obszar przeciwnika z prawdopodobieństwem 
równym 1*

Określić, ile średnio pozostanie wyrzutni rakiet każdej ze 
stron po 3 godzinach walki*
Rozwiązanie?

Początkowa moc ogniowa strony I viynosij 
'll 2 * 1 . 4 « 12

300 0,32

Początkowa moc ogniowa s tro n y  I I ?

U

Współczynnik przewagi?

1 . 3 * 6 « 0,15

& « 2i 32„“^0^15 ^ ^
1 0,32 + 0,15

Umowny czas?

- 0,32 + 0,15 . ̂ » 3 ®  SE 0,71

Średnia część nierażonych jednostek bojowych /obszaru/ strony 
wynosił

Tr 2 » 0 , ̂ 6
1 ^ 0,36 » /!» 0,36/ e"'^®0,36. 0,71

SB 0,73j

strony II
,.36

/I + 0,36/ e • 0,71 ^ /i«o,36/ 0,44
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Fsd̂ ię-iję icat̂ ffiatycsną 1:1pyr-ostałych. jfcdnost̂ sk bojowych 

stron można o b i ł o w y c h o d 2ąo » prssy j%-tego uprsBednio sałożenia^ 
one ro2’.‘;deżiaCi.uiłe iia całyiu obsr/,arsia-» Platsgo

G^nacsaj^c nada 1*̂ 4̂  nŁatfeWatyoŁną lloaby pozostałych jednostek 
s tro n y  I  i  I I  odpotsiednio  is-,; 1 ak; uoiiSłiy n ap isać?

<«lhi A'!*!

o,n 8,8}

Ili.
^2  ̂ 0!4<yli ïÜ£ *  ̂  ̂ 2j6#

Iv' wyrzutni r a k ie t  eia’orAy I  rcsr,rjias3czona j e s t  na obszarse

4v0 km"'« 8sybkQstrseluofic ‘̂y;i,̂ zutni vdynosi 2 raklĉ ty aa godzin^«
Ziôvàerschuia rażona jedną rałcletą wynosi kaî •

8trôna IX dyaponiije i wyrzutniaiüii rakiet, iozîrdeszozonymi
na obszaris» 300 kir/‘® bkostrsel^n^o ■”* 3 rakiety na godziny•

2Powierzchnie rażona »*• 3 knt ’•
P r a w d c ^ p a d o b i o traiienia w obszar przeciwnika jest

równa
Określić nadzieją matematyczną liczby ocalałych wyrzutni 

rakiet oba ztrojA po dwóch godzinach od poosątku walki*
Bsajssaaii®

'll,, „ ,  0,257
À ^UU

^2 iS* 0,1X2

t ,i* te. * 2 w 0,379*.

y,. st KÎ 0,84,
* /i ^ 0',4l/ - /I « 0,4.1/

" 2 s *. s .94*.
j r o 3 v T 2 " - “5 : i r r 5 : 5 f r : 7 : : " : - i ; ' 0.a62

“ó' is Bil4 3
m , ,  O,0k' .« :7 ^ 3,1
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Jak iflpomnieiiśniy >iyże j , vi opisanym modelu walki wygrywa 

zawsze ta strona, która posiada przewagę mocy ogniowej. Jeśli np. 
 ̂y Oj walkę wygrywa strona I® Nierówność ta Jest równoważna nie= 

równości ^ > U - 2S» a ta s kolei odpowiada nierówności

N. 'Ida Sz

N o2)Ł'̂ !
>  ^

Z ostatrii.ej riierówności \iynika, że przewaga strony Jest 
proporcjonalna doi ilości Jednostek bojowych, szybkostrzelnośoi i 
powierzchni rażenia Jednym strzałemj

Rolę powierzchni obszarów i 3̂  określają stosunki

3

Jeżeli powierzchnia celów Jest mała w porównaniu z rozrzutem*,
Pto stosunek, np® 1 praktycznie nie zależy od viielkości powierzchni

przeciwnika /zwiększenia lub zmniejszenie S« prowadzi zmiany p̂  tak,
P / ^ze stosuiiek 1̂̂  pozostaje bez zmiany/*

Tc zaś oznacza, że początkowa moc ogniowa, w tym przypadku, nie zależy 
od wielkośer powierzchni przeciwnika.

Jeśli natcmiast powierzchnia celów Jest doża w porównaniu 
z rozrzutem, to prawdopodobieństwo trafienia w cel praktycznie nie 
zależy od wielkości powierzchni /p^l/ i w tym przypadku początkom 
moc ogniowa strony Jest odwrotnie proporcjonalna do powierzchni obszaru 
przeciwnika®

• V/ynika stąd, że przy określonej dokładności strzelania racjo- 
aalriiejsze Jest zwalczanie obiektów przeciwnika zajmujących dużą pa- 
wierzshnlę oraz, że strona zajmująca większy obszar przy innych
czynnikach różnych posiada przewagę®

Strona I posiada N., Jednostek bojowych z szybkostrzeinością
i powierzchnią ra;5 oni a Jednyi:
rozrzutu koło w eg*s E 2 km®
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Środki bobowe przeciwnika są rozmieszczone na obszarze, który 

można sprowadzić do powierzchni koła o promieniu T ■ 1 km* 
Określić zmianę mocy ogniowej strony I, jeśli przeciwnik 

rozmieści swoje środki na powierzchni koła o promieniu 1,5 km* 
Rozwi^za^e^

Prawdopodobieństwo trafienia do koła o promieniu 

1 -

e .

B 1 km wynosi

P l - l -  ' f / - | / - l  - 0,944 - 0,056,

gdzieI - f/-^/

Powierzchnia obszaru strony IIi 
Sg - Tir^ * 3,14 km^

Moc ogniowa stror^ Ij

n, \4 N>, p., - \ Nu , - ------ 3 ^ , ^

Prawdopodobieństwo trafienia do koła o promieniu r

0,056

1 4 Ą ^ /

= 0,O^SK

I 1,5 km{
0,12.

Powierzchnia obszaru strony II przy r^ « 1,5 kmj

Sg - 3.14 . 2,25 - 7,1 km^

Zmieniona moc ogniowa strony Is

z rozwiązania przykładu widać, że li., a to oznacza, że moo
ogniowa strony, gdy powierzchnia celu jest mała w porównaniu z roz­
rzutem, praktycznie nie zależy od powierzchni celu.

W równaniach Dinera /5.20/ może być uwzględniony wpływ różnych 
czynników, podobnie jak i w równaniach Lanchestera.

a/ Wpływ_ uderzenia uprzedzającego

Załóżmy, że strona I wykonuje uderzenia uprzedzające, najro- 
miast strona II wprowadza do walki swoje siły w ciągu czasu t®.
W tym przypadku równania Dinera, opisujące proces rozwoju walki 
dwóch obszarów operacyjnych, będą miały następującą postaćj 

- przy t <  t°



- 74 -
d V.

0;
/5.21/

dt . IL

- przy t >  t
d
dt 2 2̂*

d V ..
dt 1 2̂̂

nti
gdzie; ^2 “ cioc ogniowa strony II w momencie t ■ t^. 
Całku^jąc (Erugie rómanie układu /5.22/ otrzymamy

/5.22/

, - a /V.-e
wówczas

U > U , V i - l L ^ e

Jakościowa charakterystyka rozwoju walki, gdy jedna ze stron 
wykonuje uderzenie uprzedzające, jest analogiczna do przedstawionej 
na rys. 3.3*

strona I posiada, na początku walki, moc ogniową wynoszącą

u 0,4 godz , a strona II - i. . 0,6 godz.

Określić moce ogniowe stron po 15 minutach od rozpoczęcia 
walki, jeśli strona I wykonuje uderzenie uprzedzające, a strona II 

wprowadza do walki swoje siły w ciągu 15 minut.
Rozwi^zanie;

Moc ogniowa strony I po 15 minutach nie ulegnie zmianie, a moc ognio­
wa strony II będzie wynosić;

-UMt"... _ 0,4-0,25
U > U ,e  = 0,6e “ 0,54 •

Przykład 5^6

■*7arur.Ki z przykładu 5»5* Określić na ile wcześniej strona I 
powinna rozpocząć działaii.ia bojowe, aby zrównoważyć moc ogniową strony 
II.
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2 2Z ro\^nania ~ Określamy t  #

j?o k o lejn y ch  p r z e k s z ta łc e n ia c h  oibt|r8r4iujernyj

ll,

^ “ l i T  ’

-ł-°  ̂ 1 â.
^ "  u. k T 7

ILI “  )

t‘’= _ L i a  - 5 4  =  .1
o,A 0,5A i

S tro n a  I  powinna ro zp o cząć d z ia ła n ia  bojowe na i  godzinę w cześn ie j*

E£ż^l2-iESPE-.E2iiii522j^„Eii
P rzyjm ijm y, że s tro n a  I  ro zp o czy n ając  walkę posiada moc 

ogniową S tro n a  I I  stopniovJO wprowadza do w alki svłoje s i ł y ,

zw ięk sza jąc  moc ogniową według pewnego praw a, k tó reg o  ogólna  

p o s ta ć  j e s t  n astęp u jąca?
u / V  = K  f  /t/

g d zie  1^2 ” moc ogniowa s tro n y  I I  przy wprowadzeniu na początku  

W alki w szy stk ich  sw oich s i ł j

“f 0 t /  -  fiin k cja  c z a s u , c h a ra k te ry z u ją c a  tempo m o b iliz a c ji

s i ł .

Kćwriania D in era  w tym przypadku m ają postać?

 ̂^1 ?J
di-” = - 2 1^1 ^2'

---i  a -  U/ V Vdt 1 ’'l 2̂

Po ro zw iązan iu  ty c h  równań można o cen ić  wymagane tempo ra o b iliz a -  

c j i  s i ł  d la  pori^ślnego zak oń czen ia  w alk i.

Rozwój w alk i w tym przypadku ma c h a ra k te r  an alogiczn y  

ja k  przedstaw iono to  na r y s ,  3 .5 *

J e ż e l i  przyjm iem y, że w p ro c e s ie  w alki może być dokony­

wane u zu p ełn ian ie  s i ł  obu s t r o n ,  przy czym c h a ra k te ry z u je  s ię  

ono n astęp u jącym i v?ielk ościam i:

-  n . -  i l o ś ć  je d n o ste k  bojowych wprowadzanych do w alki przez  

s tro n ę  I j
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- ri2 - ilość jednostek bojowych wprowadzanych do walki przez stronę

wówczas równania Dinera przyjmują postać: 
d V
d i -  + V

^2 11
- r  = -  ^ i ^ i ' ^ 2 * “2

Oprócz tego, w równaniach Dinera mogą być uwzględniane 
czynniki, które zostały wyszczególnione przy omawianiu równań Lan- 
chestera*

VI* ANALIZĄ J
Od czasu ukazania się równań Jjanchestera, ukształtowało 

się wiele odmian tego modelu, stosowanych do analizy różnych rodzajów 
walki. Jednakże próby weryfikacji siłą rzeczy musiały polegać na 
danych historycznych, specyficznych dla danej sytuacji# Jednakże i w 
tych przypadkach, chociaż realność modelu sprawdzono a posteriori, 
czyniono to bez uogólnień#

sMimo istniejących ograniczeń, równania Lanchetera w swojej 
pierwotnej formie przedstawiają wspaniały aparat do analizy niektórych 
typów starć zbrojnych# Tak np# odmiana równań Lanchestera była stoso­
wana do badania pewnych parametrów walki toczonych z partyzantami 
w krajach kolonialnych /po drugiej wojnie światowej/# Najbardziej 
interesującym parametrem walki tego typu, jest stosunek sił oddziałów 
partyzanckich i wojsk regularnych#

Zostało dowiedzione, że oddziały paisjłyzanckie, przez zasto­
sowanie odpowiedniej taktyki, mogą prowadzić skuteczną walkę z wojskami 
regularnymi, posiadającymi zdecydowaną przewagę ilościową i jakościową# 
Wojska regularne mogą jednak zwyciężać przez odpowiedni podział środków, 
sposób działania i podział sił na grupy stosowwnie do przewidywanych 
potyczek#

Charakter walki partyzanckiej polega na tym, że siły regu­
larne muszą być dzielone na części, aby bronić wielu punktów, które 
mogą być atakowane przez partyzantów, a także by tropić rozproszone 
grupy partyzanckie# Y/skutek tego słabsi liczebnie partyzanci mogą 
odnosić sukcesy, jeśli potrafią utrzymać lokalną przewagę liczl&lną 
w starciach z wojskami regularnymi#
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NaJno\usza łiistoria daje liczne przykłady, kiedy wojska 
regularne musiały używać ponad dziesięciokrotnie większych ilości 
sił, aby pomyślnie rozgrać walkę z partyzantami. Na ogół wydaje 
się, źe jeżeli partyzanci posiadają mało doskonałe uzbrojenie 
albo ograniczony ilość broni zdobytej na przeciwnku, a wojska 
regularne dysponują pp^nym zestawem doskonałej broni, to zawsze 
przewaga będzie po stronie tych drugich.' Powstaje wobec tego py­
tanie, czy partyzanci mogą zastosować taką taktykę, która spowoduje 
zmianę lokalnego stosunku sił w odwrotnym kierunku tak, żeby mogli 
zwyS.ężać mniejszymi lub ró^jnymi siłami.

Załóżmy, że wojska regularne poszukują w terenie partyzan­
tów lub zamierzają zaatakować ich bazę. Partyzanci przeciwstawia­
ją się wojskom regularnym poprzez przygotowanie zasadzki. Po roz« 
poczęciu walki partyzanci ostrzeliwują wojska regularne, obserwując 
je dokładnie. Przeto straty wojsk regularnych są proporcjonalne 
do ilości strzelających partyzantów. Partyzanci są ukryci, a zatem 
wojska regularne kierują ogień na ślepo, ostrzeliwując obszar zajmowanj 
przez partyzantów. Stąd straty partyzantów będą^proporcjonalne do 
ilości strzelających żołnierzy wojsk regularnych i ilości partyzan­
tów zajmujących ostrzeliwany obszar.

Wynika stąd, że przyrost sił partyzantów będzie następował 
według równań Dinera /5.20/, a przyrost sił wojsk regularnych - 
według równań Lanchestera /3.2/.

Zatem proces rozwoju walki partyzantów z wojskami regular­
nymi będzie charakteryzował następujący układ równań: 

dx.
. IL2 ^1 ^2 /6.1/

-di" == ■ 1 ^1»

gdzie: x^ - ilość sił partyzantów w pewnym momencie czasu;
x^ - ilość sił wojsk regularnych w pewnym momencie czasu; 

— efektywna szybkostrzelność jednostki partyzantów

li ^2 ^2** " efektywność jednostki wojsk reg\xlarnych,
^  gdzie.

X  _ szybkostrzelność jednostki uzbrojenia;
- powierzchnia rażona jednym strzałem; 

# - obszar zajmowany przez par;^yzantów.
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Dlatego przypadku warunek róvinowagi stron wyraża 

następująca równość:

u  X»
2 20 /6.2/

gdzie: - początkowy stan sił partyzantów;
^2 q “ P^^czątkowy stan sił wojsk regularnych.

Biorąc pod uwagę tę równość, można określić wymagany początko­
wy stan sił jednej strony w zależności od liczebności sił drugiej 
stron;!'.

A

Na wykresie /rys.6.1/ pokazano stosunek sił »—  jako funkcję
2 A. 30
u dla kilku wartości x10*

Hy s.S»1
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Wyiuaganą ilość sił każaej ze stron można określić z wykresu 

i róv3nania /6.2/. Wojska regularne mogą powiększać liczebność sił 
do walki z partyzantami, albo mogą powiększyć obszar skuteczności 
swego uzbrojenia. Z kolei partyzanci mogą powiększyć ilość sił 
w lokalnych starciach lub rozprzestrzenić je na większym obszarze 
/zakłada się, że nie będą oni mieli możności zwiększenia skutecz­
ności swego uzbrojenia/.

Rozpatrzmy przykładowo jak poviinien kształtować się
stosunek sił przy założeniu,_że partyzanci i wojska regularne posiada^Ai
jednakowe lizbrojenie. Niech « 1000, « 1

Kładąc te wartości do /6.2/ otrzymujemy: 

z|o •* 1000, stąd x^Q ■ 32,

Sytuację tę określa pimkt /!/ na wykresie - a więc wojska regularne 
muszą posiadać siły 32 razy liczniejsze od sił partyzantów, aby 
zrównoważyć ich przewagę.

Gdy partyzanci powiększają swoje początkowe siły 10 razy, 
wówczas początkowy stosunek sił poprawia się na korzyść wojsk 
regularnych /punkt 2 na wykresie/, ponieważ partyzanci powiększyli 
gęstość na zajmowanym obszarze, powiększając tym samym prawdopo­
dobieństwo trafienia swoich ludzi.

Natomiast jeśli partyzanci powiększają swoje siły 10 razy, 
przy zachowaniu poprzedniej.gęstości, wtedy wojskom regularnym 
niezbędny jest analogiczny stosunek sił jak i w pierwszym przy­
padku /sytuację tę ilustruje punkt 3 na wykresie/•

V/alka taka teoretycznie może trwać nieograniczenie bez 
rozstrzygnięcia, jeżeli każda strona doskonale panuje nad swoimi 
środkami i posiada informacje o przeciwniku. Jednakże istnieją 
praktyczne możliwości środków bojowych, np. gdy partyzanci nie 
mogą dokładnie obserwować swoich celów, lub gdy ogień prowadzą 
na zbyt dużych donośnościach, lub gdy teren nie pozwala na 
powiększenie zajmowanego obszaru. Z tego względu, |:eżeli wojska wręguj 

larne będą posiadały dostatecznie duże siły oraz biorąc pod uwagę ilość 
możliwych starć, mogą one stworzyć dogodną sytuację dla odnie­
sienia zwycięstwa lub zmuszenia partyzantów do uchylenia się 
od walki. Może to jednak wymagać więcej sił niż te, które posia­
dają na danym obszarze.
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V/ przypadku pov«iększenia przez vfojska regularne obszaru sku­

teczności smego uzbrojenia /na przykład użycia dział zamiast 
karabinóvi/, mogą one powiększyć S2 o jeden lub dwa rzędy wielkości. 
Jednakże w tym przypadku zmniejszy się szybkostrzelność i w rezul­
tacie efekt będzie mniejszy, niż to sugeruje zmiana powierzchni sku­
teczności ognia. Jeżeli efektywność ognia i powierzchnię jego sku­
teczności wojska regularne powiększą 10 razy, wtedy sytuację tę 
przedstawia punkt 4 na wykresie. Jeśli natomiast z'kolei partyzanci 
powiększą swoje si2y, a potem zmueszeni okolicznościami chwili - 
zaproszą je, to tym samym zostanie przywrócona sytuacja zaznaczona 
na wykresie punktem 1. V/ ten sposób pojawia się dla wojsk regular­
nych niekorzystna okoliczność rozproszenia ognia i tym samym poś­
rednio poprawienia szans partyzantów.

W rzeczywistości przebieg walki zależy także od wielu innych 
czynników, takich jak npi gdzie i w jakim stopniu są ukryci party­
zanci, czy żołnierze wojsk regularnych mogą się ukryć,itp. Oprócz 
tego w rozważaniach pomija się fakt, że partyzanci'znajdujący się 
w ukryciu mają przewagę zaskoczenia, a więc mogą znacznie zmniejszyć 
siły przeciwnika, zanim zdąży pn odpoviiedzieć swoim ogniem. Da oko­
liczność działa oczywiście na korzyść partyzantów, a jej wyniki 
zależą od skuteczności ognia. Z drugiej strony jeśli wojska regularne 
mogą niezwłocznie się ukryć, wtedy walka Oprowadza'się do modelu 
Dinera.

 ̂ nieJeżeli zaś wojska regularne mają możności ukrycia,się, ale 
są w stanie nieawłocznie nawiązać styczność z partyzantami, wtedy 
mogą one przesądzić walkę na swoją korzyść dwoma możliwymi sposobami.

Stosując zdecydowany atak mogą załamać psychicznie partyzantów, 
zmniejszając przez to skuteczność ich ognia, a to przecież wpływa 
na poprawę stosunku sił na korzyść wojsk regularnych.

J e ż e l i  zaś wojska regularne zbliżą się do partyzantów, dopro­
wadzi to  do bez p o śred n ieJ wzajemnej widzialności i wówczas walka 
sprow adzi s ię  do modelu © z a le ż n o ś c i  kwadratowej, stąd jeśli wojska 
regularne chwilowo będą posiadały więcej sił potrafią*^wygrać walkę.

Przy dostatecznie długim czasie trwania walki zjjliży się ona 
w końcu do modelu o zależności kwadratowej, ponieważ wojska regularne 
potrafią prawdopodobnie określić źródła ognia partyzantów. W takim 
przypadku partyzanci powinni zakończyć walkę wycofaniem się^ jeśli 
przez zaskoczenie nie potrafili istotnie osłabić siły wojsk regular­
nych.
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Yireszcie należy zauv?ażyć, że jeżeli partyzanci posiadają 
taką sarną ilość sił co przecivinik, v! przybliżeniu to samo uzbroje­
nie oraz jego skuteczność, a otv3arty ^ zaskoczeniem ognień osłabi 
siłę v;ojsk regularnych, wówczas z równail wnioskujemy, że partyzan­
ci mogą osiągnąć zwycięstwo. Wykorzystanie czynnika zaskoczenia 
powoduje zmianę stosunku sił na korzyść partyzantów.

Interesującym jest przypadek, kiedy wojska regularne zwal* 
czają partyzantów stosując małe grupy, taktykę walki z zasadzek 
i lokalną przewagę liczebną. Przy takim działaniu szanse wygrania 
walki przez partyzantów stają się bardzo znikome. Powodowane to 
jest głównie posiadaniem uzbrojenia o znacznie mniejszej skutecz­
ności, jak też niemożliwością uzyskania niezbędnej przewagi lokal­
nej, co łatwo mogą osiągnąć wojska regularne. Jednak wojska regu­
larne napotykają duże trudności w zlokalizowaniu i śledzeniu grup 
partyzanckich oraz wykorzystaniu czynnika zaskoczenia.

W ogólny'm przypadku, gdy zachodzi nierówność

U2^20
2 A ,

walkę wygrywają partyzanci, a w przypadku, gdy na miejsce nierói 
nośći przeciwna

X^0 ̂ 2A^

walkę wygrywają Yśojska regularne.
Z a k o n  c_ a, o

Aczkolwiek zasadnicze założenia leżące u podstaw modeli 
walki ogólnowojskowej są poważnym ograniczeniem, niemniej okazuje 
się możliwym wykorzystywanie ich do analizy rzeczywistych sytuacji 
bojowych. Przy pomocy równań różniczkowych można opisać różnorodne 
działania bojowe wyróżniające się składem zgrupowali i sposobem 
organizacji walki. W szczególności można uzyskać modele pośrednie 
między tymi, które zostały ompwione w skrypcie, nakładając 
oloreślone warunki na dokładność i szybkość otrzymania informacji 
o przeciwnaSku, efektywność ognia, sprawność przekazywania rozkazów 
itp. Oprócz tego mogą być stosowane kambinacje kilku modeli, jak 
to pokazano na przykładzie walki partyzanckiej';

. w'"'- -i.
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Formalizacja procesów walki ogólnowojskowej ma szczególnie du­

że znaczenie dla przeprowadzenia jej analizy od strony ilościowej. 
Ghociaż otrzymane wyniki nie mogą stanowić gotowych schematów działa­
nia» to jednak powinny być one brane pod uwag^ przy organizacji walki.

Równania różniczkowe opisujące proces rozwoju rzeczywistej walki 
mogą być dość skomplikowane i dlatego do ich rozwiązania koniecznym 
jest wykorzystywanie EMC.
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