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Wstep

Niniejszy skrypt przeznaczony jest dla studentdw magisterskich studiow uzupetniajacych na
kierunku ekonomicznym akademii 06rony Narodowe;j.

Tresci w mm zawarte sg zbiezne z aktualnie reaCizowanym programem wykladow i éwiczen z
przedmiotu Matematyka. Oprocz podstawowego materialu wymaganego na egzaminie zawiera rowniez
zagadnienia, przyktady i pojecia nieco wykraczajgce poza aktualny program. Wynika to z faktu, ze program
nauczania moze sie nieco zmieniac i te tematy moga Sy¢przydatne w przysztosci (Poza tym materiatdydaktyczny
powinien zawierac tresci wykraczajgce poza minimum programowe takt aby pewne pojecia Cepiej przedstawi¢ na
the szerszego kontekstu.

Autorzy wyrazajg przekonanie, Zze skrypt ten Sedzie przydatny zaréwno dla studentéw
zainteresowanych zaticzeniem przedmiotu jak, i dia tych, ktérzy posiadajg uneksze aspiracje, zainteresowania
Sadz potrzeSy stosowania w wiekszym stopniu matematykiw swoich daCszych studiach.

Omoéwione w poszczegdinych rozdziatach zagadnienia dustrowane sg stosunkowo duza dosag
przyktaddw. Po kazdym rozdziale zamieszczone sg zadania do samodzielnego rozwigzania.

Autorzy majg nadzieje, ze niniejszy skrypt doSrze Sedzie stuzyt studentom na drodze poznawania
natermtyld 1J¢) zastosowania w ekonomii Jednoczes$nie zdajg soSie sprawe z tego, ze napisanie wartosciowego
podrecznika jest zadaniem trudnym. Pigtego Sedziemy wdzieczni wszystkim, ktorzy zechcag przekaza¢ nam

swoje uwagi dotyczgce tego materiatu.

Autorzy

Instytut Ekonomii i Logistyki, Warszawa 2003 r.
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ELEMENTY RACHUNKU ZDAN | ALGEBRY ZBIOROW

Zdanie - w logice - to wypowiedZ w formie orzekajacej, ktérej mozemy przypisac jedng z
dwoch warto$ci logicznych: prawde lub falsz. O zdaniu prawdziwym méwimy, ze ma ono
warto$¢ logiczng 1; o zdaniu fatszywym za$ ze ma ono warto$¢ logiczng 0. Zdania oznacza¢
bedziemy matymi literami alfabetu i uzywamy zwykle symboli p, g, r, s, (...). Jezeli zdanie p

jest prawdziwe to piszemy p = 1. jezeli za$ zdanie p jest fatszywe to piszemy p=o.

Na przyktad zdanie

p = Robert Korzeniowski zdobyt na olimpiadzie w Sydney dwa zlote medale
olimpijskie posiada warto$¢ logiczng p = 1,
za$ zdanie

g = liczba 7 jest liczbg parzysta posiada warto$¢ logiczng q = 0.

Ze zdan logicznych mozna budowac¢ zdania ztozone. W tym celu postugujemy sie tzw.
funktorami bedacymi spéjnikami zdaniowymi.

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia:
negacja, zdanie ~ p czytamy nie jest prawda ze p
a koniunkcja (iloczyn logiczny), p a qczytamy piq
v alternatywa (suma logiczna), p v q czytamy p lub g
= implikacja (wynikanie), p = q czytamy jezeli p to q
<> rownowaznos¢, p <>  co czytamy p wtedy i tylko wtedy gdy q.

Negacja jest spéjnikiem jednoargumentowym, pozostate sg  spojnikami

dwuargumentowymi.

6 ELEMENTY RACHUNKU ZDAN | ALGEBRY ZBIOROW
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Tabelki wartosci logicznych zdan ztozonych w zaleznosci od wartosci logicznych zdan p i g
sg nastepujace:

~ p (negacja) p a g (koniunkcja) p v g (alternatywa)

p = q (implikacja) p <> g (rownowaznosg)
p q p=>q p a p<gq
0 0 i 0 0 i
0 [ [ 0 i 0
1 0 0 1 0 0
1 1 [ 1 i i

Koniunkcja zdan p i g jest prawdziwa tylko w jednym przypadku, gdy obydwa zdania
tj. zaréwno pjak i q sa prawdziwe.

Alternatywa jest fatszywa tylko w jednym przypadku, gdy obydwa zdania tj. zaréwno
pjak i q sg fatszywe.

Implikacja takze jest falszywa tylko w jednym przypadku, a mianowicie gdy
poprzednik p jest prawdziwy, a nastepnik q - fatszywy.

Réwnowazno$¢ jest prawdziwa gdy obydwa zdania p jak i q sg jednocze$nie

prawdziwe, lub gdy obydwa zdania tj. zaréwno pjak i q sg fatszywe.

1.2.
RACHUNEK ZDAN

Zdania i funktory stanowig elementy tzw. rachunku zdan. Zdania nalezy traktowac
jako obiekty, za$ funktory odgrywaja rolg dziatan wykonywanych na tych obiektach.
Jezeli przyjmiemy zatozenie ze litery p, q, r, s, (...) reprezentujg pewne (a nie

konkretne) zdania, wowczas staja sie one tzw. zmiennymi zdaniowymi.

ELEMENTY RACHUNKU ZDAN | ALGEBRY ZBIOROW 7
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Whyrazenia budowane ze zmiennych zdaniowych nazywamy schematami rachunku

zdan. Kazde wyrazenie rachunku zdan staje sie zdaniem wtedy, gdy w miejsce danej litery
podstawimy konkretne zdanie.

wiw

’ Tautologia lub prawem rachunku zdan nazywamy taki schemat zdaniowy, w
ktorym po podstawieniu za zmienne zdaniowe dowolnych zdar otrzymamy zawsze zdanie
prawdziwe. Tautologie sg to schematy niezawodnego wnioskowania. Istotne jest, ze tres¢
zdan jakie podstawimy do tautologii na miejsce zmiennych zdaniowych, nie ma wptywu
na prawdziwo$¢ zdania, jakie z niej otrzymujemy. Prawdziwo$¢ tego zdania wynika z

samej budowy (struktury)tautologii.

Niektore tautologie zebrano w tablicy 1

Tablica 1. Wybrane tautologie

Nazwa tautologii Zapis Sposob odczytania

orawo podwéjnego przeczenia ~(-P) <> P zaprzeczenie zaprzeczenia zdania p
jest rbwnowazne zdaniu p

alternatywa dwdch zdan, z ktérych
prawo wytacznego $rodka Pv (~p) jedno jest zaprzeczeniem drugiego,
jest prawdziwe
zaprzeczenie koniunkcji dwoch zdan,
prawo Sprzecznosci ~(p A (~P) z ktérych jedno jest zaprzeczeniem
drugiego, jest prawdziwe
jezeli zdanie p implikuje zdanie q i
zdanie q implikuje zdanie r, to
zdanie p implikuje zdanie r
jezeli zaprzeczenie zdania q

prawo sylogizmu [P=-q) A@Q=1]=0pE=r1
(przechodnosci implikacji)

prawo transpozycji (HY) => (p)] => (p => ) implikuje zaprzeczenie zdania p, to
zdanie p implikuje zdanie g
n) = - zaprzeczenie zdania p implikuje, ze
prawo Dunsa-Scotusa ) =>0=a zdanie p implikuje dowolne zdanie g
. . P => - jezeli zaprzeczenie zdania p
i prawo Claviusa ( P) =>p implikuje zdanie p, to p
~(P Vg < ((~p) A (~9)) negacja alternatywy jest rownowazna
rawa de Morgana komunikacji negacji
P 9 ~(P AQ < ((~p) V (~Q) negacja komunikacji jest

réwnowazna alternatywie negacji

Zrédto: Wojciech Zakowski, Matematyka cz. I, WNT, Warszawa 1970, s. 23.

8 ELEMENTY RACHUNKU ZDAN | ALGEBRY ZBIOROW
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Do sprawdzenia tautologii moze stuzy¢ metoda zero - jedynkowa, ktdra polega na
rozwazeniu wszystkich mozliwosci uktadéw wartosci logicznych zmiennych zdaniowych,
ktére w badanym wyrazeniu wystepuja.

Dla przykfadu wykazemy prawdziwos¢ prawa kontrapozycji wykorzystywanego w

matematyce w prowadzeniu dowodu nie wprost.

(p = q) <> (~a) = (~p)

p q p=>q "9 -p (-q)=>(p) (p=>0) <= (-q) => (~p)
0 0 i i 1 i i
0 i i 0 1 i i
1 0 0 1 0 0 i
1 [ i 0 0 i i

Uzyskanie samych jedynek w ostatniej kolumnie $wiadczy o tym, ze analizowany
schemat jest schematem niezawodnego wnioskowania czyli tautologia. Gdyby w tej wiasnie
kolumnie chociaz raz wystgpito zero, to taki schemat nie bytby tautologia.

Czasami stosujemy jaki$ rodzaj wnioskowania co do ktérego nie mamy pewnosci czy
jest wnioskowaniem niezawodnym. Waoweczas dobrze jest taki schemat przedstawi¢ w postaci
w ktorej uzyto zmienne zdaniowe, a nastepnie sprawdzi¢ czy jest to schemat niezawodnego
whnioskowania.

Przyktadowo aby sprawdzié¢ poprawnos¢ wnioskowania:
Jezeli padat deszcz to jezdnia jest mokra

i wiemy, ze jezdnia jest mokra

to mozemy stwierdzié, ze padat deszcz.

Zapiszemy to wnioskowanie w postaci schematu ze zmiennymi zdaniowymi.
Mamy tutaj dwa zdania
p - padat deszcz
g - jezdnia jest mokra
za$ samo rozumowanie przebiegato wedtug schematu:
(P=0qaq=p
Nastepnie metodg zero - jedynkowa sprawdzimy czy taki schemat wnioskowania jest

tautologia.

ELEMENTY RACHUNKU ZDAN | ALGEBRY ZBIOROW 9
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Mamy nastepujgca tablice:

p 9 p=>q @E=>q9aq @P=aqaaq=p
0 0 i 0 1
0 i i 1 0
1 0 0 0 1
1 i i 1 1

Otrzymane w ostatnie kolumnie zero Swiadczy, ze stosowany schemat nie jest tautologia.

A zatem przedstawione wnioskowanie jest prawdopodobne ale nie niezawodne.

Pojecie zbioru w matematyce nalezy do poje¢ pierwotnych (niedefiniowalnych).
Pojecie nalezenia do zbioru réwniez jest pojeciem pierwotnym.
Zbiory oznaczamy duzymi literami, np. A, B, (...)*
Elementy zbioru, matymi literami np. a, b, (...)*
Jezeli element a nalezy do zbioru A wowczas zapisujemy a e A
Znak e czytamy: nalezy do.
Jezeli element b nie nalezy do zbioru A wowczas zapisujemy: b i A
Znak £ czytamy: nie nalezy do.

Interesuja nas zbiory liczbowe. Wyr6znié mozna nastepujace zbiory:

R - zbior liczb rzeczywistych np.: V2,
- zbiér liczb catkowitych np.: -6,-1, 0, 2,5
- zbiér liczb naturalnych np.: 1, 2, 3,
w - zbiér liczb wymiernych (typu —, q * 0)
NW - zbior liczb niewymiernych np. V5, n ,
Z - zbior liczb zespolonych*1*

1Liczba zespolona z = a +jb, gdzie a = Re z (cze$¢ rzeczywista liczby z), zas b - Im z (cze$¢ urojona liczby z)

10 ELEMENTY RACHUNKU ZDAN | ALGEBRY ZBIOROW
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Zbioér pusty to taki zbidr, ktéry nie ma zadnych elementéw. Przyktadem zbioru
pustego jest na przyktad zbidr dotychczasowych laureatéw Konkursu Chopinowskiego,
ktorzy startowali w wysScigach Formuta 1

Zbior pusty oznaczamy symbolem 0

Istnieje pojecie podzbioru zbioru X.

A jest podzbiorem zbioru X (co zapisujemy)

Ac Xo (xe A=>xe X
wtedy i tylko wtedy gdy jesli element x nalezy do zbioru A to ten sam element x nalezy
rowniez do zbioru X.
Zbiér U nazywamy przestrzenig lub zbiorem petnym.
Dopetnienie A' zbioru A do przestrzeni U definiowane jest nastepujaco:
@eA)o (ae U)a@EA)

Oznacza to, ze element a nalezy do dopetnienia zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy element
ten nalezy do przestrzeni U i nie nalezy do zbioru A.
Stuszna jest rownosc¢

A'=U -A
np. jesli U - zdefiniujemy jako wszystkich studentéw Akademii Obrony Narodowej, zbiér A
stanowig wszyscy studenci studiow zaocznych AON to w skiad dopetnienia A' wchodzg
wszyscy studenci AON, ktorzy nie sg studentami studiéw zaocznych.

Graficznie zbiory przedstawiamy za pomocg tzw. diagramow Venna, w ktorych zbior
symbolizuje tarcza kota.

Wodweczas dopetnienie A’ do zbioru A pogladowo przedstawi¢ mozna w sposob nastepujacy:

zbi6r A' przedstawia ponizszy rysunek

ELEMENTY RACHUNKU ZDAN | ALGEBRY ZBIOROW n
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Dwa zbiory sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy element jednego zbioru jest elementem

drugiego i na odwrét
A=B <> (Ac B)a (B<A)

Wyrdzniamy trzy dziatania na zbiorach: dodawanie, mnozenie, i odejmowanie
Kazde z tych dziatan przyporzadkowuje dwom danym zbiorom trzeci zbidr, zwany

odpowiednio sumg A + B, iloczynem A B oraz roznicg A - B zbioréw A i B.
Suma zbioréw A i B nazywamy zbior:

Au B=(xx xe Au xe B}

Suma zbioréw posiada nastepujgce whasciwosci:
Au B=Bu A
Au 0 =A
Au Bu C)=(Au B)u C
lloczynem zbioréw A i B nazywamy zbior

An B={x xe An xe B}

2 ELEMENTY RACH UNKU ZDAN | ALGEBRY ZBIOROW
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Mamy nastepujace wasciwosci iloczynu

An B=Bn A
An Bn C=(An B)n C

Réznicg zbioréw A i B nazywamy zbiér zdefiniowany w sposob nastepujacy

A-B={x: xe An x£ B}

Rdznice zapisujemy
U rowniez w postaci
A\B
A-B
Przyktadowo:

Niech zbiér U tworzg wszyscy studenci AON
Zbior A - tworzg studenci | roku studiow zaocznych AON
Zbior B - studenci AON, ktdrzy naszg okulary.
Wobwczas zbior A -B tworzg wszyscy studenci | roku studiow zaocznych AON ktérzy nie

nosza okularéw.

Przykiad 1

Dane sg zbiory:

A={x: xeN 3x-4|<9}

Wyznaczy¢ zbiory AuB, AnB, A\B
Rozwigzanie:

Najpierw wyznaczamy zbiér A

ELEMENTY RACHUNKU ZDAN | ALGEBRY ZBIOROW K}
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-9<3x-4<9
-5<3x< 13

a poniewaz poszukujemy rozwigzania tej nierownosci wérdd liczb naturalnych zbiér A tworza

cztery liczby 1, 2, 3 i 4, co zapisujemy:

A= {1234}

Zbiér B wyznaczamy wykorzystujac wykres funkcji wymiernej. Latwo sprawdzi¢, ze jej
licznik rozktada sie na czynniki

X2+ 5x - 14 = (x+7)(x-2), a zatem mamy rozwigza¢ nierownosc:

(s+7H*-2)"0
2,c2-(* +4)

X*0Xx*-4

Po pomnozeniu nierdwnosci przez 2 otrzymujemy

(x+7)-(a-2)
x2-(* +4)

Miejscami zerowymi sg Xj=-7, x2=2, za$ punktami w ktorych warto$¢ wyrazenia jest
nieokreslona sg 0 oraz -4. Punkty te nanosimy na osi Ox (punkty wylaczone z dziedziny

oznaczamy jako o)

%-= -0 — O ¢ "> %

Wykres rysujemy od prawej do lewej strony, w tym przypadku rozpoczynajac od gory;

Wykres ten trzy razy przecina o$ 0x, raz ,,dotyka” tej osi. Mamy przyblizony jego ksztatt

14 ELEMENTY RACHUNKU ZDAN | ALGEBRY ZBIOROW
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Stad odpowiedz:

B=(-x ;-7}u (-4;0)u ( 0; 2)

Mamy zatem

Au B= (-00 ;-7>u(-4; 0)u(0; 2>u{3,4}

An B= {12}
A\B = {34}
1.4,
PRZEDZIALY

Niech a i b bedg liczbami rzeczywistymi, przy czym a<b.
Wyrézni¢ mozna cztery przedziaty skonczone oraz pie¢ przedziatdw nieskonczonych,

definiowane nastepujaco:

Przedziaty skonczone

a) Przedziat otwarty (a, b)

Df: x g (&, b) <= (a<x<bh)

Liczby a i b nazywamy krafcami przedziatu; liczbe b - a dtugoscia przedziatu
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b) Przedziat domkniety(? (a, b)

Dfixg (ab) <= (@a<x<b

0 a (a, b) b

C) Przedziat lewostronnie domkniety (a, b)

Dfixg (ab) o (@a<x<b)

0 a (a b) b
d) Przedziat prawostronnie domkniety (a, b)

Df: xe(a,b)«(a<x<hbh)

0 a (a,b) b

Przedziaty nieskoriczone

(-00, @) Df: Xe (-w,a)0 (x<a)

(-00 <x<a)

2Inny zapis tego samego przedziatu ma postac [a, b].
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0
(-00 , a) Df: xe (-co0,a) <>(x <a)
O (-co <x < @)
9)
(@+oo) Df: xe (a+00) (x> a)
S, 0 [ m'
@] a (a<x<+co)
h)
(a, +o0) Df: xe(a,+00)o(x > a)
¢ . X
0 a (a < x<+co)
i)
(-00, +00) Df: (-00, +00) = R
o] R

Przyktadowo: Symbol (2, 5) oznacza przedziat lewostronnie domkniety o koricach 2

i 5 oraz dtugosci 3. Dolna granica 2 nalezy do tego przedziatu, gorna granica 5 - nie nalezy.

Jest to ograniczony zbiér liczb. Kres dolny tego zbioru wynosi 2.
inf(2, 5)=2
za$ kres gorny wynosi 5, zapisujemy

sup (2,5)=5
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Do tego przedziatu nalezy nieskonczenie wiele liczb, liczba najmniejsza to 2, liczby
najwiekszej brak.

Natomiast przedziat (-00,0) to zbiér wszystkich liczb ujemnych.

Otoczenie Q (X0, 8 ) punktu x00 promieniu 8 (8 >0)
definiowane jest nastepujaco:

Df:(x ¢ Q(x0, 8) <> (0< |x-x( < 8)

Q (x0, 8)

Punkt x e Q (x0, 8)

Przyktadowo Q (1, 1) jest otoczeniem punktu 1 o promieniu jeden, czyli przedziatem
otwartym (0, 2)

Sasiedztwo S (x0 8 ) punktu xGo promieniu 8 (8>0)

Df: xg S(x0,8)0 (0<\x-x0<8) x0e S (x0, 8)
9 0 0] w'0O—
0 X0 - 8 Xo Xo + 8
S(x0, 8)

np. S (2; 1) jest sasiedztwem punktu 2 o promieniu 1. Jest nim przedziat (1,2) u (2,3).

Wypisanie elementdéw zbioru w nawiasach klamrowych: np. {2, 5, 11} oznacza zbidr
ztozony z trzech liczb: 2,5 i 11. Taki spos6b stosujemy w przypadku zbioréw skonczonych.
Wypada zaznaczy¢, ze w nawiasach klamrowych mogg by¢ réwniez zawarte zbiory
nieskonczone. Na przykfad zapis {2,4,6, (...)} oznacza zbior ztozony ze wszystkich liczb

parzystych.
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15.
ILOCZYN L5

Niech A i B bedg otwartymi zbiorami. lloczynem kartezjariskim zbioréw A i B nazywamy

zbiér oznaczony A x B ztozony z par (a, b), gdzieae A, b s B.
AxB={@abh); ae An be B}
(a, b) - para uporzadkowana; zbior dwuelementowy.
lloczyn Kkartezjanski stanowig wiec uporzadkowane pary, z ktérych na pierwszym miejscu jest

element z pierwszego czynnika, a na drugim miejscu element z drugiego czynnika.

Przykiad 2
Niech A =(1, 3), B=(2, 3)

Wyznaczy¢ A x B oraz B x A

Z definicji iloczynu kartezjariskiego wynika, ze

AXB * BxA, gdy A* B

Jezeli np. zbiér A ma n elementéw, zbiér B ma k elementéw to A x B ma n «k elementow
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Przyktad 3

Wyznaczy¢

Przyktad 4

Wyznaczy¢

Jesli

20
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Niech A= {1,2,3}, B= {0,1}

AxBorazBx A

AxBorazBxA

A= {N}, B={R}
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Zadania:

1 Sprawdzi¢ czy nastepujace wyrazenia sg tautologiami
8 (-p) =>~(Paaq
b) (0=>0) =>((-p) v q)
) Pa(p=>0)=>q
d (p=09a@=n)=@E=>r
) p<=n<((P<09ga(@<n)
) ()= a ((~a) = (1) =>q

2. Niech
A={1234568} oraz B={neN;n2<4n}
Wyznaczy¢ zbiory An B,A B, A\B

3 Dane sg zbiory:
A= (XgR;x>01} oraz B={Xxg N; x <3}
Wyznaczy¢ zbiory AnB, AuB, A\Boraz B\ A

4. Dane sg zbiory:
A= {Xg N; [x-7| >2} oraz B={xg N; x < 3}

Wyznaczy¢ zbiory An B,Au Boraz B- A

5. Zaznaczy¢ na ptaszczyZznie nastepujace iloczyny kartezjanskie

a) Rx(0, 1

b) (2,3} xN

O (0, +00) x (0, +00)

d Nx(3, 4)

e) XoR x2<2}x(Xg R |X|>1

f) {x g R;0<x <1lu x>2}x (x gR; -1 <x < 2}

9 (koCrx(xeR:|x|[<3}
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Niech bedg dane dwa niepuste zbiory X i Y.

53]

_Definicja. Funkcja okres$lona na elementach zbioru X i o wartosciach ze zbioru Y jest to
przyporzadkowanie kazdemu elementowi zbioru X doktadnie jednego elementu zbioru Y.

Funkcje oznaczamy zwykle literg f i zapisujemy

y=1(x)
zaznaczajac, zex e X i ye Y, przy czym:

X - zmienna niezalezna, argument funkcji

y - zmienna zalezna, warto$¢ funkcji

X - dziedzina funkgcji

Y - zbior wartosci funkcji, przeciwdziedzina funkcji

f- oznacza symbol przyporzadkowania

Przyporzadkowanie funkcyjne jest przyporzadkowaniem jednoznacznym, co 0znacza,
ze konkretnej wartosci x funkcja przyporzadkowuje doktadnie jedng wartos¢ y.

Na rys. 1zostaty schematycznie przedstawione trzy przyporzadkowania a), b) i c).

Rysunek 1. Przyporzadkowania
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Przyporzadkowania schematycznie przedstawione na rys. a) i b) sg funkcjami,
natomiast trzecie oznaczenie jako c) funkcjg nie jest gdyz jednemu elementowi zostaty
przyporzadkowane jednocze$nie dwie wartosci .

Uzywajac wyrazenia funkcja mamy zwykle na mysli funkcje rzeczywiste lub funkcje
jednej zmiennej rzeczywistej. Oznacza to, ze zaréwno dziedzing jak i przeciwdziedzing
kazdej takiej funkcji sg pewne podzbiory zbioru liczb rzeczywistych. Funkcje takie
nazywamy rowniez funkcjami liczbowymi. Funkcja liczbowa okre$lona jest konkretnym
wzorem np. y = x3. Dziedzing funkcji jest zbidr tych wszystkich x, dla ktérych prawa strona
tego wzoru ma okre$long warto$¢. W przypadku funkcji y = x3 jest nig zbior liczb

rzeczywistych, czyli zbiér R.

Przykladowo: dziedzing funkcji y = log X jest zbior R+.
Tak rozumiang dziedzing nazywamy dziedzing naturalng. Niekiedy wyrdzniamy dziedzine
sztuczng. Wystepuje to wowczas, jezeli zmienna x ma konkretng interpretacje. Jesli na

przykiad x oznacza dtugos¢ boku szescianu za$ interesuje nas zalezno$¢ objetosci V szeScianu

od dhugosci jego boku, to zwigzek jest jednoznaczny i wyraza sie wzoremV

V = x3
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Dziedzing (sztuczng) takiej funkcji jest zbior X = R+
Funkcje liczbowa interpretowa¢ mozna geometrycznie sporzadzajac wykres funkcji.

W tym celu najpierw na ptaszczyznie rysujemy dwie prostopadte do siebie osie 0Xi Oy o
wspblnym poczatku O (tzw. uktad wspétrzednych prostokatnych 0xy). Uktad taki jest uktadem
prostokatnym kartezjanskim, jezeli na osiach tych zostata ustalona wspolna jednostka
dtugosci. Jesli na osiach 0Xi Oy przyjeto rozne jednostki dtugosci to taki uktad nazywamy
uktadem prostokatnym (bez przymiotnika Kkartezjanski). Na plaszczyZznie ukfadu Oxy
zaznaczamy punkty o wspotrzednych (x, f(x)).

Wykres funkcji tworzy zbi6r takich wiasnie punktow, jesli x przyjmuje wszystkie wartosci

Z dziedziny funkcji.

Rysunek 2. Przykiadowy wykres funkcji y = f(x)

Niech funkcja f(x) bedzie funkcja liczbowa okre$long w zbiorze X.

a) funkcja ograniczona

Definicja. Funkcjg f(x) nazywamy ograniczona z dotu w zbiorze X, jezeli istnieje taka |
liczba M, Ze dla kazdego x e X zachodzi relacja
f(x) >M
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Przyktadowo: funkcja f(x) = x2- 3 jest ograniczona z dotu przez liczbe minus 3

m s
Definicja. Funkcje f(x) nazywamy ograniczona z géry w zbiorze X, jezeli istnieje taka

liczba M, Ze dla kazdego x e X zachodzi zwigzek
f(x) <M

Przyktadowo funkcja f(x) = —— jest ograniczona z gory przez liczbe 1
X +!
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Definicja. Funkcje f(x) nazywamy ograniczona w zbiorze X, jezeli istnieje taka liczba M,

ze dla kazdego x e X zachodzi zwigzek

OO\ <M

Funkcja jest ograniczona, gdy jest ograniczona z dotu jak i ograniczona z gory. Przykladem
takiej funkcji moze by¢ funkcja f(x) = cos x. Jest ona ograniczona przez liczbe 1
b) funkcja parzysta, funkcja nieparzysta
gnmmm
Definicja. Funkcje f(x) nazywamy parzysta, jezeli dla kazdego x z jej dziedziny zachodzi

warunek

() =1(-*)

Przyktadami funkcji parzystyvh moga by¢ funkcje:

f(x) = x2 f(x) = cos X, f(x) = ;( ,

Definicja. Funkcjg f(x) nazywamy nieparzysta, jezeli dla kazdego x z jej dziedziny B
zachodzi zwigzek 1
f(x) =-f(-x) 1

Przyktadami funkcji nieparzystych sg funkcje:
f(x) = sin x, f(x) = tgx, f(x)-x3 czy f(x) = 3x
ZwréEmy uwage na to, ze dla funkcji parzystej o$ rzednych Oy jest osig symetrii

wykresu funkcji, zas w przypadku funkcji nieparzystej poczatek uktadu wspotrzednych 0 jest

Srodkiem symetrii dla jej wykresu.

26 FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ | ICH WLASNOSCI



INSTYTUT EKONOMII | LOGISTYKI

Rysunek 3. Przykiady funkcji

a) parzystej f(x) =3 - Ix |
b) nieparzystej f(x) = x3

¢) funkcja rosngca, funkcja malejgca, funkcja monotoniczna

Definicja. Funkcje f(xX) nazywamy rosnacg w zbiorze X jezeli dla kazdych dwaoch liczb xj, x2

Z tego zbioru takich, ze X < x2spetniony jest warunek

{a) f(xi)<f(x2)

Przyktad 1
Wykazac, ze funkcja f(x) = 2x - 1jest rosnaca.
Z <x2
T: IW </[(*2)
Dowdd: Wyznaczamy kolejno

f(x])=2x]-1
f(x2) = 2x2~\
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Tworzymy réznice
f(xi) - f(x9 =2x, - 1- (2x2- )=2X- 1- 2x2+ 1

Z zatozeniawynika, ze Xi - x2< 0, zatem mamy zwigzek

1(id)-/(jd)=2(x -x)<0, azatem
f(xi)<f(x2) c.n.d.

Rysunek 4. Przyktad funkcji rosnacej

Definicja. Funkcje f(x) nazwamy malejaca w zbiorze X, jezeli dla kazdych dwdch liczb

X,, X2 tego zbioru takich, ze \ x< x2spetniony jest warunek

(p) IW  >/(*2)

Czytelnikowi zostawiamy sprawdzenie, ze funkcja f(x) - - jest malejaca

w przedziale (0, + 00).
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Jezeli w podanych definicjach funkcji rosnacej i malejgcej zastepujemy nieréwno$¢ a przez
IW  $f(x2

zas nierdwnos¢ /? przez
10,) - f(x2

otrzymamy odpowiednio definicje funkcji niemalejacej zamiast rosnacej oraz nierosnacej

zamiast malejacej.

Rysunek 5. Przykladowe wykresy funkcji

rosngcej, malejacej, niemalejgcej, nierosngcej
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Definicja. Funkcja monotoniczna w zbiorze jest to kazda funkcja, ktéra jest niemalejaca
lub nierosngca w tym zbiorze.

Funkcje rosnaca, a takze malejacg nazywamy funkcjg Scisle monotoniczng, natomiast funkcje

niemalejaca, a takze nierosngcg hazywamy monotoniczng w Szerszym sensie.

d) funkcja okresowa

Definicja. Funkcje f(x) nazywamy okresowa, jezeli istnieje taka liczba T > 0, Ze dla kazdej |
liczby x z dziedziny funkcji f i dla kazdego catkowitego k spetniony jest warunek
f(x +KT) =f(x)

Rysunek 6. Przyktadowy wykres funkcji okresowej

Przyktadami funkcji okresowych sg funkcje trygonometryczne,
awiec sin x, cos X, tg x i ctg x.

Ich okresy podstawowe odpowiednio wynosza: 2zr,2zr, n i n.
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ot "

2.3. . rZiii M m- = ' =m .
FUNKCJA ROZNOWARTOSCIOWAI FUNKCJA ODWROTNA

Niech f(x) bedzie funkcjg okres$long w zbiorze X.

Definicja. Funkcje f(X) nazywamy roznowartoSciowa w zbiorze X, jezeli dla kazdych

dwoch elementow x\,x2tego zbioru

1(*0) * f(x2)

Przyktadowo: funkcja f(x) = x3jest funkcjg r6znowartosciowa, natomiast funkcja f(x) = | x |

taka nie jest.

Rysunek 7. Przyktad funkcji réznowartosciowej
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Rysunek 8. Funkcja réznowartosciowa

Na rysunku 8 schematycznie przedstawiono funkcje, ktéra jest réznowartoSciowa.
Elementowi \ 0 nalezacemu do dziedziny X przyporzadkowany jest doktadnie jeden element
y0 (nalezacy do przeciwdziedziny Y tej funkcji). Ale sytuacje i rozumowanie mozna w
pewnym sensie odwroci¢ i stwierdzi¢, ze elementowi y0 z przeciwdziedziny Y funkcji f
przyporzadkowany jest doktadnie jeden element x0 z dziedziny X tej funkcji. To drugie
przyporzadkowanie okresla na elementach przeciwdziedziny Y funkcji f pewng nowa funkcje.
Funkcje tg nazywamy funkcjg odwrotna do funkcji f i oznaczamy symbolem f 1
Aby wyznaczyé¢ funkcje odwrotng wzgledem funkcji f(x) nalezy:

1°. stwierdzi¢ czy funkcja f(x) jest r6znowartoSciowa (gdyby nie byta to funkcja

odwrotna f 1nie istnieje),

2°. wyznaczy¢ zaleznos$¢ x od vy,

3°. dokona¢ zamiany zmiennych X i y.

Przykiad 2
Wyznaczy¢ funkcje odwrotng do funkcji

f(x) =2- 3

1°.  stwierdzamy, ze funkcja f(x) = -3x+ 2 jest rdéznowartosciowa, czyli istnieje funkcja

odwrotna f' 1(x),

” FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ | ICH WELASNOSCI



INSTYTUT EKONOMII | LOGISTYKI

2. y=-3x+2 = X——y+—

3 3
K po dokonaniu zamiany zmiennych x i y mamy
1.2 12
=-—X+ — azatem f*(x) =-- x + —
y 3 3 B 3 3

Po narysowaniu funkcji f(x) oraz odwrotnej f _1(x) zauwazy¢ mozna, ze wykresy te majg 0$

symetrii. Jest nig prosta o réwnaniu y = X.

Rysunek 9. Funkcja f(x) i funkcja odwrotna f ,(x)
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Warto zwrdci¢ uwage Czytelnika, ze pojecia: funkcja odwrotna i odwrotnos¢ funkcji
nie s tozsame. Przyktadowo odwrotno$¢ funkcji

f(x) = -3x + 2jest to funkcja — —
-3x+2

a wiec nie jest taka sama jak uprzednio wyznaczona funkcja odwrotna

Niech funkcja f przeksztatca X -> Y, za$ funkcja g przeksztatca Y -» Z

Definicja, ¢tozeniem tunKcji t i g nazywamy runKCje oznaczong gwi o0Kresiong
nastepujaco: kazdemu x e X przyporzadkowany jest punkt

W wyniku ztozenia funkcji fi g otrzymujemy funkcje h(x) okreslong wzorem

h(x) = g (f(x))

Wystepujacg w powyzszym wzorze funkcje f nazywamy funkcjg wewnetrzng, za$
funkcje g nazywamy funkcjg zewnetrzng funkcji ztozonej h.
Mozna stwierdzi¢, ze funkcja f ,dziata w pierwszej kolejnosci”, za$ funkcja g ,,dziaka

pozniej”.

Przyktad 3
Niech f:R -» R, f(x) =x2- 1,
f:R R, gx) =2x+ 1
Woweczas dla danych funkcji okre$lone sa ztozenia:
g° f= g(f(x)) = g(x2- 1) =2(x2~ 1)+ 1=2x2- 2+ 1=2x2-1
fog=1f(gx))=f@x+ D)= (2x+ 1)2- 1=4x2+4x+ 1- 1=4x(x + 1)
Jak wynika z powyzszego przykfadu na ogot
g9(f(x)) * f(a(x))
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Mamy pewng funkcjg h(x) bardziej skomplikowang i staramy sie ja przedstawic jako ztozenie

funkcji prostszych.

Na przykfad funkcje h(x) =10x21 mozna przedstawic jako h = g° f- ztozenie funkgcji

wewnetrznej f(x) = x2I i zewnetrznej g(y) = 10y
Przykfad 4

Dana jest funkcja f(x) = log2x. Wyznaczy¢ funkcje odwrotng f 1(x) a nastepnie wyznaczy¢

ztozenie funkcji f° f 1 oraz f ' of

Mamy f(x) = log2x

Dziedzing funkcji fjest zbiér R+

W swojej dziedzinie jest to funkcja réznowartosciowa; istnieje, zatem funkcja odwrotna f 1

Mamy y = log? , stad wyznaczamy x = 2y, za$ po zamianie zmiennych mamy

y = 2X czyli f 1(x) = 2x

Ztozenie fo f" =T (2X =l0g22X=x log22 = x

Natomiast ztozenie f'lo f= f'1(log2x)= 2laX= x(D)

A zatem w przypadku ztozenia funkcji fi funkcji odwrotnej f" zachodzi zwigzek

1Stusznosc tego tatwo wykonac logarytmujac obie strony przy podstawie dwa.
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W zbiorze wszystkich funkcji rzeczywistych wyr6zniamy tak zwane funkcje
elementarne.

Podstawowymi funkcjami elementarnymi sg;

a) funkcja liniowa f(x) =ax+b

b) funkcja potegowa f(x)=xa aeR

c) funkcja wyktadnicza f(x) = ax a>0,a* 1
d) funkcja sinus f(x) = sin x

Wykorzystujgc operacje dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia, ziozenia

i wyznaczania funkcji odwrotnej otrzymamy z powyzszych wszystkie funkcje elementarne.

Obecnie oméwione zostang wasnosci wazniejszych z tych funkji,

a) funkcja liniowa
Wykresem funkgcji liniowej f(x) =ax+b, xeR jest linia prosta.

Rysunek 10. Wykres funkcji liniowej y = ax + b

Funkcja ta jest rosngca - gdy a > 0, malejgca - gdy a < 0 oraz stata gdy a- 0. JeSlia * 0Oto

b
funkcja liniowa ma doktadnie jedno miejsce zerowe Xo— —
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Zwrécimy uwage Czytelnika na fakt, ze trzy mozliwosci potozenia linii prostej na
ptaszczyznie Oxy przedstawione na rysunku 10 nie wyczerpujg wszystkich mozliwosci. Linia

prosta moze przebiegac jak na rysunku 11, gdzie prosta jest prostopadta do osi 0X

Rysunek 11. Wykres funkcji liniowej

><-

Rownanie tak potozonej prostej opisane jest inng zaleznoscig, a mianowicie x = b. Oznacza
to, ze w kazdym punkcie tej prostej odcieta jest jednakowa i przybiera warto$¢ b

Interpretacja parametrow a i b wystepujacych we wzorze funkcji liniowej jest
nastepujgca:

Rysunek 12. Wykres funkcji liniowej

Parametr a informuje o tym o ile zmieni sie wartos¢ funkcji (Ay) jezeli zmienng niezalezng x
zwiekszymy o 1jednostke.
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Parametr b méwi o tym jaka jest warto$§¢ zmiennej y jezeli zmienna niezalezna X przyjmuje
warto$¢ 0.

Parametr a to tangens kata, jaki prosta tworzy z osig 0X parametr b to punkt w jakim wykres
funkcji liniowej przecina os Oy.

b) funkcja kwadratowa

Funkcjg kwadratowg nazywamy funkcjg postaci
f(x) =ax2+bx +c, jeslia™* 0@

Wyroznik funkcji kwadratowej A wyrazony jest wzorem
A=hb2- 4ac

W zaleznosci od A funkcja kwadratowa ma nastepujace miejsca zerowe
-jesli A>0 - dwa miejsca zerowe
-b- -b +yfK
wi= Py i X2 4
2a 2a
-jesli A=0 -jedno miejsce zerowe
jesli A< 0 - brak miejsc zerowych
Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej jest nastepujgca
f(x) =a(x+2-)2-
(x) = a( 261) 4

a

W przypadku gdy A > 0 funkcje kwadratowg zapisa¢ mozna w postaci iloczynowej:

ax2+hbx +c=a(x - xi)(x - x9

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.

2Dla a = 0 mamy funkcje liniowg f(x) = bx + c.
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Wspotrzedne wierzchotka ~ W(— , —-)
a 4a

Ramiona paraboli skierowane sg do géryjesli a> 0 oraz w dét, gdy a< 0

Rysunek 13. Mozliwe wykresy funkcji kwadratowej

Wyrazenie f(x) = ax2+ bx + ¢ nazywamy inaczej tréjmianem kwadratowym.

Definicja. Wielomianem nazywamy funkcje utworzong z funkcji liniowych i
kwadratowych przy uzyciu operacji dodawania i mnozenia. Wielomian ma zatem postac¢
W(X) =arxn+anixn + ...+ ajx +a

Przy czym przyjmujemy zatozenie, ze an* 0

Liczbe n nazywamy stopniem wielomianu.
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Dziedzing wielomianu jest zbidr liczb rzeczywistych R. Wielomian stopnia

nieparzystego ma zawsze miejsce zerowe. Ilos¢ miejsc zerowych wielomianu nigdy nie jest
wieksza od jego stopnia.
Definicja: Funkcjg wymierng nazywamy iloraz dwdch wielomiandw, czyli funkcje

P(/X)’ , gdzie P(x) i Q(x) sg wielomianami. Dziedzing funkcji wymiernej jest zbior:
X

{xe R Q(x) * 0}

C) funkcja potegowa

Jest nig funkcja postaci f(x) =  eDziedzina tej funkcji zalezy od a .
Jesli a jest liczba naturalng dziedzing funkcji potegowej jest R. Jesli a jest liczbg catkowitg
ujemna dziedzing jest R \ {0}, natomiast gdy a jest liczbg niewymierng wéwczas dziedzing

jest zbior [xeR ;x>0}

Rysunek 14. Przykiadowe wykresy funkcji potegowej
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d) funkcja wykitadnicza

Jest to funkcja postaci f(x) = ax gdzie a>0ia * 1 Dziedzing funkcji wyktadniczej jest R .
Rysunek 15. Przyktadowe wykresy funkcji wyktadniczej

Funkcja wyk}adnicza jest rosngca dla a > 1, natomiast jest malejgcadla0<a< 1
Jest to funkcja réznowartosciowa.

Szczegblnym, a zarazem waznym przypadkiem funkcji wyktadniczej jest funkcja f(x) = ex

gdzie e oznacza liczbg Eulera<d (e =2,7182)

Rysunek 16. Wykres funkcji f(x) =ex

* Wiecej informacji na temat liczby e znajdzie Czytelnik w rozdziale 3.
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e) funkcja logarytmiczna

Okre$lana wzorem f(X) = logax, gdzie a> 0ia * 1 Dziedzing tej funkcji jest zbior R + Jest
to funkcja odwrotna do funkcji wykladniczej o podstawie a.

Rysunek 17. Wykresy funkcji logarytmicznej

Funkcja logarytmiczna jest funkcjg rosngca, gdy podstawg logarytmu a > 1, natomiast
jest funkcjg malejacg gdy 0 <a<1
Jesli podstawg logarytmu jest liczba e, to funkcjg f(x) = loge x nazywamy logarytmem

naturalnym i oznaczamy symbolem f(x) = In x.

Rysunek 18. Wykres funkcji logarytmicznej f(x) = In x
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f) funkcje trygonometryczne

Funkcja f(x) =sinx, x e R

Jest to funkcja nieparzysta, okresowa, o okresie T = 2/r, posiadajaca przeciwdziedzine

Rysunek 19. Wykres funkcji f(x) = sin x

Funkcja f(x) = sin x nie jest roznowartosciowa w calej dziedzinie. Jest natomiast

roznowartosciowa w dziedzinie (- Py | w ktérym ma przeciwdziedzine (-1; I). W zbiorze

tym okreslona jest funkcja odwrotna do funkcji f(x) = sin x, ktdra nosi nazwe arcus sinus

(arcsin).
(y=arcsinx) o (x=siny) (xe (-I;1),ye

Rysunek 20. Wykres funkcji f(x) = arcsin x
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Rysunek 21. Wykres funkcji f(x) = cos x

Funkcja f(x) = cos x, x e R ; Jest to funkcja parzysta, okresowa, o okresie 2n

Funkcja f(x) = cos x jest réwnowartosciowa w dziedzinie <0;n} i ma przeciwdziedzine

(-1; 1), y e <G;n). Funkcja odwrotna wzgledem niej to funkcja o nazwie arcus cosinus

(arccos). Mamy

(y=arccosx) < (x=cosy) (xe (-1; ),y € (0;/1))

Rysunek 22. Wykres funkcji f(x) = arccos x

44 FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ | ICH WLASNOSCI



INSTYTUT EKONOMII | LOGISTYKI

Funkcja f(x) =tg x, x e R \ {(2k +1) E}, k e C, ma okres T = n, jest nieparzysta

i przedziatami rosnaca.

Rysunek 23. Wykres funkcji f(x) = tg x

D' :y e IR.Funkcja odwrotna to arcus tangens (arctg). Mamy

f i non
(y=arctgx) o (X=tgy) xeRr,yg -
\ 2.2

Rysunek 24. Wykres funkcji f(x) = arctg x
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Funkcja f(x) = ctg x, x e R \ {k/r }, k e C, podobnie jak tangens ma okres réwny n ;jest
nieparzysta i przedziatami malejgca.

Rysunek 25. Wykres funkcji f(x) = ctg x

Funkcja f(x) = ctg x jest réznowartosciowa w dziedzinie (0, n) i ma przeciwdziedzine
D'Ly€ R.
Istnieje funkcja odwrotna o nazwie arcus cotangens (arcctg).

(y =arcctg x) G>(x =ctgy) (xeR,y (0, #))

Rysunek 26. Wykres funkcji f(x) = arcctg x
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Zadania:

1 Woyznaczy¢ dziedzine i miejsca zerowe funkciji

a) f(X):l-"T

b) f(x) = yjx2+3x-18

c) f(x) =Iogz3

d) fx)=-Ti=
V1+x

2. Zbada¢, czy dane funkcje sg roznowartosciowe

a) f(x)=\-2x
b) f(x)=x34x

1
c) f(x)= _

3. Sprawdzi¢, ktére z podanych funkcji sg parzyste, ktdre sg nieparzyste, a ktore nie sg

ani parzyste, ani nieparzyste

a) f(x)=2-Ix|

b) f(x) = 3x3-1

c) f(x)=J-~L
1« X

d) f(x) =2~x

e) f(x)=-=L=
%l + x4

f) f(x) = cos2x
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4. Wyznaczy¢ funkcjg odwrotng do danej funkcji oraz narysowac wykresy funkcji f(x)
i f'(x)

a) f(x) —2-|x
b) f(x)=x3+I
) f(x)=Ix|
d) f(x)=3X

e) f(x) = \I2x+I

5. Dane sg funkcje

a) f(x) =3x-1 ig(x) = x3-1
Wyznaczy¢ ztozenie funkcji flg(x)] oraz g[f(x)]

b) f(x)= x2+2 ig(x) =1+ 2x
Wyznaczy¢ fo g oraz g[f(4)]

c) f(x) = 3Xi g(x) = log3X
Wyznaczy¢ f[g(x)] oraz g[f(x)]

6. Obliczy¢

a) arccos 0
b) arcsin 0

c) arctg 0
d) arccos —

e) arctg (-1)
f) arcctg (-V3)
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3. ) : i T .
CIAGI LICZBOWE

Definicja. Ciggiem liczbowym nazywamy dowolng funkcje
N~ R

Wartos¢ an=f(n) nazywamy n - tym wyrazem ciggu. Ciagi oznaczamy symbolem (an lub
{an}, n € N. Dziedzing ciggu liczbowego jest zbidr liczb naturalnych - N; przciwdziedzing
zbiér Z cR . Ciag jest funkcjg okreslong w dziedzinie liczb naturalnych N. Do ciggu odnosi
sie wiele poje¢ wprowadzonych przy omawianiu whasnosci funkcji. Ciag jest okreSlony, jesli

znany jest wzOr na n - ty wyraz, np.

an=9n an=l anz—l, neN
n T

Ciag moze by¢ rosngcy, malejacy, ograniczony od dotu, ograniczony od gory.

3.1. Nsy-TC
GRANICA CIAGU

. .. In+P
Rozwazmy cigg
Vo)

Jest to cigg w ktérym an- 1+ —
n

Obliczmy kilka poczatkowych wyrazdw tego ciggu. Mamy
4 5

ai- 3 a2=-3; a3=-; Pl :
2 3 4
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Zauwazmy, ze wyrazy tego ciggu réznig sie od liczby 1 dowolnie mato, gdy ich

numery sg dostatecznie duze. Dowolnie mato tzn. mniej niz o dowolng liczbe dodatnig £; -

dostatecznie duze, tzn. wieksze od pewnej liczby 5.

Twdrcg powyzszej definicji jest matematyk francuski A. L. Cauchy.

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna granicy ciggu

Zwrdémy uwage na fakt, ze £ oznacza dowolng, z gory dang liczbe dodatnig, b za$ oznacza
liczbe dobrang do £.

Powyzszy rysunek ilustruje definicje granicy ciggu. Granicg ciagu (an jest liczba g
wtedy i tylko wtedy, gdy poczawszy od pewnego miejsca wszystkie wyrazy ciggu leza w

zakreskowanym polu (w tzw. pasku epsylonowym).

Ciag (an), ktéry ma granice nazywamy zbieznym.

Ciag, ktory nie ma granicy, nazywamy rozbieznym.
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Werdd ciggdw rozbieznych wyrdzniamy te, ktére sg rozbiezne do +co lub do -cc. Mowimy
woOwczas 0 granicy niewtasciwej.

Cigg staty (c), czyli cigg (c, ¢, ¢, ¢, ¢, c,...) gdzie cjest dowolng liczbg, jest zbiezny
do granicy c.

Oto kilka przyktadowych granic ciagu

lim 2n=2limn = +oc

1C->X

lim - =0
»* D n
lim 2n= 400

Natomiast ciag ((-1)n) nie ma granicy*1* Jest to ciag rozbiezny.
Ciag (I - n2) jest rozbiezny do -oo .

Podajmy jeszcze dwie, przydatne do dalszych obliczen granice.
Oto one

lim yfn =1 (przyjmujac, ze VT =1)

oraz

lim yfa=1 (dlaa>0)

3.2. sccse
TWIERDZENIE O TRZECH CIAGAGH

Jezeli mamy trzy ciagi (a,,), (b,,) i (cn), takie, ze poczawszy od pewnej warto$ci n spetniona
jest nieréwnos¢
an<bn<cn
i ponadto

liman=g oraz

«p»00

limcn—g, to

«—>D

lim bn=g

«—PX

1tatwo zauwazy¢, ze ciag ((-1)n) = (-1, 1, -1, 1, -1, t, ..) skfada sie tylko z dwdch wartosci -1 i 1 kolejno po
sobie ustawionych.
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Przykiad 1
Obliczy¢
lig3"+4"

Wykorzystujemy nierdwnosc¢

An< 3n+4n< 4n+4n
4dn< 3n+4n< 2 *4n
V? <V3"+4" < N2-4*

4<N3" +47< 472

azatem cigg an=4, ciggcn= 4/2
obliczmy
li an= ligg 4 =4
oraz

limcn=1im472 - 41limV2 =4-1=4

awiec na podstawie twierdzenia o trzech ciggach mamy

lim V3"+4" =4

Przykiad 2
Obliczy¢
Ii% N27+47 + T

[

Wychodzac od nierownosci

m<2n+4n+T <T +T +T

czyli
T <2n+4n+T <3T
a zatem
Vr <%W2'+4n+7" < yfi-T
wiec

7< 2"+ AT < TN3
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Przyjmujemy, zatem, ze ciagi an, bni cnokreslone sg nastepujaco

an=7
bn= 72" +4"+T"

c,= 73
Pamietajac, ze lim =1 (a>0)mamy

liman=lim 7=7

Nos n>q

Li_%cn :m]vs = 7&@% =7
zatem )IJ'_;Jpan =\I2>(rlcncn -1

astad lim\[2"+4" +7" =7

3.3. Bante %
MONOTONICZNOSC CIAGU

Ciagg monotoniczny to taki, ktdry jest rosnacy, lub ktéry jest malejacy.

Definicja. Mowimy, ze cigg (an) jest
a)  rosnacy <> am > an
b) malejacy <> ant]<an
€) nierosngcy <> aM <a,
d) niemalejacy o antH >a,
dla kazdegon e N

Aby okresli¢ czy ciag (an jest ciggiem monotonicznym badamy zwykle réznice pomiedzy

wyrazami antl i a,,
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Przyktad 3

Zbada¢ monotoniczno$¢ ciggu o wyrazie ogélnym

x=1+~

n

utwérzmy wyraz a,H
ami- 1+

n+1

a nastepnie réznice ant - an
j _{ n=_i__i_h-(»+i)_ -\__ <0

ans +n+l A ) n+l n n(«+l) «(n+1)

Zatem cigg 0 wyrazie ogélnym an- 1m jest malejacy

Przykiad 4

Sprawdzi¢, czy ciag o wyrazie og6lnym

on 2™
an= jest ciggiem monotonicznym
V $J
Mamy
aH-I f 2A2n+3
v 3J | s,
aH iy
2V"5 (_2) 21 2 2
am man T 3 V 3y
r 2\ '2 2V 8
| 3, I 3 21
AT (-IL +1 MY ( 8 L BY 10 f4Y _,

9) v 27+3J_\W 21 21 21\

czyli badany ciag jest ciggiem rosnacym.
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3A i I'J >
OBLICZANIEBGRAANIC CIAGU .- *om o«
Suma, rdznicg, iloczynem oraz ilorazem ciggéw (a,) i ) nazywamy odpowiednio ciggi
(an+bn>  (an~bn). K A) oraz

‘Az

w przypadku ilorazu zaktadamy dodatkowo, ze bn+0 dla kazdego n.

TiyflgSBagBffiaiagsBasfflagsggsi KoaBBffiBgmVBI BSIVBsggaBEBgea*

Twierdzenie. Jezeli dla ciagu (an), gdzie an* 0 dla kazdego ne N istnieje granica

=0

to liman=0
Mo
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Tabela 1
Jezeli to

a,>0 . +00
limap=0 lim—=

an<0 an -0
limjaj = +c0 lim—=0

an
liman=+00 b>0 RE:
lim(a,,-bH =

limbn=b b<0 -00
lim\an|=+00 i limbn- 0 lim(a, A) =?

lim(a,-n,,) = +00
liman=limbn= 4>

lim(fl,,-&,,) =?
liman=Ilimbn=-co lim—=2?
b.
limbn- 0 lim(a,-n,,) =0
\an\<M _
lim|6n| = +00 lim—=0
K
lima” =limbn- 0 lim— =7
K

Zrédbo: W. Zakowski, Matematyka cz. I, Wydawnictwa Naukowo Techniczne, Warszawa 1966, s. 94.

Tabela 1 wynika z podanych poprzednio okre$len i twierdzen. Czesto spotykamy sie
z zagadnieniem obliczenia granicy w takim przypadku, gdy z twierdzenia o dziataniach
arytmetycznych na ciggach zbieznych nie mozna skorzysta¢ bezposrednio. Tablica 1 moze
w takich przypadkach utatwi¢ obliczenie granicy, lub pomoze stwierdzié, ze badany ciag jest
rozbiezny*2*

Przyktad 5

Obliczy¢ granice ciagu o wyrazie og6lnym

2Znak zapytania postawiony w tabeli oznacza, ze bez bardziej szczegdétowych wiadomosci o ciggach nic w tym
przypadku nie mozna powiedzie¢. Kazdy z takich przypadkdéw nalezy potraktowac indywidualnie.
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Mamy
(« + D1 n\(n+)\)
ant] n\(n+1) _ an-a-n\ _ a
an an a"-n\(n+1) «+1
«T
stad
lim =lim
I « n +1
obliczamy
a lim a
lim = lim . =0
X=>x ==n+1  limJ7+1]
czyli
lim— =0
Przykiad 6
) Fmmm-- . ~ (yfn+i- yfn)(yfn +\ + yfnA)
a) lim(v/? +1-yjn) =lim ----------- =L - j=--- =
"0 yln+]1+\/n
im—2 2N e i -0
yin+ 1 +\jn  n>®V«"+T +\fn  (\In+ 1+ Jn)
CfIK
siny_lisinZ
b) limm - =0
27
' 3 1
T .
c) lim 2" 37 i « n)_
¥ NA+7/7N—3  [lox N T 3N
IR — T

lim 2 - lim—j+lim 4

n 4 - :-) =2
limi+lim- -lim— ~

n n
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d)
'S B omam Vi
35 ma \ Mg < gy +lIJEV
LICZBA e (STALA EULERA)! m A - i
Cigg o wyrazie ogélinym
a = 1+ 'Y
nj
A wiec cigg 232_;1222 J jest rosnacy i ograniczony z gory. Ciagg ten jest zbiezny,

ajego granice oznaczono liczbg e od nazwiska szwajcarskiego matematyka Leonarda
EULERA (1707- 1782).

Mamy zatem

lim 1+- | =e
x_»CCV «.

e* 2,718281

Wystarczy zapamietaé, ze e« 2,72. W praktyce liczne zastosowania majg logarytmy
przy podstawie e, zwane logarytmami naturalnymi. Zamiast pisa¢ logex piszemy zwykle

Inx i czytamy: logarytm naturalny z x.
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Przykiad 7
Obliczy¢
f Y
1 Iim ——J =lim . lim 1 \
= n+1J n+l f/l7+n e

v gy o

n
- . :. - +
2. mll lim I+ r

3 im{+2Y jim =g
3/7)

Zadania:

Zbada¢ monotoniczno$é ciagu o wyrazie ogélnym

) ) 7 +1
iln~ N~
b) *,=(-2)"
7+1
C ; - emm————
) d, T+ 2
2
d) a =
m+3
5/7-1
€) = -
T+ 2
0 - n2. 67
_T_
9 a"~ 7

h) M =72- 10/7+9
Obliczy¢

8 limn3n+2”

b) Wmyjy-2"
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lim A3”+5"+ 7"
lim 42" +3-4" +1

. n+2V
lim
V w /

I '
lim 1—

\Y/

1 N
Ilmfns

AVl
lim 1—
n

()
lim("+71
<<'-§<En+2)$'a_
lim(y]n2+n +1- w)
\imuUn2+1-nj

27+100

lim— —
3 +1

2nn
cos

lim-
3n-I

Irl_r:g—Jn\(\Jn +2 - yfn+\\
"low +3

lim
*»ee N2« -
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'UOM'E upl; o
GRANICA | CIAGLOSC FUNKCJI

41. a7
GRANICA FUNKCJI u

Niech funkcja /(;c) bedzie okre$lona w pewnym sasiedztwie S punktu x0. Wartos¢ /(x 0)

nie musi by¢ okre$lona.

Definicja Heinego.
Liczbe g nazywamy granicg funkcji / (;c) w punkcie x0,jezeli dla kazdego
ciggu (xn) o wyrazach jn e S zbieznego do x0, cigg (f(xn)) jest zbiezny do g.
Jezeli liczba gjest granicg funkcji f(x) w punkcie xQ to zapisujemy
li%f{x) =g lub f(x)-— )b >

co odczyta¢ mozna nastepujaco: warto$¢ funkcji dazy do g, gdy x dazy do xO.

Definicja powyzsza oparta na granicy ciggu liczbowego sformutowana zostata przez

niemieckiego matematyka Edwarda Heinego (1821-1881).

Przykfad 1

Rozwazmy funkcje

X2-4
1) = X+2

Dziedzina tej funkcji okres$lonajest D .xg R\{—2}
co oznacza, ze funkcja ta nie jest okreSlona dla xo=-2 , natomiast jest okreslona w kazdym

sgsiedztwie punktu xo=-2 . Nietrudno wykaza¢, ze
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WeZzmy dowolny cigg O J, o wyrazach xn* -2 i taki, ze

limxn=-2
Utwérzmy nowy ciag (/OJ) okreslony nastepujaco

ilz |
1)

Poniewaz xn*-2, wiec

/k) =n - . - 2
\+ 2

Obliczmy

lim/O J =lim(x, - 2) =limxn- 2=-2-2=-4
D 28 =)

Jezeli funkcja /O ) Jest okreslona w punkcie x0, wowczas granica tej funkcji w punkcie x0

jest rowna wartosci funkcji w tym punkcie

Oto kilka znanych granic
fige ¢
figye=x
)I(_igbe = (x0>QneN)
lim sin x =sin x0
a

Przy obliczaniu granic korzystamy z nastepujacych twierdzen

o i I _ to
Jezeli )I(@ﬂf(x) g ngén& h(x) =p ,
lim[/0) +h(x)] =g +p
>Likga)tlo ONO)IN#-17
lim[/0)' ()1 =g- p
a przy dodatkowym zatozeniu p* O

lim/0) -9
x»%0h(x) p
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, i:
GRANICE NIEWLASCIWE &

Niech dana bedzie funkcja f(x) okre$lona w pewnym sasiedztwie S punktu xQ
28" joooodiedni taigoE,
Definicja Heinego.
Funkcja /(x) posiada w punkcie x0 granice niewtasciwg
—& D
jezeli dla kazdego ciggu (jd o wyrazach xne S zbieznego do xo, ciag (f(xn)) jest

rozbiezny odpowiednio do

—0 +©O
Przykiad 2
Obliczy¢
!(@Ql—l
y
mamy /w =4

Bierzemy dowolny cigg (xn) owyrazach xn* 0 i taki, ze
limx -0
obliczamy
-1

lim ] =C
0 Ay g limv4

Analogicznie mamy lim— = +cc
x= X"
Przyktad 3

Obliczy¢ granice funkcji IimX—

Wezmy cigg (,\n) ={I—J) zbiezny do zera  lim 5° 0
n
wowczas It'%T: H%{ :r{% n =+oc
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W tym momencie mozna by wnioskowac, ze granicg funkcji jest plus nieskonczonos¢. Lecz

jesli weZzmiemy inny cigg, ktérego granica rwniez wynosi zero, a mianowicie
lim =0, wowczas mamy

( \
lim—=lim lim(-n) =- limn =<

x-+0 % n->«

Poniewaz dla dwdch réznych ciagbw obydwu zbieznych do zera otrzymaliSmy dwa rozne
niki, zatem granica limp—nie istnieje.
wy g xmx J

Granice jednostronne

Ostatnio podany Czytelnikowi przyktad Swiadczy o istnieniu granic jednostronnych. Skoro

przy wykorzystaniu ciggu o wyrazie ogélnym an= - otrzymaliSmy jako wynik granicy

funkcji f(x) =— w zerze plus nieskonczonosé, Swiadczy to o istnieniu granicy prawostronnej

w zerze.

Jezeli w okresleniu granicy funkcji f(x) w punkcie *0 zastgpimy sasiedztwo S
punktu sgsiedztwem lewostronnym (albo sasiedztwem prawostronnym) tego punktu, to
otrzymamy definicje granicy lewostronnej funkcji f(x) w punkcie x0, lub tez odpowiednio
definicjg granicy prawostronnej funkcji f(x) w punkcie .Granice te hazywamy granicami

jednostronnymi i oznaczamy

lim f{x), I_i>n2“—
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limx]=1,@ lim[x]=0

o xS . X\
lim x+— =1, lim " XH---
=1 \«x)) 1 \x\)
lim ctgx = +GC lim ctgx =-cc
X—>0+ X-*0~

Jezeli funkcja f(x) posiada w punkcie X0 jednakowe granice jednostronne, tzn. jezeli
lim f{x) = lim /(x
x> ) W( )

woéwczas funkcja f(x) posiada granica w punkcie xo.

Jezeli ktorakolwiek z granic jednostronnych nie istnieje, lub obydwie istniejg lecz sg

rézne, wowczas lim f(x) nie istnieje.
X—=>Q

Granica funkcji nazywamy granicg zwyklg lub granicg obustronna.

Przykiad 4

. L | . |-X_+
a) Ilm\/x_2 — ll% o 00

b) lim— =1
0 x|

¢) lim— =-1
Ix1

0 . f 1 cosxj ,. l-cosx .
lim ——-s- lim - limtg- =0
tg*, vsinx sinXx, sinx 2
. 1+cosx .
lim--------- lim ctg —=-00
S sinx 2

Granice funkcji w-oo lub +oc

Niech dana bedzie funkcja f(x) okre$lona w przedziale (a; +oo)

1Funkcja [x] oznacza cze$¢ catkowitg liczby x
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Definicja Heinego
Funkcja f(x) posiada w +oo
granice g granice niewtasciwa granicg niewfasciwg
-00 -foo
jezeli dla kazdego ciagu (xj o wyrazachxne (-00; @), rozhieznego do -co, cigg (f(xn))
jest odpowiednio
zbiezny dog rozbiezny d o -co rozbiezny do +oo

Zapisujemy wowczas

|im f(x) =g lim/0) =-co X|_i+l‘_l;lc/ (X) =+00
Przykiad 5
a) )!_LTD (2 +x2) = %o b) J!_E\ATO(].- x3) =-co C) Xl_ill]c —=0

66 GRANICA | CIAGLOSC FUNKCIJI

— 2 P



INSTYTUT EKONOMII | LOGISTYKI

d) lim 2X=+00 e) limex=0

X —>4-cG
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Niech funkcja / (x) bedzie okre$lona w pewnym otoczeniu Q punktu xO.

Definicja

Funkcja /(x) jest ciggta w punkcie x0wtedy i tylko wtedy gdy lim/(*) =/ OQ) (9

Znaczna wiekszo$¢ funkcji z jakimi sie spotykamy to funkcje ciggte. Przyktadami
moga by¢ funkcje bedace wielomianami Wh(x), funkcje wykfadnicze (np. 2X), funkcje
trygonometryczne typu sin* czy cos*.

Wsrdd funkeji wyrdzniamy funkcje wymierne.

Funkcje nazywamy wymierng, jezeli mozna jg przedstawi¢ w postaci ilorazu dwoch
wielomianow.

Funkcja wymierna jest ciggta w kazdym punkcie swojej dziedziny, z wyjatkiem pierwiastkow

wielomianu znajdujgcego sie w mianowniku.

Przyktadami funkcji wymiernych sg funkcje

a. /1(*) - D: xe R\{§
X-1
*. D: xeR
b). /(*) *2+1
O IW - X31%:\;_3;(_1 D: xeR\{-23}
ii— a— i
Definicja Funkcja /(x) jest ciagta
prawostronnie lewostronnie |

w punkcie x0,jezeli spetniony jest odpowiednio warunek i

- - lim/(x) =/(x0
#g//(x)—/(XO) *_';Q (x) =/(x0)

2Zapis ten odczytujemy: granica funkcji w punkcie x0 réwna jest wartosci funkcji w tym punkcie.
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Przyktad 6

Zbada¢ czy funkcja

ri dla x>0
f(x) = < jest ciggta ?

dla x <0
Wykres funkcji f(x) wyglada nastepujaco:

yl

Z wykresu widac, zc nieciggto$¢ wystepuje dla x =0 .

Mamy tIi_)rBf(x) =-1, natomiast /(0) =1
Poniewaz lim f(x)* /(O)
r—0'

analizowana funkcja nie jest ciagta.
Przyktad 7

Dana jest funkcja

I(*) = <
a dla x=0
Czy mozna dobra¢ parametr a tak aby /(.r) byia ciggta?

Wykres funkcji f(x) dla v* 0 przedstawiono na rysunku
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Poniewaz lim |jc|=0 oraz lim 1x1=0 nika stad wniosek, ze dana funkcja bedzie
Jirp el Jig, wy 3 ja be

ciggla tylko wtedy gdy jej wartos¢ w zerze wynosié bedzie 0.
mamy

erl—%*lx |=0 f(0) =a

a zatem aby funkcja byta prawostronnie ciagta spetniony powinien by¢ warunek
lim |x|=/(0) a-0

natomiast, aby funkcja byta w zerze lewostronnie ciggta zachodzi¢ musi warunek
li =/ (0 li =0
lim|x|=/ (0) czyli a

Reasumujac: badana funkcja jest ciagtadla a=0

Przykiad 8
Dana jest funkcja
X+l dla x <1
m =
v axl dla x>1

Tak dobra¢ parametr a, aby funkcja /(x) byfa ciggta.
Poprzez odpowiednie dobranie parametru a mozna zlikwidowac nieciggto$¢ w punkcie

Xy N
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Mamy éIj’rpf(x) =1_i£rr1(x +1)=2
Wartos¢ funkcji / (x) w punkcie jd=1wynosi /(1) =a-lk=a
Aby f(x) byta ciggla zachodzi¢ musi warunek
XIE\nf(x) =/(l), azatem a=2
dla jc>1 I (x) =2x2

Jezeli funkcja 7 (a) nie jest ciggta w punkcie A0,to a0 nazywamy punktem
nieciggtosci tej funkcji.

Wyro6zniamy nieciggtosci pierwszego rodzaju (woweczas, gdy w punkcie x0 istniejg
jednostronne granice wiasciwe) i nieciggtosci drugiego rodzaju (wowczas, gdy ktoras z granic

Jim £(x) 1ub ;L.rréf(x) jest typu +oo lub -00).

Przyktadem nieciggtosci pierwszego rodzaju funkcji

X . . .
[(o%) = - - jest punkt a =-2 , poniewaz
a+2
lim/ @)=1 oraz lim f(x) - 1

Przyktadem nieciagtosci drugiego rodzaju moze by¢ funkcja
[(*) =tgx i punkt ao=~ .

Mamy )I(im tgx =-o00 oraz  lim tgx = +oc

Eunkefa 7ex'= 32 posiada dziedzine R\{0}.
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W punkcie xo=0ma nieciggtos¢. Nieciggtos¢ ta jest nieciggtoscig usuwalng, albowiem inna

funkcja okre$lona w sposob nastepujgcy

( Sin* dla x * &

M dlax =0
jest ciaglaw R .

Podajmy bez przytaczania dowodow Kkilka twierdzen o funkcjach ciagtych, z ktorych

wynikajg wiasnosci tych funkcji.

| Twierdzenie 1 (o ciggtosci funkcji odwrotnej)

1 Funkcja odwrotna do funkcji cigglej i rosnacej (malejacej) jest
| ciagta i rosnaca (malejaca).

Przyktad 9
Funkcja / (X) =V posiada funkcje odwrotng/'l(x) = log3x .
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Twierdzenie 2 (Weierstrassa)
Jezeli funkcja f(x) jest ciggta w przedziale obustronnie domknietym < a, b >, to

jest w nim ograniczona i istniejg w tym przedziale takie dwa punkty c,,c2, ze

/(c,)= <iar‘10f>f(x) f(02)=§a%£)f(x){a

Na przyktad funkcja f(x) =x2- 2 ciggta w przedziale < -1, 3> jest w tym przedziale

ograniczona (od dotu przez -2, od goéry przez 7).

r2=3 f(c2)=/(3) =7=sup f(x)

<-1,3>

Funkcja ciggta w przedziale domknietym osigga w tym przedziale kres dolny i kres

gorny zbioru swoich wartosci.

Twierdzenie 3 (Darboux -twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich)

Jezeli funkcja /(.v) jest ciagta w przedziale domknietym <a, b >, f(a)* f(b) oraz liczba
g zawarta jest miedzy f(a) i f(b), to istnieje taki punkt ce(a\b),zef(c) =q

sup Z - kres gérny zhioru Z; sup - supremum - najwyzsze
infZ - kres dolny zbioru Z; inf- infimum - najnizsze
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Oznacza to, ze funkcja /(x) przyjmuje w przedziale < a, b > kazdg warto$¢ posrednig
miedzy f{a) i f(b).

Wiasciwosci tej moze nie mie¢ funkcja nieciagta.

Whiosek wynikajacy z twierdzenia Darboux jest nastepujacy:

Jezeli funkcja / ( x) jest ciggta w przedziale < a, b >, a ponadto,

f(a)-f(b) <0, to istnieje taki punkt ce<a;z>>,Zze /(c) =0

Przyktad 10

Niech /O) :eZ‘%P*—2 oraz<a b>=< -Il' 1>
X

obliczmy _1=e_4<0
2
/(1) =e3-2>0

oznacza to, ze w przedziale < i 1> istnieje taki punkt c, ze f(c) —QJW

407nacza to réwniez. 7e réwnanie X2e __- 0 ma w przedziale < —, 1> co najmniej jeden pierwiastek.
C
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Zadania:
1 Obliczy¢ granice
lim = 3a +2a lim = X2+ 3a
? 5ad-822 9 " 4a2-5
. 3a+2 . 2a3-4 a
b) lim = 0 lim =
o 2a2- 5 5x2+6
. ab . a2-2a+1
li lim=-
9 B 2a3-4a 9
. a2-1
d) lim =
A-» | A+ I
2 Tak dobra¢ parametr a aby funkcja byta ciggta
sin(x) +a dla a>o0
a)
2a+1 dla x <o
) log(jc) dla x >1
Xx-adaa<1l
3
a)
COSa
b) 1(*) =
2%
C) f(x) =
4, Sprawdzi¢ czy funkcja
"dla ac<
2 /(%) e a a<1
A-1 dla a>1
4tdla a < 0
b) 1(*) =

2la—2 dla a>o0
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5. B B \Y 'O VR C 4/ S-
POCHODNA FUNKCJI
| I N [ -,

Niech f{x) beazie funkcjaokreslongw pewnym otoczeniu punktu xo.
Niech AX oznacza przyrost zmiennej a w punkcie jO
Ac=x - xQ
Przyrostowi Ax odpowiada przyrost wartosci funkcji Ay
Ay =f(x0+Ax)~ /(*0) Av =
lloraz réznicowy funkcji f(x) w punkcie x0 i dla przyrostu Ax zmiennej niezaleznej

to stosunek.

Ay _ f(xG+ Ax)-f{x0)

Ac Ac

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

styczna
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Pojecie pochodnej wprowadzit do matematyki Izaak Newton w drugiej potowie XVII w.
Rachunek pochodnych zwany rachunkiem rdézniczkowym rozwingt niemiecki matematyk
i filozof Gottfryd Leibniz.

Rysunek 1pozwala na dokonanie interpretacji geometrycznej pochodnej.

A

Zauwazmy, ze tga =— ; jezeli Ac jest coraz mniejsze, wowczas kat a jest
A

\JC
w przyblizeniu réwny katowi /?(1).
fXx0) =tgP
Przykiad 1
Dana jest funkcja f(x) =x3. Obliczyé na podstawie definicji wartos¢ pochodnej tej funkcji

w punkcie x0=2.

, * fv (2 +AXx)-1(2) 2+Axf-23 8+\2AX +6Ar2+ Ajc3-8
AX AX AX
_ hmAx(\2 +6AX +AC2)_ 1

Aic

Nalezy odrozni¢ warto$¢ pochodnej w pewnym ustalonym punkcie x0 (jest to liczba), od
funkcji f\x). Jezeli bowiem pochodna funkcji f(x) istnieje w kazdym punkcie pewnego
zbioru X , to kazdej warto$ci xOe X przyporzadkowana jest dokfadnie jedna liczba f'(x0).

A zatem w zbiorze X okreslona jest nowa funkcja, zwana funkcjg pochodng funkcji f(x)

i 0znaczona symbolem f'(x).
Mozna méwi¢ o pochodnej lewostronnej funkcji f(x) w punkcie ;@ i oznaczamy ja

symbolem f'(x@), oraz o pochodnej prawostronnej, ktorg oznaczamy symbolem f\x O+) .

1P oznacza kat nachylenia do osi OXstycznej poprowadzonej do krzyv,-¢j Y =f (X) w punkcie (XQ f (id)).
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Mamy
ACREY ' RN
W= 28t ac
Wypada zaznaczy¢, ze pochodna / jd) istnieje tylko wowczas, gdy istniejg pochodne

jednostronne i gdy one sg réwne.

Na przyktad: funkcja f{x)=\x\ posiada w punkcie xQ=0 dwie pochodne

jednostronne, a mianowicie:

oo AXI-9 . A ..
FO)= 005 "M A~y 171

Granice te sg rozne, zatem f\é ) nie istnigje.

f(Q-) =tg-in=-\"  fW ) =tg" =\
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5.2. * 1S4 £ Isku Z:$M
OB ’\»y|£\!ycH'\,..—r N-V

— - e m

11 114

Tabela 1 zawiera pochodne niektérych funkcji

Lp. funkcja pochodna uwagi
1 5 =0 I'(*) =0 funkcja stata
2 f(x) =xn fXx) =" n - liczba naturalna
3 fix)=ax f\x) =ax1lna a>0
4 f(x) =ex f\x) =ex e- 2,718
5. f(x) - sinx f\x) =cosx
6. f(x) =cosx ['(x) =-sinx
7. f(x) =Inx P >0
X
8. f(x) =\ogax . a>0, azl,
fix) 1
xln a 0<x <+00
) f(x) =arcsin x 1< xeil
I/W =V T7
10. /(x) = arccos x 4 < x< il
I'\W =VUT
11 / (X) =arctgx
+W =T77
12 f(x) =arcctgx

Jezeli istniejg pochodne f\x) i g'(-*),to

[/(v) +90()I" =/'(x) +g'M
[/(x)-9(x)]" =/"(x)-9 ¥

[/W g «] "=/ "W eg(x) +fix) my\x)
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a przy dodatkowym zatozeniu g(x) * 0

—(X) uwaga! [g(x)]2=g2(x)
_sMJ [9()f
[as/«]" =as/'(*)
Przyktad 2
! (X) =x3+sinx+ig-7l /'(x) = 3x2+cosx
/(x) =x2cos X I'(X) =2x-c0sX-X2sinx
Y ' x-1 x -1
I(*) =5, Y= T T
X2- 3—{X+2)*2Xx _-X2—4x—3
fé* \ = +2 1
I(*) —-XXLT;J [(X)~ (x2-3)2 (x2-3)2
f sinx”|  COSX *COS X - Sin X *( - sin x)
1(x) =Tgx I )= rcosx: c0s2X a5 X
. Acosx™ - sinxesinX- cosxecosx _ -1
/(x) = clgx ) = VSin X j sin2x sin2x
Przykiad 3
Obliczy¢ kat pod jakim wykres fun =sinx przecina 0§ 0Xw punkcie 0.

Wykonujemy odpowiedni rysunek
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Szukany kat jest to kat pomiedzy osig 0X a styczng do wykresu funkcji f(x) =sin*

poprowadzong w punkcie ( 0;0 ). Chodzi zatem o kat a. Pamietamy, ze tga =f'(x0).

W naszym przypadku oczywiscie mamy /(x) =sinx, / '(x) =cosx, x0=0.
Zatem mamy
tga =cosO =1,
awiec a- —, lub a- 45

Jezeli funkcja u=h(x) ma pochodng /?'(*), natomiast funkcja y =f(u) ma pochodng
f\u), to funkcja ztozona y =f[h(x)] ma pochodna
y' =fXu)-h'{x)

przy czym w miejsce u nalezy podstawi¢ h(x).
Przyktad 4
Obliczy¢ pochodng funkcji

a)y =(7x+11)3

mamy y =73 gdzie u =Ix +11
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y'=31(7x+11)30-7

b) y - edrx y - e lgdzie u=sinx
y W njt-cosx
c) y =sin2(3x) y-u u=sinv v=3x, azatem

y' =25sin(3x) *cos(3x) *3 = 32 *sin(3x) cos(3x) = 3sin 6x

d) y =In2(3x-I) y =ud u-inv v—3x—
1 6
'=21 -1 3=m In(3x -1
y nExD) 3x-I 3x-1 ( )
e) y =\jx +yfx y =yfu U=X+y[x

LV,

20x +\[x V VX

Pochodne wyzszych rzedéw

Jezeli pochodna f\x) posiada pochodna, to nazywamy jga pochodng drugiego
rzedu (drugg pochodng) funkcji /(x) ioznaczamy symbolem f"(x)

i
£ (x) =[F\x)\

Przyktad 5
y = sinx y'=C0SX y"=-sinx
Yy = C0S2X y'=2c0sX (- sinx) =-2sinXcos X = - sin 2x
y"=-c0S2X-2 =-2C0S2X
y =X y'=4x3 y"=12x2

Istnieje wzor rekurencyjny umozliwiajacy obliczanie pochodnych wyzszych rzedow
f\x) =[/<">(X)]

Przykiad 6

y =2x' y' =Bx! y"

24x9” = 48t =0

82 POCHODNA FUNKCIJI



INSTYTUT EKONOMII | LOGISTYKI

ROZNICZKA FUNKCJI ;o9

Definicja. R6zniczka funkcji f(x) w punkcie x0 i dla przyrostu Ax zmienngj
niezaleznej x nazywamy iloczyn
f'(x0)-Ax

Rdzniczke oznaczamy symbolem df(x0) lub krocej df lub dy . Mamy wiec
df{xQ=f\x Q’isx lub krocej dy =f\ x Q- Ax

df (xo) - f '(x0) “dx
Dla praktycznych obliczen przyrost funkcji Ay zastapi¢ mozna jej r6zniczka dy
Ay %dy
Popetniony przy tym biad jest dowolnie maty, jesli przyrost dx jest dostatecznie bliski zeru.
Przyktad 7
y =x2 x0=1 dx =0,02
obliczy¢ Ay i dy
mamy: Ay =(1,02)2- 12=0,0404
y' =2x y'()=21=2
dy =2-0,02 -0,04
Jak widac nie popetniamy wiekszego btedu przyjmujac
Ay %dy

Przyblizong warto$¢ funkcji oblicza¢ mozna korzystajac ze wzoru:

f(xo+dx) - f(x0)+f(x0)edx

Przykiad 8

Korzystajac z rozniczki zupetnej obliczy¢ przyblizong warto$¢ 226 (2).

odczytamy z tablic - 5,099. Jak widac btad jaki popetniamy korzystajac z przyblizonych obliczen jest
niewielki.

POCHODNA FUNKCIJI



INSTYTUT EKONOMII | LOGISTYKI

mamy I (xX)=yfx x0=25 dx=1
1 1 1
"(* /'(25) =
') 2\fx (29) 225 7 10

I(*«) = (25)=725=5

a zatem
V26~5+—m=5+01=51
10

Przykiad 9
Korzystajac z rozniczki zupetnej obliczy¢ przyblizong warto$¢ In(1,02)

mamy

f{x) =Inx  *o=I dx =0,02

[ <« = /U )=/K|):i=|

f(xQ)=/(1)=Inl=0
zatem In(l, 02) wO +1 0,02 = 0,02

Warto$¢ In1,02 odczytana z tablic logartytmicznych wynosi 0,02.

5;5. 1< r
TWIERDZENIE ROLLEA

| o« N N

Rysunek 2 przedstawia interpretacje geometryczna tego twierdzenia.
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Rysunek 2. Interpretacja geometryczna twierdzenia Rotle’a

Styczna do wykresu funkcji w punkcie (c,/(c)) jest rwnolegta do osi 0X
Takich punktéw w przedziale (a,b) moze byé wiecej. W szczeg6lnosci moze by¢

nieskonczenie wiele, jak to jest w przypadku funkcji statej.

Przykfadowo:
Funkcja f(x) =sin* spetnia zatozenia twierdzenia Rolle”a w przedziale <0,7r >.

Mamy/(O) =/(/r) =0. istnieje wiec taki punkt ¢, ze f'(c) =0. Poniewaz

[ '(*) = (sin*)' = cos*, tatwo stwierdzi¢, ze ¢ =—.
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Uogdlnieniem twierdzenia Rolle’ajest bardzo wazne twierdzenie Lagrange’a.

Twierdzenie Lagrange’a
Jezeli f(x) jest funkcjg ciagtg na przedziale <a,b> ir6zniczkowalng w

przedziale (a,b), to istnieje taki punkt c e (a,b), ze:

/W'm b'a

Zauwazmy, ze twierdzenie Lagrange’a jest uog6lnieniem twierdzenia Rolle’a. Jesli

bowiem dodatkowo zatozymy, ze f(b) =f(a) to otrzymamy zwigzek

flc) =0

C /- ms 'U-, - LV, - -, <

* TWIERDZENIE DE L'HO$PITALA

Twierdzenie to zostato odkryte przez szwajcarskiego matematyka Jana Bemoulliego,
natomiast ogtoszone drukiem przez jego ucznia, francuskiego matematyka Guillame de

L’Hospitala. Oddaje ono wielka rolg przy obliczaniu granic funkgji.
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Przyktad 10

a) lim---—-- —lim------- =20
) T RO &
0
~sinx 0 COSX
b) lim-—-——hm-—-—- =1

. - . ! : -.
c Timt ='hm& CE"nmt’)é-mz"hmt)—fo
x-*-KOgx H a-m*> qgx H gx H x->+<ngx
0 0 0
. eX-e-x-2Xr . . .eJ+e't 2 i
d) lim lim lim lim
II-% 3x2 Ht® 6x H 0 6 6 3
1
o) MmN Iy B o iy SN o _ffjy 28INXCOSX__ 1, Sin2x_g
X~*" Ctgx " jr>+<0 1 U xwex X x> : x 1
sin“*

Twierdzenie de L’Hospitala mozna wykorzysta¢ do obliczania granic typu symboli
nieoznaczonych.
Symbole nieoznaczone to wyrazenia postaci

0 00
0 00

0-oc; 00— Co; r, 0; 0

Pierwsze dwa z nich (i granice zwiazane z ich obliczaniem) zostaty juz przedstawione.
Przykiad 11

1
) . .
) mxindt im™ = hm— = lim(-x) =0
x—C a->04 1 H x-*0" 1 x —=0*
'8 T—1 »
b) igfi-—1="U ninj=jim cos X = lim  1e0sx 1
PO Isxd x+f xtgx 0 tgHX»________l_ +0 SiNXCOSX +t
COS Xj
:I*O_ZCos.rsmx = hm sin2x ~0
WX %eos?x-?ﬂ j-0cos 2x +1

' Symbol H umieszczony pod znakiem réwnosci 0znacza ,,na mocy twierdzenia de L’Hospitala”; natomiast znak
- oznacza typ symbolu nieoznaczonego.
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ir 7 In(cos*) limIn(cosx)
¢) lim(cosx)*2=lim£" ax" =\ime "2 - ex®
[N g’ 1
- - W QOBY)'® ,. -tgx -\ COS2r 1
obi"lczamy zatem Him~% S22 [imItoX = iy, 8038 = 2
*>0 X2 h*>0 2X Hx* 2 2

lim~ A 1
azatem eX® x -&P=

10 i 1 [
d) lim x®x = lim é8"'= lim e™”"= lim e"X - Yo

je—>+00 jie>+00  X-»+00

| 1
obliczamy zatem lim =lim x lim-i =0,
*->+00 A *->+00 1 *->+00
2y[x

a zatem !'!m =e°=1

otk W
e) JJ_EBFJe?*:’Ll;BFehr = lim =e~°%

obliczamy lim yfx\nx = lim = lim——=lim (-2yfx) = O,
* >0+ H *>0+ 1 H x—=>0+ —1 *0+" :

\fx 2>[j?
awigc jj_%x" =e =1

Reasumujac stwierdzi¢ mozna, ze z twierdzenia de L’Hospitala korzystamy przy obliczaniu:

f(x
a) granicy ilorazu ( % gdy dzielna i dzielnik daza w danym przejsciu granicznym

h(x)
(X-» X0, X ->Xx~, Xx-» , X —=>+00, X -» - 00) do zera albo do nieskoriczonosci;
b) granicy roznicy / (x) - h(x), gdy odjemna i odjemnik jednocze$nie daza do +cc
albo - 00;
c) granicy iloczynu f[x)-h(x), gdy jeden czynnik dazy do zera, a drugi do

nieskonczonosci;

d) granicy potegi [/(x)]ANgdy

. o I
4 Korzystalismy z zaleznosci X = e
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- podstawa i wyktadnik dazgjednoczesnie do zera (0°),

podstawa dgzy do nieskoficzonosci, a wyktadnik dazy do zera (symbol
nieoznaczony typu 00°),

- podstawa dazy do jednosci, a wyktadnik do nieskonczonosci (1“).

Zadania:

2.

Obliczy¢ pochodne funkcji

a)y=2Hx-I

C) Yy - eu €0s2x

dy-eX
e) y - In4Sx
2X
=C0§---——-
0y log5x

h) y —arcsin2XL
i =
)Y COS S5a

1y =xe~x

Korzystajac z twierdzenia de L’Hospitala obliczy¢ granice:

D fgpro

2a-4
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[
1) limxx1

k) limiSmXf
L SCAVARS )

EKONOMII

X igx-sinx

p) i™
r )Ieiﬂ(cosxv:jt

S) L!EBQ + sinx)sin}t

t)lim ig3x
)X—*\t%Sx

~In
u) lim—2-----------
x>0 X

X3+l

w) lim
) arcsin(x + 1)

. tex-sinx
Z) lim -
X-sinx

I LOGISTYKI

3 Obliczy¢ kat pod jakim wykres funkcji / (x) = tgx przecina 0§ 0X

4. Obliczy¢ kat pod jakim wykres funkcji f{x) =Inx przecina 0§ 0X

5. Korzystajac z rézniczki zupetnej obliczy¢ przyblizong warto$¢
a) e0,03
b) coséT
C) V26
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BADANIE

Rachunek rozniczkowy funkcji jednej zmiennej wykorzystywany jest do badania
przebiegu zmiennosci funkcji. W pierwszej czesci tego rozdziatu Czytelnik znajdzie
informacje dotyczace wyznaczania asymptot, ekstreméw funkcji i przedziatdw
monotonicznosci a takze wyznaczania punktow przegiecia oraz przedziatdbw, w ktorych
funkcja jest wypukta, a w ktérych jest wklesta.

W drugiej za$ przedstawiony zostanie schemat badania przebiegu zmiennosci funkcji

wraz z przyktadami.

6.1. u.,. rruu
ASYMPTOTY

Asymptota to prosta do ktérej wykres funkcji dazy, ale ktérej nie osigga. Wyrdzniamy
asymptoty pionowe i ukosne. Szczegdlnym przypadkiem asymptoty ukos$nej jest asymptota

pozioma.

Asymptota pionowa
&smmmm

Definicja. Prostg o rwnaniu x =c nazywamy asymptotg pionowa le\
funkcji y =f(x) jezeli limf(x) =+ lub limf(x) =

Prostg 0 réwnaniu x =c nazywamy asymptotg pionowa obustronng wykresu funkcji

v="f(x),]jezeli jest ona asymptotg lewostronngjak i prawostronngjednoczesnie.

Przykfad 1
Wyznaczy¢ asymptote pionowg wykresu funkcji
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1
1) = x+1
Dziedzing tej funkcji jest zbior R\ {-1}

Prosta o rbwnaniu * =-1 jest asymptotg pionowg wykresu badanej funkcji

Obliczamy dwie granice

X+1

oraz

lim--—- = +00
x+1

Z obliczonych granic wynika, ze prosta o rownaniu x = -1 jest asymptota pionowa

obustronng wykresu funkcji f(x) =

Rysunek 1. Wykres funkcji / (x) = T

Przyktad 2
i
Niech f(x) =ex
D: xe i?\ {0}
Aby przekona¢ sieg, jaka istnieje asymptota pionowa wykresu tej funkcji obliczamy
dwie granice

| i
limex=+00 oraz limex=0

x —>0+ x->0

Z obliczonych granic wynika, ze prosta o rownaniu x=0 jest asymptotg pionowa

prawostronng wykresu funkcji / (x) :e;<
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Przyktad 3
Niech 1(*) =In(x-1)
D: jel
Obliczamy granice

lim f(x) = lim InGc-1) = - 4o

Granica lewostronna x — 1 oczywiscie nie istnieje.
Zatem prosta o réwnaniu X =1 jest asymptotg pionowg prawostronng wykresu funkcji
f(x) =In(.r-1)

Rysunek 3.
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asymptoty ukosne

Prostg o réwnaniu y —mx +k nazywamy asymptotg uko$ng obustronng wykresu
funkcji y =/(x),jezeli jest asymptotg ukosna lewostronng i prawostronng jednoczesnie.
W przypadku gdy m =0 wystepuje asymptota pozioma.
Jezeli wykres funkcji y =f(x) ma asymptote ukosng o rownaniu y =mx +Kk , to
m=lim~-"- oraz k =\im[f{x)- mx\
X
Dwie ostatnie granice nalezy oblicza¢ dla x -» - gp w przypadku asymptoty lewostronnej oraz

dla jc-> +00 w przypadku asymptoty prawostronnej.
Przyktad 4
Wyznaczy¢ asymptote uko$ng wykresu funkcji
*\ = D:xg \{%
1) L1

obliczamy

m= lim 1(*) lim—— =1
X +X

=lim— =-1
X+1
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Zatem prosta o réwnaniu y =x-1 jest asymptota uko$ng obustronng wykresu

funkcji f(x) =-----] . Latwo sprawdzi¢, ze prosta o rownaniu x =-\ jest asymptotg pionowg
X +

obustronng.

X2
Rysunek 4. Wykres funkcji f(x) :---:\
X

X =-\ y=x-1

Przyktad 5

Niech f(x) =— - D:*e.ff\{-3}
X+3
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X—
m= lim = lim -2 =0
X X +3X
k=Ilim— =1
*NA~xX+3

Zatem prosta o rownaniu y =\ jest asymptotg poziomg obustronng wykresu funkcji

¢ _X—l
()= 43

Przyktad 6

Niech /(x) = D:xeR
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Zgodnie z definicjg funkcji jy=W

dla >0 mamy

X-X
f{x) =---+e

5 , hatomiast

dla x <0 mamy f(x) :-X-:--; ------ e” -x+ex

a zatem

m- tim 1-99= jim 28, &

=lim

Granica ta $wiadczy o braku asymptoty

I Xtex

m= lim --—== |im - = lim 1+- =1+ Iim_r:l
A >-Sj j(—-cc —» -« V X \] L
_ texn o1 = i _ . o .
k !lmc \x Fex- x] |'>.r2: ex =0 czyli prosta y - x jest asymptotg ukosng lewostronng.

BADANIE PRZEBI
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Zaréwno monotoniczno$é funkcji f(x) jak ijej ekstrema wyznaczamy na podstawie analizy
pierwszej pochodnej /'(*)e Monotonicznos¢ funkcji f(x) okreSlamy na podstawie
ponizszych zwigzkdw:

Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w przedziale (a\b) i jej pochodna jest w tym
przedziale dodatnia, to funkcja jest w tym przedziale rosnaca.

Jezeli funkcja jest rdézniczkowalna w przedziale (a\b) i jej pochodna jest w tym

przedziale ujemna, to funkcja jest w tym przedziale malejaca.

Przykiad 7

Zbada¢ monotonicznos¢ funkcji f(x) =xAm~x

mamy D:xe R
fAX)=4x3 x+x4eexXe(-!) =xIX(4- X)

Przyréwnujemy f\x) do zera. Mamy réwnanie

xEXx(4-A=0=>r, =0, x2-4

fix) =x3 xm4-x)

Rysujemy przyblizony wykres funkcji f\x ), skad otrzymujemy
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fix)/ dla xe(0;4); f(x)\dla xe (-co;0)u(4;+00)
Przykiad 8

Zbada¢ monotonicznos$¢ funkcji

f(x) =In2x - 21nx

D:xe
1 1 2
fix) =2inx— 2 —=—{Inx-I
) % XX—( )

[ 'X)=0=Inx=1, x-¢e

fix)/1dla x>e\ f{x)\dla xe(0:9)

Pod pojeciem ekstremum rozumiemy maksimum lub minimum.

Moéwimy, ze funkcja /(x) ma w punkcie x0 maksimum, jezeli w pewnym
sgsiedztwie punktu X0, przyjmuje wartosci mniejsze niz w punkcie x0.

Analogicznie: mowimy, ze funkcja /(x) ma w punkcie x0 minimum, jezeli

w pewnym sasiedztwie punktu X0 przyjmuje wartosci wieksze niz w punkcie x0.
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Rysunek 5. Ekstrema funkcji f(x)

Funkcja przedstawiona na rysunku 1 ma w przedziale (a\b) maksimum dla x - x x
oraz minimum w punkcie x2.
Dodaé mozna, ze jest ona rosngca w przedziatach (a,x])vxe (x2b) oraz

malejaca dla xe(xt,x2). Maksimum wynosi /m , minimum f min. Ekstrema te nosza nazwe

ekstreméw lokalnych, Warto zwrdci¢ uwage Czytelnika na fakt, ze ani warto$¢ najwieksza
f(b) nie réwna jest maksimum tej funkcji, ani jej warto$¢ najmniejsza f(a) tez nie jest

réwna minimum funkgji.
Warunek konieczny ekstremum

Jezeli funkcja f(x) jest rzniczkowalna i ma w punkcie x0 ekstremum, to f'(x0) =0

Punkty w ktérych pochodna sie zeruje noszg nazwe punktdéw stacjonarnych. Jedynie w takich

punktach funkcja f(x) moze mie¢ ekstrema.

Przykiad 9
Niech f(x)-x3- 6x2+\2x-\.
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Obliczamy pochodng f\x ).

Mamy
/ \X) =3x2-\2x +\2 =3(x2- 4*+4) =3(x - 2)2.
Rozwigzujac rownanie / '(x) - 0 mamy
3(x-2)2=0 = x]=2

czyli punktem stacjonarnym jest punkt x =2,
Funkcja moze mie¢ ekstremum tylko w tym punkcie.

O tym czy ekstremum istnieje jest czy do nie ma w punkcie stacjonarnym decyduje
spetnienie warunku wystarczajgcego ekstremum. Przedstawimy Czytelnikowi dwa warunki

wystarczajace, za pomoca ktérych dokona¢ mozna takiego rozstrzygniecia.

Pierwszy warunek wystarczajgcy ekstremum

Jezeli f'{x0)- 0, a ponadto
/ \x) <0 dla x<*0 i / 1*)>0 dla x>x0
to funkcja ma w punkcie *0 minimum wiasciwe; jezeli za$
f'(x)>0d\ax<x0 i f'(x) <0 dla *>=*0
to funkcja ma w punkcie xOmaksimum wiasciwe.

Tc dwie sytuacje schematycznie przedstawiajg rysunki 6 i 7

Rysunek 6. Ekstremum funkcji (minimum)
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Rysunek 7. Ekstremum funkcji (maksimum)

Mowimy zwykle, ze funkcja ma w punkcie X0 minimum, jezeli jej pochodna f\x)
zmienia znak przy przejsciu przez punkt x0 z ujemnego na dodatni oraz, ze funkcja ma
w punkcie x0 maksimum, jezeli pochodna f\x) zmienia znak przy przejsciu przez punkt x0

z dodatniego na ujemny.

Dodajmy, ze jezeli przy przejsciu przez punkt x0 pochodna f\x) znaku nie zmienia, to

w punkcie X0 - brak ekstremum.

/’<o  [I'(*,)=o0 / >0 /’>0 I'(*,)=0 ['<o
minimum maksimum
->

X

Drugi warunek wystarczajacego ekstremum

Korzystajgc z tego warunku ustalamy ekstremum funkcji na podstawie drugiej pochodnej
I"(*)e
Jezeli XKo=0 oraz / /(®0)<0, to funkcja ma w punkcie x0 maksimum,

natomiast
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Jezeli f\x0)=0 oraz /"0 0)>0,to funkcja f(x) ma w punkcie x0 minimum.
W przypadku gdy f'(x0)=0 oraz f nx0) =0 - ekstremum brak.

Mamy zatem do dyspozycji dwa warunki wystarczajace - pozwalajagce ustali¢ czy w punkcie

stacjonarnym wystepuje ekstremum. Pierwszy opiera sie na ocenie czy pochodna f'(x)
zmienia znak przy przejsciu przez punkt x0; druga na okre$leniu znaku drugiej pochodnej
/I K)-

Trudno jednoznacznie stwierdzi¢, ktdry z tych warunkow jest fatwiejszy do zastosowania.

| tak gdyby w przyktadzie 9 interesowaty nas ekstrema funkcji wéwczas po obliczeniu
pochodnej f\x) =3(x-2)2 i wyznaczeniu punktu stacjonarnego mamy dwie mozliwosci
dziatania, albo:
a) korzystamy z pierwszego warunku wystarczajacego ekstremum, wowczas
rysujemy przyblizony wykres pochodnej f\x) i dochodzimy do wniosku, ze przy

przejsciu przez punkt x0=2 pochodna znaku nie zmienia, wiec w jedynym

punkcie stacjonarnym funkcji f(x) =x3- 6x2+\2x-\ ekstremum brak.

b) gdybySmy skorzystali z drugiego warunku wystarczajgcego ekstremum, wowczas
obliczamy druga pochodng funkcji f"(x) =6(x-2) iobliczamy jej wartos¢ dla
x0=2. Mamy /"(2) =0,a zatem réwniez wyciggamy wniosek, ze w punkcie
X0=2 brak ekstremum.

Przykiad 10

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji
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f(x)=3x2ee~X dziedzina funkcji D:xgR
f XX) = 6xe~X+3*V 3¥¢(-3) = IF<T3(2 - 3x)
/ '(i9 =0 czyli 3xe~X(2- 3x) =0, a zatem mamy
. i 2
dwa punkty stacjonarne xI =0 i x2=—
Rysujemy przyblizony wykres funkcji f\x) imamy

MIN MAX

tatwo zauwazyc, ze przy przejsciu przez punkt x] =0 pochodna zmienia znak z ujemnego na

dodatni - jest w nim minimum, za$ przy przejsciu przez punkt x2=- pochodna réwniez

zmienia znak, ale z dodatniego na ujemny, a zatem w tym punkcie wystepuje maksimum.

Aby obliczy¢ ile wynosza odpowiednio minimum i maksimum - obliczamy:

/™ ,=/(0)=0
2 - 4 4
fo=f (2] =3- _ .33%_:3._.9— =_
R VIN VI 3e
Przyklad 11

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji

f{x) =3\nx-\n2x D:x>0

fAx) =3-— 2inx-—=—3—=21Inx)
X X X

3 -
['(x) =0 czyli —3- 21nx) =0, 21nx =3, Inx =-, xx=e2
X 2
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Korzystajac z drugiego warunku wystarczajgcego ekstremum obliczamy warto$¢ drugiej
3

pochodnej /" (*) w punkcie stacjonarnym xx=e2

mamy
[ X)=-T(3_21njr)+i — =__L(3_21nx+2)=—E(5-21nx),
X X X X X
a zatem
9 9 18-9 9
2~4~ 4 ~4

Przedziaty, w ktérych funkcja f(x) jest wypukia, a w ktdrych jest wklesta ustalamy

na podstawie analizy drugiej pochodnej f'\x).

Definicja
Krzywg bedaca wykresem funkcji y =f(x) nazywamy wypukty w przedziale

(a,b), jezeli dla kazdego x0Oe(a,b) styczna do tej krzywej poprowadzona w punkcie o

odcietej x0 lezy pod tg krzywa.

Krzywa bedaca wykresem funkcji y =f(x) nazywamy wklesta w przedziale (a,b),
jezeli dla kazdego x0e (a,b) styczna do tej krzywej poprowadzona w punkcie o odcietej X0
lezy nad tg krzywa.
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Rysunek 8. Wykresy krzywej wypukiej i wklestej

3)

b)

Punkt, w ktérym zmienia sie charakter krzywej z wklestej na wypukig (lub odwrotnie)

nazywamy punktem przegiecia.
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Warunkiem wystarczajgcym na to, aby krzywa bedaca wykresem funkcji y =f(x)
byta w przedziale (a, b) wypukta jest
/"(*) >0 dlakazdego x e (a,b).
Warunkiem wystarczajacym na to, aby krzywa bedgca wykresem funkcji y =f(x)
byta w przedziale (a,b) wklesta jest
f'\x) <0 dla kazdego *e (a,b).
Warunkiem koniecznym na to, aby punktP(xQf(xQ), x0Oe(a,b) byt punktem
przegiecia wykresu funkcji y =f(x) jest
f"M =0
Warunkiem wystarczajagcym na to, aby punktP(x0;f(x0)), xOe(a,b) byt punktem

przegiecia wykresu funkcji y =f(x) jest

f '\xx0 dla x<;0; /"(x0)=0; / 0 dla x xo
albo
/"W >0 dla x <x0; 1"(*,)=0; /" (*)< Odia x >x0
Przyktad 12
Dana jest funkcja
f(x) =e-A
Wyznaczy¢ przedziaty, w ktdrych funkcija jest wklesta, a w ktorych jest wypukia oraz punkty
przegiecia
D\xeR

f '(*) =e"*1M~2x) = -2xe~*2

fAXx) =-2eX - 2xe~X ¢(~2xX) =-2e™ +4xZk~ =2e* (2x2-1)
Rozwiagzujemy réwnanie f ’{x) =0, czyli 2je—1=0
Otrzymujemy

1 1
m=VT XN ~-f2

rysujemy wykres przyblizony drugiej pochodnej
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1 1
fi '

I (x) jestwklestadla ae

i A
llul 1

. i
f kta dl
(x) jestwypu adanr —7j " 1v2 ]

Poniewaz w obydwu punktach druga pochodna zmienia znak, punkty o tych
odcietych sa punktami przegiecia wykresu funkcji f(x) =e"" .

f =e ‘'fil =e 2-
Ti Te

. =(fUJ :

Zatem wykres funkcji ma dwa punkty przegiecia

. N 1 1 N
i 1 11 oraz P2 '
A2 yfe,
157
6.4. Vm
TEMPO ZMIAN WARTOSC <r w

Pierwsza pochodna /'(*) informuje nas o tym, czy funkcja rosnie, czy maleje; druga
pochodna méwi o tym czy owe zmiany sg coraz szybsze, czy tez coraz wolniejsze. Mozliwe

sg cztery nastepujgce sytuacje modelowe.
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Rysunek 9. Tempo zmian funkcji

0) d)

Przyktad 13

Wyznaczy¢ tempo zmian funkcji

f (a) = a3+ 3a2-9x-2
mamy
/ \X) =32+ 6a- 9=3(x2+2x - 3)
/ \x) =0 gdy A2+2a-3=0
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X2+2x-3 ~(x-I)(x+3)=0 x]-1 x2=-3

f"(X)=6x+6=6(x+1)
f*(x) =0 dla  x=-\

a zatem:
a) funkcja rosnie coraz szybciej dla X>1
b) funkcja rosnie coraz wolniej dla a<-3
c) funkcja maleje coraz wolniej dla xe (—%1)
d) funkcja maleje coraz szybciej dla xe (=3
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Badanie zmiennosci funkcji ma na celu uzyskanie podstawowych informacji

dotyczacych danej funkcji, sporzadzenie tabeli zmiennosci oraz wykresu funkcji.

Zalecany schemat badania funkcji jest nastepujacy:

Wyznaczenie dziedziny funkgcji.

. Obliczenie granic funkcji na koincach przedziatow okreslonosci; wyznaczenie

asymptot.

Wyznaczenie miejsc zerowych funkcji.

Okreslenie przedziatbw monotonicznosci oraz ekstremdw funkcji (analiza pierwszej
pochodnej).

Wyznaczanie przedziatow wypuklosci i wklestosci funkcji oraz punktow przegiecia

(analiza drugiej pochodnej).

. Sporzadzenie tabeli zmiennosci funkcji.

Naszkicowanie wykresu funkcji.

Przyktad 14
Zbadac przebieg zmiennosci funkcji

f(x) =x-A
X
1 Dziedzina funkcji D:iei?\{0}
2. lim f(x) =+o0 lim/(jc) =-o0
lim/ (o) =- g lim/(jf) = -co
4
m = lim =lim-——=Ilim@-~) =1
Prosta o réwnaniu y =x jest asymptotg uko$ng obustronng
3 f(x) =0 czyli
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X--4 -=0=>X="4-=>x3=4=>X1=-44

X X

Istnieje jedno miejsce zerowe funkcji x, =4

s . TA2x ., 8
4 I(*) =l =he—
fix)=0 14 =00~ -~y 3=-8"r =-2

Sporzgdzamy wykres f\x)

MAX

f(x) / dla  X€(-00,-2)U (G +00)
1(x)\ dla xe(-2,0)

4
I mex= [ (-2)=-2- -2-1=-3

(~2)
-8-3x2 -24
> () X X

/ "(X)=0  nie ma pierwiastkdw

Rysujemy wykres f\ x )

! (X) wklestadla x e (-co,0)u (O, +co)
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Przyktad 15

Zbada¢ przebieg zmiennosci funkcji

f(x) =x2Inx
1 Dziedzina funkcji D:xei?+
2. lim f(x) -
J-
L] = |i N =0
x"ﬂXZ'nXQDjL T A= )
x2Inx .
= lim——m- im xInx =+00
mE i AR
Asymptot brak
3 /(x) =0dla x2Inx=0 =>x=0odrzucamy £ Dulnx =0=>x =1
Istnieje jedno miejsce zerowe funkcji x =1
4 fAx) = 2xInx +x2— =2xInx +x =x(21nx +1)
X
1
fix) =0 dla 2Inx+1=0 Inx =-
Te
Sporzadzamy wykres f\x)
MIN
f(x)S dla  xg(4=,+m),
yle
/(x)\ dla X G (O,
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/min =f =(~rn2In(“7=) =-lne 2=-"~
min (ﬁ? (ylg) n(yje) ene 2e

f"(x)=21nx +1+x-2-—=21nx+1+2=21nx +3

I LOGISTYKI

X
3 1
/"(x) =0 dla 21nx+3=0 Inx=— X - 4=
f 2 (
Ji 1]—e2 In‘e2 -ea3e
(275 1 ) 1 ) I 2)
P.p. (13X
We? 28
f (x) wklestadlax e o, / (X) wypukfadla x> !
V \e
X 0 / uk n ! 3 r S 1 7+00
) 0 + +
1"(*) 0 + + +
-1
m N - N
0 \ 2% \ 2 / 0 /,
MIN
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Przyktad 16

Zbadac przebieg zmiennosci funkcji

1*) =\ .y
1 Dziedzina funkcji D:.x€i?\{I}
2. lim -0
X->+CC\ - X

. X —.. —€X ..
lim — =® lim -—-- = |lim exx =400

Xx-»-00 | _je H x—>00 —| x—

X> 1- X
lim—— =-00
1- X

Dwie ostatnie granice $wiadczg o istnieniu asymptoty pionowej. Jest nig prosta

0 réwnaniu jc= 1. Pierwsza granica mowi nam o tym, ze prosta o réwnaniu y = O (0$ X) jest
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asymptotg pozioma prawostronng. Sprawdzamy czy istnieje asymptota uko$na lewostronna.
Policzmy granice

. f(x b x o X = . -g"X_ -k ~X
m- lim —g---z lim -——= lim 9X % I|m--9--- =WI|mg =400
X >0 X XA-FEX-X H*-*1- 2 H %« -2

Wynik ten $wiadczy o tym, ze nie ma asymptoty ukosnej (ani poziomej) lewostronne;.

£X
3, f{x)~ 0 =>-—-—-=0=$ex=0 brak rozwigzan
1-x

Miejsc zerowych - brak

-g~x(I -x)-g~x-(-1) _ -g~x +Xe~X+e~X _ Xe~X

4 f Xxa®2 ~ oM2 . TT7
D: f(x) =Df(x) =R\{]}

f'x)=0 =01 0= xex=0=>x —0
7 (I-x)2

Rysujemy wykres pierwszej pochodnej

[(x)/ dla  xe(0,D)u(l,+00),
f(X)\ dla x g (-oc,0)

dla X, =0 funkcja /(x) ma minimum

/ min=f(0) =j- =1
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y iex4xe~* o(-1)1(1-* 2)-* g~ <2(l-x)-(-1) _
J {X) \\=X)2) @-x)4

e-x{\-x){\-x2) +2xex{\-x) (- M)F"[(1- x2)+2

@-x)4 d-x)4
e X(1- 2x+x2+2x) (x2+)e~x
(\-xf (1-x)3
f'(x)=0=>— +% - =0=>(x2+l)e~x=0, brak pierwiastkow
J v (1-x)3

Rysujemy przyblizony wykres / "(x)

f(x) wypukladla xe (-00,I), /(x) wklestadla x e (1,+00)

Punktdw przegiecia brak

X -00 / 0 / 1 /7 +00
(%) 0 + -
/..(*) + + -
MIN
f(x) +00 \ 1 +00 o - o
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Wyznaczy¢ wszystkie asymptoty wykresu funkcji

. _-X2+3a+8
I( )_2x2+9x-5
*x)\ —
I )_3(a2-X-2)
[(* _2x2-x +5
)= x+3
2X
f(x) =
(x) \+x2
- \Ix
i
I (a) = Xex
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)
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)

h)

)

3)
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x2-9
m = —r-
I :x2-9
o X oX
I( )_x2+x
1) = 1+x
f(x) =jx2-1
f(x) =x+Inx

Wyznaczy¢ przedziaty monotonicznosci funkcji

f(x) =XA-"-x2+\
f) Tl+x2
f(x) =4\nx2-\n2x

3jc

f(x) =eX’
i

f(x) =(x- 2¥)-ex
m=x+ 1

2%
f(x) =x2- -

2X-\
f =1
) nx2+4

2X
[(*) =In
*) X2+4
/(x) =6-3x2In*3

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji

f(x) =
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/(x) =x3Inx

/(*) =In2x-3\nx

Ix) =xe 2.
1) =5
f(x) =xe*
I(x) =22

f(x) - 1-x3Inx3

/(X) =21n(6 +X2)

Wyznaczy¢ przedziaty wypuktoSci i wklestosci funkcji

f{x) =x4+x2+16x +8
/(x) =31nx-In2x
/(x) =X6f

f(x) =x4+ex

/(x) =In(l +x2)

[(*) =(*-2)71+5
I(.v) =(2.v- DX

f(x) =2xe°-*)

/(X) =-XV 4 +5x

/[(X) =4xV X

Wyznaczy¢ punkty przegiecia wykresu funkcji
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f(x) =x3-x2-x

I
f(x) =x2x

1) = 2(x-\)2
/(*) =(nx)2- 2Inx
f(x) =3x2-x3
/(%) = (2 - X 2)e~X
f(x) =4Inx2- In2x

f(x) =xe 2

f(x) =(x-3)ex

Zbadac przebieg zmiennosci funkcji

Hx) = (x+\y

I(x)=77i
f(x) =In2x-3\nx

X2-5X +6
1) = Xx2-\
1) = l-ex
f(x) =
00 =0 2
2x-5
f(x) = X +1
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d)

c)

9

h)

INSTYTUT EKONOMII

; _ X2-3
(X) - X_2
f(x) =3xex
f(x) =xe2

f(x) =(x +2)e~

/(x)=x3Inx

Wyznaczy¢ tempo zmian funkcji

)=y 42

X2
f =
() X2-4

_ 1
) = I +x2
f(x) =x%®

f(x) =-
f{x) =xe~'

f(x) =(nx)2- 2Inx

f(X) :Tnx

I LOGISTYKI
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74

Niech f(x) bedzie funkcja okreslong w przedziale (a, b), skoriczonym lub nieskonczonym.
HBag—
Definicja.
Funkcje F(x) nazywamy funkcja pierwotng funkcji /(*), jezeli dla kazdego* e(
spetniony jest warunek

F\x) =f(x)
Przyktadowo:
F'(x)= =--3x2=x
(x) A
dla kazdego * e (-co, +c0)
ZauwazyC mozna, ze funkcja -F-*) —*3  jes® funkcja pierwotng funkcji f{x) x .

Obliczanie funkcji pierwotnych jest dziataniem odwrotnym wzgledem obliczania pochodnej
funkgji.

Funkcje pierwotng nazywamy catka, a jej obliczanie - catkowaniem. Zauwazmy,

ze jezeli funkcja /(*) posiada w pewnym przedziale funkcje pierwotng F(x), to posiada ona

w tym przedziale nieskoriczenie wiele funkcji pierwotnych, przy czym maja one posta¢
F(x) +C, gdzie C jest dowolng stata.

Definicja funkcji pierwotnej nie wskazuje, w jaki sposéb nalezy takg funkcje wyznaczac.

JesteSmy bowiem w obliczu sytuacji, ze mamy pochodng /(*) pewnej funkcji, ktorej nie

znamy i staramy sie jg wyznaczyc.
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Istotne jest twierdzenie o istnieniu funkcji pierwotnej:

Jezeli funkcja f(x) jest ciggta w przedziale (a,b), to posiada w tym przedziale funkcje

pierwotna.

Zwréci¢ nalezy uwage na fakt, ze problem istnienia funkcji pierwotnej i problem wyznaczania
calki to odmienne zagadnienia; z tego, ze wiemy, ze istnieje funkcja pierwotna F(x) nie

wynikajg zadne wskazowki jak te funkcje wyznaczyc.

Definicja $
Catka nieoznaczong funkcji f(x) w przedziale (a,b) nazywamy zbidr wszystkich

funkcji pierwotnych funkcji f(x) w tym przedziale i oznaczamy symbolem

i7(v).t

Symbol J wprowadzony zostat przez Leibniza.

Mamy
AM(x)dx =F(x) +C
gdzie F(x) jest jakgkolwiek funkcjg pierwotng funkcji f(x), C - dowolng statg, zwang statg
catkowania.
Pamieta¢ nalezy, ze rézniczkowanie jest dziataniem odwrotnym wzgledem catkowania
i prawdziwe sa zaleznosci:
F\x) =f(x)
lub
dF{x) =/ (x)dx

Mozna réwniez zapisa¢ powyzsze rdwnos$ci nastepujaco:

(G/()<fa)’=/(*) lub  i-\f(x)dx =f(x)
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Kazdy wz6r rachunku rézniczkowego orzekajacy, ze pochodng funkcji F jest funkcja /,

prowadzi do odpowiedniego wzoru rachunku catkowego.

Na podstawie wzorow, wedtug ktérych wyznaczamy pochodne, powstaty wzory

rachunku catkowego.

1. Jodx =C

2. M\dx="dx =x+C

r+ .
3. J\xI-cl:Ix =— +C (dlanz-1)

n+1

4, [— =In|x|+C
}X IX|

5 \axdx- — +C (a>0, a¢l)
J Ina

6. jexdx =ex+C
7. Jsinxdx =—co0sx+C

8. Jcosxdx =sinx +C

©

. f——jdx =arctgx +C
10. i ,=L=dx=arcsinx+C

11. +—\-dx =-ctgx +C
Jsin* x

12. J1"—\ —dx =tgx +C

mczv

Wzory 1 - 12 sg prawdziwe w kazdym przedziale ciggtosci odpowiedniej funkcji
podcatkowe;j.
Oprocz powyzszych wzoréw pozwalajacych na obliczanie catek konkretnych funkcji

istniejg wzory og6lne (zwane niekiedy regutami catkowania)
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-jezeli A jest statg r6zng od zera, to
jA-f(x)dx =A-jf(x)dx

- catka sumy (réznicy) dwoch funkcji jest rébwna sumie (réznicy) catek

fIF(X)2g(x)]dx= Jf(x)dxx jg(x)dx

Nie istniejg wzory na catke iloczynu dwoch funkcji ani na catke ilorazu funkciji.
W przypadku ilorazu w szczegélnym przypadku gdy licznik jest pochodng mianownika
istnieje wzér;
F—dx =Inj/(x)| +C
J/(jo 1 1
Ostatni ze wzoréw moze by¢ wykorzystany do obliczenia catki z tangensa x, w sposéb
nastepujacy:
A -sin?
\tgxabe= 2~ je =-F11/x =-Injcosx! +C
J Jcos X J COSX

W podobny sposéb wyprowadzi¢ mozna wzor

| ctoxaX = Infsin A +C

.U, moe U .
CALKOWANIE PRZEZ CZESCI ,

Niech / i g oznaczajg funkcje majace ciagte pochodne /' i g' w odpowiednim przedziale.

Wodwczas na mocy regut rozniczkowania, mamy

(fgy=f'g+fg'<=>fg'=(fgy-f'g

Catkujac ostatnig rownos¢ stronami, otrzymujemy

\fg'dx =\{fg)'dx- \f'gdx, czyli

{/(*) «g \X)dx =/(x)g(x) - J /\x)g(x)dx (a)

W?zor (a) jest wzorem na catkowanie przez czesci.
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Przyktad 1
Obliczy¢
I(%)=*  I'(*)=!
a) \xexdx= ( =xex- \\exdx =xex-ex+C ={x-\)ex+C
9'(x)= g(x) =ex
f{x)-x2 f'(x) =2x
b) Jx2cosxdx A =x sinx- A2xs\nxdx -
g'(x) =cosa g(x) =sinx

)f(x) =x fix) =\
= x2SinX-2 cos X —JI ¢(—eos x)dx] =

)g'(X) =sinx g(x) =- cos*

=X2sin X +2x cos X —2 Jcos XdX =X2sinX +2xcosX 2sinxXx +C

) f(x) =\nx
c) Jjlnxdx=\
) 9'(x) =x

=-x2\nx- \-xdx =-x1\nx--x1+ C=-x2A2]iix-V) +C
2 J2 2 4 4

S f{x) =sinx f'(x) =cosx
d) Jsin2xdx = (
( g'(*)=sin* g(x) =-cosx
=- sin X cosX —Jcos X *(- cos X)dx =—sin X cos X + Jcos xdx =
= —sinXcosX + J(L —sin2x)dx =—sin X cos X + JI¢fo— X ~
=-sinXCosSX +X - jsin2xdx

Przenoszac ostatnig z catek na lewa strone mamy
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2 Jsin2xdx - x-sinxcosx 12
fsin2xd x -—x — sinxcosx +C lub
J 2 2

sin2xdx =-x — sin2x+C
2 4

) f(x) =e~x  f\x) =~e-x
cosxdx=

( g'(*) = cosx g(x) =sinx

f(x) =ex  f\x) =-e'x
= exsinx + J& *SInxé/x =

g'(x) =sinx  g(x) =-cosx

=e Xsinx-e lcosx- je lcosxdx
Mamy zatem

2 Je *cosXxdx =e”g(sinx-cosx), czyli

fe~x COSX/X= —e x(SinX- cosx) + C

CALKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE

Metoda catkowania przez podstawienie lub zamiane zmiennej jest podstawowym

sposobem catkowania. Wykorzystywana jest zalezno$¢

\f[g(x)]g\x)dx=\f(t)dt gdzie t=g(x)
Przykiad 2
& 5x=/
fir = = L<ii=-e'+C =-e5+C
a) Jebdir=/ bdx =dt ] 5 5
S dx=-dt
( 5
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X2+\ =t

b) jW *2+1dx = 2xdx =dt = \yTt"dt:"\tZdt:E 3 =\3" =\yl(x2+'Y +c
2

xdx - —dt
2

Xx+\=t

Q $ jh dx=l dx=at

Xx=t-1

3 1
= jt2dt- Ji At=y -y =AVA-2V? =AYj(x +VF -271x +\ +C

2 2

cosx =t
d) Jsinxe@Kx=( -sinxdx-dt =- \e'dt=-el+C=-eax+C
sin xdx - -dt

\nx =t

- - = = = 2:'_'i _i
QiTIk =i Uz V™ V=l o

Podkresimy, ze mozna sprawdzi¢, czy otrzymany wynik jest poprawny. W tym celu
obliczmy pochodng funkcji stanowiacej uzyskany rezultat. Mamy:
, -2INX-— 1
X

. 1
1 +cl=-ii 11 -
yornze T YT by 2 Inax *Ing

Poniewaz otrzymalismy funkcjg podcatkowa Swiadczy to o poprawnosci obliczen.
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W podrozdziale oméwione zostanie obliczanie catek z wybranych funkcji wymiernych, tj.

funkcji typu o , gdzie Q(x) jest wielomianem stopnia drugiego, zas P(x) - statg badz
X

funkcjg liniowa. Technike catkowania tego typu funkcji wyjasnimy na przyktadach(l).

a) pierwszy przypadek jest typu: licznik stopnia pierwszego, za§ mianownik stopnia
drugiego, ktory rozktada sie na czynniki

Przykfad 3

3X+2

Obliczy¢ fx2+2* .

Funkcje podcatkows rozktadamy na utamki proste.

Mamy:
x+2 _ Xx+2_ A { B _A{x+4H+B(x-2) _
X2+2*-8~ (jc 2)(jom) x-2 x+4 (x-2)(x +4)
Ax +4A +Bx-2B  {A+B)x+4A-2B
(x- 2)(x+4) (x-2)(x+4)
Mamy zatem
~ A+B=3 1-2
i
4A-2B-2
2A +2B =6
4A-2B =2
4 4 5
6/1:8:>Z|-:_,B:3-A:3-_-_
3 3 3

1 Informacje dotyczace teorii tego zagadnienia znajdzie Czytelnik np. [w:] J. Laszuk, Matematyka  studium
podstawowe, wyd. SGH, Warszawa 1996, s. 147-149; lub [w:] J. Piszczata, Matematyka i jej zastosowanie w

naukach ekonomicznych, wyd. AE w Poznaniu, Poznan 1998, s. 124-128.
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a zatem
4 5
3*+2 3
x2+2x -% x -2 x +4

Wracamy do obliczanej catki i otrzymujemy

(4 5 »
© +2 dx= +m3  dx=
X2+ 2Xx—8 ® x+4

=—j—— +- j——dx=—nj x-2 I+—n|x+4 1+C
3}x-2 3}x+4 3 1 13

b) drugi przypadek jest nastepujacy: w liczniku jest stata, mianownik drugiego

stopnia i rozktada sie na czynniki.

Przyktad 4

Obliczy¢ f——. ----~dx
¥ IX2+ix+n

Mamy
5 5 A B A(X +4) +B(x +3)
2+7Tx+12~(x+3)(x+4) x+3 . +4 (x +3)(x +4)

Ax+4A+Bx+3B _ (A+B)x +4A +3B
(x+3)(x+4) (x+3)(x+4)

mamy dwa réwnania i dwie niewiadome A i B

f A+B=0=>A=-B
| 44+35=5 -45+35=5=>-5=5=>5=-5/4=5

mamv zatem utamek —— --—--- przedstawiony w postaci sumy dwdéch utamkow prostych
J X2+Ix +\2

- =— -— a zatem
x2+7jct+12 x+3 x +4
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T T
r2+7x +12 3U +5 X+2.]

i d 4dx
=5]——0X - X+
Jx+3

_ _ X+3
=5(In|x +3|-In|x +4|) =5In Y44

) o ] (stata), mianownik stopnia drugiego
C) trzeci przypadek: licznik stopnia zerowego

i nie rozktada sie na czynniki

Przykfad 5
Obliczy¢
Mam
d B 3dx
"""""" ox = | 3 9 9 [V a7 g
w-3x+5 ] : X —
N-2'2X+4'4 +5 2 +4
2 3" _
XxX— =1
2.
3 d 2 - dt
=g . vn
1 S .1 2 '
Vv 2/ + l
4 11 1
s J
vn dt t r 3 tec
=— M -—--- =-7= arctgt - ~Trr 2'¢9
T T vn
d)

czwarty i ostatn, z tej sent przypadek jest nast”™cy : licznik stopnta p.erwszego

3 mtLijanownik stopnia drogiego i nie rozkfada sie na czynniki.

1
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Przyktad 6
J2x4-1)- 19
L?#x +U3 « P X24-X43 -
_3f ’2x+l dx = 19 fr 1 ok =
2 *X2+x+3 2 jix24-x4-3
“Snpeex+31-29  gdzie 4'>=fo +1X+édx

Zauwazmy, ze ()jest catkg analogiczngjak omoéwiona w przypadku c)

$= for———dx= f- dx =
Y IJx2+ x + X2+2q+—‘+3
2 4 4

2 f
vnr 2)
1 1 = 1 =S -A= =
- . dx - j ( \dX_EJr , @x=s de dt
x+-y+u— fXH—O r 2 1 Ol 41
n v 2j 4 Lvnv 2 dx = dt
2
V2,
vn .
=j_[2 AVu T b g _2vn arctgt
T2+ 2-n Iy +i
N
—————— arctg[—f= (X 4~—l))]<l'+ C
1 sVi 2
ostatecznie otrzymujemy
B* 7 dx="In|x2+x+3 - ( X+t)l+c
2+X+3 2 n VI 2

2W liczniku pojawia sig wyrazenie bedace pochodng mianownika (x2+ X 4-3)' -2x4-1
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Niektore catki nieoznaczone obliczamy stosujac kilka regut catkowania.

Przykiad 7
Na przyktad aby obliczy¢:

przez podstawienie a takze rozktadanie funkcji wymiernej na utamki proste.

Mamy zatem
:EA _ ex—\+\—\dx:\8xj(\-2dxz
ex+l 3 ex+H\ J ex+1
\
ex+ dx=j(1 2 >
X+l ex+ly I ex+lj
gdzie §=J o
ex+\
ex+1l =t
exdx —dt ot
= \ex=/-1 g’lt- == =
dx = dt
t-1
Poniewaz

1 - A H_At+B{t-\) {A+B)t-B
(t-\)t t-1 t (t-\)t

mamy
A+B- 0"=>B =] A =-\, zatem
-B =1
i—— dt = —24dt + firfi=-In|t-1]| +In|f|=
J(/-Nt J/-1 3t
=In|  EIh|— 1= In11+— E=In1l+e x|+C

t-\ ex ex
a zatem

9=In11-he ' |+C, za$ ostatecznie

-dx =x- 2In i+ e~x1+C
V +1

sprawdzmy otrzymany wynik obliczajac pochodna. Mamy
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(,-2in|l +«-*[+Cy =1-21" 7-g -'-1-7
J oex-l

\+ex-2ex I-e ex . ex , ex-l

\+e l+ex 1+J  ex+l ex+\

Poniewaz otrzymaliSmy funkcje podcatkowa, Swiadczy to o prawidtowosci wczesniejszych

obliczen.

Przyktad 8
Obliczajgc catke Jxsin(2x - 3)dx najpierw zastosujemy podstawienie 2x-3 =t , a nastepnie

wykorzystamy regute catkowania przez czesci.

Mamy
2X-3-t
2dx = dt
jitsin(2x- 3)dx = dx-—dt = iUt +3)smt-"-dt =
2X =t+3
X =—(/ +3)
2
=i J(/ +3)sintdt =" J(/sin/ + 3sint)dt =
= 1 fsintdt +>—fsin/y/= X (5 -- cos/ =
4 ] 4] 4 4
-<(>-—co0s(2x- 3)+C, gdzie
4 4
0= simdt= =/ 1"FL)y=-icos/+ [cosid/ =
g' =sin/ g =-cosi/> J

=-/ @B/ +sin/ =~(2x - 3)cos(2x - 3) +sin(2x- 3) +C
A wiec ostatecznie otrzymujemy

Jxsin(2x- 3)fa=-4 (2*- 3)cos(2x- 3)+i sin(2x- 3)- cos(2x- 3)+C

*

Interesujgca z dydaktycznego punktu Widzeni.ajést f i/
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Nalezy zastosowa¢ podstawienie x =t6, stad

X =r, yjx =t2 dx = et&dt
Mamy
X _ \ x=t _ _ (3
dx = )= J—  eBtsdt = \——jdt =©)
dx =6t"dt ) 1+t 1+f
[ . . - 1 7. |V i5 e \
fit -t +t -1 +-—-7r ==© , +C=
JI i+< J l7 6 3 J
=-7x\[x —5 +2\fx-6 yfx + 6arctg\fx +C
7.6.
CALKA OZNACZONA

Symbol catki 0znaczonej jest nastepujacy
{/(*)<&
b

gdzie
[a/>] - przedziat catkowania

a - dolna granica catkowania
b - gbrna granica catkowania

/(*) funkcja podcatkowa

Definicja. M(x)dx = F(b)-F(a)

' Wykorzystujemy dzielenie fg:(/2+1) =/ -/4+r-1 -H
rg+/6
-r
-/16-r4
ra+r

-r-1
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Catka oznaczong funkcji / w przedziale {a, b) nazywamy réznica wartosci funkcji

pierwotnej F(x) w koncach przedziatu catkowania.
Niekiedy mozna spotka¢ zapis J/ (x)dx =[.F(x)]a

W odréznieniu od catki nieoznaczonej, ktora jest funkcja, catka oznaczona jest liczba.

W przypadku catki 0znaczonej prawdziwe sg wzory:

1. {[/(*) 2gWlfc =i/ <&z \s{x)dx

2. A f{x)dx =A- \f{x)dx gdzie A - dowolna stata
3. \f(x)dx=\f{x)dx +\f{x)dx, jezeli ce (a,b)
4. AM(x)dx =0

5 J(*)dx =- J/(x)dx

b

Przykfad 9
b) Jsin Xdx = - cosjcjg= -(cosn - cosQ) =-(-1-1) - 2
0

2 2 2 1 2 1 2
0) Q(*—x3)dx= \_xdx— J_xadxz—x 20--/|_i=
A - -l

=i 21- (-1)2)-i(2-(-DoH=\(4-1)-J (16-1) =
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\'3 1153 15 6-15 _ 9
2 4 2 4 4 4

9 Vxde  LTXX g yo) = _(In2- I =—n2
ow  20i77 2 b 2 2

W przypadku catkowania przez czesci korzystamy ze wzoru
jl (xX)g'oodx =f(b) g(6)~/(a) «g(a) - \f\x)g{x)dx
Przyktad 10

f{x) =x f(x) =1 K

_ e =xsinxX\ - |sirm/x =
a) Jchoschx \g(’x{:cosx g(x) =sinx . X\o A

=nsin7- OsinO-(-cos X)ﬂ; =0-0 +cosxlIO =cos/r-cosO =-1-1 =-2

2/(x) =Inx  (x) :*?)(lenx’e- 2

Le= o) L

=elne-11In1- x|| =e-(e-I) =e-e +I =I

b) |In xdx =

W przypadku catkowania przez podstawianie pamietaC nalezy,
z wprowadzeniem nowej zmiennej t nalezy réwniez zmienié granice catkowania.

Oto stosowny przykifad

Przykfad 11
n
Obliczy¢ Jsin3xdx
0
Mamy
n n n
Jsin3xdx = Jsin2min xdx = J(I-cos2x)s\nxdx =
0 0 0
n n
- Jsin xdx- Jcos2xsinxdx -P - Q gdzie
0 0
n 7
P= Jsinxdx - cos x}(;l’z -(cosn-cos0)=-(-1-1)=2 zas
0
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cos* =t
- sinxdx =dt

sinxdx - -dt
X 0 n

Q = Jcos2xsin xdx =-MtAdt= \tt =

t 1-1

"5 TR DI,

Ostatecznie

T
Jsin3*<ix
0 3

Przypus¢my, ze funkcja f{x) jest nieujemna w przedziale (a,b). Oznacza to, ze jej wykres
lezy powyzej osi 0X Catka oznaczona z funkcji f(x) od a do b jest réwna polu figury

ograniczonej wykresem funkcji, osig 0X prosta 0 rébwnaniu x=a oraz prostag o réwnaniu
X=b.

Rysunek 1. Interpretacja geometryczna catki oznaczonej
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Przyktad 12

Obliczy¢ pole powierzchni zawartej pod wykresem funkcji y - cos* w przedziale <0,§

Szukane pole

=]

[cos xdX :sin;)*lz = s?—sin 0=1

Przykfad 13

Obliczyé pole powierzchni zawartej pomiedzy wykresem funkcji y - x~ oraz prostg

0 réwnaniu y =2x
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Pole ktére mamy wyznaczy¢ jest roznicg dwdch pdl: pola trojkata OAM oraz pola zawartego

pod lukiem paraboli. Nalezy wyznaczy¢ wspdtrzedne punktu przeciecia M wykresow funkcji.
Rozwigzujemy réwnanie

X2 =2X
X2- 2X=0
X(x—2)=0=>X =0ux2=2

A zatem wykresy funkcji przecinaja sie w dwoch punktach 0(0,0) oraz M(2,4).

Granicami catkowania sg odpowiednio a=0 oraz b=2.

Przykiad 14

Wyznaczy¢ pole powierzchni zawartej pomiedzy wykresami funkcji f(x) =sinx oraz

Tym razem szukane pole S jest rowne sumie dwoch pél Sx i S2, czyli S =S]+S2

Wyznaczamy punkt przeciecia wykresoéw funkcji
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sin* = cos* / :cosx

tgx =\
n
X~ —_—
4
zatem
n

s : K V1 Wi

i = MArxdx =- C0S—- €0S0) = -(—--1) =1- =

sj = Mrixdx =-cosx|_ ( n )=-( > ) 5

0]

f s I A Y e VZ
S, = _cos =sinx\l =sin----sin —= 1 -—----
/2 R R

zatem

S
2 2 2

W przypadku gdy krzywa f(x) potozona jest pod osig Ox aby obliczy¢ pole

powierzchni mozemy postgpi¢ dwojako:

b
a) albo zastosowaé wzor S 5 ~M(x)dx | albo

b) zmieni¢ granice catkowania, catkowanie prowadzi¢é od b do a i wolwczas
S =Jf(x)dx

Przyktad 15
Obliczy¢ pole powierzchni zawartej pomiedzy wykresem funkcji y =x2- 9 a osig 0x

a
y
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Poniewaz pole powierzchni potozone jest pod osig O0x mamy

3 3 3
S=| J(i@-9)E&H fxAx- \9d\=

3 -3 3
=11 33-9xf, =[i(31-(-3)3-9(3-(-3)|=
=|3 (27- (-27) - %-s Hi «54- 54|59 18- 5414-361=36
Gdyby$my obliczenia prowadzili wedtug punktu b) wéwczas

S= j(j2- 9)dx=i a3l33- 9x|'3=1i (-3)3- 33)- 9(-3- 3) =

=U-27-27)-9 (-6)=i-(-54)+54=-18+54=36

Przyktad 16
Obliczy¢ pole powierzchni zawartej pomiedzy wykresami funkcji f(x) =4 -x2i
g{x) =-x-2
Aby przekona¢ sie jak szukane pole potozone jest wzgledem osi 0x wykonujemy odpowiedni

rysunek

Rozwigzujac rownanie 4—x2=—x—2 wyznaczamy wspotrzedne punktéw przeciecia

wykresow funkcji
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mamy
X2-X —6=0
A=1+24=25 Va =5

_1-5 1+5

X, -2 = =3

Mamy dwa punkty przeciecia wykreséw funkcji M(-2,0) oraz N(3,-5)
Szukane pole

S =A+(S2- W) gdzie
6j - czes¢ pola potozonego nad osig 0x

S2  -pole trojkata MPN

Sy - pole miedzy ramieniem paraboli, osig 0x iprostg x =3
Mamy zatem
2 2 2 .
0 = J(4 - x2dx = 14dx - | x&x =4x] — x31"=
-2 .2 - 2 2 3 2

A =J4- xMrx=4x - -1x 5'2:4(2-3) 1 (8-27) =-4 +19_ 7
3 B 3 3

3

S =S +(S,-Sy) =— +
73

CALKAN IiIlEyVLASC IWA

Jezeli przedziat catkowania jest typu <a,+o0) lub (-00,b>, to catkg obliczang w tego typu

przedziatach nazywamy catkg niewtasciwa. Sato zatem catki typu

i f(x)dx lub jf{x)dx,  za$

«0
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obliczenia prowadzimy wedtug wzorow:

® 4 *
AM{x)dx=\\m jf(x)dx

oraz “f(x)dx=\im ~f{x)dx

Przykiad 17
400 |

Obliczyé 3-jdx
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Mamy

] T P 1 1
f~r dx =.|l_lmmix~ dx =7!im ix~2dx L T@Wml - Tl.i>mm 7 ]

h 2

= im<ni 1 3 }: _llim 1- Tliglﬂ?: 1

Przykiad 18

0
Obliczy¢ Jexdx
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Przyktad 19

) v
Obliczy¢ f----- dx
*xInx

Mamy:

InT 1 / Inr\

= lim \-dt = lim Inii" = Ilim (InInT-InInz) =+0
F>te J f T\ 1n2) T->+«

Przyktad 20

Obliczy¢ Jxe~xdx
i

T fx)=x  f()=i
g'(x) =e-x  g{x) = A
- h - —A 1l — H _ Lo~ = Ilm \_Te_n
_I’I!£n|» xe +}e>(\J TILn:(]D| Te 1+ € T —>+«
. 7ol L . T 2 _
Jim -TeT ket ) = o im - lim o - - gdyz

lim\ =o0,za$
r->+« e

tim =2 im L =

74 717" —+0 £

Jezeli ktéras z granic przedziatu, w ktérym odbywa sie catkowanie jest typu plus lub

minus nieskonczono$é (1«>), to takg catke nazywamy catka niewlasciwg pierwszego rodzaju.

Catka niewlasciwa drugiego rodzaju wystepuje wowczas, gdy catkowanie odbywa sie

w przedziale skofczonym <a,b), natomiast funkcja f(x) na jednym z krancéw przedziatu
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dazy do plus lub minus nieskonczonosci. Mamy zatem dwa nastepujace wzory do obliczania

tego typu catek

AMLX)dX = lim 3/ (x)dx

lub J/(x)dx = lim Jf(x)dx

Przyktad 21

11
Obliczyé: J\—dx

Mamy:

{r—dx= lim [—dx = lim (InxI1 }= lim (Inl - Inc) =0- lim Inc = +co0

r->0% \

Przykiad 22

i 1-X =t
Obliczyc¢: J -dx =dt
0 dx = -dt
X0 ¢
t 1 1c
i 7 dt) 11 /%i 1
0T LT _ ) . i 9
men IRy T n IR fpga e
2,

=ng1{2— 2VI - c)=2— Z#i;nyjl— c=2
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Zadania:

1 Obliczy¢ catke nieoznaczona:

150

a) jfx5-3x2+yf2xdx

c) fIV5x+A=-tg?-XIx
)\l éx J 4/

d) jxvdIx

e) Jsin(5x - 3)dx

Min*
g) \e Sdx
h) JinAzfcc
i) JxsinxaZix
j) Jsin 5xeEx
K) Jxe~x dx

1) J(2x + 3)6dx

m) \j~ \d
» \ A rodx
3x+4
0) 4—— dx
2X2—X +1
3x-2 <ix
P)L 2-x-1

N jxIn(3x + 2)izx
s) Jcos2xdx

f) jtg2xdx
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w j(x-1)e 2 dx

W) Jx2cos xidx

2. Obliczy¢ catke oznaczona:

a) "\I3x +2dx

b) A2\I12x +\dx
0

e
c) jV Inxdx
i
0
d) Jcos(2x+ 3)dx

-n

C) - t 1+4t)fit
0
0

f) fe~xdx

0) 2f(x—x3)dx

h) "x2la- x2dx
0

ni dx
SIX{\ +H[X)

n
m) Je' sin xdx
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3. Obliczy¢ pole powierzchni zawartej pomiedzy wykresami funkcji

a) f(x) =x3 g(x) =4x

b) /(x) =x g(x) =Vx

c) /(x) =x2 prostg X =1 oraz 0sig 0X
d) f{x) =x2 g(x)=9

e) f(x) =-x2+4 g(x) =x

i) y=-Xx2, aprosty y =3x

g y=x2-7x +10 y =5-x

h) 1(x) =(x-1)2 g(x) =-x +I

4. Obliczy¢ pole powierzchni ograniczonej lukiem krzywej y =2 -x2 i 0sigOx
5. Obliczy€ pole powierzchni zawartej pomigdzy krzywymi y =x3 ; y =—o0sig 0Xi prosta
X

o réwnaniu x =e
6. Obliczy¢ pole figury ptaskiej okreslonej nierdwnosciami
f1<x<10

"lo<y<b x

7. Obliczy¢ pole powierzchni zawartej pomiedzy wykresem funkcji /(x) =ex, y =e oraz
0sigO0y.

8. ObliczyC catki niewtasciwe
-i

0

d) |5e 2dx
0

e) jxe2 Xix
.::]3

f) &
0
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MACIERZE,

84.
MACIERZE

Macierze oznaczamy duzymi literami np. A,B,c\ amacierz Ama ma m wierszy, n kolumn

i sktada sie z m n elementow.

Na macierzach mozemy wykonywac¢ nastepujace operacje:
a) transponowanie

Macierzg transponowang macierzy A nazywamy macierz oznaczong AT, ktorej
kolejne wiersze sg kolejnymi kolumnami macierzy A .

Operacja transponowania polega na zapisaniu kolumn macierzy A jako wierszy macierzy

Jes,i 4™ t0 alL

Przykiad 1
Niech
lll 2 ll 0'
4 = 31 wéwczas A" = 2 1
0 1.4 3 .1

b) mnozenie macierzy przez liczbe
Operacja ta odbywa sie w taki sposéb, ze kazdy element macierzy A zostaje
pomnozony przez stata.

Jezeli macierz A jest o wymiarachmxn, ce IR, to mozemy utworzy¢ macierz c mA
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_ i i=12,...m
=[c- e
c/( =[c-ail gazl 7=12,...n
Przykiad 2
Niech
3 -f
A= 2 0 oraz c=3, wlwczas
1 1
"3 -i "9 -3"

c-A=3A=3 2 0=6 0
1 1. 3 3

Mnozenie macierzy przez liczbe spetnia warunki:
(c+e)A =cA+eA
C(A+B) =cA +cB

c) dodawanie macierzy

Dodawanie macierzy jest wykonalne tylko wtedy, gdy macierze A

i B s3
jednakowych wymiarow.

Jezeli macierze A i B sg macierzami o wymiarach mxn, to mozemy utworzyé
macierz

C=A+B =[cjj] gdzie c{=af+bfdla

i=1,2,...m
j=12,..,n
Przykiad 3
Niech
3 2 1
0o 1 -1
1 2 3
"2 4 _f 5‘5 6 0“
B= 1 0 1 wolwczas C=A+B= 1 1 0
2 1 2 3 3 5
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d) mnozenie macierzy przez macierz

Mnozenie macierzy przez macierz takze nie zawsze jest wykonalne. Wykonalne jest
tylko wowczas, gdy ilos¢ kolumn macierzy A jest rowna ilosci wierszy macierzy B .

Jesli macierz A jest macierza o wymiarach mxn, za$ macierz B jest macierzg o

wymiarach nxk , to mozemy utworzy¢ macierz

Inaczej mowigc cj jest iloczynem skalarnym i tego wiersza macierzy A i j-tej kolumny

macierzy B .
Przyktad 4
Niech
3 1
1 2 3
B= -2 -1
1 2

wowczas iloczyn A mB bedzie macierzg o wymiarach 2x2.

Mamy
cn=1-3+ 2-(-2)+ 3-1=3-4 +3=2
=M +2(-1) +3-2=1- 2+6=5
c2=0B+l-(—D+(P2=—212==3
2 =0-1HI XY +(De2=—22=-3

zatem

2 5

AB =

-3 -3

lloczyn macierzy nie jest przemienny, tzn. ogélnie
AB* BA

Natomiast prawdziwa jest rozdzielno$¢ mnozenia macierzy wzgledem dodawania, czyli
(A+B)C =AC +BC

oraz

A(B +C) =AB +AC
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Macierz majaca n wierszy i n kolumn nazywamy macierzg kwadratowa stopnia n .
Uktad jej wspotczynnikéw au,a2, am nazywamy gtdwna przekatna.
WSsrdd macierzy kwadratowych wyroznia sie:
- macierz symetryczng - gdy a =aJdlai*j(i,j=12, n)

(macierz symetryczna jest to taka macierz kwadratowa, dla ktérej Ar =A)

macierz jednostkowa In, jest to taka macierz, ktéra ma na gtéwnej przekatnej

jedynki, a pozostate elementy to same zera

na przyktad

a zatem macierz A nazywamy macierzgjednostkowa, gdy

odlai*j 1212 n
wdlai=j 1T

- macierz diagonalng - wolwczas, gdy wszystkie jej wspotczynniki poza gtowng
przekatng sa réwne zeru. Macierz jednostkowa jest szczeg6lnym przypadkiem
macierzy diagonalnej, a macierz diagonalna jest szczegdlnym przypadkiem macierzy
symetrycznej.

Macierz o wymiarach mxl, czyli macierz o jednej kolumnie nazywamy wektorem
kolumnowym lub wektorem. Macierz o wymiarach Ixn (czyli macierz o jednym wierszu)

nazywamy wektorem wierszowym. Wektory oznaczamy matymi literami alfabetu, np.

lub b=[b{ b2 b]

Zdefiniujemy pewng liczbe przypisang macierzy kwadratowej A zwang

wyznacznikiem.

W skrdcie oznacza siejg ,,det A” lub ,,| A |
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r Jezeli Alx =[an] to det™ =an

“12

2 Jezeli Jizg2= " to detA - a,,a2-a 122

a2l az22
111 12 13
3 ‘]eze“ >‘Bﬁ = 121 v 22 “ 28 to
131 a 32 a 33
det A — S,,a22&33 + a|3a23a3]. + a]aa 21a 32 ai3a22a31"ana23a32 _ai2a2ia33
Przykiad 5
o : . 3
Obliczy¢ wyznacznik macierzy A - 4

2 3
det A - det =2-4-3-5 =-7
5 4

Przyktad 6

Obliczy¢ wyznacznik macierzy A =

= o1 N
N AW
N

Zgodnie ze wzorem za pomocg ktérego obliczamy wyznacznik macierzy stopnia trzeciego

mamy
2 3 -1
detA-det 5 4 2 2-4-1+321+(—2)-5-2—1)-41-2-2-2-35-1=
1 2 1

=8+6—10+4-8 —15=—15

W przypadku macierzy stopnia trzeciego wzdr za pomocg ktérego obliczyliSmy

wyznacznik nie jest prosty do zapamietania. Istnieje prostszy (graficzny) schemat, wedtug

ktérego tatwiej taki wyznacznik obliczy¢. Schemat ten dotyczy tylko wyznacznika stopnia

trzeciego i zwany jest metodg Sarrusa.

W przypadku stosowania tej metody sposéb postepowania jest nastepujacy.l

1 Do macierzy z prawej strony dopisujemy dwie pierwsze kolumny.

2. Rysujemy trzy réwnolegle linie ukosne od lewego gornego rogu do prawego dolnego

oraz trzy réwnolegte linie ukosne od prawego goérnego elementu do lewego

dolnego (jak na ponizszym rysunku).
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3. Mnozymy przez siebie wspotczynniki na liniach uko$nych i wyniki bierzemy ze

znakiem plus w przypadku linii ciggltych i ze znakiem minus dla linii

przerywanych.
4, Dodajemy do siebie szes¢ liczb uzyskanych w p. 3.
Przykiad 7

Niech

= 1005+ (-2) ole(-2) + 3024 - 3e0(-2) -1 ¢le4- (-2) -2-5=4+24-4+20 =44
Aby obliczy¢ wyznacznik macierzy stopnia wyzszego niz trzeci wykorzystujemy wzor

Laplacea

det/f =~ (-1) % deta )
H
lub réwnoznaczny
deM =£(-1)% det4d]
iz
Pierwszy z nich jest rozwinieciem wzgledem i - tego wiersza, drugi rozwinieciem wzgledem
J - tej kolumny. Niezaleznie od wyboru wiersza lub kolumny rozwiniecie Laplace’a zawsze
daje taki sam wynik.

Wystepujacy we wzorze Laplace’a czynnik

(-1)-" det Aj
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nazywamy dopetnieniem algebraicznym wyrazu afj macierzy kwadratowej A i oznaczamy

symbolem apD
zatem
<D= (~1)f 7 det ni-
gdzie A oznacza macierz powstatg z macierzy A poprzez wykre$lenie i - tego

wiersza ij -tej kolumny

Przykiad 8
1 23 0
L . . 3 2 4 =
Obliczy¢ wyznacznik macierzy A =
1 0 2 3
32 2

Wedtug wzoru Laplace’a dokonamy rozwiniecia wyznacznika wedtug czwartej kolumny

(wybieramy taki wiersz lub kolumne, w ktorej wystepuje jak najwieksza liczba zer).

Mamy:
3 2 4 123 12 3
detzl=0 -(-)#4e1 0 2-2-(-1)24-1 0 2 +3-(-hKa+3 2 4
3 2 2 322 3 2 2
12 3
+0-(-as 3 2 4=-2-10-3-8 =-20- 24=-44
10 2
Wiasnosci wyznacznikow
1 dct Al- detA
2. Jezeli macierz kwadratowa ma w pewnym wierszu (kolumnie) same zera, to det A =0
3. Jezeli dwa wiersze (kolumny) macierzy A sg proporcjonalne, to det A =0
4 det(zt *B) =det A -det B
5 Wyznacznik macierzy jednostkowej dowolnego stopnia jest rowny jeden det/ =1

6. Jezeli macierz kwadratowg A stopnia n pomnozymy przez statg a , to

det(azt) =andet A

Macierz kwadratowg A nazywamy osobliwg, jezeli det A = 0.

Macierz kwadratowg A nazywamy nieosobliwa, jezeli detA * 0.
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Macierz odwrotnag do macierzy kwadratowej A nazywamy macierz A  spetniajgca
warunek

A-A~' =A~"-A =1
Macierz odwrotna istnieje tylko wtedy, gdy macierz A jest nieosobliwa.

Wyznaczenie macierzy odwrotnej przebiega wedtug nastepujacego schematu:
p. Obliczamy det4, aby przekonac sie czy istnieje macierz odwrotna

2°.  Wyznaczamy macierz dopetnieri algebraicznych

Ad= a, a, gdzie d\=(-1)'+ -detA.

di d,2¢ ¢ ¢ "
3. Dokonujemy transponowania macierzy dopetnien algebraicznych. Tworzymy JA J

1 T
4°, Korzystamy ze wzoru A"1l=-— -« AD

det/4 L

Przykiad 9

2 4 . . .
Wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy A = 1 3 i sprawdzi¢ otrzymany wynik

2 4
Obliczamy det A - 1 3 =6—4)=10

du=(_DH-3=3 d]2=(-1)R2e(-)) =!
(',21=('1)2+1-4:-4 A22=(“1)2'|2-2=2
Zatem
3 1
Ad=
-4 2
ro... '3 -4"
M =1 2
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1H/=\’ - 10 10
/T =
10 _! 2 1 2
10 10

I LOGISTYKI

Aby sprawdzi¢ otrzymany wynik wykonujemy mnozenie

"3
4
A-A 1= 10
-1 3 1
.10

-4
10
2
10.

-6 4 .8 8T
0 10 10 10 "1 0
3 3 4 6 0 1
10+10 10710

Otrzymany rezultat Swiadczy o prawidtowosci wczesniejszych obliczen.

Przykiad 10

Wyznaczy¢ macierz odwrotng do macierzy A -

1
2
2

1 2 3
detA=2 -1 -2 =-3-8+6+6-12=-9
2 1 3
-1 -2
¢n=(-D2 3 =-3+2=-1
2 -2
=-(6+4)=-10
L g 6*4)
2 -1
2 3
d2:('|)3‘1 3:_(6-3) =-3
1 3_ _
</n:(-1) 2 3 _3_6 - _3
Mamy zatem
-1 -10
zIb= -3 -3 3
-1 8 -5
MACIERZE, WYZNACZNIKI,

2 3
-1 -2 isprawdzi¢ otrzymany wynik
1 3

L2 4-a)=3
23=(~1)5 , 1—-( -4) =

2 3
_— =.4+3=-1
(;31_( |)4 -1 -2

1 3

a2=(-) , , =-(-2-6) =
1 2

(33=(-( , TEAE
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m-1 -3 -1
[<r= 10 -3 8
4 3 -5
1 -3 -f
4°. A~'=- -10 -3 8
4 3 -5
Sprawdzenie otrzymanego rezultatu
AA 1=
Macierz odwrotna posiada nastepujace wiasnosci
r. [*y-A
r. [ab]' =b " a '
y
1
detA =
det A
8.4. v - - v ' L Li
. ;om, =u v "Y =
OPERACIEELEMENTARNE fffg :

—m N KTV WM

Operacje elementarne*1* wykonywane sg na wierszach macierzy. Sg trzy typy takich
operacji:

1. zamiana miejscami dwdéch wierszy,
2. mnozenie wybranego wiersza przez liczbe r6zng od zera,

3. dodanie do wybranego wiersza innego jej wiersza pomnozonego przez liczbe r6zng od
zera.

Wiecej informacji dotyczacych operacji elementarnych znajdzie Czytelnik [w:] Matematyka, praca zbiorowa;

J. Klopotowski, W. Marcinkowska - Lewandowska, M. Nykowska, I. Nykowski, wyd. SGH, Warszawa 1999,
rozdziat V.
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W wyniku wykonywania operacji elementarnych uzyskujemy macierze réwnowazne, co
zapisujemy A~B .

Celem operacji elementarnych jest przeksztatcenie wybranej kolumny w odpowiedni
wektor jednostkowy zwany wersorem.

Posiadajg one postac:

\% 0 ;
0 1
O ' 2 0 T s e
0
0 0 1

Postacig bazowa (kanoniczna) macierzy A nazywamy jej macierz réwnowazng
0 maksymalnej liczbie kolumn, bedacych réznymi wektorami jednostkowymi.
Maksymalng liczbe roznych wektoréw jednostkowych wystepujacych jako kolumny

W postaci bazowej macierzy A nazywamy rzedem macierzy A ioznaczamyrz A .

Przykfad 11

Dana jest macierz:

2 -1 3 2
A=-1 2 0 3
2 1-1 2

Wyznaczy¢ posta¢ bazowag i rzad macierzy A .

Korzystamy z przeksztatcen elementarnych.

2 -1 3 2 w=w 1 2 0 3 -W, 1 -2 0 -3
3

-1 2 0 3 wmaw 2 -1 2 2 -1 3 2 wW2:=w2-2w,
2 1-1 2 ~ 2 1-1 2 2 1-1 2 W3:=WB- 2w
1-2 0 -3 ~ r1-2 0 -3"

0 3 3 8 w2:=2w. 0 6 6 16 w2

0 5 -1 8 0 5 -1 8

1-2 0 -3"W=w+2w, 1 0 14 13
0 1 7 8 - 0 1 7 8
0 5-1 8w=w-5w2 0 0-36--32
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1 014 13"y =W-14w8 ;1 0 0 «
0 1 7 8 w=w2-7wd8 jo 1 0 !
00 1 ¢ - io 0 1

9

o

© o ©

baza
PrzeksztatciliSmy w ten sposob macierz A do postaci bazowej. Rzad macierzy A jest réwny

3 gdyz otrzymalismy trzy rézne wersory ev e2 i €3, co zapisujemyrz A =3

Przykiad 12.
Za pomoca przeksztatcen elementarnych wyznaczyé macierz odwrotng do danej macierzy A
3 -1 2
A= 1 0 4
2 2 3

W tym celu tworzymy macierz rozszerzong [/1|1] o macierz jednostkows i za pomocg

przeksztatcen elementarnych dokonujemy jej przeksztalcenia w taki sposéb, aby po lewej
stronie otrzyma¢ macierz jednostkowa, wlwczas po prawej stronie bedzie macierz odwrotna
A-'.

3-1 2100w w"1 04 010wW:=-w
[4]= -1 04010w=W 3-1 2100

2 23001 ~ 3 23001
" 0-4 0-1 o ' 0-40-1 0o
3-1 21 00 w2=w-3w 0-1 14 1 30w:=w
3 2 30 01 wW3=w3-2wx0 2 11 0 21
. C - 0-1 o ‘T 0-4 0-1 0"
01-14 - -z o 01-14 -1 -3 0

02 11 0 2 1wW=w3-2w2 00 39 2 81

" - ° - W= W+ 43 % m W
01-14 — -°3 W2 = W2+ 14w3 Lo
o o 2 \] \]L L

39 39 3 37 39 393
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J_ 4

39 39 39

otrzymalismy A ol
J o

39 39 39

Czytelnikowi pozostawiamy sprawdzenie mnozenia A A 1

Rozpatrzmy ogdlny przypadek m réwnan liniowych z n niewiadomymi

*1*] + anx2 o * * =@
1+ + «2’2 o+ *2”*” = b2

*XQ*! +.*:2*2 " +_*rmrn = bn

Powyzszy ukfad réwnan zapisa¢c mozna w postaci réwnania macierzowego

— —

*11 *12 ° e*.n *1 '

*21 *22 *2« *2 _
Oznaczajac
*L *¥12- *Hn \% \%
2R N *2 oraz b = b2
At T bm_
mamy réwnanie
A =D
A - macierz gtdwna (macierz wspotczynnikdw) uktadu
b - wektor wyrazéw wolnych
X - wektor niewiadomych

Przyjmijmy okreslenia:
Uklad rownan liniowych AX =b ktéry ma rozwigzania, nazywamy uktadem

zgodnym (niesprzecznym).
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Uktad réwnan liniowych AX - h , dla ktdrego nie istnieje ani jedno rozwigzanie,
nazywamy uktadem sprzecznym.

Uktad rownan, w ktorym wektor wyrazéw wolnych jest zerowym wektorem
nazywamy uktadem jednorodnym, woéwczas AX =0.

Uklad réwnan, w ktorym wektor wyrazéw wolnych jest rozny od wektora
zerowego nazywamy uktadem niejednorodnym.

Macierz \ A b\ nazywamy macierzgrozszerzong uktadu réwnan liniowych.
Uklad AX =b jest zgodny wtedy i tylko wtedy, gdy rz [A:b] =rz A .
Uktad AX =b jest sprzeczny, gdyrz [A:b\ >rz A.

Rysunek 1 przedstawia rézne przypadki dotyczace rozwigzalnosci uktadu réwnan liniowych.

Rysunek 1. Algorytm rozwiazalnosci uktadu réwnan liniowych

Zrédto; Matematyka, praca zb., J. Ktopotowski, W. Marcinkowska-Lewandowska, M. Nykowska, I. Nykowski,
SGH, Warszawa 1999, s. 184.
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Przykiad 13

Rozwigza¢ uktad réwnan

2]-xy=-1
+2.2+3x3=8
“X, +2x2- 2x3 " -9
Mamy:
- " f
A= X = x2 b= 8
- - -9
Ll 2 P.¢

m=3; n=3
Uktad réwnan zapisany w postaci rownania macierzowego ma postac:
T2 o= 1
1 2 3 x2= 8
102203 -9

2 0 -1
1 2 3
-102 -2
Sprawdzamy, jaki jest rzad macierzy A oraz jaki jest rzad [A:b],
Mamy:
2 0-1 -fw=w2 12 3 8
M:*] = 1 2 3 8w=w 2 0-1 -1 w, :=w2-2w,

-1 2-2 -9 ~ -1 2-2 -9 wW3E=w3+w
1 2 3 8" ~ 1 2 3 8 w, =w, - 2w2
0 -4 -7-17 w2:i=-{w2 0 -4 2 R
0o 4 1 -1 0 4 1 -1 w3=w3-4w,
o 1 T 1 0-: -7
01, 7 - 017 %
0 -6 -18 »v=_}wJ 0o 0 1 3
1 0 1 r
0 1 0 -i
O 0 1 3
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Zatemrz A =3, rz [A:6] =3, n=3, mamy przypadek rzA-rz[A:b]-n,
czyli uktad rownan jest uktadem Cramera i ma doktadnie jedno rozwigzanie

XN, x2=-\, X3—3.

W przypadku, gdy uktad réwnar jest uktadem Cramera mamy jeszcze dwa inne sposoby

rozwigzania go.

Sposob 2 (z wykorzystaniem wzoréw Cramera)

a by zastosowaé wzory Cramera tworzymy trzy macierze A, A i A ktdre powstajgna
bazie macierzy A w taki sposob, ze
- w przypadku macierzy A} pierwszg kolumne macierzy A zamieniamy na wektor b ;
- w przypadku macierzy Al - drugg kolumne macierzy A zamieniamy na wektor b ;
- w przypadku macierzy A3 - trzecig kolumne macierzy A zamieniamy na wektor b,
Nastepnie obliczamy cztery wyznaczniki, a mianowicie: det >l,det Axdet A2 oraz det Al .

Wzory Cramera stosujemy, gdy det A * 0.

Sa one nastepujace:

W naszym przypadku mamy

2 0 -f “1 0 -f 2 -1 -r 2 0-r
A= 1 2 3 4: 8 2 3 1 8 3 n3= 1 2 8
102 -2 -9 2 -2 -1 -9 -2_ -1 2 9.
2 0-1
Mamy zatem detA= 1 2 3
102 -2
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-1 0 -1 2 -1 -1
detA = 8 2 3=-24 detA2= 1 8 3=24
-9 2 -2 -1 -9 -2
2 0 -1
oraz detA2= 1 2 8=-72
-1 2 -9
Mamy zatem:
-72 _3
X *2 *3 24

Sposob 3 rozwigzania ukfadu réwnan liniowych, ktory jest uktadem Cramera (gdy
det A * 0) - to sposob wykorzystujagcy macierz odwrotng A .
W tym celu wyznaczamy macierz odwrotng A~', a nastepnie wykonujemy mnozenie
A ' b i otrzymujemy rozwigzanie ukladu réwnan. Bazujemy na zaleznosci A A -1,
a zatem uktad réwnan
AX =b
mnozymy obustronnie przez A ' i mamy

A 1-AX = A, stad otrzymujemy

X =A'b
W naszym przyktadzie mamy
2 0 -1
1 2 3 det A =-24
102 -2
T 10 -1
-2 -5
2 -7
jo 2 _ L
24 24 24
oraz n  om
4 4 4
24 24 24
' ;3 2% 2%7 - f _10+2146+18 1
mamy Ab = 4 5 [ 8= TR® =
B 3
Odpowiedz: v =1, ., =-1, ' =3
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Przykfad 14
Rozwigza¢ uktad réwnan:
3 - x2+2x3=5
LXX+3x2-X 3=-2
- 4x2+3x3=6

g .1 2 Syg=y “1-4 36
2 3-1 -2 -~ 2 3-1 -2 W2:I=w2- 2w
1-4 3 6w=w 3-1 2 5*=ud3w

-4 3 6" "l -4 3 6" w,=w, - 6w3
11 -7 -14 ~ 0 11-7 -14 w2:=w2+14w3
11 -7 -13 =2 -9 0O 0 0 1 ~

"o-4 30 -4 3 0w =W, +HAW2
011 -7 0 0o 1 7 0
0 1 0 1

Z powyzszego wynika, zerz A - 2, natomiast rz [A :f] - 3, awiec mamy

rz i <rz [A b1 czyli uktad réwnan jest sprzeczny i nie posiada rozwigzan.

Przyktad 15
Rozwigza¢ ukfad réwnan:
2XX-X2+3x3+x4=2
<BX, +2X, - X3+ 2x4=-2
-X, +3x2+2*3 - x4=5

21 3 1 2w=wd 1 3 2 -1 5'wi=-w,
[Ab\= 3 2 -1 2-2 =~ 3 2-1 2-2
1 3 2-1 5 wW=w 2 -1 3 12
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'1-3-2 1-5" ~ '1-3-2 1-5"
3 2-12 -2 w2i=wR-3w 011 5-1 13
2-131 2 ws=wd2w 0 5 7-112

'1-3-2 1-5 ~ '1-3-2 1 -5
011 5-1 13 W2:=w2- w3 0 1-91 -11
0 10 14 -2 24_ 0 10 14 -2 24
10 -29  4-38 10-29 4-38"
01 -9 111 01 -9 1-11
00 104 -12 134_ . . s 00 -« 1 -9

3 3
1 i
0 1 3 0 6
26 _ 67
0 0 3 1 6

Z dotychczasowych przeksztatcer wynika, ze rz A - 3,rz [A :b] - 3, n- 4, a zatem

uktad jest uktadem nieoznaczonym i ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
W tego typu przypadku rozwiazanie ukladu réwnan polega na wyznaczeniu
rozwigzania ogdlnego, na podstawie, ktérego wyznaczy¢ mozna rozwigzania bazowe.

Aby wyznaczy¢ rozwigzanie og6lne postepujemy nastepujaco:

A x2 x3 A
T T
"l o 0 La'
01-} o}
o 0 -f 1 %

Pierwsza kolumna macierzy zwigzana jest ze zmienng a,, druga - ze zmienng a2, trzecia - ze

zmienng a3za$ czwarta ze zmienng a4.

Macierz wynikowg mozemy rozwigzac i zapisa¢ w postaci trzech nastepujacych rownan:
IV +0A +y AB+0ad=y
oxi+\x2- j A +0a,=]j

0A+QY, -t xs+Ixd=y?2
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-67 52 . 67 67
Dla kol 4 —t—=t=0=>t=— =
a kolumny nr 4 mamy 5 6t 0=>t = 59
17 67_-33 , _1t167_ 93 31
* T 52 52 A %)~B+3 52 156 52

Przyktad 16

Rozwigza¢ uktad réwnan:
J X, +2x2- x3+3x4= 5
[3X, - Xx2+2x3- x4=-2

Znalez¢ rozwigzanie ogdlne oraz wszystkie mozliwe rozwigzania bazowe.

Mamym=2, n=4

_ " 2-1 3% ~ T 2 -1 3 5
[A:b} = 3 -1 2 -1-2 w=w2-3w 0 -7 5 -—ZJOF'V'YL
5'w o =w+w2-, 0 1 58
- 0 [ 1-2 7
mamy zatem rzA =2 rz [A:6]=2 n =4, zatem mamy dwa stopnie swobody,

2 zmienne bazowe oraz 2 zmienne niebazowe

zmienne bazowe X,, x3

zmienne niebazowe x2, x4

Podstawiajgc x2=1, x4=s mamy
teR
seR

X2 =t
X3 + + 25

Otrzymalismy rozwigzanie og6lne ukfadu réwnan. Aby wyznaczy¢ wszystkie mozliwe

rozwigzania bazowe ustalmy na poczatku ich liczbe. Poniewaz byly cztery niewiadome,
zczego dwie sg niebazowe, ustalamy, ze mozna je wybra¢ na (2) czyli na 6 réznych
sposobow. Wyznaczamy najpierw jedno z nich tzn. takie, w ktorych jako zmienne niebazowe
przyjeto x2 oraz x4 podstawiajgc t- 0, 5=0.

Mamy wowczas:
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x4 =0

Postac¢ tabeli, w ktérej zamieszczamy wszystkie mozliwe kombinacja jest nastepujaca:

e
X ° 10 5 7
—t 0 1 8 0 0 17
X = 3 7
1 17
0 - 0
3 O 3 5
8 17
X =5 0 0 0
5 1 10

Do tej tablicy w kazdej kolumnie najpierw wpisujemy (wedtug pewnego klucza) po

dwa zera. Otrzymane rozwigzanie bazowe x2=0 oraz xA=0 znajduje sie w kolumnie nr 5.

Pozostate kolumny wypetniamy wedtug podobnego rozumowania jak w przykfadzie 15.
Gdyby nas interesowato takie rozwiazanie bazowe, w ktérym baza zostata utworzona zostata

na zmiennych i xA to oznaczatoby, ze zmiennymi niebazowymi sg X2 oraz X3 i nadajemy

im wartosci zero (czwarta kolumna naszej tabeli).

Mamy x2- 0 t- 0, X3=0=>— m-jt+25=0,

ale poniewaz t =0 mamy +2j =0=>2" ="-=>5 =Yg, zatem *4=

7.

x] wyliczamy ze wzoru x,

8 n _-i
5~10_10

W podobny sposdb uzupetniamy wszystkie brakujgce elementy w tablicy. Gdyby
pytanie dotyczyto wyznaczania nieujemnych rozwigzan bazowych, nalezatoby odrzuci¢ te
rozwigzania, w ktorych chociaz jedna niewiadoma przyjetaby warto$¢ ujemna. Pozostaty by

rozwigzania zawarte w kolumnach: drugiej, trzeciej i szostej.
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Baza zostata utworzona (rozpostarta) na zmiennych X2 oraz XA | te zmienne sg
zmiennymi bazowymi. Zmienna niebazowa - zmienna x3. Rozwigzanie ogolne wyznaczamy

podstawiajagc za zmienng niebazowg parametr t, czyli mamy x3=t. Pozostale niewiadome

zalezg od tego parametru. Mamy, zatem nastepujace trzy rownania:

Xrhszg 19

Yo% X?;t" v gdzie teR
EE vy

Ostatnie rozwigzanie nosi nazwe rozwigzania ogo6lnego ukfadu réwnan. Warto
zauwazy¢, ze mozna dokona¢ sprawdzenia, czy uzyskane rozwigzanie jest prawidtowe.
Podstawiajac do rozwigzywanego uktadu rownan otrzymane niewiadome mamy:

- dla pierwszego réwnania:

T o$420 177 _yqq +94 87,2140 34 1 1 .5 67,2_,
3 3 6 3 6 37 3 3 6 3 6 3
P=2 L=P
- dla drugiego réwnania mamy
" - 1.2 67 , 52
=3/ 17" L1 L, (6,262 1420 B2,
I3 3, 31 | 6 3] 3 3 3 3
P=-2 L=P
dla réwnania trzeciego
1 [ N - N - *
R Y O - e S LA L B
| 3 37 16 3) Wve 3) 3 3 2 6 3

P=5 L=P

Obliczenia powyzsze Swiadczg o prawidtowosci wyniku.

Na podstawie rozwigzania ogolnego ukfadu réwnan tworzymy rozwigzanie bazowe.
Powstaje ono w taki spos6b, ze zmienne niebazowe, w miejsce, ktérych podstawiliSmy
parametr przyjmuja warto$¢ zero.

W naszym przypadku rozwiazanie bazowe otrzymujemy ktadac t =0 mamy

20
3

*
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Jest to jedno z mozliwych rozwigzan bazowych. Baza zostata utworzona na zmiennych
X,,X2 i x4, ale przeksztatcenia elementarne moga zmierza¢ w kierunku utworzenia bazy na
innych zmiennych. W przypadku, gdy mamy cztery zmienne, spos$rod ktérych jedna jest
zmienng niebazowg teoretycznie mozliwe sg cztery przypadki rozwigzan bazowych.
Przypadki te podane zostaty w ponizszej tabeli

. 57 ' 2 3

X\ 6 3 52

- 19 . 1 3l
34 6 52
20 1 67
_ - 0 _

% 17 2 52

3 93 67 .
X 34 6 6

Aby wypetni¢ np. pierwszg kolumne korzystamy z rozwigzania ogdlnego, z ktérego wynika
_2 171—8‘=>20 _ 7 —~ 20

X =— - — == =— czyhi 20 nastepnie, gdy znamy
'3 3 3 3 17" 171 ’

., 11 1 120 1 20 19
wartos¢ / ustalamy X’*=E+§t S — =4+ "= oraz

6 317 6 51 34
_-67 26 20 _-67 520 _-1139+1040 -33
X4__6~+T 17" 6 + 51 _ 102 ~ 34
W podobny sposéb wypetniamy kolumny 2 i 4.

W przypadku kolumny nr 2 rozpoczynamy od

xk:l+ll=@=>it- 1 t:_l, czyli
6 3 3 6 2 2
20 17 20 17 40+17 57
Vz; 3 6~ 6 6
67 26 _-67 26_ -93
*/ + - — Tttt/ -

6 3 V27 6 6 6
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-67 52 & 67 67
H---1= I -
Dla kolumny nr 4 mamy 6 o “ gy - 5
20_H 67 =-33 724 _i i 67_93 =31
3 37*527” 52 *2—6+3 52~ 156 ~ 52

Przykiad 16
Rozwigzaé uktad réwnan:
i r+ 2x2- x3+3x4= 5

[3iG- x2+2x3- x4=-2

Znalez¢é rozwigzanie ogdlne oraz wszystkie mozliwe rozwigzania bazowe.

Mamym=2, n=4

2 -1 35 ~ "2 -1 3 5
[A:b} =
3 -1 2-1-2 w=w2-3w 0 -7 5 -10-17
l 2 '1 3 5'W, =w, o+ w2 .I. O 1 58~
o ;i 1-2 7 - 0.y 1-2 1
mamy zatem rzA =2 rz [A:b] =2 n =4, zatem mamy dwa stopnie swobody,

2 zmienne bazowe oraz 2 zmienne niebazowe

zmienne bazowe xx x3
zmienne niebazowe x2, x4
Podstawiajgc x2 =t, X4=s mamy

teR
seR

X\ 5 51 s
X2=t
X3— +jt+20
x4=5

Otrzymalismy rozwigzanie og6lne uktadu réwnan. Aby wyznaczy¢ wszystkie mozliwe

rozwigzania bazowe ustalmy na poczatku ich liczbe. Poniewaz byly cztery niewiadome,
zczego dwie sg niebazowe, ustalamy, ze mozna je wybra¢ na (2) czyli na 6 réznych
sposobow. Wyznaczamy najpierw jedno z nich tzn. takie, w ktdrych jako zmienne niebazowe
przyjeto x2 oraz x4 podstawiajac i =0, 5=0.

Mamy wowczas:

174 MACIERZE, WYZNACZNIKI, OPERACJE ELEMENTARNE



INSTYTUT EKONOMII | LOGISTYKI

*4=0

Postac tabeli, w ktorej zamieszczamy wszystkie mozliwe kombinacja jest nastepujaca:

1 8
X 0 0 0 " 5 7
8 17
x, =t 0 1 3 0 0 7
1 1 17
X, 0 - 0
5 ’ 3 5
8 17
X, =5 1 0 0 0
5 10

Do tej tablicy w kazdej kolumnie najpierw wpisujemy (wedtug pewnego klucza) po
dwa zera. Otrzymane rozwigzanie bazowe x2=0 oraz x4=0 znajduje sie w kolumnie nr 5.
Pozostate kolumny wypetniamy wedlug podobnego rozumowania jak w przykfadzie 15.
Gdyby nas interesowato takie rozwigzanie bazowe, w ktérym baza zostata utworzona zostata
na zmiennych x, i x4, to oznaczatoby, ze zmiennymi niebazowymi sg x2 oraz x3 i nadajemy

im wartosci zero (czwarta kolumna naszej tabeli).

Mamy x2=0=>/=0, x3=0=>1Iyr+ t+25=0,

ale poniewaz t=0 mamy +25 =0=>2" =-y-">5 = || zatem x4=—
8 P7 _-1
5 10~ 10

W podobny spos6b uzupetniamy wszystkie brakujace elementy w tablicy. Gdyby
pytanie dotyczyto wyznaczania nieujemnych rozwigzan bazowych, nalezatoby odrzuci¢ te
rozwigzania, w ktorych chociaz jedna niewiadoma przyjetaby warto$¢ ujemna. Pozostaty by

rozwigzania zawarte w kolumnach: drugiej, trzeciej i szostej.
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Zadania:
~2 -3" "1 -f
].NiechA:123~ B=4 -5 C=34 3
456 6 -7 67 8

Podac, ktdre z ponizszych dziatar sg wykonalne i wykonacé je

a) A Bt b) AtBt o AC i) BA7 e) CA

f) ACrg) Bh

2. Dane sg macierze

12 34' 1 113

102 3 _'12 3
B=-3 -2 -1 0 c = 15
21z~ 2 1-1 1 -

Wykonaj dziatania
a) AT-(BT-C)T-A

b) 2ABtCt

0 ile sg wykonalne. Jesli nie sg wykonalne uzasadnij ich niewykonalno$¢.

3. Obliczy¢ wyznacznik

3 21-1
12 3
SinX CoS X 0-2 4 0
? i b) 45 6 1 23 4
CoSX sinx 3 2.2
3-21-1
4. Wyznaczy¢ rzad macierzy
“3 2-1 1 2 1-102
agA= 1 0 2 -1 -1 -2 011
2 -1 1 2 0-3 -1 214
“1 0 -1 2 1-1
5. Niech A=0 1 2 i r=-1 2 1
0 0 1 1 3 0

Wyznaczy¢ rzad macierzy B, AB i BA.
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6. Wyznaczy¢ macierz X=2A-BTC 1, gdy
1-f
Am 1 1 B_‘l 10 42
B 202 ©T 32
1 2

7. Obliczy¢ macierz odwrotng do danej macierzy i sprawdzi¢ otrzymany wynik

"2 3 4 1-2 f
2 12 by 3 1-3
3-2 1 -2 2 -1
8 Dlajakich me R macierz B jest nieosobliwa.
3 -m 2m
2 -m -1
1 2 2
9. Dlajakich k e R macierz C jest osobliwa.
k1 -2
C= 4 2-1
2k k3
10. Dlajakich x macierz
3X 2 . .
a) A jest osobliwa
x-\' x+1
1 0 -x
bhpB=2 1 3 jest nieosobliwa
0 3

11. Dany jest ukfad réwnan
X-2y+ z= 9
< 3x+ y-3z=-5
-2x+2y- z=-11
Rozwiaza¢ go za pomoca;
a) wzoréw Cramera

b) macierzy odwrotnej
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C) przeksztatcen elementarnych

12. Rozwigza¢ uktad rownan

3X, - X2+2x3= 5
<2X, 43x2- x3=-2
X, - 4x2+3x3= 6

13. Wyznaczy¢ rozwigzanie ogolne uktadu réwnan

X, - 4x2+2%3- 2x4= 12 X2+2x3- x4= 3
a) *2x, +3x2- x3+9x4=- 3 b) < 2xj - x2- x3+3x4=-1
2x2  + x4= 4 - 3X +2x, + x3 =0

14.  Wyznaczy¢ nieujemne rozwigzania bazowe uktadu réwnan

- 29 +4x2+x3+2x4=- 3
a)\ X +2x2- 4= 1
- X,-X, +2>x4=-2

15. Dla ukfadu réwnan liniowych

X, +X2- x3+x4=1

2X, - X 2+4x3+x4=0

a) podac jego zapis macierzowy
b) wyznaczy¢ rozwigzanie ogélne
C) jakie jest rozwigzanie bazowe wzgledem zmiennych X, i x3

16. Przeprowadzi¢ dyskusje rozwigzalnosci uktadu rownan w zaleznosci od parametru k

A - X2 =2
N - 22+XI
2X, - 2x2- x3= 1
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Yi's

Niech Z oznacza zbior punktow P(x,y) plaszczyzny, na ktdrej wprowadzono

prostokatny uktad wspétrzednych Oxy.

Definicja
Funkcja dwoch zmiennych xiy okreSlona w zbiorze Z jest to |
przyporzadkowanie kazdemu punktowi P(x,y)&Z doktadnie jednej liczby z.

Piszemy zwykle z =f{x,y) dla (x,y)eZ , gdzie z
iy -zmienne niezalezne

z - zmienna zalezna |

f - symbol przyporzadkowania |

Zbior Z nazywamy dziedzing funkcji f(x,y).
Jezeli funkcja dwdch zmiennych jest okreSlona wzorem, a zmienne Xxiy nie zostaty

konkretnie sprecyzowane, to nalezy przyjac, ze dziedzine stanowi zbidr wszystkich par (x . v)

dla ktérych wzor ten ma sens.

Przykfadowo, jesli funkcja
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to dziedzing tej funkcji sg wszystkie pary liczb x,y dla ktérych zachodzi nieréwnosé

Wykresem funkcji dwdch zmiennych jest pewna powierzchnia o rownaniu z = f{x,y)
Wykres tworzy zbior wszystkich punktow o wspotrzednych (x\y, f (x,y)), gdzie (x,y)e Z.
Wykres powstaje w przestrzeni Oxyz (ukkad tréjwymiarowy) i tylko w prostych przypadkach
jest mozliwy do narysowania i czytelny.

Na przyktad wykresem funkcji f(x,y) =x2+y2jest powierzchnia zwana paraboloidg

Rysunek 1. Wykres funkcji z= X2

Praktyczny pozytek z tego rodzaju wykresow jest znikomy. W praktyce korzystamy z

interpretacji geometrycznej opartej na pojeciu warstwicy (poziomicy badz izohipsy).
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WY IRIK <TAW A1 Iy lsy

I Warstwicg powierzchni z=f(x,y) nazywamy rzut na ptaszczyzng Oxy

linii, wzdhuz ktdrej ptaszczyzna z = z0= const, przecina tg powierzchnia.

Przykfad 1
Niech z =xy

Sporzadzi¢ plan warstwicowy funkcji z =xy dla

Z>:I-21

dla Z =-2
dla z2=-1
dla z3=0
dla z4=1

dla z5=2

mamy

mamy

mamy

mamy

mamy

z» -0,

Xy =-2,

I LOGISTYKI

czyli

czyli
czyli

czyli

czyli

zZ4=1 oraz
2
1
*
x=0uy =0
1
Y 7X
2
y =+
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Przykitad 2

Niech f(x,y) =y-x2
Wyznaczy¢ warstwice dla ¢, =-4, ¢2=-1, ¢3=0, c4=1i c5=2
dlac =-4 mamy y =x2- 4
dla c2=-1  mamy y =x2-1
dla c3=0 mamy =
dla c4=1 mamy = 4
oraz

dla c5=2 mamy y - x1+2

W przypadku funkcji dwdch zmiennych /(x,y) wyrdzniamy pochodna czastkowa

wzgledem zmiennej x oraz pochodng czastkowa wzgledem zmiennej vy .
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rsr
Pochodng czastkowg wzglagdem zmiennej x oznaczamy symbolem p™ lub f'x, zas

pochodng czastkowa wzgledem zmiennej y odpowiednio symbolem d_y lub /'.

Istniejg zatem dwie pochodne czastkowe pierwszego rzedu. Pochodna czastkowa jest
funkcja, natomiast pochodna czastkowa w punkcie jest liczba.

Wyr6zni¢ mozna cztery pochodne czastkowe drugiego rzedu oznaczone symbolami

a?/ 12
iub/: “l|lub z* oraz B .
a2 U dxdy lub 1 dydx dy?2 /

Pochodng czastkowg wzgledem zmiennej * obliczamy traktujgc pozostate zmienne

jako state.

Przykiad 3
Niech f(x,y) =3x%-x"-2y

Obliczyé pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu.

Mamy zatem
fl =6xy- 3x2 fl =3x2- 2
/:=6y-6X fl =6x f m=6x ff -0

Pochodne czastkowe f1 if > roznigce sie tylko kolejnoscig rozniczkowania

nazywamy pochodnymi mieszanymi drugiego rzedu. tatwo zauwazy¢, ze w przypadku
badanej funkcji zachodzi réwnos¢
JrX\/ = erx

Okazuije sie ze ta rownosc nie jest przypadkowa, albowiem prawdziwe jest twierdzenie

Schwarza, z ktérego wynika ze pochodne mieszane drugiego rzedu funkcji dwoch zmiennych

sg rowne
dx dx
- lub =
dxdy  dVdx Sy =40

Istniejg roéwniez pochodne czastkowe trzeciego rzedu funkcji dwdch zmiennych

z=f(x,y) . Jest 8 takich pochodnych, lecz r6znych tylko cztery. Pochodne mieszane

Cv* fl oraz ff sg jednakowe
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tak jak zachodzi réwno$¢

rm rm rm

JIXxy - J xyx — J yxx

Jezeli mamy funkcje dwdch zmiennych f(x,y) oraz punkt PO(x0,y0), mozna

obliczy¢ wartos¢ pochodnych czastkowych pierwszego rzedu f x{P0) oraz fy{P0O) m
Niech

AX - 0znacza przyrost zmiennej x
Ay -0znacza przyrost zmiennej y

oraz A - oznacza przyrost wartosci funkcji
A/ -obliczy¢ mozna na podstawie wzoru A/ =/ (xQ+Ax y0+ Ay) - f(x0,y0)

Do praktycznych obliczen stosowany jest wzor przyblizony

/Sf ~f ’(PO)-Ax +fy(P0)-Ay, ktéry zapisujemy w postaci rézniczki zupetnej

zastepujac Ax —>dx, Ay —»dy oraz A/ przez df .
Mamy wzor

df - fi dx+fymly

Przykiad 4

Obliczy¢ rozniczke zupetng funkcji
I(Xy)= -Xy w punkcie PO(,-2)

Mamy
fi -hxl-y /IK) =31-(-2)=5
fy=-x 1,'(A) =-1. zatem
df{P0) =5dx-dv

Przykitad 5
Korzystajac z rozniczki zupetnej obliczy¢ przyblizong wartos¢ wyrazenia V3x01-11,98
Mamy
f(x,y) =y[xy P0(342)° zatem *0=3>yo=n"A " 0:01" Ay=-0,02
Al =f(xo+ Ax, y0+Ay)- f(x0,y0)
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Mamy

f(xo+ Ax yO+ Ay) =f(xQyO0) +Af
gdzie A/ obliczamy ze wzoru A/ - f'x-dx +f'yudy .
Mamy zatem

I(W o) =/(3,12) =VM2=V36=6

12 12
tz_ [:m= . =1
27 [xy 2>/3~12 " 2736

3
2736

Mamy zatem
A/(P0O) = 1m,01 + 0,25 (-0,02) = 0,005

czyli 73,0111,98 =6+0,005 =6,005

Wektor fj(P@i+/i(PQj nazywamy gradientem funkcji f(x,y) w punkcie
PG(x0\y0) i 0znaczamy symbolem grad f(p o)
Mamy wiec

grad f(P 0) = f'x{PQ)i +fy(P0)j

gdzie i oraz j 0znaczaja wektory jednostkowe (wersory) osi 0x i Oy

Przyktad 6

Danajest funkcja f{x,y) =x2y-3x +y-\ oraz punkt PO(2;-1). Wyznaczy¢ grad /(P0)

Mamy
[:=2xy-i [«>=1;(2,-u=-7
/' = 2+l 1,'(P0)=/;(2,-1) =5
zatem grad /(2,-1) =-7/+5y
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Gradient funkcji opisuje kierunek najszybszego wzrostu funkcji.
Zwiazek pomiedzy gradientem a warstwicajest nastepujacy: gradient jest prostopadty

do warstwicy.

Przyktad 7

Niech f{x,y) =2y-x2
Wyznaczy¢ warstwice przechodzacg przez punkt PO(2,1) oraz gradient funkcji w tym punkcie
Podstawiajgc do rownania 2y-x2-c wartos¢ x =2,y =I otrzymujemy 2-1-2 =c,

czyli c=-2,

zatem warstwica przechodzaca przez punkt (2; 1) to parabola o réwnaniu

2y-x2=-2"y="x2-\

fl - -2x /;(2,D =-4
[;=2 /;(2,d=2

zatem grad f(2,\) =-4i +2j
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-1

warstwiea

Pochodna kierunkowa funkcji / w Kierunku poétosi PG5 w punkcie PO

i (PO) =fx(Po)-COSa+fy(Po)- COSP

gdzie a i [i sgodpowiednio katami jakie poto$ POs tworzy z osiami Ox i Oy

Przykiad 8

Obliczy¢ pochodna funkcji f{x,y) =xy2 w kierunku pélosi P& w punkcie P0(2,1), jezeli

katy, jakie tworzy wersor tej potosi z wersorami i oraz j osi ukfadu wspotrzednych wynoszg

odpowiednio a =-j /@ ="
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Mamy
f:m=1fx2,D=1
[;("0)=/;(2,i)=4

n .
a- — czyli cosa - cos—=—
3 3 2

zatem

W przypadku funkcji trzech zmiennych f(x,y,z) pochodna kierunkowa tej funkcji

w kierunku poOtprostej / wychodzacej z punktu 0 wersorze kierunkowym
[cos«, cos ft, cosy] wyrazona jest wzorem
fA\p0)=/;(p0)cos« +/; (pO)cosp +/;(pO)cosY

a,p,y -tokatyjakie tworzy wersor potprostej Pd z wersorami osi O*, OyiOz

Przyktad 9

Znalezé pochodng kierunkowg funkcji f(x,y,z) =xy+yz+xz w punkcie PX1,2,3)

w kierunku wektora I, 1,1]

Wyznaczamy kosinusy odpowiednich katéw a, pi y korzystajac ze wzoréw:

cosa

spetniona jest przy tym zalezno$c¢:
cos2ax+cosPy+cos2y2=1
W omawianym przypadku mamy
ax=lay=Llaz=1

Mamy zatem:
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fy=x+z /; (123)=4
fi=*+y m, 2,3)=3
zatem
N
1(1.2.3) :5\;3 h4>3/3 f333 12V3 _

~ P ' R 2y _
9A " 2 Ht-mkﬁ%g/_ i T

ELASTY KOWE, U ' : S

W przypadku funkcji dwoch zmiennych f(x,y) mozna oblicza¢ elastycznosé
wzgladem zmiennej x oraz wzgledem zmiennej y . OkreSlamy je jako elastycznosci
czastkowe i oznaczamy odpowiednio Exf(x,y) oraz EVf(x,y)

Elastyczno$é obliczamy korzystajac ze wzoréw

EJ=Xf EJ-XA

Elastycznos¢ funkcji f(x,y) w punkcie PO(x0,y0) wyrazone sg wzorami

EJ (XO,yO) = *Q'/*(WO) oraz EYf(XO,YO) = yO'fy (/\O’TO)

1(*(), %) /(*W 0)
Elastyczno$¢ czastkowa oznacza procentowa zmiane funkcji / przy przyroscie wybranej

zmiennej o jeden procent i niezmienionych pozostatych zmiennych.
Przykiad 10

WyznaczyC elastycznosci czastkowe funkcji
f(x,y) =0,5x2-xy w punkcie PO(3,1)

wzgledem zmiennej x oraz wzgledem zmiennej y oraz zinterpretowa¢ otrzymane rezultaty.

Mamy
C=x-y 1;(3,1)=2 /(Po)=/(3,1) =0,5-32-3-1 =-~3
n =-* /;(3,i)=-3
'0=3, y0=1, zatem
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32 12
Exf(X\) =— 3 -

2

4

oraz
£/(3,1)=TL51=-2
2
Interpretacja wynikdw jest nastepujaca:
1 Jezeli wartosé * = 3 zwiekszymy o 1%, przy niezmienionej wartosci y =1, to wartos¢
funkcji wzrosnie o 4%.
2. Jezeli wartos¢ y =1 zwiekszymy 0 1%, nie zmieniajac wartosci x - - » 0 Wartosc

funkcji zmaleje o 2%.
Przykiad 11

Wyznaczy¢ elastyczno$¢ funkcji dwdch zmiennych

v(K,L) =yKaif wzgledem kapitatu oraz wzgledem zatrudnienia
gdzie
a,j3y - dodatnie wspotczynniki
- warto$¢ produkcji zaktadu
K - kapitat zakfadu
L - zatrudnienie
Mamy
VK' =yaK’-'Lp
VL =yKap I M
zatem
K-raKa-'Lp
ekv= v yKalf yK°LP
ru L-V’ yjKypir
ElIV \% yK*I? fXalf
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Funkcja V-yKalP nosi nazwe funkcji Cobba - Douglasa. Jak wynika
z przeprowadzonych obliczen elastyczno$¢ nie zalezy od punktu PO ijest rowna odpowiednio

wyktadnikom poteg, czyli wspotczynnikom a i /?.

Méwimy, ze funkcja z=f(x,y) ma w punkcie PO(x0,y0) ekstremum lokalne, jezeli
w sasiedztwie S punktu PO spetniona jest nierdwnosé
f(P)<f(PO) dlamaksimum

f(P)> f(PO) dla minimum
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Warunek konieczny istnienia ekstremum.

Jezeli funkcja f(x,y) ma punkcie PO(x0,y0) ekstremum, to

/[;(wo)="° > [;(w 0)=o0

Punkt PO(x0,y0), w ktorym spetnione sg rownoczesnie powyzsze dwa warunki nazywamy

punktem stacjonarnym. Spetnienie tego warunku oznacza, ze funkcja moze mie¢ ekstremum

jedynie w tych punktach, ktdre sg stacjonarnymi.

Na przyktad funkcja
f(Xx,y) =x2+y2-4x +6y-\
posiada pochodne czastkowe pierwszego rzedu
fx=2x- 4 oraz f'y=2y +6
Przyréwnujac je do zera otrzymujemy

[2x-4 =0 je= 2
[2y+6=0 y=-3"

A zatem mamy jeden punkt stacjonarny /8(2,-3).

I tylko w tym punkcie funkcja dwoch zmiennych moze mie¢ ekstremum.

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum.

Jezeli funkcja f(x,y) ma w pewnym otoczeniu punktu Po(*0>y0) pochodne
czastkowe drugiego rzedu, przy czym:
>0—0 1 /;(*>0=0
2"ANMWo)sf (Wo)YE(Wo)”[/; (x0,y0)J >0,
to funkcja f(x,y) maw punkcie PO(x0,y0)
maksimum wiasciwe, gdy fA(x0,yQ <0

minimum wiasciwe, gdy f a (x0, )>0
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Przyktad 12.

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji

f(X,y) - x2+y2- 2x+4y +5

Mamy
[; =2x-2 i f: =2y +4
fl;=o0 r2jc—2 =0
|/; =0 Czyl |2v+4-0 ~ W - 2.)-punkt stacjonarny
a:=2 f:(n)=f:(i-2)=2

~
1

2 I (po)y=1/;(i,-2)=2

/=0 l;:(")=1;0.-2)=0
PF(1,-2)=2-2-0 =4>0 czyli funkcja dwdch zmiennych ma w punkcie /tyl,-2)
ekstremum.

Poniewaz f'u(l, - 2) =2 >0 jest to minimum,

zatem Inin=/(1,-2) =12+ (-2)2-20 1+4-(-2) +5=1+4-2-8 +5=0

Przyktad 13.

Zbadac istnienie ekstremow funkcji(l)
f(x,y) =e x[x+y2)

Mamy
ft(x>y) =ex-(-1)(~+y )+ted=e'x-(l-x-y2)
f[ =e' -2y

jex(l-x-y2)=0 % x=\-y2

\e~x-2y =0 = x=\
zatem mamy jeden punkt stacjonarny PO(l, 0)

fl =e- (-1)(1- A yD+e o(-1) =-<Ff (2- v- y:)

1Przyktad ten zaczerpniety zostat od W. Zakowski. Matematyka, cz. I, Warszawa 1970, s.78.
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f(x,y) =e-" (x +y2)
f: =e-” . (-)(x+y2)+e-x=e-“(-x-y2+]) =e-x(\-
fy=exe2y = 2ye~X
Mamy
[ex\l-x-y2)=0=>\-x-y2=0 =>x=1-y2
[2ye~x=0 =>T =0 =>x =|
mamy zatem jeden punkt stacjonarny PO{1,0)

Obliczamy kolejno
fX=e~x-(-\)(\-x-y2) +ex-(-1) =-e~x(2-x-y 2)

§, =2ex
Ii(im)=/;("-0)=2e" = ;
l[;=-W

l;(n)=1/;0.0)="
w(p,)=»'(".0)= -7 7 -02=-7 <0

a zatem badana funkcja nie ma ekstreméw.

Przyktad 14

Wyznaczy¢ ekstrema funkcji dwdch zmiennych

f (X, y) =x2- 6xy +y3+3x+6y
[; =2x- 6y +3 fy =-6x+3y2+6
Mamy

j2x-6y +3=0 /-3

j-6x +3y2+ 6 =0

J6x-18y +9=0
|-6x +3y2+6 =0
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3y2-18y+15=0 /3

y2—6y+5=0
A=36-20=16 Va =4 Ti=1 T2o=5
2x-6y +3=0 czyli x-3y-— zatem * =

Mamy dwa punkty stacjonarne

p,\\y P\Z.5
Obliczamy
r, =2
[,=&>-
/.= -6

dla punktu />| —1 | mamy

AU 2’1|22> a_. "6
FF —1j=2-6-(-6)2=12-36 <0 brak ekstremum
V2
dla punktu P2\y ,5 | mamy
=2, IVVV;7'5| =30, /;.|?7,5 - -6

F —,5 - 2-30-(-6)2=60-36 >0
V2o
. . 27 . -
Poniewaz /" 5 >0 jeSt to minimum.

27
Funkcja / (v, y) maw punkcie P 1—,5 minimum

f =fLLS5l=|—1- 6-2,77-5+51+3-277+6-5=-24
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Pochodne czastkowe wykorzystujemy réwniez do wyznaczania najwiekszej
i najmniejszej wartosci funkcji okreslonej na pewnej figurze (bryle).
Sposob postepowania jest nastepujacy:
F. Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji dwéch zmiennych jak w powyzszych
przyktadach.
2°. Wyznaczamy funkcje na brzegu figury i liczymy warto$¢ najwiekszg (lub
najmniejszg) funkcji na brzegu.
3°. Sposréd wartosci wyznaczonych w p. 2 i p. 3 wybieramy najwieksza (lub
najmniejsza).

Przyktad 15.
Znalez¢ najmniejszg i najwiekszg wartos¢ funkcji
f(x,y) =2x2+y2-x -y

w trojkacie o wierzchotkach (0,0), (l,0) i (0,1)
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4x-1 =0
2y-1 =0
Ixx :4 er\ :2 / = «
= r =0
a 4’21 2 0472

tri -,i =4-2-02>0, czyli istnieje w punkcie minimum, poniewaz
4 2 1472

>0

ad. 2l.
Brzeg trojkata skitada sie z trzech odcinkéw OA AB i OB.

a) na odcinku OA mamy y =0 O<x<1
Na tym odcinku funkcja jest funkcjgjednej zmienngj f(x) =2x2-x (0<x<lI).
Warto§¢ najwiekszej funkcji w analizowanym przedziale réwna sie 1, a wartos¢

L 1
najmnigjsza —
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b) Naodcinku OB mamy x =0 0<y <1, afunkcjajest funkcjajednej zmiennej y o

postaci f{y) =y2-y 0<y<I. Wartos¢ najmniejszg funkcji w przedziale <01>

WYNOSi , awartosé najwieksza 0.

c) Na odcinku AB mamy y =-x +1 podstawiajgc do analizowanej funkcji mamy

[0 = 2x2+(-x + 2= x- (~x +1) = 8x2-2X =3x X — 0<y<1

Najmniejsza wartos¢ tej funkcji wynosi , hajwieksza za$
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Porownujemy wszystkie obliczone wartosci i dochodzimy do wniosku, ze najmniejsza
wartos¢, jaka przyjmuje funkcja jest ktéra funkcja przyjmuje w punkcie J. za$

wartos¢ najwieksza to 1 przyjmowana w punkcie (1,0).

Przykfad 16

Znalez¢ najmniejsza warto$¢ funkcji
! (jt) =2x2+3y2- x-4y

w kwadracie 0 <x <1, o<y<1

Obliczamy pochodne czgstkowe i znajdujemy punkty stacjonarne.

Mamy zatem

4x-1=0 X=—
[;= 4x-i 4
/i=6>-4 6v-4=0

Istnieje jeden punkt stacjonarny Px ! '}

4’3
Obliczamy kolejno
erx =4 ){W =6 ery =0 zatem
f1 27
l.:(U=/;{? 3j=6'0)
oraz /X (/7) = 1=° oraz
/1 2" . A .
=4-6-@=24>0, a poniewaz /x© ,2 4>0, zatem w punkcie
U 3; V4’ 3y

N
wystepuje minimum
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n i 42=35=1H
Jmin  J1g’n 2U +31— 4 3. 24~ 24

Poszukujemy teraz wartosci najmniejszej funkcji na brzegu kwadratu

Ten kwadrat skfada sie z czterech odcinkéw wpisanych zaleznosciami

a) OA: =0 0<x<1

b) AB: x=1 o= =

0 BC: y=1 0<x<1 oraz
d OC: x=0 0<><1

a) Na pierwszym odcinku (OA) funkcja jest funkcjajednej zmiennej xo postaci:

/(X) =2x2-X.

Jest to funkcja kwadratowa o wykresie jak na rysunku; posiada minimum w wierzchotku

paraboli czyli dla

/ =/~
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y

b) Na odcinku AB funkcja jest funkcjg zmiennej y o réwnaniu

f(y) =2+3y2-1- = 3/ -4y+1

A=16-12 =4 =%» y2~1’

ktéra posiada minimum dla y —2, 21in ——’é\ 3
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?

Po narysowaniu zbioru tych punktéw w ukladzie wspoétrzednych Oxy zastanawiamy
sie, jaka prosta najtrafniej przyblizataby zebrane dane. Rysujemy prosta, ktéra me musi
przechodzi¢ przez zaden z okreSlonych punktow i widzimy, ze dla konkretnych wartosci
zmiennej * punkt potozony na prostej nie pokrywa sie z punktem zdobytym w wyniku

zbierania danych empirycznych.
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Wystepujg roznice (zwane odchyleniami eve2, ......... ,en) pomiedzy danymi empirycznymi,
a wartosciami teoretycznymi (wynikajagcymi z potozenia punktow na przyjetej prostej).
Sposréd wielu mozliwych do przeprowadzenia prostych za najlepsza uwaza sie taka,

dla ktorej suma kwadratow odchylen jest najmniejsza.
Stad pochodzi nazwa metody - metoda najmniejszych kwadratéw (oznaczana jako MNK).

Parametry a i b prostej wyznaczamy na podstawie wzoréw:

Yjxiyi-nxy
a=
YAX]-n[x
I n
K=RL
b=y-ax gdzie L
02

(Srednie arytmetyczne zmiennych X i y).

Przykfad 17
Ponizsza tabela zawiera dane dotyczace ilosci sklepow spozywczych (zmienna Y)

i liczby mieszkancéw pieciu losowo wybranych miast wojewddztwa matopolskiego (zmienna

X - w tysigcach osdb)

8 12 10 15 15
1 4 5 10 20

Stosujgc metode najmniejszych kwadratow napisa¢ rownanie liniowej funkcji regresji

>=/(*)
Wykorzystujemy pomocniczg tabele

Lp y, W u

1 8 1 8 1

2 12 4 48 16
3 10 5 50 25
4 15 10 150 100
5 15 20 300 400
\4 60 40 556 542
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60 40

Obliczamy y=— =12 — -8

556-57842 ~ 42
542-5-64
6=12-0,342-8 =9,264

Stad réwnanie liniowej funkcji regresji
y =0,342*+ 9,264

I LOGISTYKI

Analizowang systuacje przedstawi¢ mozna poglagdowo na ponizszym rysunku

201
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WIELU

y =0,342*+ 9,264

dane empiryczne

wykres liniowej funkcji regresji

-0
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Przykiad 18
Popyt na pewien wyrdb ksztattowat sie w dwunastu miesigcach 2002 r. nastepujgco (w tys.

ton)

30 32 36 35 36 38 37 40 39 41 42 45
Korzystajac z metody najmniejszych kwadratow napisaé réwnanie liniowej funkcji, ktéra
najlepiej obrazuje te sytuacje

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia

zmienna Y - popyt na pewien wyrob

zmienna X - czas (kolejne miesigce 2002 roku)

Potrzebne obliczenia prowadzimy wykorzystujac tabele pomocnicza

Lp Y, W *,2
1 3,0 1 3,0 1
2 32 2 6,4 4
3 3,6 3 10,8 9
4 35 4 14,0 16
5 3,6 5 18,0 25
6 3,8 6 22,8 36
7 3,7 7 25,9 49
8 4,0 8 32,0 64
9 3,9 9 35,1 8l
10 41 10 4 100
11 4,2 11 46,2 121
12 45 12 54,0 144
I 45,1 78 650 650

309,2-12-6,5-3,76 _
650-12 (6,5):
/>=3,76-0,11-6,5 - 3,05

FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH 207



INSTYTUT EKONOMII | LOGISTYKI

Stad réwnanie liniowej funkcji
y =0,1be+ 3,05

Poniewaz w omawianym przypadku zmienng x jest czas stad powyzsze réwnanie nosi

nazwe rownania liniowej funkcji trendu i wéwczas y =0,1\t +3,05.

Warto$¢ parametru b méwi o tym jaki jest poziom zmiennej Y jesli zmienna X
przyjmuje warto$¢ zero.

Parametr a informuje o tym o ile wzrosnie warto$¢ zmiennej Y je$li zmienng X
zwiekszymy o jednostke.

Zadania:

1 Wyznaczy¢ dziedzine funkcji dwoch zmiennych

DY) = 9-x2)

b) f(x,y) =y[\-x2+jy2-1

Q/ (>y) =yix2 +y2- 4)(9- X2- y2)

d) f(x,y) =xHly

2 Wykona¢ plan warstwicowy funkcji

a) f(x>y) =X2+y?2 dla c,=-1, €= 0, 3= 1,

c4

b) /(x,y) =sin(x2+y2) dla c=10 g-—1 3= 1

c4

c) f(x,y) =2x-y dia ¢ =-2, €2=0, €= 2 ,

d) /(x.,y) =x|-ly| da  c¢c=0 @ 1) G—Il .

e) f(x'>)=y da ¢ =-j, c¢2=0, =1
3 Obliczy¢ pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu funkcji

a) f(x,y) =-"-

b) f(x.,y) =yx
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c) f(x,y) =xe~2y

d) f(x,y) =3x%2 oraz ich wartosci w F0(2,3)

e) f{x,y) =3%
0 f(x,y) ="2xy

g f{x,y) =y2cos(2x-y)

f X
hy f(x,y) =wn X+
2t

Wykazac, ze funkcja

1(x¥) - In(x2+ /)

Spetnia w kazdym punkcie ptaszczyzny z wyjatkiem punktu (0,0) réwnanie

fo+15, =0

Korzystajac z rozniczki zupetnej obliczy¢ przyblizong wartoS¢ wyrazenia

a) (2,02)" "
b) 7797 log,,,10,04

c) sin 31° tg44

d) j(3,03)" +(3,98)2

Wyznaczy¢ gradient funkcji

a) /1(*.y) =xy (2 + v3) w punkcie
b) / (a,y) =a3-y2+3a-y w punkcie
o = = w punkcie

Wyznaczy¢ pochodng kierunkowg funkcji

A(3.1)

n (-2,i)

AO.i)

[ (*,y) =2x: - 3v2w punkcie PO(l, 0) w kierunku p6tosi PG

o0 katach kierunkowych a =30f i (3=60°

FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH



10.

11.

12

13.

210

INSTYTUT EKONOMII I LOGISTYKI

Obliczy¢ pochodng kierunkowa funkcji
f(x],x2) =xlcosx2w punkcie Po(l,0) w kierunku wektora S =[2,l1]

Obliczy¢ pochodna kierunkowa funkcji
f(Xx,y)x2-xy-2y2w punkcie Po(l,0) w kierunku tworzacym

z osig 0 Xkat n_4

Obliczy¢ pochodng kierunkowg funkcji
u(x,y,z) =xy2+z3-xyz w punkcie PO(l, 1,2) w kierunku wektora [l, 2, 1]

Wyznaczy¢ elastycznosci czastkowe funkcji

2
f(x,y)= X— wzgledem zmiennych x i y w punkcie Po(-1,-1)
v'm X+y

Wyznaczy¢ elastyczno$ci czastkowe nizej podanych funkcji wzgledem zmiennych

X iy oraz podaé interpretacje otrzymanych rezultatdw

rt 3x+ 2y

a) f(X,y)\z yox w punkcie

b) / {x, y) =0,3x4y05 wpunkcie  A(3.2)
c) f(x,y) =x2\ny wpunkcie A (2,Vi)
d) f(x,y) =5x"ey wpunkcie  n(2-0

Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji dwdéch zmiennych
a) f(x,y) =x2+y2-6xy-39x +18y+20

b) f(x,y) =x3-y*+6xy +\2

c) I("Myy) =(x-1)2+y2

d) f(x,y) =2x3+y3+2x2-2y-\2x

e) f(x,y) =x4+y4-x2-2xy-y2
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0 f(x,y) =e2(*+>2)
g) f(x>y) =ix+y)2+*y-x
h) f{x,y) =y\Ix-y2-x +6y

i) f(x,y) =x2+3xy2-6xy

Wyznaczy¢ wartos¢ najmniejszg i najwieksza funkcji

f(X,y) =2xy-5x +6y +2

w kwadracie o wierzchotkach (I,1), (3,2), (2,1), i (2,2)

Znalezé najmniejsza i najwiekszg wartos¢ funkcji
f{x,y) =x2-2xy +y

w prostokacie o wierzchotkach (0,0), (0,1), (2,1) 1 (2,0)

Znalez¢ najmniejsza warto$¢ funkcji

f{x, v) =x-2y +—

{x, v) Yy
w kwadracie o wierzchotkach (0,1;0,1) (lo;0,1) (0,1;10) i (10;10)
Ponizsza tabela zawiera dane dotyczace ilosci samodzielnych pracownikow

naukowych (zmienna x) oraz ilos¢ obronionych doktoratéw (zmienna y ) w roku

2002 dla 10-ciu wybranych uczelni w Polsce

X 17 20 24 25 28 30 3B 40 42 4
y 20 19 23 28 30 30 40 50 48 53

Stosujac metode najmniejszych kwadratéw oszacowac parametry liniowej zaleznosci

vod X.
»
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